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आमुख 
आपकȧ अÚययन–सामाĒी भौǓतकȧ के ¢ेğ के ͪवɮवानɉ कȧ एक टȣम ɮवारा ͪवकͧसत कȧ 

गई है । यह आपको èवतंğ अÚययन मɅ Ĥदान करने के ͧलए Ǒदया गया ढांचा है । Ǔनàनͧलͨखत 
पर Úयान देने से अप इस अÚययन सामाĒी का सवȾ×तम लाभ ले सकɅ गे ।  इस पèुतक को बी. 
एससी. पाट[-III कȧ भौǓतक ͪव£ान के पğ-1 (PH-09), Èवांटम यािÛğकȧ, के पाɫयĐमɉ को 
Úयान मɅ रखकर तैयार ͩकया गया है पèुतक को कुल 15 इकाइयɉ मɅ ͪवभÈत ͩकया गया है । 
Ĥ×येक इकाई (पाठ) के Ĥारàभ मɅ पाठ का शीष[क ǑहÛदȣ एव ंअंĒेजी मɅ Ǒदया गया  है । यह 
आपको पाठगत सामĒी के ͪवषय मɅ एक समाÛय ͪवचार Ĥदान करेगा । शीष[क के पæचात ्Ĥ×येक 
इकाई (पाठ) कȧ Ǿपरेखा दȣ गई है जो ͩक सàपणू[ इकाई का दप[ण है तथा पाठ मɅ सिàमͧलत 
सभी अनÍुछेदɉ का Đमवार उãलेख करती है । Ĥ×येक इकाई कȧ पाɫय सामाĒी को सरलतम ्भाषा 
मɅ सुगम एव ंसुèपçट Ǿप से ͧलखने का Ĥयास ͩकया गया है । Ĥ×येक पाठ (इकाई) मɅ एक 
अवधारणा (concept) पणू[ होने के पæचात कुछ बोध Ĥæन व हल ͩकए गए उदाहरण Ǒदये गए 
हɇ। इनका उƧेæय आपके ɮवारा सीखी गई अवधारणा को पçुट करना और समèया हल करने कȧ 
तकनीक ͧसखाना है जो भौǓतकȧ के अÚययन का एक अǓनवाय[ अंग है । 

Ĥ×येक इकाई के अंत मɅ सारांश, शÞदावलȣ, संदभ[ Ēथं तथा अßयासाथ[ Ĥæन Ǒदये गए हɇ। 
हमɅ आशा है ͩक इस पèुतक ͩक अÚययन सामĒी अपने उƧेæय मɅ सफल होगी तथा 

ͪवɮयाͬथ[यɉ के ͧलये उपयोगी ͧसƨ होगी । 
हम, अपने साͬथयɉ एव ंͪवɮयाͬथ[यɉ से यह अनरुोध करते हɇ ͩक वे इस पèुतक कȧ छपाई 

कȧ ğǑुटयɉ एव ंअपने बहु मूãय सुझावɉ से अवगत कराकर हमɅ अनĒुहȣत करɅ िजससे पाɫय-सामाĒी 
को आपकȧ आशा के अनǾुप बनाया जा सके । 
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इकाई 1 
Èवांटम ͧसƨाÛत का उɮगम  

(Origin of Quantum Theory) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

1.0 उƧेæय 
1.1 Ĥèतावना 
1.2 कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण कȧ ͪववेचना करने मɅ ͬचरसàमत भौǓतकȧ कȧ 

असफलता 
1.3 Üलाकं ͪवͩकरण Ǔनयम 
1.4 Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव 
1.5 कॉàपटन Ĥभाव 
1.6 साराशं 
1.7 शÞदावलȣ 
1.8 संदभ[ ĒÛथ 
1.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
1.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

1.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पɭने के पæचात आप 
 कृिçणका ͪवͩकरणɉ को समझ सकɅ गे; 
 कृिçणका वण[Đम मɅ ऊजा[ के ͪवतरण को जान सकɅ गे; 
 कृिçणका वण[Đम मɅ ऊजा[ ͪवतरण को समझाने के ͧलये ĤयÈुत ͬचरसàमत 

ͧसƨाÛतɉ कȧ सीमाओं कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 Üलाकं ͪवͩकरण Ǔनयम व ÈवाÛटम ͧसƨाÛत को सीख सकɅ गे; 
 Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव एव ंकॉàपटन Ĥभाव तथा इनके मह×व को जान सकɅ गे। 

1.1 Ĥèतावना (Introduction) 
पदाथ[ या ġåय छोटे–छोटे कणɉ से ͧमलकर बने हु ये होत ेहɇ जो सदैव गǓत करत ेरहत े

हɇ। इन कणɉ के गǓतकȧय गणुɉ से सàबिÛधत ͪव£ान कȧ शाखा को यािÛğकȧ कहा जाता है। इन 
कणɉ पर Ûयटून के गǓतक Ǔनयम लाग ू ͩकये जाये तो यह अÚययन ͬचरसàमत यािÛğकȧ के 
अÛतग[त आता है। ͬचरसàमत यािÛğकȧ के आधार पर Ēहɉ, उपĒहɉ जैसे आकाशीय ͪपÖडɉ से 
लेकर पØृवी के छोटे–बड ेकणɉ कȧ गǓत कȧ åयाÉया कȧ जा सकती है। ͬचरसàमत यािÛğकȧ, 
परमाणवीय आकार के सूêम ¢ेğ वाले कणɉ के èथाǓय×व, गǓतक åयवहार एव ंउनके ͪवͩकरणɉ 
से ĤाÜत èपेÈĚम आǑद कȧ åयाÉया करने मɅ असमथ[ है। 
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बीसवी ंशताÞदȣ के Ĥारàभ व उÛनीसवी ंशताÞदȣ के अंत मɅ अनेक ऐसे Ĥयोगा×मक तØय 
ĤाÜत हु ये िजनकȧ åयाÉया ͬचरसàमत भौǓतकȧ के Ǔनयमɉ के ɮवारा सभंव नहȣ ंहो सकȧ, जैसे 
कृिçणका ऊजा[ ͪवतरण का Ǔनयम, Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव एव ंकॉàपटन Ĥभाव आǑद। इस इकाई 
मɅ आप इन घटनाओं का अÚययन ͪवèततृ Ǿप से करɅगे। इन Ĥभावɉ से सàबिÛधत Ĥायोͬगक 
पǐरणाम को समझने के ͧलये नवीन ͧसƨाÛत िजसे ÈवाÛटम ͧसƨाÛत कहत ेहɇ, कȧ आवæयकता 
होती है। इस इकाई मɅ हम उन Ĥायोͬगक तØयɉ का वण[न करɅगे िजनसे ÈवाÛटम ͧसƨाÛत का 
उɮगम हुआ। 

कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण ͪववेचना मɅ असफलता के अǓतǐरÈत ͬचरसàमत ͧसƨाÛत, 
परमाण ु के èथाǓय×व, परमाण ुव इसके Ĥोटॉन व इलेÈĚॉन कȧ गǓत, ठोस पदाथ[ कȧ ͪवͧशçट 
ऊçमा का ताप के साथ पǐरवत[न, परमाणुओं ɮवारा उ×सिज[त ͪववÈत वण[Đम, रमन Ĥभाव 
आǑद कȧ åयाÉया मɅ असफल रहा अत: ͬचरसàमत भौǓतकȧ कȧ अपणू[ता के कारण हȣ 1900 मɅ 
ÈवाÛटम यािÛğकȧ का उɮगम हुआ। 

इस इकाई मे सव[Ĥथम अनÍुछेद 1.2 मɅ कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण कȧ ͪववेचना मɅ 
ͬचरसàमत भौǓतकȧ कȧ असफलता कȧ ͪववेचना कȧ गयी है। Üलांक ने Èवांटम ͧसƨाÛत 
ĤǓतपाǑदत कर कृिçणका ͪवͩकरण कȧ åयाÉया कȧ, इसे अनÍुछेद 1.3 मɅ बताया गया है। Ĥकाश 
वɮैयतु Ĥभाव एव ंकाàपटन Ĥभाव, ये दोनɉ Ĥभाव ͬचरसàमत यांǒğकȧ से नहȣ ंसमझ ेजा सकत े
हɇ अत: इÛहɅ Èवांटम यांǒğकȧ से समझाया गया है। यह ͪववेचना Đमश: अनÍुछेद 1.4 व 1.5 
कȧ गयी।  

1.2 कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण कȧ ͪववेचना करने मɅ ͬचरसàमत 
भौǓतकȧ कȧ असफलता (Failure of Classical Mechanics 
in explaining Spectral Distribution of Black Body) 
आप जानते हɇ ͩक कृिçणका ऐसे ͪपÖड के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत कȧ जाती है जो èवय ंपर 

आपǓतत सभी आविृ×तयɉ (तरंगदैÚयȾ) के ͪवͩकरणɉ कɉ पणू[तया अवशोͪषत कर लेती है। 
कृिçणका के ĤǓतǾप के ͧलये कोटर (cavity) पर ͪवचार करत ेहɇ िजसकȧ दȣवारɅ एक Ǔनिæचत 
ताप पर है तथा भीतरȣ दȣवारɅ कालȣ कȧ हु ई होती है। कोटर कȧ दȣवारȣ के परमाण ु ͪवɮयतु 
चुàबकȧय ͪवͩकरण उ×सिज[त करत े हɇ, जो कोटर के भीतर कȧ दȣवारɉ से परावǓत[त एवं 
अवशोͪषत हो सकते हɇ। कोटर के भीतर का सàपणू[ भाग ͪवɮयतु चुàबकȧय ͪवͩकरणɉ से भर 
जाता है तथा साàयावèथा मɅ होता है। अथा[त परमाणुओं ɮवारा ĤǓत सैकÖड उ×सिज[त ऊजा[ का 
मान, उनके ɮवारा ĤǓत सैकÖड अवशोͪषत ऊजा[ के मान के बराबर होता है। ऊçमीय साàयावèथा 
मɅ कोटर के भीतर ͪवͩकरणɉ का ऊजा[ घन×व Ǔनयत रहता है। कोटर कȧ दȣवार मɅ बने एक Ǔछġ 
से ͪवͩकरण बाहर उ×सिज[त होता रहता है। कोटर के Ǔछġ से बाहर Ǔनकलने वाले ͪवͩकरण को 
कृिçणका ͪवͩकरण (black body radiation) कहत ेहɇ। 

कृिçणका ͪवͩकरणɉ का ͪवæलेषण सव[Ĥथम, लमूर (Lummer) तथा ͪĤगंशाइम 
(Pringsheim) ɮवारा 1899 मɅ ͩकया गया था। èतर तथा ͪĤगंशाइम ने ͪवͧभÛन तापɉ पर 
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कृिçणका कȧ èपेÈĚमी उ×सज[न ¢मता (  ) तथा तरंग दैÚय[ ( ) का मापन ͩकया। कृिçणका 
के ͧलये   व   के मÚय Ēाफ को èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण Ēाफ कहत ेहɇ िजसे ͬचğ 1.1 मɅ 
दशा[या गया है। 

 
ͬचğ 1.1 

èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण कȧ Ĥमुख ͪवशेषतायɅ Ǔनàन है – 
(i) ताप बढ़ाने पर, Ĥ×येक तरंगदैÚय[ के संगत ͪवͩकरणɉ कȧ माğा मɅ वृͪ ƨ होती है। 
(ii) ऊजा[ ͪवतरण वĐ सतत होता है। Ĥ×येक ताप पर Ĥ×येक तरंगदैÚय[ के ͪवͩकरण 

उ×सिज[त होत ेहै।  
(iii) ͩकसी एक Ǔनयत ताप पर èपेÈĚमी उ×सज[न ¢मता (  ) का मान, तरंगदैÚय[ का 

मान बढ़ाने पर, बढ़ता है। ͩकसी ͪवͧशçट तरंगदैÚय[ ( m ) पर   अͬधकतम हो जाता है और 
बाद मɅ   का मान घटने लगता है।  

(iv) m  (ͪवͧशçट तरंगदैÚय[ िजस पर m  अͬधकतम है) का मान ताप वृͪ ƨ करने पर, 
कम तरंगदैÚय[ कȧ ओर ͪवèथाͪपत होता है । m  का मान कृिçणका के परमताप के 
åय×ुकमानपुाती होता है। 

अथा[त ्  
1

m 


  

  m b    Ǔनयतांक     . ...(1.1)  
इसे वीन का ͪवèथापन Ǔनयम (Wien’s displacement law) कहत ेहɇ । b  को 

वीन Ǔनयतांक (Wien’s constant) कहत ेहɇ, इसका मान 32.898 10b mK   होता है। 



10 
 

(v) ͩकसी ताप पर कृिçणका के ऊजा[ ͪवतरण वĐ तथा तरंगदैÚय[ अ¢ के मÚय 
¢ेğफल, उसकȧ कुल उ×सज[न ¢मता  के तुãय होता है तथा यह कृिçणका के परम ताप के 
चतथु[ घात के अनĐुमानपुाती होता है। 

अथा[त ्
     4        ...(1.2)  
जहा ँ   Ǔनयतांक है, इसे èटȣफन Ǔनयतांक कहत े हɇ।   का मान 85.67 10  

वाट/मी. 2 4 होता है। इसको èटȣफन बोãटजमान (Stefan Boltzmann) Ǔनयम भी कहत ेहɇ। 
(vi) तरंगदैÚय[ m  के ͪवͩकरणɉ के ͧलये अͬधकतम उ×सज[न ¢मता का मान, परम 

ताप के पचंम घात के अनĐुमानपुाती होता है। इसे वीन का पचंम घात Ǔनयम (Wien’s fifth 
power law) कहत ेहɇ। अथा[त ्

   5
m   

 अथवा    5
m

   Ǔनयतांक     ...(1.3)  
 लूमर तथा ͪĤगंशाइम ɮवारा ĤाÜत èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण वĐɉ कȧ ͪववेचना के ͧलये 

सव[Ĥथम वीन (Wien) ने Ĥयास ͩकया। इन वĐɉ कȧ वीन ͪवͩकरण Ǔनयम के आधार पर 
åयाÉया कȧ गई। 

वीन ने ऊçमागǓतकȧ के ͧसƨांतɉ के आधार पर £ात ͩकया ͩक तरंगदैÚय[ परास   
तथा d   के मÚय ͪवͩकरणɉ के ͧलये कृिçणका कȧ èपेÈĚमी उ×सज[न ¢मता   Ǔनàन 
होती है –  

    5d f d   



    वाट /मी. 2     ...(1.4)  

यहȣ ं  f   चर   का फलन है। f ( ) का मान £ात करने के ͧलये वीन ने 
कृिçणका के वण[Đम मɅ ऊजा[ के ͪवतरण वĐ तथा मैÈसवेल के ऊजा[ ͪवतरण वĐ कȧ तुलना 
कर ( )F T का Ǔनàन मान ĤाÜत ͩकया 

   
a
Tf e 


        ...(1.5)  

अत:   तथा d   तरंगदैÚय[ परास के मÚय कृिçणका ɮवारा उ×सिज[त ͪवͩकरणɉ 
कȧ माğा 

  
5 /a td e d

            ...(1.6)  
यह वीन का ͪवͩकरण Ǔनयम कहलाता है। यह Ǔनयम केवल लघ ुतरंगदैÚय[ परास मɅ हȣ 

स×य पाया जाता है। यह Ǔनयम दȣघ[ तरंगदैÚय[ परास मे ͪवͩकरणɉ कȧ ऊजा[ ͪवतरण कȧ 
åयाÉया करने मɅ असफल रहता है।  

रैले जीÛस का ͪवͩकरण Ǔनयम (Rayleigh Jeans radiation law)  
कोटर (cavity) के अÛदर के ͪवɮयतु चुàबकȧय ͪवͩकरणɉ को हामȾǓनक तरंगɉ का 

अÚयारोपण माना जा सकता है। इनमɅ से Ĥ×येक तरंग का åयवहार यांǒğक हामȾǓनक दोͧलğ कȧ 
भाँǓत होता है। दोͧलğ कȧ ऊजा[ मैÈसवेल–बोãटजमान के ऊजा[ समͪवभाजन Ǔनयम (law of 
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equipartition of energy) ɮवारा k होती है जहाँ   कोटर का परम ताप तथा k  
वोãटजमान Ǔनयतांक है। यह ऊजा[, कोटर मɅ Ĥ×येक èवातÛŧय कोǑट (degree of freedom) 
के साथ सहचाǐरत होती है।  

v  तथा v dv  आविृ×त परास मे ĤǓत एंकाक आयतन मɅ  

कàपनɉ कȧ ͪवधाओं कȧ संÉया 
2

2

8 v dv
c


      ...(1.7)  

अत: v  तथा v dv  के मÚय कोटर मे ĤǓत एंकाक आयतन ऊजा[ 
2

3

8
v

vu dv k dv
c


 
    ...(1.8)  

cv


  तथा 2

cdv d


   का उपयोग कर समी. (1.8)  को तरंगदैÚय[ के Ǿप मɅ 

Ǔनàन Ĥकार से दशा[या जा सकता है 
2

3 2

8 c cu d k d
c 
 

 
       
   

 

4

8u d k d 
 


       …(1.8अ) 

समी. (1.8) एंव (1.8अ) रैले – जीÛस Ǔनयम को Ĥदͧश[त करता है। 

 
ͬचğ 1.2 

ͬचğ 1.2 (अ तथा ब) से £ात होता है ͩक रैले–जीÛस Ǔनयम Ǔनàन आविृ×त अथवा 
दȣघ[ तरंगदैÚय[ के ͪवͩकरणɉ के ͧलये कृिçणका ͪवͩकरण Ĥायोͬगक मानɉ से अÍछा मेल खाता है 
ͩकÛत ुयह Ǔनयम लघ ुतरंगदैÚय[ (उÍच आविृ×त) पर Ĥायोͬगक मानɉ से ǒबãकुल मेल नहȣ खाता 
है। 

कृिçणका ͪवͩकरण के Ĥायोͬगक वĐ ͬचğ 1.1 के अनसुार ऊजा[ घन×व का मान एक 
सीमा तक बढ़ कर, उÍच आविृ×त पर पनु: घटने लगता है। रैले जीÛस के Ǔनयमानसुार 
èपेÈĚमी ऊजा[ घन×व का मान 2v  के समानपुाती होने से यह सतत Ǿप से बढ़त ेजाना चाǑहये 
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अत: यह Ǔनयम, उÍच आविृ×त कȧ ͪवͩकरणɉ के ͧलये कृिçणका ͪवͩकरण कȧ åयाÉया करने से 
पणू[ असफल रहता है। 

साथ हȣ ͩकसी ताप पर 0v   से v    तक ͪवͩकरणɉ का कुल ऊजा[ घन×व (ĤǓत 
एकांक आयतन ͪवͩकरणɉ कȧ कुल ऊजा[) 

0
vu u dv



 
      ...(1.9) 

कुल ऊजा[ घन×व का मान अनÛत ĤाÜत होता है जो असàभव है। इस Ǔनयम मɅ 
2

vU v  के कारण पराबɇगनी ͪवपɮ (ultraviolet catastrophe) उ×पÛन हो जाती है Èयɉͩक 
उÍच आविृ×त पर ͪवͩकरणɉ के अ×याͬधक ऊजा[ घन×व कȧ Ĥायोͬगक पिुçट नहȣ ंहो पाती है। 

èपçट है ͩक कृिçणका ͪवͩकरण के Ĥायोͬगक पǐरणामɉ कȧ पणू[ åयाÉया, ͬचरसàमत 
भौǓतकȧ पर आधाǐरत Ǔनयम जैसे वीन Ǔनयम अथवा रैले–जीÛस Ǔनयम के ɮवारा सभंव नहȣ हो 
सकȧ थी।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. कृ िçणका के अवशोषण गुणांक का मान Èया होता है? 
  ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––– 
2. कोटर कȧ ऊçमीय साàयावèथा से Èया ता×पय[ है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––– 
3. ͩकसी ताप पैर कृ िçणका के ऊजा[ ͪवतरण वĐ तथा तरंगदैÚय[ अ¢ के मÚय का 
 ¢ेğफल ͩकस राͧश को åयÈत करता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
4. कृ िçणका ͪवͩकरण èपेÈĚमी ͪवतरण को वीन ͪवͩकरण Ǔनयम ͩकस तंरगदैÚय[ 
 परास मɅ åयाÉया करता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––– 
5. रैले – जीÛस Ǔनयम ɮवारा कृ िçणका ͪवͩकरण èपेÈĚमी ͪवतरण कȧ åयाÉया मे 
 असफल रहने का Èया कारण है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––– 

उदाहरण 1.1 एक कृिçणका का परम ताप दगुनुा कर Ǒदया जाता है। इससे उ×सिज[त 
ऊजा[ ͩकस अनपुात मे बढ़ेगी? 

हल : हम जानते हɇ ͩक èटȣफन के Ǔनयम से उ×सिज[त ͪवͩकरण कȧ दर 
4          …(i) 

अत: नवीन अवèथा मɅ ताप को दगुना करने पर उ×सिज[त ऊजा[ कȧ दर 

 4' 2          …(ii) 

समी. (ii) मɅ (i) का भाग देने पर 
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 4
4

4

2' 162
1

TE
E




       
  

अत: उ×सिज[त ͪवͩकरण ऊजा[ 16  गणुा बढ जायेगी। 

1.3 Üलांक ͪवͩकरण Ǔनयम (Plank’s Radiation Law) 
1900 मɅ Üलांक ने कोटर ͪवͩकरणɉ के èपेÈĚमी ͪवतरण के ͧलये एक उपयÈुत åयजंक 

åय×ुपÛन ͩकया। Üलाकं के अनसुार कोटर के ͪवͩकरणɉ के उसकȧ दȣवारɉ के परमाणओंु के साथ 
साàयावèथा मɅ होने पर, कोटर के भीतर परमाणुओं कȧ ऊजा[ओं और ͪवͩकरण कȧ ऊजा[ ͪवतरण 
मɅ कुछ सàबÛध होना चाǑहये। Üलांक ने ͪवɮयतु चुàबकȧय दोͧलğ कȧ ĤकृǓत के बारे मे नवीन 
ͪवचार व ͧसƨाÛत Ĥèतुत ͩकया िजससे ÈवाÛटम ͧसƨाÛत का जÛम हुआ। उनकȧ पǐरकãपना 
(hypothesis) के Ǔनàन मुÉय ǒबÛद ुथे – 

(i) ͪवͩकरण ऊजा[ का अवशोषण या उ×सज[न, कृिçणका मɅ उपिèथत ͪवɮयतु चुàबकȧय 
दोलकɉ के ɮवारा होता है। 

(ii) ͪ वͩकरण ऊजा[ का अवशोषण या उ×सज[न सतत न होकर ͪववÈत (discrete) मान 
मɅ होता है। ऊजा[ का उ×सज[न या अवशोषण ऊजा[ के Ûयनूतम मान hv  के पणू[गणुज के Ǿप मɅ 
होता है। अथा[त , 2 ,hv hv 3 ...h v  अथा[त n h v   

(iii) मूलभूत ऊजा[ ÈवाÛटम hv  के बराबर होता है जहा ँ h  Üलाकं Ǔनयतांक है, िजसका 
मान 

346.62 10 जूल सेकÖड होता है। 
ऊजा[ का Ûयनूतम ͪववÈत मान, िजसका ͪवǓनमय हो सकता है, को ÈवाÛटम कहत ेहɇ। 
Üलाकं ने ͪवͩकरणɉ के ऊजा[ घन×व के åयजंक åय×ुपÛन करने मɅ ऊजा[ के समͪवभाजन 

ͧसƨाÛत का उपयोग नहȣ ंकर यह माना ͩक Ĥ×येक आणͪवक दोͧलğ कȧ ऊजा[ ÈवाÛटȣकृत होती 
है। 

कृिçणका से उ×सिज[त ͪवͩकरण कȧ ऊजा[ का मान £ात करने के ͧलये Üलांक ने 
मैÈसवेल बोãटजमान सांिÉयकȧ (M B statistics) का उपयोग ͩकया। Üलांक के अनसुार Ǔनयत 
ताप  पर ͪववÈत ऊजा[ मान n hv  वाले दोलकɉ कȧ संÉया Ǔनàन होती है – 

nhv
kT

n e


         ...(1.10)  

दोलकɉ कȧ औसत ऊजा[ E   n

n

nhv





 

समी. (1.10) से 
nhv
k

nhv
kT

nhv

e





 


     ...(1.11)  

माना   
hv
k




        ...(1.12)  
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  
nx

nx

ne
kxt

e



  


      ...(1.13)  

 
 2 1

1

x
x

x

ekTx e
e




 


     

...(1.14)  

 1

1

x

x

x

ekTx
e

kTx
e











 

x  का मान समी. (1.12) से रखने पर 

 / /1 1hv kT hv kT

hvkT hvkT
e e

  
         

...(1.15)  

समी. (1.15) को ĤाÜत करने मɅ बोãटजमान के गणुांक 
nhv
kTe


 का उपयोग ͩकया गया 

है जो n  ऊजा[ वाले दोͧलğɉ कȧ संÉया Ĥकट करता है। समी. (1.15) मɅ ऊजा[ का åयजंक 
ऊजा[ समͪवभाजन Ǔनयम से ĤाÜत k से ͧभÛन ĤाÜत होता है अत: समी. (1.8)  मɅ kT  का 
ĤǓतèथापन समी. (1.15) के ɮवारा करने पर  

2 3

3 / 3 /

8 8
1 1v hv kT hv kT

v hvdv hv dvu dv
c e c e
 

 
       ...(1.16)  

समी. (1.16) Üलांक का ͪवͩकरण Ǔनयम कहलाता है। यह Ǔनयम कृिçणका से उ×सिज[त 
सभी तरंगदैÚय[ वाले ͪवͩकरणɉ के ͧलये सहȣ पǐरणाम देता है। Üलांक कȧ पǐरकãपना ने एक 
नवीन यांǒğकȧ का माग[ Ĥशèत ͩकया िजसे ÈवाÛटम यांǒğकȧ के नाम से जानत ेहɇ। 
______________________________________________________________ 

 
hv x
kT

  

2 31 ....nx x x xe e e e         
1

1
nx

xe
e




       ...(i) 

दोनɉ प¢ɉ का अवकलन करने पर 
 

2

( 1)
(1 )

nx x
xne e

e
 




 

      …(ii 

या  2(1 )

x
nx

x

ene
e





  
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बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. Üलांक पǐरकãपना मɅ ऊजा[ का अवशोषण या ͪवͩकरण कौन करता है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

उदाहरण 1.2 Üलांक के ͪवͩकरण Ǔनयम को, तरंगदैÚय[ परास   तथा d   मɅ 
ऊजा[ घन×व u d   के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त कȧिजये। 

हल : Üलाकं का ͪवͩकरण Ǔनयम 
3

3 /

8 1
1v hv kT

hvu dv dv
c e



     ...(i) 

  vu dv u d    

तथा 
cv



 एव ं 2

cdv d




  

सàबÛधɉ का उपयोग समी. (i) मɅ करने पर 
3

3 / 2

5 /

8
1

1
8 1

1

hc kT

hc kT

ch
cu d d

c e
hcu d d

e

 

 


 




 


 
         




 

1.4 Ĥकाश वैɮयुत Ĥभाव (Photo Electric Effect) 
Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव अÚययन के ͧलये पǐरपथ ͬचğ 1.3 मे Ĥदͧश[त ͩकया गया है। 

जब ͩकसी धात ुपçृठ पर ͪवͧशçट आवǓृत का Ĥकाश आपǓतत होता है तब पçृठ से इलेÈĚॉन 
उ×सिज[त होते हɇ। यह Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव कहलाता है। इस Ĥकार उ×सिज[त इलेÈĚॉनɉ को 
फोटो इलेÈĚॉन तथा इन इलेÈĚॉनɉ के कारण ĤवाǑहत ͪवɮयतु धारा को Ĥकाश ͪवɮयतु धारा 
कहत े है। इस Ĥभाव मɅ ĤयÈुत धात ु िजससे इलेÈĚॉन उ×सिज[त होते हɇ, को फोटो इलेÈĚॉन 
उ×सज[क कहत ेहɇ। 

 
ͬचğ 1.3 
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Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव का ͧलनाड[ ने अÚययन कर Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत ͩकये – 
(i) जब Ĥकाश कȧ तीĭता बढाई जाती है तो ͪवɮयतु धारा का मान बढ़ता जाता है। 

अथा[त ्ͪवɮयतु धारा, Ĥकाश तीĭता के अनĐुमानपुाती होती है। देखɅ ͬचğ 1.4। 

 
ͬचğ 1.4 

(ii) जब Ĥकाश कȧ तीĭता िèथर रखकर Ĥकाश कȧ आविृ×त मɅ पǐरवत[न करत ेहɇ तो 
हम मह×वपणू[ घटना देखते हɇ ͩक Ĥ×येक कैथोड पदाथ[ के ͧलये एक Ǔनिæचत Ûयनूतम आविृ×त 
होती है िजस पर Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव Ĥारàभ होता है, इस आविृ×त को देहलȣ आविृ×त 
(threshold frequency) कहत े हɇ। इस आविृ×त से कम आविृ×त पर Ĥकाश तीĭता चाहे 
ͩकतनी भी Èयɉ न हो, ͪवɮयतु धारा नहȣ बहती है। इस आविृ×त से अͬधक आविृ×त होने पर 
धारा आविृ×त के साथ Đमश: बढती जाती है। ͬचğ 1.5 मे दो अलग अलग कैथोड पदाथȾ के 
ͧलये आविृ×त एव ंधारा के मÚय सàबÛध के Ēाफ दशा[ये गये हɇ। Av  तथा Bv  Đमश: A  एवं 
B  पदाथɟ कȧ देहलȣ आविृ×तयां है। 

 
  ͬचğ 1.5      ͬचğ 1.6 
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(iii) जब संĒाहक Üलेट A  (ͬचğ 1.3 के अनसुार) पर धन ͪवभव बढ़ाया जाता है तो 
धारा Đमश: बढ़त ेहु ये एक संतÜृत सीमा तक पहु ँचती है। ͪवभव का मान घटाने पर पात ेहɇ ͩक 
ͪवभव का मान शूÛय होने पर भी धारा का मान शूÛय नहȣ होता। Ǔनिæचत ͪवपरȣत ͪवभव 
लगाने पर धारा का मान शूÛय होता है। इस ͪवपरȣत ͪवभव को िजस पर धारा का मान शूÛय 
हो जाता है, Ǔनरोधी ͪवभव (stopping potential) कहत ेहɇ। Ǔनरोधी ͪवभव, का मान इलेÈĚोड 
के पदाथ[ एव ंआपǓतत Ĥकाश आविृ×त Ǔनिæचत होने पर, Ĥकाश कȧ तीĭता पर Ǔनभ[र नहȣ ं
करता है। Ǔनरोधी ͪवभव का यह åयवहार ͬचğ 1.6 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है। 

(iv) जब ͪवͧभÛन Ĥकाश आविृ×तयɉ के ͧलये Ǔनरोधी ͪवभव £ात करत े है तो हमɅ 
£ात होता है ͩक Ǔनरोधी ͪवभव का मान अͬधक आविृ×त के ͧलये अͬधक होता है एव ं देहलȣ 
आविृ×त पर Ǔनरोधी ͪवभव का मान शूÛय होता है। आविृ×त एव ं Ǔनरोधी ͪवभव का लेखाͬचğ 
एक सरल रेखा (ͬचğ 1.7 के अनसुार) ĤाÜत होता है। इस रेखा को पीछे बढाने पर हमɅ   
के बराबर काय[फलन ĤाÜत होता है। 

 
ͬचğ 1.7 

(v) Ĥकाश के आपतन तथा फोटो इलेÈĚॉन के उ×सज[न मे कोई समय पæचता (time 
lag) नहȣ होती है, अथा[त फोटो इलेÈĚॉन ǒबना कोई समय लगाये हȣ (समय 910 sec से भी 
कम) उ×सिज[त हो जात ेहɇ। 

Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव कȧ åयाÉया – ͬचरसàमत ͧसƨाÛत कȧ असफलता 
(i) ͬचरसàमत तरंग ͧसƨांत के अनसुार Ĥकाश तरंग कȧ ऊजा[ उसकȧ तीĭता पर Ǔनभ[र 

करती है तथा समानपुाती होती है। यǑद तीĭता अͬधक हो तो फोटो इलेÈĚॉन ͩकसी भी आविृ×त 
पर, पçृठ से बाहर आ जाना चाǑहये। Ĥयोग मɅ हम पात ेहɇ ͩक देहलȣ आविृ×त से कम आविृ×त 
के Ĥकाश के ͧलये, चाहे िजतनी Ĥकाश तीĭता रखी जायɅ, फोटो इलेÈĚॉन का उ×सज[न नहȣ 
होता है। 

(ii) ͬचरसàमत तरंग ͧसƨाÛत के अनसुार फोटो इलेÈĚॉन कȧ गǓतज ऊजा[, Ĥकाश कȧ 
तीĭता पर Ǔनभ[र होनी चाǑहये। Ĥयोग के पǐरणाम इसके ĤǓतकूल है। अथा[त फोटो इलेÈĚॉन कȧ 
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गǓतज ऊजा[ भी आपǓतत Ĥकाश कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[र करती है, Ĥकाश तीĭता पर Ǔनभ[र नहȣं 
करती है। 

(iii) तरंग ͧसƨाÛत के अनसुार, तरंग ऊजा[ सàपणू[ तरंĒाग मे ͪवतǐरत होती है और 
इलेÈĚॉन को इसका कुछ अंश हȣ ĤाÜत होता है अत: Ĥकाश तीĭता कम होने पर, ऊजा[ शोषण 
मɅ कुछ समय लगना चाǑहये परÛत ुĤयोग से हम पात ेहɇ ͩक तीĭता अͬधक या कम कुछ भी 
हो, इलेÈĚॉन तुरÛत हȣ उ×सिज[त हो जात ेहɇ। 

Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव कȧ åयाÉया – आइÛसटȣन का ÈवाÛटम ͧसƨाÛत 
1905 मɅ आइÛसटȣन (Einstein) ने Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव कȧ सफलता पवू[क åयाÉया 

दȣ। उÛहɉने बताया ͩक Ĥकाश ऊजा[ तरंĒाग मɅ नहȣ ं होकर सूêम ऊजा[ पकेैट िजÛहɅ कवाÛटा 
कहत ेहɇ, के Ǿप मे होती है। ये ऊजा[ के पकेैट अथा[त ÈवाÛटा, फोटॉन के Ǿप मɅ हɇ। फोटॉन कȧ 
ऊजा[  

hv      ...(1.17) 
जहा ँ 346.62 10h    जूल सेकÖड Üलांक Ǔनयतांक है। ये फोटॉन Ĥकाशीय वेग से 

गǓत करत ेहɇ। फोटॉन संÉया अͬधक होने पर Ĥकाश कȧ तीĭता बढ़ती है। जब hv  ऊजा[ के 
फोटॉन, धात ुपçृठ के ɮवारा अवशोͪषत ͩकये जात ेहɇ तो ये Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव उ×पÛन करत े
हɇ। फोटॉन कȧ ऊजा[ का एक भाग इलेÈĚॉन को धात ुपçृठ से बाहर Ǔनकालने के ͧलये आवæयक 
Ûयनूतम ऊजा[ (िजसे हम काय[ फलन   (work function) कहत ेहɇ) के Ǿप मे काम आता है 
तथा दसूरा भाग hv –  इलेÈĚॉन को गǓत देने मɅ काम आता है।  

अथा[त    2
max

1
2

hv mv 
  

…(1.18)  

देहलȣ आविृ×त 0v  के Ĥकाश के फोटॉन के ͧलये 
2
max

1 0
2

mv   

 0hv    

अत: समी. (1.18) से 
2
max 0

1
2

mv hv hv 
  

...(1.19) 

यह समी. (1.19) आइÛसटȣन कȧ Ĥकाश ͪवɮयतु समीकरण कहलाती है। 
उपयु [Èत åयाÉया के आधार पर सभी Ĥायोͬगक तØय Ǔनàन तरȣके से समझाये जा 

सकत ेहɇ। 
(i) यǑद आपǓतत Ĥकाश कȧ आविृ×त कम करत ेजाये तब समी. (1.18) के अनसुार 

उ×सिज[त इलेÈĚॉन कȧ गǓतज ऊजा[ का मान घटता जाता है। यǑद आविृ×त इतनी कम कर दȣ 
जाये ͩक फोटॉन कȧ ऊजा[, केवल इलेÈĚॉन को सतह से बाहर Ǔनकाल सके तो यह आविृ×त 
देहलȣ आविृ×त ( 0v ) कहलाती है। 

अथा[त    0hv   
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यǑद आविृ×त इससे भी कम हो तो èपçट है ͩक फोटॉन, इलेÈĚॉन को धात ुपçृठ से 
बाहर नहȣ ं Ǔनकाल पायेगा। Ĥकाश कȧ तीĭता फोटान संÉया पर Ǔनभ[र करती है अत: देहलȣ 
आविृ×त से कम आविृ×त वाले Ĥकाश कȧ तीĭता बढाने पर भी Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव उ×पÛन 
नहȣ होगा। जबͩक देहलȣ आविृ×त से आविृ×त अͬधक होने पर Ĥकाश तीĭता बढ़ाने पर, Ĥकाश 
तीĭता के साथ धारा बढ़ती है। 

(ii) Ĥकाश कȧ ऊजा[ फोटॉन के Ǿप मɅ ǓनǑहत होती है अत: पया[Üत ऊजा[ का फोटॉन, 
धात ुपçृठ पर आपǓतत होकर अवशोͪषत होने से इलेÈĚॉन उ×सिज[त हो जाता है अथा[त फोटो 
इलेÈĚॉन के उ×सज[न मे कोई भी समय पæचता (time lag) नहȣ होती है। 

(iii) समी. (1.18) से £ात होता है ͩक फोटो इलेÈĚॉन कȧ अͬधकतम गǓतज ऊजा[, 
Ĥकाश तीĭता पर Ǔनभ[र नहȣ करती। यह Ĥकाश कȧ आविृ×त पर हȣ Ǔनभ[र करती है। 

(iv) यǑद Ǔनरोधी ͪवभव 0V  है 

तब  2
max 0

1
2

mv eV
      

…(1.20) 

समी. (1.19) मɅ यह ĤǓतèथाͪपत करने पर 

0 0eV hv hv    

 0 0
hV v v
e

   ...(1.21)  

उपरोÈत समी. (1.21) ͬचğ 1.7 कȧ èपçट åयाÉया करता है ͩक Ǔनरोधी ͪवभव 0V  

तथा Ĥकाश आविृ×त मɅ वĐ एक सरल रेखा, िजसका ढाल (Slope) h
e
, ĤाÜत होना चाǑहये। 

ͧमलȣकन ने 1916 मे Ĥकाश वɮैयतु समीकरण का स×यापन ͩकया तथा ढाल (Slope) के 
Ĥयोग से Üलांक Ǔनयतांक (h ) का यथा[थ मान £ात ͩकया। व£ैाǓनक आइÛसटȣन को Ĥकाश 
ͪवɮयतु Ĥभाव कȧ सफल åयाÉया पर 1905 मे नोबेल परुèकार से सàमǓनत ͩकया गया।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. आपǓतत Ĥकाश कȧ तीĭता बदने से इलेÈĚॉन कȧ गǓतज ऊजा[ Ĥभाͪवत Èयɉ 
 नहȣं होती है? 
 -------------––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 1.3 एक धात ु के ͧलये काय[ फलन का मान 2.2 eV  है, Ĥकाश वɮैयतु 
उ×सज[न के ͧलये देहलȣ तरंगदैÚय[ का मान £ात कȧिजये। 

हल : हम जानते हɇ ͩक काय[फलन 

0
0

chv h


   

 0
hc


  

यहा ं  346.62 10h   जूल से., 83 10c   मी./से. 
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192.2 1.6 10    जूल 

 
34 8

0 19

6.62 10 3 10
2.2 1.6 10






  


 
 

75.625 10  मी.
0

5625   

तरंगदैÚय[ का मान 
0

5625  है। 

उदाहरण 1.4 सोͫडयम का काय[फलन 1.9 eV  है। उस पर 
0

5000  का Ĥकाश 
आपǓतत है तो  

(i) उ×सिज[त इलेÈĚॉन कȧ अͬधकतम गǓतज ऊजा[ eV  मɅ तथा  
(ii) Ǔनरोधी ͪवभव £ात कȧिजये। 

हल : आइÛसटȣन Ĥकाश समीकरण से अͬधकतम गǓतज ऊजा[ 
2
max 0

1
2

mv hv hv   

 

ch 


   

 

34 8
19

10

6.6 10 3 10 1.9 1.6 10
5000 10






  
   

    
 

19 193.96 10 3.02 10      
 

190.92 10  जूल 

 

19

19

0.92 10 0.575
1.6 10

eV





 


 

अत: इलेÈĚॉनɉ कȧ अͬधकतम गǓतज ऊजा[ 0.575eV  है। 
(ii) हम जानत ेहɇ ͩक िजतनी इलेÈĚॉनɉ कȧ अͬधकतम गǓतज ऊजा[ ( eV मɅ) होती है 

उतने वोãट हȣ Ǔनरोधी ͪवभव होता है। 

अत: Ǔनरोधी ͪवभव 0 0.575V   वोãट 

1.5 कॉàपटन Ĥभाव (Compton’s Effect) 
कॉàपटन (Compton) ने 1923 मɅ अपने एक Ĥयोग मɅ Ēेफाइट Þलॉक ɮवारा 

Ĥकȧͨण[त  ͩकरणɉ के तरंगदैÚय[ मापन मɅ £ात ͩकया ͩक Ĥकȧͨण[त  ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ दो 
Ĥकार कȧ ĤाÜत होती हɇ। एक तरंगदैÚय[ आपाती  ͩकरणɉ के समान जबͩक दसूरȣ तरंगदैÚय[ 
आपाती ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ से अͬधक होती है। Ĥकȧͨण[त  ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ के अÛतर 
को कॉàपटन तरंगदैÚय[ (Compton wave length) या कॉàपटन ͪवèथापन कहत े हɇ। 
उपयु [Èत, Ĥायोͬगक Ĥे¢ण को कॉàपटन Ĥभाव कहा जाता है। 

जब  ͩकरणɉ को ͩकसी लêय के ɮवारा Ĥकȧͨण[त ͩकया जाता है तब Ĥकȧͨण[त 
ͩकरणɉ मɅ आपाती  ͩकरण से, अͬधक तरंगदैÚय[ (या कम आविृ×त कȧ) ͩकरणɅ पाई जाती है। 
कॉàपटन ने  ͩकरणɉ के Ĥकȧण[न का अÚययन यह मानत ेहु ये ͩकया ͩक  ͩकरण फोटॉन को 
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परमाण ुमɅ बƨ इलेÈĚॉन, ͧशͬथता बƨ (loose bound) या लगभग मुÈत Ĥतीत होत ेहɇ। इस 
Ĥभाव को ÈवाÛटम ͧसƨाÛत से समझाया जाता है। आपाती  ͩकरण का फोटॉन, लêय के एक 
इलेÈĚॉन से Ĥ×याèथ टÈकर करता है इसके फलèवǾप  ͩकरण फोटॉन Ĥकȧͨण[त होने पर 
आपाती फोटॉन से कम ऊजा[ का हो जाता है तथा यह ऊजा[ मɅ कमी, इलेÈĚॉन ɮवारा गǓतज 
ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ के Ǿप मे Ĥकट होती हɇ। अत: èपçट है ͩक जब एक वणȸ उÍच ऊजा[ कȧ 
ͩकरण फोटॉन को Ĥकȧͨण[त करने वाले लêय पर आपǓतत करात ेहɇ, तब Ĥकȧͨण[त फोटॉन कȧ 
तरंगदैÚय[ का मान, आपǓतत फोटॉन कȧ तरंगदैÚय[ से अͬधक होता है। यह पǐरवत[न आपाती 
ͩकरण फोटॉन एव ंलêय के इलेÈĚॉन के मÚय टÈकर के कारण हȣ होता है। लêय के इलेÈĚॉन 
का ͪवराम ġåयमान 2

0m c तथा संवेग शूÛय है। लêय के इलेÈĚॉन पर आपाती  ͩकरण फोटॉन 

कȧ ऊजा[ hv  तथा संवेग hv
c
 है। Ĥ×याèथ टÈकर से Ĥकȧͨण[त फोटॉन, कȧ ऊजा[ 'hv  तथा 

संवेग 'hv
c

 हो जात ेहɇ। Ĥकȧͨण[त फोटॉन, आपǓतत फोटॉन कȧ Ǒदशा से   कोण बनाता है। 

टÈकर के पæचात इलेÈĚॉन, आपाती फोटॉन कȧ Ǒदशा से   कोण बनाता हुआ, v  वेग से 
ĤǓतͯ¢Üत हो जाता है तथा इलेÈĚॉन कȧ ऊजा[ 2mc  एव ंसंवेग mv  हो जाता है। टÈकर से 
पवू[ एव ंपæचात मɅ दोनɉ कणɉ को ͬचğ 1.8 मे Ĥदͧश[त ͩकया गया है। 

 
ͬचğ 1.8 

ऊजा[ के संर¢ण Ǔनयमानसुार  
2 2

0 'hv m c hv mc    
2 2

0( ')mc h v v m c       ...(1.22) 
x –अ¢ के अनǑुदश संवेग संर¢ण Ǔनयमानसुार 

' cos coshv hv mv
c c

    

cos ( 'cos )cmv h v v      …(1.23) 
y –अ¢ के अनǑुदश संवेग संर¢ण Ǔनयमानसुार 

'0 sin sinhv mv
c

    

sin 'sincmv hv      …(1.24) 
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समी. (1.23) व (1.24) का वग[ कर जोड़ने पर  
2 2 2 2 2( ' 2 'cos )m v c h v v vv      ...(1.25) 

समी. (1.22) का वग[ करने पर 
2 4 2 2 2 4 2

0 0( ' 2 ') 2 ( ')m c h v v vv m c hm c v v          …(1.26) 
समी. (1.26) से समी. (1.25) को घटाने पर 

2 4 2 2 2 2 2 4 2
0 02 '(1 cos ) 2 ( ')m c m v c h vv m c hm c v v      

2
2 4 2 2 4 2

0 021 2 '(1 cos ) 2 ( ')vm c h vv m c hm c v v
c


 
       

   
...(1.27) 

सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛत से 0
2

21

mm
v
c





           …(1.28) 

या   
2

2 2
021 vm m

c
 
  

 
    …(1.29) 

समी. (1.29) का मान समी. (1.27) मे ĤǓतèथाͪपत करने पर 
2 4 2 2 4 2
0 0 02 '(1 cos ) 2 ( ')m c h vv m c hm c v v       

अथा[त    2
0

' (1 cos )
'

v v h
vv m c

 
  

2
0

1 1 (1 cos )
'

h
v v m c

  
   

…(1.30) 

 
cv


  तथा '
'

cv


  

अत: 
0

' (1 cos )h
m c

    
      

…(1.31) 

समी. (1.31) मɅ 
0

h
m c

 कȧ ͪवमा तरंगदैÚय[ के तुãय ĤाÜत होती है अत: यह कॉàपटन 

तरंगदैÚय[ कहलाती है। समी. (1.31) को कॉàपटन ͪवèथापन (Compton shift) भी कहत ेहɇ। 
अͬधकतम कॉàपटन ͪवèथापन के ͧलये Ĥकȧण[न कोण 0180   होना चाǑहये अत: समी. 
(1.31) से 

34 0

31 8
0

2 2 6.62 10 0.0484
9.1 10 3 10

hd
m c






 
   

    
अथा[त अͬधकतम कॉàपटन ͪवèथापन 

  
0

0.0484d   
समी. (1.31) से èपçट है ͩक 
(i) '   Ĥकȧͨण[त फोटॉन कȧ तरंगदैÚय[ का मान आपाती फोटॉन कȧ तरंगदैÚय[ से 

अͬधक होता है। 
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(ii) कॉàपटन ͪवèथापन d  Ĥकȧण[न कोण   पर Ǔनभ[र करता है यह आपाती 
ͪवͩकरण कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है। 

(iii) Ĥकȧण[न कोण 00   पर कॉàपटन ͪवèथापन शूÛय तथा 0180   पर 

कॉàपटन ͪवèथापन अͬधकतम (
0

0.048 ) होता है। 
ͪवͧभÛन Ĥकȧण[न कोणɉ पर ͬचğ 1.9 मɅ कॉàपटन ͪवèथापन को Ĥदͧश[त ͩकया गया 

है। Ĥकȧͨण[त  –ͩकरण कȧ आपǓतत तरंगदैÚय[   के साथ, अͬधक तरंगदैÚय[ '  कȧ 
ͩकरणɅ भी Ĥेͯ¢त होती है। 

 
ͬचğ 1.9 

ͬचरसàमत ͧसƨाÛत, कॉàपटन Ĥभाव कȧ åयाÉया करने मे पणू[ Ǿपेण असफल है 
Èयɉͩक इस ͧसƨाÛत के अनसुार Ĥकȧͨण[त  ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ आपǓतत  ͩकरणɉ कȧ 
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तरंगदैÚय[ के समान हȣ होनी चाǑहये। कॉàपटन Ĥभाव ɮवारा फोटॉन के कण के Ǿप मे होने कȧ 
स×यता ͧसƨ होती है जो ÈवाÛटम ͧसƨाÛत के अनǾुप है। 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
8. Èया कॉàपटन Ĥभाव ͩकरणɉ के èथान पर Ǻæय Ĥकाश ɮवारा संभव है? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––   
9. Ĥकाश वैɮयुत Ĥभाव एवं कॉàपटन Ĥभाव मɅ Èया ͧभÛनताएँ है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
10. Ĥकाश वैɮयुत Ĥभाव एवं कॉàपटन Ĥभाव, Đमश: Ĥकाश के ͩकस èवǾप कȧ 
ओर संकेत करते हɇ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 1.5 कॉàपटन Ĥभाव मɅ Ĥकȧͨण[त  ͩकरण फोटॉन एव ंआपǓतत  ͩकरण 
फोटॉन कȧ आविृ×तयɉ का सàबधं åय×ुपÛन कȧिजये।  

हल : कॉàपटन ͪवèथापन का समीकरण 

0

' (1 cos )h
m c

      

 
cv


  तथा '
'

cv


  

  2
0

1 1 1 cos
'

h
v v m c

    

2
0

2
0

(1 cos )1
'

m c hv
v m c v

 
  

अथा[त  
2

0
2

0

'
(1 cos )

m c vv
m c hv 


 

 

  
2

0

'
1 (1 cos )

vv hv
m c




 
 

èपçट है ͩक 'v v  अथा[त Ĥकȧͨण[त फोटॉन कȧ आविृ×त का मान, आपǓतत फोटॉन 
कȧ आविृ×त से कम होता है। 

उदाहरण 1.6 एक फोटॉन कȧ उस Ûयनूतम ऊजा[ का पǐरकलन कȧिजये िजससे ͩक वह 
ͪवराम अवèथा वाले इलेÈĚॉन को अपनी आधी ऊजा[ èथानाÛतǐरत कर सके। 

हल : फोटॉन कȧ ऊजा[ 
chv h


   


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Ĥकȧͨण[त फोटॉन कȧ ऊजा[ 
1
2 2

hchv


   

अथा[त Ĥकȧͨण[त फोटॉन का तरंगदȷÚय[ ' 2   

अत:
0

max' 0.0484       

अत: फोटॉन कȧ Ûयनूतम ऊजा[ 
34 8

10
max

6.6 10 3 10
0.048 10

hc






  
 


जूल 

34 8
5

10 19

6.6 10 3 10 2.56 10
0.048 10 1.6 10

eV


 

  
  

  
 

उदाहरण 1.7 
0

1  तथा 
0

10  तरंगदैÚय[ वाले आपǓतत फोटॉन के कॉàपटन Ĥकȧण[न 
के कारण तरंगदैÚय[ के अͬधकतम ĤǓतशत पǐरवत[न कȧ गणना कȧिजये। इस पǐरणाम से Èया 
Ǔनçकष[ Ǔनकलता है?  

हल : हम जानत ेहɇ ͩक Ĥकȧण[न कोण 0180  पर कॉàपटन ͪवèथापन अͬधकतम होता 
है। 

0
0.048d    

तरंगदैÚय[ मɅ अͬधकतम ĤǓतशत पǐरवत[न 
0

1   के ͧलये 
0.048 100 4.8%

1
    

तथा 
0

10   के ͧलये 
0.048 100 0.48%

10
    

अͬधक तरंगदैÚय[ के आपाती फोटॉन के ͧलये Ĥकȧण[न ɮवारा तरंगदैÚय[ मɅ ĤǓतशत 

पǐरवत[न कम होता है। इसी कारण कॉàपटन Ĥभाव लगभग 
0

1  के कोǑट के तरंगदैÚय[ मɅ हȣ 
Ĥेͯ¢त हो पाता है। 

उदाहरण 1.8 एक  ͩकरण पुजं एक मुÈत िèथर इलेÈĚॉन ɮवारा 045  कोण पर 

Ĥकȧͨण[त होकर 
0

0.024  तरंगदैÚय[ का ͩकरण पÍुछ हो जाता है। आपाती  ͩकरण का 
तरंगदैÚय[ £ात कȧिजये? 

हल : 045   
0

' 0.024     £ात करना है 
 सूğ ' 0.024(1 cos )      

' 0.024(1 cos )      
00.024 0.024(1 cos 45 )    



0

0.024
2

0.017  
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1.6 सारांश (Summary) 
 ͬचरसàमत भौǓतकȧ ɮवारा कृिçणका ऊजा[ èपेÈĚम, Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव, कॉàपटन Ĥभाव, 

रमन Ĥभाव आǑद कȧ åयाÉया संभव नहȣ हो सकȧ। 
 कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण को वीन ͪवͩकरण Ǔनयम के ɮवारा लघ ुतरंगदैÚय[ पर हȣ स×य 

पाया गया है तथा रैले–जीÛस Ǔनयम ɮवारा उÍच तरंगदैÚय[ पर हȣ समझाया जा सकता है। 
 कृिçणका èपेÈĚमी ͪवतरण वĐ को पणू[ Ǿपेण Üलाकं ने ÈवाÛटम ͧसƨाÛत के आधार पर 

सफलतापवू[क समझाया। Üलाकं के अनसुार ͪवͩकरण ऊजा[ का अवशोषण अथवा उ×सज[न 
सतत न होकर ͪववÈत मान मɅ होता है। Ûयनूतम ͪववÈत मान िजसका ͪवǓनमय हो सकता 
है, को ÈवाÛटम कहत ेहɇ। 

 Üलाकं का ͪवͩकरण Ǔनयम 
3

3 /

8
1v hv kT

hv dvu dv
c e





 

 जब ͩकसी धात ुपçृठ पर ͪवͧशçट आविृ×त का Ĥकाश फोटॉन Ǿप मɅ आपǓतत होता है तब 
पçृठ से इलेÈĚॉन उ×सिज[त होत ेहɇ। यह Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव कहलाता है। 

 2
max 0

1
2

mv hv hv   Ĥकाश ͪवɮयतु समीकरण कहलाती है, 0v  समीकरण मɅ देहलȣ 

आविृ×त है।  
 जब उÍच आविृ×त कȧ  ͩकरणɉ को ͩकसी Ĥकȧण[क से Ĥकȧͨण[त ͩकया जाता है तब 

Ĥकȧͨण[त ͩकरणɉ मɅ आपाती  ͩकरणɉ से अͬधक तरंगदैÚय[ कȧ  ͩकरणɅ ĤाÜत होती है। 
यह घटना कॉàपटन Ĥभाव कहलाती है।  

 कॉàपटन ͪवèथापन '

0

(1 cos )hd
m c

       ,   ĤकȽणन कोण 

Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव तथा कॉàपटन Ĥभाव दोनɉ हȣ Ĥकाश के कण èवǾप कȧ पिुçट करत ेहɇ। 

1.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
आविृ×त Frequency 
ऊजा[ घन×व Energy density 
कोटर Cavity 
कॉàपटन ͪवèथापन Compton shift 
काय[ फलन Work function 
कृिçणका Black body 
ͬचरसàमत Classical 
तरंगदैÚय[ Wave length 
देहलȣ आविृ×त Threshold frequency 
Ǔनरोधी ͪवभव Stopping potential 
पǐरकãपना Hypothesis 
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ͪवͩकरण Radiation 
ͪवपɮ Cata strophe 
ͪववÈत Discrete 
Ĥकȧͨण[त Scattered 
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1.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assesment 
Questions) 

1. एक। 
2. कोटर कȧ उçमीय साàयावèथा से यह ता×पय[ है ͩक इसकȧ आÛतǐरक दȣवार के परमाणुओं 

ɮवारा ĤǓत सैकÖड उ×सिज[त ऊजा[ का मान, उनके ɮवारा ĤǓत सैकÖड अवशोͪषत ऊजा[ के 
मान के बराबर है। 

3. कुल उ×सज[न ¢मता। 
4. लघ ुतरंगदैÚय[ परास मɅ। 
5. ͬचरसàमत भौǓतकȧ के ऊजा[ के समͪवभाजन ͧसƨाÛत का उपयोग करना। 
6. कृिçणका मɅ उपिèथत ͪवɮयतु चुàबकȧय दोलक।  
7. तीĭता बढ़ाने से ĤǓत सैकÖड ĤǓत एकांक ¢ेğफल पर आपǓतत फोटॉनɉ कȧ संÉया बढ़ती है, 

फोटान ऊजा[ नहȣ ंबढ़ती है। अत: गǓतज ऊजा[ अĤभाͪवत रहती है। 
8. नहȣ,ं Ǻæय Ĥकाश के उपयोग करने पर अͬधकतम तरंगदैÚय[ मɅ पǐरवत[न नगÖय (

0
( 5000    पर पǐरवत[न 0.001%  होता है) होने के कारण यह मापन योÊय नहȣं रहता 
अत: Ǻæय Ĥकाश से कॉàपटन Ĥभाव संभव नहȣ ंहै। 

9. (i) Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव मɅ फोटॉन कȧ ऊजा[ अãप होती है जबͩक कॉàपटन मɅ अͬधक 
(ii) Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव मɅ फोटान अवशोͪषत हो जाता है जबͩक कॉàपटन Ĥभाव मɅ इसका 

Ĥकȧण[न हो जाता है। 
10. ये दोनɉ हȣ Ĥभाव Ĥकाश के कण èवǾप या कण ĤकृǓत कȧ पिुçट करत ेहɇ।  



28 
 

1.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type question) 
1. कृिçणका ͪवͩकरण का èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण वĐ तीन ͧभÛन तापɉ पर बनाइये। 
2. èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण कȧ ͪवशेषतायɅ ͧलͨखये। 
3. वीन के ͪवͩकरण Ǔनयम से èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण वĐ कȧ åयाÉया कȧिजये। 
4. पराबगैनी ͪवपɮ को समझाइये। 
5. Üलाकं का ÈवाÛटम ͧसƨाÛत ͧलͨखये। 
6. Ĥकाश ͪवɮयतु Ĥभाव Èया होता है? 
7. कॉàपटन ͪवèथापन मɅ अͬधकतम ͪवèथापन के ͧलये फोटॉन का Ĥकȧण[न कोण का मान Èया 

होगा? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
8. कृिçणका ͪवͩकरण के èपेÈĚमी ऊजा[ ͪवतरण को समझाने मɅ वीन ͪवͩकरण Ǔनयम और रैले–

जीÛस Ǔनयम कȧ ͪवफलताओं कȧ ͪववेचना कȧिजये। इसकȧ सफल åयाÉया के ͧलये Üलॉक कȧ 
पǐरकãपना Èया है? Üलांक का ͪवͩकरण Ǔनयम åय×ुपÛन कȧिजये। 

9. Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव के ͧलये Ĥयोगɉ ɮवारा ĤाÜत Ǔनयमɉ का उãलेख कȧिजये। आइÛसटȣन का 
Ĥकाश ͪवɮयतु समीकरण Èया है? इससे उपरोÈत Ǔनयमɉ का èपçटȣकरण दȣिजये। 

10. कॉàपटन ͧसƨाÛत कȧ ͪववेचना करत े हु ये समझाइये ͩक कॉàपटन Ĥकȧण[न मɅ तरंगदैÚय[ मɅ 
पǐरवत[न Ĥकȧण[न कोण पर Ǔनभ[र करता है। 

11. आविृ×त v  का एक फोटॉन 0m  ͪवराम अवèथा ġåयमान के इलेÈĚॉन से कोण   पर 
Ĥकȧͨण[त होता है और इलेÈĚॉन आपाती फोटॉन कȧ Ǒदशा से   कोण पर ĤǓतͯ¢Üत होता है 

तब ͧसƨ करɅ ͩक tan (1 ) cot
2
    जहॉ 2

0/hv m c   है। 

आंͩकक Ĥæन (Numerical Questions) 
12. दो वèतुओं का ताप Đमश: 0427 C  तथा 0227 C  है। उनसे उ×सिज[त होने वालȣ ͪवͩकरण 

ऊजा[ कȧ दरɉ कȧ तुलना कȧिजये।          (उ×तर : 3.84 :1) 
13. 1600   ताप पर अͬधकतम ͪवͩकरण 2 m  तरंगदैÚय[ पर उ×सिज[त होता है। 2000   

ताप पर इसके संगत तरंगदैÚय[ £ात कȧिजये।         (उ×तर : 1.6 m ) 
14. सोͫडयम धात ुके काय[ फलन कȧ गणना इलेÈĚॉन वोãट मɅ कȧिजये जबͩक देहलȣ तरंगदैÚय[ 

0
6800  है। (उ×तर : 1.825eV )  

15. यǑद ͩकसी धात ुका काय[ फलन 1.10 eV  है तथा उस पर 
0

3300  तरंगदैÚय[ का Ĥकाश 
आपǓतत होता है तो उसके Ǔनरोधी ͪवभव का मान £ात कȧिजये।       (उ×तर : 2.65V )  

16. कॉàपटन Ĥकȧण[न मɅ ĤǓतͯ¢Üत इलेÈĚॉन कȧ गǓतज ऊजा[ कȧ गणना कȧिजये यǑद फोटॉन का 

तरंगदैÚय[ 
0

3  तथा Ĥकȧण[न कोण 090  हो।       (उ×तर : 33.28eV ) 
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17. 
0

0.708  तरंगदैÚय[ का फोटॉन ͪवराम अवèथा मɅ इलेÈĚॉन ɮवारा 090  कोण पर Ĥकȧͨण[त 

होता है। Ĥकȧण[न के पæचात फोटॉन के तरंगदैÚय[ कȧ गणना कȧिजये।   (उ×तर : 
0

0.732 ) 
  



30 
 

इकाई–2  
तरंग यािÛğकȧ के त×व 

(Elements of Wave Mechanics) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

2.0 उƧेæय 
2.1 Ĥèतावना 
2.2 दे ĦाÊलȣ पǐरकãपना 
2.3 डेͪवसन जरमर Ĥयोग 
2.4 अǓनिæचतता का ͧसƨाÛत 
2.5 अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनĤुयोग 

2.5.1 परमाÖवीय नाͧभक मɅ इलेÈĚॉन कȧ अनपुिèथǓत 
2.5.2 H- परमाण ुकȧ मलू अवèथा कȧ ऊजा[ 
2.5.3 आवतȸ दोलक कȧ मूल अवèथा मɅ ऊजा[ 

2.6 साराशं 
2.7 शÞदावलȣ 
2.8 संदभ[ ĒÛथ 
2.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
2.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

2.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के पæचात ्आप 

 Ĥकाश के èवǾप (ĤकृǓत) को दे – ĦाÊलȣ पǐरकãपना के ɮवारा जान सकɅ गे; 
 दे ĦाÊलȣ पǐरकãपना के Ĥायोͬगक स×यापन ͪवͬध से पǐरͬचत हो सकɅ गे; 
 कण कȧ िèथǓत एव ंसंवेग का एक हȣ समय पर मापन मɅ अǓनिæचतता का ͧसƨाÛत सीख 

सकɅ गे 
 अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनĤुयोगɉ को समझ सकɅ गे। 

2.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई–1 के अÚययन से आप Èवांटम ͧसƨाÛत के उदगम से पǐरͬचत हो चकेु हɇ। इस 

उदगम के पæचात अथा[त Üलांक ͪवͩकरण Ǔनयम के पæचात, अǓत सूêम (आणͪवक ͪवमा के 
ͪपÖड/कण) कणɉ के यांǒğक अÚययन के ͧलये कुछ नवीन धारणाओं का समावेश ͩकया जाना 
आवæयक हो गया है। इस इकाई मɅ सव[Ĥथम अनÍुछेद 2.2 मɅ आप दे – ĦोÊलȣ पǐरकãपना को 
जान सकɅ गे। इससे आपको Ĥकाश के ɮवतै ĤकृǓत कȧ जानकारȣ ĤाÜत होगी। 

आप अनÍुछेद 2.3 मɅ इस पǐरकãपना का Ĥायोͬगक स×यापन, डेवीसन जरमर Ĥयोग 
के Ǿप मɅ देखɅगे। तरंग यािÛğकȧ मɅ सूêम कणɉ के गǓतकȧय åयवहार मɅ आप यह £ात अिज[त 
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करɅगे ͩक इन कणɉ कȧ िèथǓत एव ंसंवेग का एक हȣ समय पर पणू[ यथा[थता से मापन संभव 
नहȣ ंहै। यह इस इकाई के अनÍुछेद 2.4 मɅ हाइजनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत मɅ समझाया गया 
है। अनÍुछेद 2.5 मɅ हमनɅ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनĤुयोगɉ कȧ भी ͪववेचना कȧ है। 

2.2 दे ĦाÊलȣ पǐरकãपना (de–Broglie Hypothesis) 
आपने Ĥथम इकाई मɅ पढ़ा ͩक Ĥकाश कȧ ĤकृǓत को कण èवǾप मɅ हȣ मानकर कुछ 

Ĥयोगɉ, जैसे Ĥकाश वɮैयतु Ĥभाव एव ंकॉàपटन Ĥभाव के पǐरणामɉ कȧ åयाÉया कȧ जा सकती 
है। Ĥकाश कȧ åयǓतकरण (interference), ͪववत[न (diffraction) एव ंĢुवण (polarisation) 
(इनका अÚययन आप ɮͪवतीय वष[ Ĥकाͧशकȧ ͪवषय मे ͪवèतार से कर चुके है) आǑद 
पǐरघटनाओं कȧ åयाÉया करने के ͧलये Ĥकाश को तरंग èवǾप मɅ माना जाता है। Ĥथम इकाई 
मɅ Üलांक के ÈवाÛटम ͧसƨाÛत के अÚययन से आपको जानकारȣ हɇ ͩक ͪवͩकरण ऊजा[ 
ÈवािÛटकृत होती है तथा Ĥकाश के कवाÛटम को फोटॉन िजसकȧ ऊजा[ hv  होती है, कहत ेहɇ। 
उपयु [Èत Ĥयोगɉ के आधार पर Ĥकाश के कण व तरंग èवǾप ĤाÜत हात ेहɇ। 

Ĥकाश के èवǾप को èपçट करने के ͧलये 1924 मɅ ĥांसीसी व£ैाǓनक दे – ĦाÊलȣ 
(de–Broglie) ने एक पǐरकãपना Ĥèतुत कȧ। उसके अनसुार िजस Ĥकार तरंगɉ के Ǿप मɅ 
ͪवͩकरण ऊजा[ से कणɉ के ला¢ͨणक गणुɉ को सàबƨ करना आवæयक होता है, उसी Ĥकार 
गǓतशील ġåय कणɉ के साथ तरंगɉ के ला¢ͨणक गणु सàबƨ होने चाǑहये, अथा[त ġåय कणɉ को 
भी ͪवͧशçट पǐरिèथǓतयɉ मɅ तरंगɉ के Ǿप मɅ åयवहार करना चाǑहये। इस पǐरकãपना का 
Ĥायोͬगक स×यापन 1927 मे डेͪवसन – जम[र (Davisson–Germer) के Ĥयोग एव ंजी.पी. 
थामसन (J.P. Thomson) के ɮवारा ͩकया गया। 

ġåय तरगɉ कȧ तरगदैंÚय[ 
आइÛसटȣन के ġåयमान ऊजा[ सàबधं से फोटॉन कȧ ऊजा[ 

2
0m c  (जहां 0( )m  फोटॉन का ͪवराम ġåयमान है)  ...(2.1)  

तरंग के Ǿप मɅ ͪवͩकरण कȧ आविृ×त v  हो तो फोटॉन कȧ ऊजा[ को ͧलखा जा सकता 
है।  

hv          ...(2.2)  
तथा फोटॉन का संवेग  

0p m c  ...(2.3)  

अत: समी. (2.1) व (2.2) से 0 2 2

E hvm
c c

   

 2

hv hvp c
c c

   
 

 ...(2.4)  

  
hp


  cv


   
 

 

 या  
h
p

 
       

...(2.5)  
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समी. (2.5) से èपçट है ͩक फोटॉन के तरंग Ǿप से सàबƨ गणु तरंगदैÚय[, उसके कण 
èवǾप से सàबƨ गणु संवेग p से सàबिÛधत होता है। समी. (2.5) के आधार पर हम ×वǐरत 
इलेÈĚॉन एंव गाǓतशील कण को तंरगदैÚय[ पर ͪवचार करत ेहɇ। 

×वǐरत इलेÈĚॉन कȧ तरंगदैÚय[ 
माना इलेÈĚॉन का एक पुजं V वोãट ͪवभवाÛतर के ɮवारा ×वǐरत ͩकया जाता है। 

इलेÈĚॉन ɮवारा ĤाÜत गǓतज ऊजा[, ¢ेğ ɮवारा ͩकये गये काय[ के तुãय होगी अथा[त 
21

2
mv ev

      
...(2.6)  

  
2evv
m

  

अत: v वेग से गǓतशील इलेÈĚॉन कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ 

2
h h

mv eVm
    

ͪवͧभÛन राͧशयɉ के मान रखने पर 
34

10

19 31

6.62 10 12.27 10
2 1.6 10 9.1 10 VV






 


  

   
 

012.27
V

  
      

...(2.7)   

गǓतशील कणɉ कȧ तरंगदैÚय[ 
यǑद ͩकसी कण का ġåयमान m , वेग v  तथा ऊजा[ E  है, 

तब 21
2

E mv  

या 2 22mE m v  

या 2mE mv p   

 
2

h h
p mE

  
      

...(2.8)  

उपरोÈत समी. अन–आपेͯ¢य (non–relativistic) अवèथा के ͧलये है, अथा[त इस 
अवèथा मɅ कण का वेग v  का मान इस Ĥकार है ͩक pc  का मान, कण के ͪवराम ġåयमान 
के संगत ऊजा[ 2

0m c  से बहु त कम होता है। 
ͩकÛत ु यǑद कण का वेग अ×यͬधक है तथा 2

0pc m c  तब हमɅ सापेͯ¢कता के 
ͧसƨाÛत (theory of relativity) का उपयोग करना चाǑहये। जैसे माना ͩकसी 0m  ͪवराम 
ġåयमान वाले कण कȧ गǓतज ऊजा[ k  है तब इसकȧ कुल ऊजा[ होगी 

2
0E m c k         ...(2.9)  

तथा सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛत के अनसुार ऊजा[ 
2 2 2 2 4

0E p c m c             ...(2.10)  
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अत: 2 2 4
0pc E m c   

समी. (2.9) से E  का मान रखने पर  

 22 2 4
0 0E k m c m c    

2 2
02pc k km c             ...(2.11)  

अत: दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ 
h hc
p pc

    

2 2 2
0 02 ( 2 )

hc hc
k km c k k m c

  
           

...(2.12)  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Ĥकाश कȧ ɮवैत ĤकृǓत कȧ ͪवͧभÛन घटनाओं के उदाहरण दȣिजये। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
2. ġåय कȧ तरंग ĤकृǓत समाÛयत: Ĥेͯ¢त Èयɉ नहȣं होती? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––   
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

3. इलेÈĚॉन जो  वेग से गǓतशील है, का दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[  है। यह 

 तरंगदैÚय[ ͩकस तरह कȧ ͩकरणɉ का है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––   
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––– 
4. Ĥकाश कȧ ɮवैत (dual) èवǾप (nature) का Èया अथ[ है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––   
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 2.1 उस फोटॉन का संवेग £ात कȧिजये िजसकȧ तरंगदैÚय[ 
0

1  है। Ǒदया है– 
346.6 10h   जूल से.।  

हल : दे–ĦाÊलȣ सàबधं से hp


  

346.6 10h    जूल से., 
0

101 10    मी. 

अत: 
34

24
10

6.6 10 6.6 10
10

p






   ͩकĒा.मीटर/से.  

फोटॉन का संवेग 246.6 10  ͩकĒा. मी./से. है। 
उदाहरण 2.2 10Ēाम का एक कण 2 मी./वेग से गǓतशील है। दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ के 

मान कȧ गणना कर इस पǐरणाम से Ǔनçकष[ Ǔनकालइये। 

10
c 0

0.24



34 
 

हल : 10m  Ēा = 210 ͩकĒा, 2v   मी/से. 

अत: 
h

mv
   

34

2

6.62 10
2 10









 323.31 10  मी. 

 
0

223.31 10     

कण कȧ तरंगदैÚय[ 
0

223.31 10     है। 
èपçट है ͩक इतनी अãप तरंगदैÚय[ का मापन सàभव नहȣ ं हो पाने के कारण हम 

सामाÛय ͪपÖडɉ का केवल कण èवǾप हȣ देख पाते हɇ, तंरगǾप नहȣं। 
उदाहरण 2.3 10 ͩकलोवोãट ͪवभवाÛतर से ×वǐरत इलेÈĚॉनɉ कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ 

£ात कȧिजये। 

हल : 
012.27

V
   

Ǒदया है, 310 10V    वोãट 
0

24

12.27 12.27 0.1227
1010

A    

×वǐरत इलेÈĚोनɉ कȧ तंरगदैÚय[ 
0

0.1227 A है। 
उदाहरण 2.4 1 MeV ऊजा[ के Ĥोटान कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ कȧ गणना कȧिजये। 

(Ĥोटान का ġåयमान 271.67 10  ͩकĒा) 

हल :  
2
h
mE

     

Ǒदया है,  1E   MeV  
6 191 10 1.6 10    जूल 

131.6 10  जूल 


34

27 13

6.6 10
2 1.67 10 1.6 10



 



   
 142.855 10 मी.  

Ĥोटोन कȧ तरंगदैÚय[ 142.855 10 मी. है। 

2.3 डेͪ वसन जरमर Ĥयोग (Davisson and Germer 
Experiment) 
डेͪवसन जरमर ने दे–ĦाÊलȣ पǐरकãपना का Ĥायोͬगक स×यापन ͩकया। इसके ͧलये 

उÛहɉने Ħेग के Ǔनयम (Bragg’s law) का उपयोग ͩकया। इसके अÛतग[त जब  –ͩकरणɅ एक 
ͩĐèटल पर आपǓतत होती है तो ͩĐèĚल के जालक तलɉ (lattice planes) मɅ Ǔनयͧमत Ǿप 
से åयविèथत परमाणुओं के ɮवारा उनका Ĥकȧण[न होता है। Ĥकȧण[न के बाद  –ͩकरणɅ Ǔनिæचत 
Ǒदशा मɅ एक दसूरे का Ĥबलन करती है और यह Ǒदशा जालक तलɉ के मÚय दरूȣ तथा  –
ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ पर Ǔनभ[र करती है। उपयु [Èत अÚययन, आप इसी वष[ ठोस अवèथा 
भौǓतकȧ कȧ इकाई 5 व 6 मɅ कर रहे हɇ। यह åयवèथा ͬचğ 2.1 मे Ĥदͧश[त कȧ गई है। ×वǐरत 
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इलेÈĚॉनɉ से सàबिÛधत ġåय तरंगɉ कȧ तरंगदैÚय[  –ͩकरणɉ कȧ तरंगदैÚय[ कȧ कोǑट कȧ होती 
है। अत: डेͪवसन जरमर ने ͪवचार ͩकया ͩक Ǔनकल (Ni) ͩĐèटल पर आपǓतत, ×वǐरत 
इलेÈĚॉनɉ के संकȧण[ ͩकरण पुजं का ͪववत[न  –ͩकरणɉ कȧ भाँǓत हȣ होना चाǑहये। इस 
åयवèथा मɅ इलेÈĚॉन ĤकȽणन को ͩĐèटल तलɉ से Ħेग ͪववत[न के Ǿप मɅ ͪवचार कर तरंगदैÚय[ 
के मान कȧ गणना कȧ जाती है। दे–ĦाÊलȣ पǐरकãपना के अनसुार ×वǐरत इलेÈĚॉन कȧ तरंगदैÚय[ 
का मान £ात करने पर, Ĥायोͬगक व सैƨािÛतक मान लगभग समान ĤाÜत होते हɇ िजससे दे–
ĦाÊलȣ पǐरकãपना कȧ पिुçट होती है। 

 
ͬचğ 2.1 

इस Ĥयोग मɅ Ǔनिæचत ͪवभवाÛतर V से ×वǐरत इलेÈĚॉन को Ǔनकल ͩकèटल पर 
लàबवत आपǓतत कराकर, ͪववǓत[त इलेÈĚॉन कȧ तीĭता ͪवतरण का अÚययन ͩकया जाता है। 
इस उपकरण के मुÉयत: तीन भाग हɇ िजÛहɅ ͬचğ 2.2 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है – 

(i) इलेÈĚॉन गन (Electron gun) – तÜत ͩफलामɅट से तापायǓनक उ×सज[न के ɮवारा 
ĤाÜत इलेÈĚॉनɉ को Ǔनिæचत ͪवभवाÛतर V ɮवारा ×वǐरत ͩकया जाता है। कई िèलटɉ से गजुार 
कर इÛहɅ एक संकȧण[ ͩकरण पुजं के Ǿप मɅ ĤाÜत ͩकया जाता है। 

 
ͬचğ 2.2 
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(ii) Ǔनकल ͩकèĚल– इलेÈĚॉन गन से ĤाÛत इलेÈĚान पुजं को जब Ǔनकल ͩकèĚल पर 
आपǓतत करात े हɇ तो Ǔनͩकल ͩकèĚल के जालक ǒबÛदओंु (lattice points) के कारण यह 
ͩकèĚल ĒेǑटग (grating) कȧ भाँǓत åयवहार दशा[ता है। 

(iii) संसचूक (Detector) – यह एक आयनन क¢ होता है। आयनन क¢ मɅ ͪववǓत[त 
इलेÈĚॉनɉ के ɮवारा गसै आयǓनत हो जाती है और उ×पÛन आयनɉ कȧ संÉया ͪववǓत[त इलेÈĚॉन 
पुजं कȧ तीĭता पर Ǔनभ[र करती हɇ। ससंूचक को अंशाͩकत व×ृताकार èकेल पर घमुाकर आपǓतत 
ͩकरण पुजं और ͪववǓत[त पुजं के मÚय कोणीय िèथǓत £ात करत ेहɇ। पणू[ उपकरण Ǔनवा[Ǔतत 
क¢ मɅ रखा जाता है। 

Ĥयोग मɅ ͪववǓत[त इलेÈĚॉन कȧ तीĭता व Ĥकȧण[न कोण के मÚय ͬचğ 2.3 कȧ भाँǓत 
Ģुवीय Ēाफ (polar graph) खींचत ेहɇ। ͩकसी Ǔनिæचत Ĥकȧण[न कोण के मान के ͧलये ǒğÏय 
सǑदश कȧ लàबाई तीĭता Ĥदͧश[त करती है। Ēाफ से èपçट है ͩक 54वोãट से ×वǐरत इलेÈĚॉनɉ 
के ͧलये 050 के कोण पर संसूचक अͬधकतम मान Ĥदͧश[त करता है। Ģुवीय आलेख मɅ यह 
उिÍचçठ ×वरण वोãटता बढ़ाने पर लुÜत होने लगता है। ͩĐèटल परमाणुओं कȧ िèथǓतयɉ से 
गजुरने वाले ͪवͧभÛन समाÛतर तल के समूहɉ को ͬचğ 2.4 मे दशा[या गया है। 

 
ͬचğ 2.3 

 
ͬचğ 2.4 

उिÍचçठ के ͧलये ͪवभवाÛतर = 54वोãट 
Ĥकȧण[न कोण ( ) = 050  

Ǔनकल ͩकèĚल के तलɉ के मÚय दरूȣ ( ) 0.91d   
0
A  

Ħेग ͪववत[न कोण ( ) 065  (ͬचğ 2.4 से) 090
2


   
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अÛतरापरमाणͪवक दरूȣ 
0

2.15 A  
इलेÈटॉन ͪववत[न के ͧलये Ħेग का Ǔनयम Ǔनàन है। 

2 sind n         ...(2.13) 

यहॉ 1, 0.91n d 
0
A  तथा 065   का उपयोग समी. (2.13) मɅ करने पर 

इलेÈĚान से सàबƨ ġåय तरंग कȧ तरंग दैÚय[   £ात कर सकत ेहɇ 
02 0.91 sin 65     

0
2 0.91 0.9063 1.65 A          ...(2.14) 

दे ĦाÊलȣ कȧ पǐरकãपना के अनसुार 54 वोãट से ×वǐरत इलेÈĚान कȧ तरंगदैÚय[ 
012.27 A

V
    

0 012.27 1.67
54

A A 
      

...(2.15) 

इस Ĥकार èपçट है ͩक इलेÈĚॉन से सàबƨ ġåय तरंग कȧ तरंगदैÚय[ का Ĥायोͬगक 
मान और सैƨािÛतक मान लगभग समान हȣ ĤाÜत होते हɇ। इससे दे–ĦाÊलȣ ġåय तरंग 
पǐरकãपना कȧ पिुçट होती है। यह पǐरकãपना इलेÈĚॉन, Ĥोटॉन, ÛयĚूान, हȣͧलयम परमाण,ु 
हाइĜोजन परमाण ुआǑद के ͧलये भी Ĥायोͬगक Ǿप से स×याͪपत कȧ जा चुकȧ है। ġåय तरंग 
पǐरकãपना एक åयापक पǐरकãपना है जो सभी ġåय कणɉ पर लाग ूहोती है। 
बोध Ĥæन (Self–assessment questions) 
5. डेͪवसन जरमर Ĥयोग का Èया मह×व है? 

 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––– 

6. इलेÈĚॉन का X–ͩकरणɉ कȧ भाँǓत, ͩĐèटलɉ से ͪववत[न संभव है। इन दोनɉ मɅ  

 यह समानता ͩकस कारणवश है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 2.5 डेवीसन जरमर Ĥयोग मɅ Ĥथम कोǑट का ͪववत[न उिÍचçठ 54वोãट तथा 
Ĥकȧण[न कोण 050 पर ĤाÜत हुआ है। यह मानत े हु ये ͩक Ħेग का Ǔनयम इलेÈĚॉन तरंगɉ के 
ͧलये लाग ूहोता है, Ǔनकल ͩकèĚल के परावत[न तलɉ के मÚय लàबवत दरूȣ £ात कȧिजये। 

हल : Ĥæनानसुार ×वǐरत इलेÈĚॉन कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ 
012.27 A

V
   

012.27 1.67
54

A    

Ħेग Ǔनयम से 
2 sind n   
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0
0 05090 65

2


 
   
 

तथा 1n  लेने पर 

अत:  02 sin 65 1 1.67d    

0

1.67 1.67
2sin 65 2 0.9063

d  


 

0
0.92d A  

अत: ͩĐèटल के परावत[न तलɉ के मÚय दरूȣ 
0

0.92 A है। 

2.4 अǓनिæचतता का ͧसƨाÛत (Uncertainty Principle) 
आपने दे–ĦाÊलȣ अͧभकãपना से जानकारȣ ĤाÜत कȧ है ͩक पदाथ[ ɮवतै èवǾप मɅ होता 

है। तब Èया ͩकसी ¢ण आकाश मɅ ͩकसी गǓतशील कण कȧ सहȣ िèथǓत जानना संभव है? इस 
Ĥæन का उ×तर 1927 मɅ हाइजनबग[ (Heisenberg) ĤǓतपाǑदत 'अǓनिæचतता ͧसƨाÛत' के 
ɮवारा Ǒदया गया। इस ͧसƨाÛत के अनसुार ''ͩकसी Ǒदशा मɅ एक कण कȧ िèथǓत और संवेग 
दोनɉ को पणू[ Ǿप से यथाथ[ सम¢ͨणक Ǔनधा[रण नहȣ ंͩकया जा सकता है।'' अथा[त एक हȣ ¢ण 
पर कण कȧ यथाथ[ िèथǓत और यथाथ[ संवेग £ात करना असàमव होता है। 

गͨणतीय Ǿप मɅ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत को Ǔनàन Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जाता है। 

2
hp x  
      

...(2.16) 

जहा ं p  संवेग मɅ अǓनिæचतता तथा x  िèथǓत मɅ अǓनिæचतता है। संवेग व िèथǓत 

मɅ अǓनिæचतता का गणुनफल 
2
h  के बराबर या अͬधक हो सकता है अथवा 

2
h  से कम कभी 

भी नहȣ ंहोगा। इसका मान 341 0.527 10
2 2 2
h h


    

 
 जूल से होता है। 

समी. (2.16) से èपçट है ͩक यǑद हम इनमɅ से ͩकसी एक के सहȣ मापन के ͧलये 
अͧभकãपना करɅ तो दसूरे का Ǔनधा[रण पणू[ Ǿपेण अǓनिæचत हो जायेगा। जैसे, माना संवेग का 
यथाथ[ मान £ात है तब संवेग मɅ अǓनिæचतता p  शूÛय होगी। इस कारण िèथǓत मɅ 
अǓनिæचतता x  अनÛत हो जायेगी। कण   से   पर कहȣ ंभी िèथत हो सकता है। 
अथा[त कण कȧ िèथǓत का Ǔनधा[रण नहȣ ं हो सकेगा। हाइजनबग[ का यह ͧसƨाÛत बोर तथा 
सोमरफȧãड के ͧसƨाÛत के ĤǓतकूल है Èयोͩक बोर मॉडल मɅ इलेÈĚॉन कȧ िèथǓत व संवेग £ात 
करना संभव था। 

हाइजनबग[ का अǓनिæचतता का ͧसƨाÛत èथलू (macro) तथा सूêम (micro) दोनɉ 
कणɉ पर हȣ वधै (valid) रहता है। èथूल कणɉ पर यह ͧसƨाÛत Ĥेͯ¢त नहȣ ंहो पाता, इसका 
कारण है ͩक इनका आकार, आपेͯ¢क Ǿप मे बड़ा होने के कारण िèथǓत मɅ अǓनिæचतता नगÖय 
होती है तथा ġåयमान अͬधक होने के कारण संवेग मɅ भी अǓनिæचतता नगÖय होती है। 

ͩकसी ¢ण पर संवेग व िèथǓत मɅ अǓनिæचतता Ĥायोͬगक ğǑुट अथवा उपकरण कȧ 
सुĒाǑहता के कारण नहȣ ंहै। हम कण कȧ िèथǓत एव ंसंवेग का एक हȣ समय पर Ǔनधा[रण नहȣ ं
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कर सकत ेहɇ। Èयɉͩक िèथǓत तथा संवेग संयÊुमी (canonical conjugate) चर राͧशया ं है। 
हाइजनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनसुार दो संयÊुमी चर राͧशयɉ को एक साथ एक हȣ समय 
पर यथाथ[ Ǿप से £ात करना सàभव नहȣ ंहोता। गͨणतीय Ǿप मɅ 

2x
hp x     

2y
hp y  
       

...(2.17)   

2z
hp z    

िèथǓत – संवेग जैसी संयÊुमी चर राͧशयɉ के अǓतǐरÈत कुछ अÛय Ĥे¢ण योÊय राͧशयɉ 
जैसे ऊजा[–समय के ͧलये भी गͨणतीय Ǿप मɅ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत Ǔनàन Ĥकार åयÈत ͩकया 
जाता है। 

2
ht    

जहा ं     Đमश: ऊजा[ मɅ तथा समय मɅ अǓनिæचतता को åयÈत करत ेहɇ।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. कण के मूल èतर मɅ ऊजा[ अǓनिæचतता शूÛय है, का Èया अथ[ है? इस कण 
 कȧ आयु काल Èया होगी? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

2.5 अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनुĤयोग (Applications of 
Uncertainty Principle) 

2.5.1 परमाÖवीय नाͧभक मɅ इलेÈĚॉनɉ कȧ अनपुिèथǓत (Non–existance of electrons 
in nucleus) 

हम जानत ेहɇ ͩक अͬधकांश परमाÖवीय नाͧभकɉ कȧ ǒğÏया लगभग 1410  मीटर कोǑट 
कȧ होती है। यǑद नाͧभक का åयास 142 10  मीटर मानकर कãपना करɅ ͩक इलेÈĚॉन, 
नाͧभक के इस अãप ¢ेğ मɅ िèथत है तब Ǔनिæचत–हȣ–Ǔनिæचत इलेÈĚॉन कȧ िèथǓत मɅ 
अǓनिæचतता (uncertainty in position) 141 10x    मी. होगी। 

हाइजनबग[ के ͧसƨाÛत के अनसुार इलेÈĚॉन के संवेग मɅ Ûयनूतम अǓनिæचतता 
/ 2p x h    

34

14

1.054 10
2 2 1 10

hp
x






  

     
34( 1.054 10h   जूल से. )  

200.527 10   ͩकĒा.मी./से. 
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अत: इलेÈĚॉन का Ûयनूतम संवेग  उसके अǓनिæचतता के बराबर तो होना हȣ चाǑहये 
अत: 200.527 10p p      ͩकĒा.मी./से.। 

आइÛसटȣन के सापेͯ¢य संवेग ऊजा[ सàबधं से 
2 2 2 4

0p c m c        …(2.18)     
20 2 8 2 6 19 2(0.527 10 ) (3 10 ) (0.51 10 1.6 10 )          

     ( इलेÈĚॉन कȧ ͪवराम ऊजा[ 2
0 0.51m c MeV ) 

24 242.499 10 0.0066 10      
242.505 10   

121.582 10  जूल 

  
12

19

1.582 10
1.6 10

eV





 


 

70.988 10 eV   
9.88MeV   

अथा[त यǑद कोई इलेÈĚॉन नाͧभक मɅ उपिèथत मान ͧलया जाये तो नाͧभकȧय परास मɅ 
पाये जाने के ͧलये उसकȧ संगत ऊजा[ 9.88MeV  के Đम कȧ होनी चाǑहये जब ͩक नाͧभक से 
उ×सिज[त इलेÈĚॉन (  कणɉ) कȧ अͬधकतम Ĥायोͬगक ऊजा[ 2 3MeV  से अͬधक नहȣ ंपायी 
जाती है। अत èपçट है ͩक नाͧभक मɅ इलेÈĚॉन अनपुिèथत होत ेहɇ। 

2.5.2 हाइĜोजन परमाण ुकȧ मूल èतर ऊजा[ (Ground state energy of hydrogen 
atom) 

माना यǑद बोर के Ĥथम क¢ मɅ इलेÈĚॉन कȧ िèथǓत एव ंसंवेग कȧ अǓनिæचतायɄ 
Đमश: x  तथा p  है। r ǒğÏया के गोले मɅ इलेÈĚॉन कहȣ ंभी हो सकता है अत: x r   
होगा। 

अǓनिæचतता ͧसƨाÛत से 
p x h  

h hp
x r

  
       

...(2.19) 

अत: इलेÈĚॉन का संवेग उसके अǓनिæचतता के बराबर तो होगा हȣ अथा[त 
hp
r

        ...(2.20) 

इलेÈĚॉन कȧ कुल ऊजा[ V    (जहा ंगǓतज व V िèथǓतज ऊजा[ हɇ।) 
2 2

2
p KeE
m r

 
   

 
 

समीप. (2.20) से मान रखने पर 
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2 2

22
h e
mr r


  

     … (2.21)  

परमाण ुके मूल ऊजा[ èतर कȧ ऊजा[ Ûयनूतम होती है। इस िèथǓत मɅ d
dr
  शूÛय होना 

चाǑहये तथा Ûयनूतम ऊजा[ के ͧलये 
2

2

d
dr


Ǔनिæचत हȣ धना×मक ĤाÜत होना चाǑहये। 

 
2 2

3 2

2 0
2

d h e
dr mr r
  
    

  
2

2

hr
Kme

  

पनु:  
2 2 2

2 4 3

3 2d E h ke
dr mr r

   

2 2 2

3 32
3

2

3 2h ke ke
r rhmr

Kme

  
 
 
 

 

2

2

d E
dr  का मान धना×मक है। 
समी. (2.22) Ûयनूतम ऊजा[ कȧ शत[ åयÈत करता है अत: r बोर के Ĥथम क¢ कȧ 

ǒğÏया है 
r का Ûयनूतम मान 0a रखने पर 
हाइĜोजन परमाण ुके मलू èतर कȧ ऊजा[ (समी. (2.21) से) 

2 2

min 2
0 02

h keE
ma a

   

0a का मान समी. (2.22) से ĤǓतèथाͪपत करने पर 
22 2 2 2

2 22
h Kme Ke Kme
m h h
 

  
 

 

2 4 2 4

2 2

1
2 2

K e m K mem
h h

     
     ...(2.23) 

उपयÈुत समी. मे 
99 10K   , 

191.6 10e   कू, 
341.054 10   जूल–से. 

ĤǓतèथाͪपत कर गणना करने पर  
18

min 2.174 10E     जूल  
18

19

2.174 10 13.6
1.6 10

eV




 
  

    … (2.24) 



42 
 

उपरोÈत मान बोर मॉडल कȧ Ĥथम क¢ कȧ ऊजा[ के बराबर है। Ûयनूतम ऊजा[ का 
ऋणा×मक मान, परमाण ुके èथाǓय×व को Ĥकट करता है। 

2.5.3 आवतȸ दोलक कȧ मूल अवèथा मɅ ऊजा[ (Ground state energy of harmonic 
oscillator)  

ͬचरसàमत यािÛğकȧ के अनसुार दोͧलğ कȧ Ûयनूतम ऊजा[ èतर पर ऊजा[ शूÛय होती है 
जहा ं एक कण कȧ िèथǓत 0x   तथा संवेग 0p   होता है। हाइजनबग[ के अǓनिæचतता 
ͧसƨाÛत के अनसुार कण कȧ यथाथ[ िèथǓत और संवेग का एक हȣ साथ एक हȣ समय मɅ 

Ǔनधा[रण करना सàभव नहȣ ंहै। ÈवाÛटम ͧसƨाÛत से मलू ऊजा[ èतर मɅ ऊजा[ का मान 0
1
2

  

ĤाÜत होता है। दोͧलğ कȧ ऊजा[ ÈवाÛटȣकृत होती है। मूल ऊजा[ èतर कȧ ऊजा[ को शूÛय ǒबÛद ु
ऊजा[ (zero point energy) कहत ेहɇ। इसका अिèत×व अǓनिæचतता ͧसƨाÛत का Ĥमाण है।  

एक ͪवमीय दोͧलğ कȧ ऊजा[ का मान 
2

21
2 2
p kx
m

  
    ...(2.25) 

जहा ं p संवेग, m कण का ġåयमान तथा 21
2

kx  िèथǓतज ऊजा[ है। यǑद x तथा p  

दोͧलğ के Ûयनूतम ऊजा[ èतर मɅ िèथǓत एव ंसंवेग कȧ अǓनिæचतता है तब 
2

21
2

p k x
m

 
    

      … (2.26) 
हाइजनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनसुार 

p  
2

x 

     

... (2.27) 

2
p

x
 




     
… (2.28) 

समी. (2.28) का यह मान समी. (2.27) मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर 
2

2
2

1
2 4

k x
m x

 
     



   ...(2.29)  
ऊजा[ के Ûयनूतम मान होने के ͧलये ऊजा[ का चर के सापे¢ अवकलन का मान शूÛय 

के बराबर होना चाǑहये, अथा[त 

 
0dE

d x


      ...(2.30) 

 
   

2 2

3
1 2
2 4

dE x k x
d x m x

 
   

   

 0  



43 
 

 

2

3

22
4

k x
m x

 



  

2

2
x

mk
 



     … (2.31) 
उपयु [Èत मान को समी. (2.29) मɅ रखने पर 

2

min
1 2
2 4 2

mk kE
m h mk

 
  

 

   

1
2 2 2

k h k
m m

 
  

 

  

1
2 2 2

     
      k

m


   
  


 

min
1
2

E  
     

... (2.32) 

ÈवाÛटम यांǒğकȧ के अनसुार भी एक ͪवमीय सरल दोͧलğ के ͧलये यहȣ ंपǐरणाम ĤाÜत 
होता है। 

उदाहरण 2.6 परमाण ु के उ×तेिजत ऊजा[ èतर का आय ुकाल 80.5 10 सेकÖड है। 
ऊजा[ èतर मɅ ऊजा[ कȧ अǓनिæचतता कȧ कोǑट £ात कȧिजये। 

हल : हाइजनबग[ ͧसƨाÛत के अनसुार 

  
2

t 

 

 
2
h

t
 


  

34

8

1.054 10
2 0.5 10








    34( 1.054 10  जूल– से.)  

   
261.054 10  जूल 

   

26
7 8

19

1.054 10 0.65 10 6.5 10
1.6 10


 




    

 eV   
ऊजा[ èतर कȧ ऊजा[ मɅ अǓनिæचतता 810 eV  कȧ कोǑट कȧ होगी। 
उदाहरण 2.7 एक कण िजसकȧ माğा 910 ͩकĒा है, 1 सेमी / से. के वेग से गǓतशील 

है। यǑद कण का वेग 0
00.01 तक अǓनिæचत हो तो उसकȧ िèथǓत मɅ Ûयनूतम अǓनिæचतता का 

मान £ात कȧिजये। 
हल : इलेÈĚॉन के वेग मɅ अǓनिæचतता 

2 60.01 10 10
100

v     
मी. / से. 

हाइजनबग[ के अǓनिæचतता ͧसƨाÛत के अनसुार 
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2
x

m v
 




 

34

9 6

1.054 10
2 10 10



 




 
  

205.27 10x    मी.  
कण कȧ िèथǓत मɅ अǓनिæचतता का मान 205.27 10 मी० है। 
उदाहरण 2.8 एक रेडार èपÛद का काल 0.50 s है। फोटॉन कȧ ऊजा[ मɅ अǓनिæचतता 

कȧ कोǑट Èया है ? 
हल : हाइजनबग[ ͧसƨाÛत से 

E t
2



 

अत: 
2

E
t

 



 

34
28

6

1.054 10 1.054 10
2 0.50 10







  

 
जूल 

28
10

19

1.054 10 6.6 10
1.6 10







  


eV  

फोटॉन को ऊजा[ मɅ अǓनिæचतता कȧ कोǑट 1010 eV  है। 

2.6 सारांश (Summary) 
ġåय कणɉ को भी ͪवͧशçट पǐरिèथǓतयɉ मɅ तरंगɉ के Ǿप मɅ åयवहार करना चाǑहये, यह 

दे ĦाÊलȣ कȧ पǐरकãपना है। उनके अनसुार Ĥकाश कȧ ɮवतै ĤकृǓत होती है। कण एव ंतरंग के 
ला¢ͨणक गणु गͨणतीय Ǿप मɅ Ǔनàन Ĥकार से है। 

h
p

   

×वǐरत इलेÈĚॉन कȧ तरंगदैÚय[ 
012.27

V
     

गǓतशील कणɉ कȧ तरंगदैÚय[ 
2
h
m

 


  

×वǐरत इलेÈĚॉन कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[  –ͩकरणɉ कȧ कोǑट कȧ होती है। अत: 
ͩकèĚल से  –ͩकरणɉ कȧ भाँǓत, इलेÈĚॉन पुजं का ͪववत[न ĤǓतǾप ĤाÜत होना चाǑहये। इस 
ͧसƨाÛत के आधार पर डेवीसन जरमर ने Ĥयोग ɮवारा दे–ĦोÊलȣ ͧसƨाÛत का स×यापन ͩकया। 

इलेÈĚॉन जैसे सूêम कण कȧ यथाथ[ िèथǓत एव ंयथाथ[ संवेग का एक हȣ साथ, एक हȣ 
समय पर Ǔनधा[रण सभंव नहȣ ं है। यह अǓनिæचतता ͧसƨाÛत कहलाता है। यǑद संवेग मɅ 
अǓनिæचतता   p तथा िèथǓत मɅ अǓनिæचतता x  है तब इस हाइजनबग[ अǓनिæचतता 
ͧसƨाÛत से 



45 
 

2
p x  


 

जहा ं
2


  , h  Üलाकं Ǔनयतांक है तथा 340.527 10

2
 

 जूल–से. होता है। 

इस ͧसƨाÛत के अनĤुयोग (i) नाͧभक मɅ इलेÈĚॉनɉ कȧ अनपुिèथǓत (ii)  परमाण ु
कȧ मूल अवèथा कȧ ऊजा[ £ात करना तथा (iii) आवतȸ दोलक कȧ मलू अवèथा मɅ ऊजा[ करना 
है। 

2.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
अनापेͯ¢य Non–relativistic 
उिÍचçठ Maxima 
गǓतशील कण Moving particle 
जालक ǒबÛद ु Lattice point 
×वǐरत Accelerated 
ġåय तरंग Matter wave 
ɮवतै Dual 
Ģुवण polarisation 
Ģुवीय Ēाफ है Polar graph 
åयǓतकरण Interference 
वɮैय Valid 
ͪववत[न Diffraction 
सापेͯ¢य Relativistic 
सूêमअǑह Micro 
संसचूक Detector 
èथूल Macro 

2.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
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2.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assesment 
Questions) 

1. तरंग ĤकृǓत के उदाहरण åयǓतकरण, ͪववत[न एव ंĢुवण है तथा कण ĤकृǓत के उदाहरण 
Ĥकाश वɮैयतु ्Ĥभाव एव ंकॉàपटन Ĥभाव हɇ। 

2. सामाÛयत: ġåय कणɉ से सàबƨ तरंगɉ कȧ तरंगदैÚय[ के बहु त अãप होने के कारण, मापन 
¢मता के बाह है।  

3. यह तरंगदैÚय[   ͩकरणɉ कȧ कोǑट का है। 
4. Ĥकाश कȧ ĤकृǓत कण व तरंग दोनɉ हȣ है। 
5. यह Ĥयोग दे–ĦाÊलȣ पǐरकãपना कȧ पिुçट करता है। 
6. यह समानता इस कारण है ͩक ×वǐरत इलेÈĚॉन एक तंरग कȧ भाँǓत åयवहार करता है। 
7. मूल èतर मɅ शूÛय ऊजा[ अǓनिæचतता का अथ[ है ͩक ऊजा[ पणू[ यथाथ[ता से £ात कȧ जा 

सकती है कण का आयकुाल अनÛत होगा Èयɉͩक 
2

t 



 तथा 0  अत: t  

(अनÛत)। 

2.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघतुरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. ġåय तरंगɅ Èया होती है? 
2. दे–ĦाÊलȣ संकãपना Èया है? 
3. डेͪवसन जरमर Ĥयोग का ͧसƨाÛत समझाइये। 
4. हाइजनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत ͧलͨखये। 
5. ऊजा[ एव ंसमय मे अǓनिæचताओं को Ĥदͧश[त करने वाला सàबधं ͧलͨखये। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
6. दे–ĦाÊलȣ पǐरकãपना समझाइये। 
7. डेͪवसन जरमर Ĥयोग का वण[न कȧिजये। समझाइये ͩक ͩकस Ĥकार यह इलेÈĚॉन के सहचारȣ 

ġåय तरंग कȧ स×यता को ͧसƨ करता है। 
8. अǓनिæचतता ͧसƨाÛत का वण[न करत े हु ये, नाͧभक के अंदर इलेÈĚॉन कȧ अनपुिèथǓत कȧ 

åयाÉया कȧिजये। 
9. अǓनिæचतता ͧसƨाÛत का Ĥयोग कर 

(i) हाइĜोजन परमाण ुके मूल èतर कȧ ऊजा[ 
(ii) आवतȸ दोलक कȧ इसकȧ मलू अवèथा मɅ ऊजा[ कȧ गणना कȧिजये । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical Questions) 

10. तरंगदैÚय[ 
0

5000  के एक फोटॉन का संवेग £ात कȧिजये।  
(उ×तर: 271.324 10 ͩकमी./से.) 

11. एक इलेÈĚॉन कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ 1010  मी. है, इसकȧ ऊजा[ एव ं वेग का मान £ात 
कȧिजये।  
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(उ×तर: 172.39 10 जूल (ii) 67.25 10 मी./से.)  
12. एक Ĥोटॉन ͪवरामावèथा से V वोãट ɮवारा ×वǐरत ͩकया जाता है। ͧसƨ कȧिजये ͩक Ĥोटॉन 

कȧ तरंगदैÚय[ 
0.286

V
 

0
  होगी। 

13. एक 1 eV  ऊजा[ के ÛयĚूान कȧ दे–ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ £ात कȧिजये।  
(उ×तर: 39.03 10 0 ) 

14. 100 eV  ऊजा[ के इलेÈĚॉन कȧ दे ĦाÊलȣ तरंगदैÚय[ £ात करɅ।[सकेंत–इलेÈĚॉन के ͧलये 
2

0 0.511m c eV   यǑद ऊजा[ का मान 211 eV  से अ×यͬधक कम है तब 
012.27

v
    सूğ अÛयथा सापेͯ¢कȧय िèथǓत मɅ 

2
0( 2 )

hc
K m c K

 


 का उपयोग 

करɅ।  

(उ×तर: 0.037 
0
 ) 

15. डेवीसन जरमर Ĥयोग मɅ 54  वोãट से ×वǐरत इलेÈĚॉनɉ के ͧलये ͩकस कोण पर ɮͪवतीय 
उिÍचçठ ĤाÛत होगा? Èया यह Ĥेͯ¢त होगा? ͩĐèटल के फलक मɅ परमाणओंु के मÚय दरूȣ 

0
215  है।  

उ×तर: 
3.34sin
2.15

  , sin 1   अत: Ĥेͯ¢त नहȣं होगा।) 

16. एक ऊजा[ èतर कȧ आय ु 810  से. है। संĐमण काल मे उ×सिज[त फोटॉन कȧ आविृ×त मɅ 

अǓनिæचतता कȧ गणना कȧिजये। (संकेत v
h


  )  

(उ×तर: 71.6 10 हट[ज) 
17. एक इलेÈĚॉन का वेग 300  मी./से. है। इसमɅ 0.001%  कȧ पǐरशुƨता हो तो इस इलेÈĚॉन 

कȧ िèथǓत अǓनिæचतता कȧ गणना कȧिजये।  
(उ×तर: 0.019x  मी.) 
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इकाई–3 
Įोͫडजंर समीकरण 

(Schrodinger’s Equation) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

3.0 उƧेæय 
3.1 Ĥèतावना 
3.2 Įोͫडजंर समीकरण कȧ उपयोͬगता तथा साथ[कता 
3.3 Įोͫडजंर समीकरण के कालͬĮत तथा कालअनाͬĮत èवǾप 
3.4 तरंग फलन कȧ भौǓतक साथ[कता तथा उसकȧ åयाÉया 
3.5 ĤाǓयकता धारा घन×व 
3.6 साराशं 
3.7 शÞदावलȣ 
3.8 संदभ[ ĒÛथ 
3.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
3.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

3.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पɭने के पæचात आप 

 Įोͫडजंर समीकरण कȧ उपयोͬगता तथा साथ[कता से पǐरͬचत हो सकɅ गे; 
 Įोͫडजंर समीकरण के कालाͬĮत एव ंकालअनाͬĮत èवǾप को जान सकɅ गे; 
 तरंग फलन कȧ भौǓतक साथ[कता, गणु धम[ समझ सकɅ गɅ; 
 ĤाǓयकता धारा घन×व का ता×पय[ एव ंइसका åयजंक åय×ुपÛन कर सकɅ गे।  

3.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इस इकाई के Ĥथम अनÍुछेद 3.2 मɅ आप Įोͫडजंर समीकरण के औͬच×य 

(justification) को जानकर इसकȧ उपयोͬगता एव ंसाथ[कता से पǐरͬचत हो सकɅ गे। इकाई के 
अनÍुछेद 3.3 मɅ हमनɅ Įोͫडजंर समीकरण का कालाͬĮत एव ंकाल अनाͬĮत èवǾप Ĥèतुत 

ͩकया है। िजस Ĥकार ͬचरसàमत यांǒğकȧ मɅ F m a
 

  ĤकृǓत का एक Ǔनयम है, उसी Ĥकार 
ÈवाÛटम यांǒğकȧ मɅ Įोͫडजंर समीकरण एक ͧसƨाÛत को ǓनǾͪपत करती है। अनÍुछेद 3.4 मɅ 
तरंग फलन कȧ भौǓतक साथ[कता एव ंåयाÉया को समझाया गया है। अनÍुछेद 3.5 मɅ ĤाǓयकता 
धारा घन×व का ता×पय[ एव ं इसके ͧलये åयजंक åय×ुपÛन ͩकया गया है इसी अनÍुछेद मɅ 
ĤाǓयकता के संर¢ण को भी समझाया गया है। 
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3.2 Įोͫडजंर समीकरण कȧ उपयोͬगता तथा साथ[कता (Utility and 
Significance of Schrodinger Equation) 
ġåय तरंग ͧसƨाÛत से आप जानते हɇ ͩक सतत Ĥगामी आवतȸ तरंग के ͧलये संवेग 

और तरंगदैÚय[ मɅ Ǔनàन सàबÛध होता है 
hp



      ...(3.1)  

Üलाकं Ǔनयम से E hv   

(2 )
2
h v 


  
    

...(3.2)  

तथा संवेग  
2

2
hp k
 

  
    

...(3.3)  

जहां ,
2
h


   कोणीय आविृ×त, तथा k संचरण Ǔनयतांक है। 

संवेग p तथा ऊजा[ E वाले धना×मक x Ǒदशा मɅ गǓतशील कण से सàबƨ, ġåय तरंग 
का तरंग फलन ( , )x t  Ǔनàन मɅ से कोई एक अथवा इनका रेखीय सिàमĮण हो सकता है। 

sin( )kx t  या cos( )kx t  या 
( )i kx te 

  या 
( )i kx te  

   ...(3.4)  
 के ͧलये समीकरण मɅ दो मौͧलक गणु होने चाǑहये 
(i) यह समीकरण रैͨखक ĤकृǓत (linear nature) का होना चाǑहये ताͩक इससे ĤाÜत 

हल अÚयारोͪपत ͩकये जा सकɅ । 
(ii) समीकरण मɅ गणुांकɉ के Ǿप मɅ कण गǓतकȧ से सàबिÛधत Ĥाचल (parameters) 

जैसे संचरण संÉया k , वेग, संवेग ऊजा[ कोणीय आवǓृत आǑद नहȣ ंहोने चाǑहये। तरंग समीकरण 
के गणुाकɉ मɅ h , कण ġåयमान m  आवेश q  आǑद हो सकत ेहɇ। 

उपरोÈत दोनɉ मौͧलक गणुɉ को समाǑहत करने वालȣ समीकरण कȧ आवæयकता है। 
ͪवɮयतु चुàबकȧय तरंगɉ के समीकरण पर ͪवचार करत ेहɇ। 

2 2
2

2 2v
t x
  


        

...(3.5)  

समी. (3.4) मɅ åयÈत ͩकसी फलन को समी. (3.5)मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर Ǔनàन 
सàबधं ĤाÜत होता है– 

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 24
h pv

k h k p m
  

   
    

...(3.6)  

समी. (3.6) से èपçट है ͩक गणुांक मɅ कण के संवेग का पद ĤाÜत हो रहा है। तरंग 
फलन के ͧलये समीकरण मɅ, कण गǓतकȧ से सàबƨ चर नहȣ ंहोने चाǑहये। अत: समी. (3.5)
तरंग फलन कȧ समी. नहȣ ंहै। 
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ͩकसी कण के ͧलये, 
2

2
pE
m

  

  व k  के पदɉ मɅ 
2 2

2
k
m

 
  अथा[त 

2

2
k
m

 


 

से यह Ĥेͯ¢त होता है ͩक तरंग फलन कȧ समी मɅ, x के सापे¢  का अवकलन दो 
बार तथा समय t के साथ  का अवकलन एक बार आना चाǑहये। अत: हम Ǔनàन तरंग 
समीकरण पर ͪवचार करत ेहɇ। 

2

2t x
 


 


 

 ...(3.7)  

इस समी. मɅ समी. (3.4) मɅ åयÈत Ĥथम दोनɉ हल èवीकाय[ नहȣ ं है जबͩक अंǓतम 
दोनɉ मɅ से कोई एक समी. (3.7) का हल हो सकता है, यǑद  का मान Ǔनàन है। 

2 2 2 2 2
i i i E i
k h k p m
     

  

   
...(3.8)  

अत:   
2

22
i

t m x
  


 


 

अथवा   
2 2

22
hih

t m x



  


      

...(3.9)  

यह समी. (3.9)  Įोͫडजंर समीकरण (एक ͪवमीय) कहलाती है। 
यǑद   ( )i kx te      

तब समी. (3.9)  से बायां प¢ 

i
t
 



   

E       ...(3.10)  

तथा दाǑहना प¢  
2 2

22
h
m x

 


 
2 2 2

2 2
k p
m m
  


    ...(3.11)  

अत:   
2

2
pE
m

             ...(3.12)  

ͬचरसàमत सàबधं ĤाÜत होता है। Įोͫडजंर समीकरण के हल से ĤाÜत पǐरणाम, Ĥयोगɉ 
से ĤाÜत पǐरणामɉ से मेल खाते हɇ। 

Įोͫडजंर समीकरण से एक बाÈस मɅ उपिèथत कण का तरंगफलन और ऊजा[ £ात कȧ 
जा सकती है। बाÈस मɅ उपिèथत कण के तरंग फलन हाइजेनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨाÛत को 
Ĥमाͨणत करत ेहɇ तथा कण कȧ ऊजा[ के ͪवͪवÈत (discrete) मान अथा[त Èवांटȣकृत ऊजा[ को 
Ĥदͧश[त करत ेहɇ। धात ुमɅ मुÈत इलेÈĚॉन, धात ुकȧ सतह के Ǔनकट ͪवभव सीढ़ȣ (potential 
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step) जैसे ͪवभव का èवǾप अनभुव करत ेहɇ अत: इनकȧ ͪववेचना Įोͫडजंर समीकरण से कȧ 
जा सकती है।   कणɉ का उ×सज[न, हामȾǓनक दोͧलğ के ͧलये ऊजा[ का åयजंक, हाइĜोजन 
परमाण ुकȧ ऊजा[ का åयजंक तथा इसकȧ सहायता से èपेÈĚोèकोपी मɅ èटाक[  एव ंजीमन Ĥभाव 
कȧ åयाÉया भी कȧ जाती है। 

Įोͫडजंर समीकरण कȧ साथ[कता यह है ͩक समिçट मɅ ͩकसी ġåय कण के पाये जाने 
कȧ ĤाǓयकता को यह तरंग फलन से सàबिÛधत करता है। तरंग फलन िजसे हम तरंग आयाम 
अथवा ġåय का ¢ेğीय आयाम (matter field amplitude) एव ंĤाǓयकता आयाम भी कहत े
हɇ। ( , )x t  का मान उस ¢ेğ मɅ अͬधक होता है जहाँ कण के पाये जाने को सàभावना अͬधक 
होती है। कण कȧ पाये जाने कȧ ĤाǓयकता का मान 2( , )x t  के समानपुाती होता है। यह मान 
हमेशा हȣ वाèतͪवक और धना×मक होता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Įोͫडजंर समीकरण कȧ उपयोͬगता कȧ पुिçट कैसे होती है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––– 
 

3.3 Įोͫडजंर समीकरण के कालाͬĮत तथा कालअनाͬĮत èवǾप 
(Time Dependent and Time Independent form of 
Schrodinger’s Equation) 
पदाथ[ कȧ ɮवतैता ĤकृǓत, एक ऐसे तरंग समीकरण कȧ आवæयकता का संकेत है जो 

कण कȧ गǓत का ͪववरण दे सके। Įोͫडजंर ने इसी Ĥकार का समीकरण Ǒदया। ͬचरसàमत 

यािÛğकȧ मɅ F m a
 

  ĤकृǓत का Ǔनयम है, उसी Ĥकार Èवांटम यांǒğकȧ मɅ भी Įोͫडजंर 
समीकरण एक ͧसƨाÛत को ǓनǾͪपत करती है। 
कालाͬĮत èवǾप (Time dependent form) 
माना ͩक धना×मक x  Ǒदशा मɅ गǓतशील एक मुÈत कण के तरंग फलन का Ǔनàन मान है– 

( )( , ) i kx tx t e       ...(3.13)  
यहा ँकण का संवेग p k   तथा ऊजा[ E    है। 
समी. (3.13)  को t  के सापे¢ अवकलन करने पर 

( )i kx ti e
t

  


   
अथवा   i

t
 



    

या   i E
t
 





          
...(3.14)  

समी. (3.13)  को   के सापे¢ अवकलन करने पर 
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( )i kx tike
x

 



 

2
2 ( )

2
i kx tk e

x
 

 


 

2
2

2 k
x





 
      

...(3.15)  

एक मुÈत कण कȧ गǓतज ऊजा[ का मान Ǔनàन होता है– 
2

2
pE
m

  

 अत:  
2

2
pE
m

   

2
2

2
E k

m
 


     

...(3.16)  

समी. (3.14) एव ं(3.15) से E  तथा 2k   के मान समी. (3.16) मɅ ĤǓतèथाͪपत 
करने पर 

2 2

22
i

t m x



 

 
 


    

...(3.17)  

यहȣ कालाͬĮत एक ͪवमीय Įोͫडजंर समीकरण है। 
उपयु [Èत समी (3.17)  को ǒğͪवमीय (three dimension) मɅ भी ͧलखा जा सकता है 

तब तरंग फलन का èवǾप ( , )r t  ͧलखत ेहɇ। 

   
( . )( , ) i k r tr t e 
 

  
तथा समी. (3.17)  का ǒğͪवͧमय èवǾप Ǔनàन Ĥकार का होता है। 

  

2 2 2 2

2 2 22
hi

t m x y z
  


     

       
  

2
2

2
hi

t m
 

 
 




    
...(3.18)  

जहा ं
2 2 2

2
2 2 2x y z
    

   
  

 लाÜलाͧसयन संकारक कहलाता है। 

यǑद कण पर संर¢ी बल (conservative force) F


 जसेै गǾु×वाकष[ण बल या 

ͪवɮयतु बल काय[रत है तब बल F


 को िèथǓतज ऊजा[ के ĒेͫडयेÛट (gradient) के Ǿप मɅ 
Ǔनàन Ĥकार से ͧलखत ेहै–  

( , ) ( , )F r t V r t
 

      ....(3.19) 

तथा ͩकसी कण कȧ कुल ऊजा[ का मान उसकȧ गǓतज तथा िèथǓतज ऊजा[ के योग के 
बराबर होता है– 
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अथा[त   
2

( , )
2
pE V r t
m



    

   

2

( , ) ( , ) ( , )
2
pE r t V r t r t
m

 
  

   
 

  

अत: Įोͫडजंर समीकरण का åयापक èवǾप Ǔनàन होगा जो यह Ĥदͧश[त करता है ͩक कण 
ͩकसी बल ¢ेğ मɅ गǓतशील है। 

2
2 ( , )

2
hi V r t

t m
  

 
  




   
...(3.20)   

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. बल एवं िèथǓतज ऊजा[ के मÚय संबंध ͧलͨखए। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– -  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –– 

काल अनाͬĮत èवǾप (Time independent form) 
अनेक भौǓतक िèथǓतयɉ मɅ ͩकसी कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ का मान समय पर Ǔनभ[र 

नहȣ ंकरता अथा[त ( , ) ( )V r t V r
 

 । अत: इस कण पर काय[कारȣ बल, केवल कण कȧ िèथǓत 

पर Ǔनभ[र करत ेहɇ। इस तरह कȧ घटनाओं के ͧलये तरंगफलन ( , )r t


 को ( )r


 तथा ( )t  

के गणुनफल के Ǿप मे ͧलखा जाता है जहां ( )r


 फलन िèथǓत r


 पर Ǔनभ[र करता है तथा 
फलन ( )t  केवल समय t  पर Ǔनभ[र करता है। अत:  

( , ) ( ) ( )r t r t  
 

      ...(3.21)  
कालाͬĮत Įोͫडजंर समी. (3.20)  मɅ यह मान रखने पर 

     
2

2, , , ( , )
2
hi r t r t V r t r t

t m
  

 
  



  
  

2
2( ) ( ) ( )

2
hi r t t r V r t r

t m
     

                           
  

िèथǓतज ऊजा[ का मान समय पर Ǔनभ[र नहȣ ंकर रहा है अत: उपयु [Èत समी मɅ 

,V r t
 
 
 

 को  V r


 ͧलखा गया है। 

उपरोÈत समी. मɅ को ( ) ( )r t 


 भाग देने पर 

 
   

22

( )
( ) 2

ri ht V r
t t m r




 

 
 




 

   

...(3.22)  

समी. (3.22)  का बायां प¢ केवल t  पर Ǔनभ[र करता है जबͩक दाǑहना प¢ केवल 

r


 पर Ǔनभ[र करता है अत: दोनɉ प¢ ͩकसी Ǔनयतांक (माना  ) के बराबर होने चाǑहये। 
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1 ( )
( )

ti
t t





 




     
...(3.23)  

तथा  
 
   

22

2

r
V r E

m r






 


    

अत:         
2

2

2
r r V r r

m
  


   

   
 

  
   

2
2 ( ) 0

2
r V r

m
 


   

 
 

अथवा      2
2

2 ( ) 0mr E V r r    
 

   
...(3.25)   

 समी (3.25)  को हȣ कालअनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण कहा जाता है। उपरोÈत समी. 
(3.25)  मɅ ĤयÈुत Ǔनयतांक   कȧ ͪवमा, ऊजा[ कȧ ͪवमा हȣ ĤाÜत होती है। 

 पनु: समी. (3.23)  से 

 

( ) ( )ti E t
t

 



  

 

( )
( )

t i E t
t





  


 

समाकलन करने पर तरंग फलन का समय आͬĮत अंश Ǔनàन Ĥकार ĤाÜत होता है – 

( )
i Et

t ce


 
 जहा ं c  Ǔनयतांक है। 

अत: Įोͫडजंर समीकरण का सàपणू[ हल Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जा सकता है। 

, ( )
i Et

r t r ce 
    

 
  

, ( ) i tr t r e  
 

   
    

(माना ( 1)c  )  ...(3.26)  

3.4 तरंग फलन कȧ भौǓतक साथ[कता तथा उसकȧ åयाÉया 
(Physical Significance of Wave Function and its 
Interpretation) 

ͩकसी बल ¢ेğ मɅ गǓतशील कण के सàपणू[ åयवहार को तरंग फलन ,r t
 
 
 

 के 

ɮवारा वͨण[त ͩकया जा सकता है। Įोͫडजंर ने èवय ं सव[Ĥथम तरंग फलन कȧ भौǓतकȧय 
åयाÉया, आवेश घन×व (charge density) के पदɉ मɅ दȣ। उनके अनसुार परमाण ुमɅ इलेÈĚॉन 
कȧ तीĭता, उसके तरंग फलन के आयाम    के वग[ के समानपुाती होती है। इलेÈĚॉन तीĭता 
का अथ[ इलेÈĚॉन घन×व या कण घन×व (particle density) से है जो उस ǒबÛद ुपर ĤǓत 
इकाई आयतन मɅ उपिèथत कणɉ कȧ संÉया को åयÈत करता है। तंरग फलन का वग[ अथा[त 
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2  से कण घन×व को £ात कर सकत ेहɇ। यǑद कण घन×व को, कण के आवेश से गणुा कर 
दे तब आवेश घन×व (charge density) ĤाÜत होता है। अत: राͧश 2  आवेश घन×व का 
माप होती है। 

Ĥारिàभक अवèथा मɅ इस åयाÉया के उपयोग से काàपटन Ĥकȧण[न, बोर परमाण ुकȧ 
åयाÉया कȧ गई। ͩकÛत ुबाद मɅ यह åयाÉया संतोषजनक ͧसƨ नहȣ ंहो सकȧ। दसूरȣ åयाÉया 
जम[न भौǓतक ͪवɮ मैÈस बाँन[ (Max Born) ने 1926 मɅ Ĥèतुत कȧ िजसे सव[माÛयता ĤाÜत 
हु ई। 

बाँन[ के अनसुार ,r t
 
 
 

 का सàबÛध, ͩकसी समय t  पर, एक कण कȧ िèथǓत r


 

पर कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता से होता है। यह ĤाǓयकता 
2

,r t
 
 
 

 के मान के 

समानपुाती होती है। इस कारण ,r t
 
 
 

 को ĤाǓयकता आयाम से भी जाना जाता है। èपçट 

है, जहा ंकण के पाये जाने कȧ सàभावना अͬधक होगी वहा ं ,r t
 
 
 

 का मान अͬधक होगा। 

,r t
 
 
 

 तरंग फलन से वͨण[त कण कȧ ĤाǓयकता घन×व Ǔनàन Ĥकार åयÈत ͩकया जाता है। 

2

, ,r t dV r t dV
       
        

...(3.27)  

*, ,r t r t 
        
   

 

जहा ँ * ,r t
 
 
 

 तरंग फलन का सिàमĮ संयÊुमी (complex conjugate) है। 

िèथǓत r


 पर समय t  पर तरंग फलन ɮवारा वͨण[त कण के आयतन अãपांश 3[dV d r dx  
dy  के ɮवारा भी ͧलखत ेहɇ मɅ पाये जाने कȧ ĤाǓयकता  

2

, ,r t dV r t dV
       
        

...(3.28)  

ͩकसी अभीçट ¢ेğ मɅ िèथत कण से सàबƨ, तरंग फलन कȧ ĤाǓयकता आयाम का 
शूÛय अथवा अनÛत होना अथ[हȣन है Èयɉͩक ĤाǓयकता आयाम के शूÛय मान होने का अथ[ है 
ͩक उस ¢ेğ मɅ कण का कहȣ ंकोई अिèत×व हȣ नहȣ ंहै। अतएव ͩकसी ¢ेğ मɅ ͩकसी èथान पर 
कण के पाये जाने कȧ अͬधकतम ĤाǓयकता एकांक होनी चाǑहये, अथा[त 

2

, 1r t dV
 
  
 
 


     

...(3.29)  
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जहा ँसमाकलन (integration) सàपणू[ अकाश के ͧलये ͩकया गया है। समी. (3.29)  
को ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध (normalization condition) कहत ेहɇ। इस ĤǓतबÛध के संतुçट 
हो जाने पर तरंग फलन को ĤसामाÛय फलन कहत ेहɇ तथा इस ͩĐया कȧ ĤसामाÛयीकरण कहा 
जाता है। 

उपयु [Èत åयाÉया से हम Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत करत ेहɇ– 
(i) तरंग फलन का मान कभी भी अनÛत नहȣ ंहोगा Èयɉͩक ĤाǓयकता अनÛत नहȣ हो 

सकती है। 

(ii) ͩकसी िèथǓत r


 पर r t
 
 
 
 

 का केवल एक, मान (single value) हȣ होगा 

Èयɉͩक इसके एक से Ïयादा मान होने पर ĤाǓयकता के एक से अͬधक मान अथ[हȣन åयाÉया 
देते हɇ। 

(iii) r t
 
 
 
 

 के गणुांक िजनका उपयोग करने पर ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध का पालन 

करत ेहै, समय पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरत ेहɇ। 
(iv) जो तरंग फलन ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध का Ĥालन करत ेहɇ उÛहɅ वग[ समाकलनीय 

फलन (square integrable function) कहत ेहɇ। 
(v) जब r    तब तरंग फलन शूÛय हो जाना चाǑहये। ऐसा होने पर हȣ 2 dV  

का मान एक पǐरͧमत Ǔनयतांक के Ǿप मɅ ĤाÜत होगा। यह सीमाÛत ĤǓतबÛध कहलात े हɇ, 
िजनका ͪवèततृ अÚययन आप इस पèुतक कȧ इकाई–6  मɅ करɅगे। 

तरंग फलन के गणुधम[ (Properties of Wave function) 
(i) तरंगफलन वाèतͪवक अथवा सिàमĮण (complex) हो सकता है। 
(ii) तरंगफलन पǐरͧमत (finite) होना चाǑहये। 
(iii) तरंगफलन एक सतत फलन होना चाǑहये। 
(iv) तरंगफलन का एक ǒबÛद ुपर एक हȣ मान (single value) होना चाǑहये। 
(v) तरंगफलन के वग[ समाकलनीय फलन होने चाǑहये। 
उपयु [Èत गणुधमɟ कȧ पालना करने वाले तरंग फलन को èवीकाय[ (acceptable) 

अथवा सुåयवहाǐरत तरंग फलन (well behaved wave function) कहत ेहɇ। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. तरंग फलन का मान कभी भी अनÛत नहȣं होगा, Èयɉ? 
 -----------------------------------------------------------------------------------  
 -----------------------------------------------------------------------------------  
4. तरंग फलन का एक हȣ èथान पर एक से अͬधक मान संभव Èयɉ नहȣं है? 
 -----------------------------------------------------------------------------------  
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 -----------------------------------------------------------------------------------  
5. तरंग फलन के वग[, समाकलन के योÊय Èयɉ होना चाǑहये? 
 -----------------------------------------------------------------------------------  
 -----------------------------------------------------------------------------------  
6. Èया तरंग फलन का वाèतͪवक होना आवæयक है? 
 -----------------------------------------------------------------------------------  
 -----------------------------------------------------------------------------------  

उदाहरण 3.1 ͩकसी कण कȧ एक ͪवमा मɅ परास 0 x a   मɅ गǓत के ͧलये तरंग 

फलन ( ) sin n xx A
a
    

 
 है,तब ĤसामाÛयीकरण के ͧलये गणुांक का मान £ात 

कȧिजये।  

हल : ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबधं के ͧलये *

0

1
a

dx   

तरंग फलन का मान रखने पर 2 2

0

sin 1
a n xA dx

a
   

   

2

0

21 cos 1
2

aA n x dx
a
     

    

2

0

2sin 1
2 2

a
A a n xx

n a



       

 

2

1
2
A a   

गणुांक का मान  
2A
a

   

उदाहरण 3.2 यǑद तरंग फलन 
0

sin
iE t
hxA e

a



   

 
 िèथǓत परास 0 x a 

ĤसामाÛयकृत तरंग फलन åयÈत करता है, तो गणुांक £ात करɅ। 

हल : ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध 
0

1
a

x     

यहा ँ
0

sin
iE te
h

xA
a




   
 

 तथा 
0

sin
E ti
hxA e

a


    
 

  

 ĤǓतबधंानसुार 2 2

0
sin 1

a xA dx
a
   
 

 

2 1
2
aA    

 
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अथा[त 
2A
a

  

उदाहरण 3.3 एक कण का तरंग फलन 2 sin x
a a


    

 
 के ɮवारा वͨण[त है जहॉ 

0 x a   है। कण कȧ, िèथǓत 0
2
ax   मɅ, होने कȧ ĤाǓयकता कȧ गणना कȧिजये। 

हल : कण कȧ ĤाǓयकता 
/2

*

0

a

dx   

2
a


/2

2

0

sin
2

a x dx 
 
   

2 1 1
2 2 2

a
a

    

िèथǓत 0
2
ax   मɅ कण के होने का Ĥायͩकता 

1
2  ĤाÜत हु यी। 

3.5 ĤाǓयकता धारा घन×व (Probability Current Density) 
कालाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण से 

2
2

2
hi V

t m
  

 
  




    
...(3.30)  

यहा ँ हमनɅ तरंगफलन ( , )r t


 को माğ   ɮवारा åयÈत ͩकया है। उपरोÈत 
समीकरण का सिàमĮ संयÊुमी (complex conjugate) लेने पर 

2
* 2 * *

2
hi V

t m
  

 
   




    
...(3.31)  

समी. (3.30) को बांयी ओर से *  तथा समी. (3.31)  को दांयी ओर से   से गणुा करने 
पर 

2
* * 2 *

2
hi V

t m
    

 
  




   
...(3.32)  

2
* 2 * *

2
hi V

t m
    

 
   




   
...(3.33)  

समी. (3.33) को समी. (3.32) से घटाने पर 

 
2

* * * 2 2 *

2
hi

t t m
       

          
  

  * *     
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 * * * 2 2 *

2
h

t t mi
                   

 * * *

2
h

t mi
     

                2 .     

t



 * *.
2

h
mi

   
         

  
 

जहा ं *    िèथǓत ĤाǓयकता घन×व है। 
* *

2
hS

mi
   

        
 

 मान ले, तब  

. 0S
t

 
 

       
...(3.34)  

समी. (3.34) मɅ ĤयÈुत S


, को ĤाǓयकता धारा घन×व कहत ेहɇ। समी. (3.34)  को 
ĤाǓयकता घन×व कȧ सांत×य समीकरण (equation of continuity) भी कहत ेहɇ। 

हम तरंग फलन कȧ åयाÉया से जानते हɇ ͩक ͩकसी आयतन अãपांश dV  मɅ एक 
कण को पाये जाने कȧ ĤाǓयकता, ĤाǓयकता आयाम के पदɉ मे Ǔनàन–Ĥकार åयÈत कȧ जाती है– 

2

( , ) ( , )P r t dV r t dV
 

  

सांत×य समी. (3.34) के अनसुार ĤाǓयकता समय के साथ संरͯ¢त रहती है। अथा[त 
यǑद आकाश के ͩकसी बƨ ¢ेğ मɅ कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता, समय के पǐरवत[न के साथ 
घटती है तो बƨ ¢ेğ के बाहर, कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता उसी माğा मɅ बढ़ जाती है। 

समी. (3.34) सांत×य समीकरण कहलाता है। िजस Ĥकार इस सांत×य समीकरण को 
वɮैयतु गǓतकȧ मɅ आवेश संर¢ण तथा तरल यांǒğकȧ मɅ ġव Ĥवाह संर¢ण के ͧलये ĤयÈुत ͩकया 
गया था, उसी Ĥकार यहा ँइस समीकरण कȧ ĤाǓयकता संर¢ण के ͧलये उपयोग ͩकया जाता है। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. ĤाǓयकता संर¢ण का Èया Ǔनयम हɇ? 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ----------------------------------------------------------------------------------- - 

उदाहरण 3.4 एक ͪवमीय समतल तरंग ikxAe   से सàबƨ ĤाǓयकता धारा घन×व 
कȧ गणना कȧिजये। 

हल : एक ͪवͧमय समतल तरंग कȧ ĤाǓयकता धारा घन×व 

* *

2
S

mi
   

 
    

 

  

यहा ं  ikxAe    * * ikxA e   
ikxikAe   , * * ikxikA e     
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सभी मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करने पर 

 * * *( )
2

ikx ikx ikx ikxS A e ikAe A e ikA e
mi

   


 

 2 2

2
kA ik ik A

mi m
  
 

 

  p k   तथा /p m  वेग v  

 2S v A  

3.6 सारांश (Summary) 

 तरंग फलन कȧ समीकरण का èवǾप 
2

2t x
 


 


 

 होना चाǑहये जहा ं
2
i
m

 
  संभव 

है। 
 Įोͫडजंर समीकरण कȧ सहायता से भौǓतकȧ के कई Ĥयोगɉ के पǐरणामɉ को स×याͪपत ͩकया 

जा सकता है। कई ͧसƨाÛतɉ को इसके उपयोग से ĤǓतपाǑदत ͩकया जा सकता है। 

 तरंगफलन ( , )r t


 को तरंग आयाम, ġåय का ¢ेğीय आयाम एव ं ĤाǓयकता आयाम के 
नामɉ से जाना जाता है। 

 कालाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण 2

2
hi V

t m
   
  


  

 काल अनाͬĮत समीकरण   2 2( ) ( ) 0mr E V r r   


 

 बाँन[ के अनसुार ( , )r t


 का सàबÛध, ͩकसी समय t पर, एक कण कȧ िèथǓत r

 पर कण 

को पाये जाने कȧ ĤाǓयकता से होता है, यह ĤाǓयकता 
2

( , )r t


 के मान के समानपुाती 

होती है। 

 
2

( , ) 1r t dV 


 ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध कहलाता है। 

 *P   िèथǓत ĤाǓयकता घन×व है जबͩक 
* *( )

2
S

mi
      

   को ĤाǓयकता धारा घन×व कहत ेहɇ। 

 0dP S
dt

 
 

को सांत×य समीकरण कहत ेहɇ। 

3.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
अǓनिæचतता Uncertainty 
आवेश घन×व Charge density 
कण घन×व Particle density 
कालाͬĮत Time dependent 
ͬचरसàमत Classical 
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ĤसामाÛयीकरण Normalization 
Ĥाचल Parameter 
ĤाǓयकता आयाम Probability amplitude 
ĤाǓयकता धारा घन×व Probability current density 
Ĥवणता Gradient 
ͪवͪवÈत Discrete 
संर¢ी Conservative 
सांत×य समीकरण Equation of continuity 
साथ[कता Significance 
¢ेğीय आयाम Field amplitude 

3.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस.एस रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यािÛğक एव ं
èपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाऊस,  
जयपरु 
 

आर.पी भंडारȣ सी.एम कछावा 
एन.पी.जैन एव ंएम.एम.खमेशरा  

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यािÛğकȧ एव ं
èपेÈĚोèकोपी 

रमेश बकु ͫडपो,  
जयपरु 

Agarwal and A.K Jain Introductory Quantum 
Mechanics 

Pragati Prakashan, 
Meerut 

3.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. जब Įोͫडजंर समीकरण के हल से ĤाÜत पǐरणाम कȧ तुलना Ĥयोगɉ के आधार पर ĤाÜत 
पǐरणामɉ से कȧ जाती है। 

2. ( , ) ( , )F r t V r t 
  

 
3. Èयɉͩक ĤाǓयकता कभी भी अनÛत नहȣ ंहो सकती है। साथ हȣ अनÛत होने से इलेÈĚॉन के 

पाये जाने कȧ Ǔनिæचतता हो जाती है जो हाइजेनबग[ ͧसƨाÛत के ͪवपरȣत है। 
4.  Èयɉͩक कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता के एक से अͬधक मान अथ[हȣन åयाÉया देत ेहɇ। 
5. तरंगफलन को, ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध का पालन करने के ͧलये यह आवæयक है। 
6. ǒबãकुल नहȣ,ं तरंगफलन सिàमĮ (complex) भी हो सकता है। 

7. सांत×य समीकरण 0P S
t


 



 
 के अनसुार यǑद आकाश के ͩकसी बƨ ¢ेğ मɅ कण के 

पाये जाने कȧ ĤाǓयकता, समय के पǐरवत[न के साथ घटती है तो बƨ ¢ेğ के बाहर, कण 
के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता उसी माğा मे बढ़ जाती है। इस Ĥकार ĤाǓयकता संरͯ¢त रहती 
है। 
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3.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. सिàमĮ संयÊुमी से आप Èया समझत ेहɇ? 
2. Įोͫडजंर कालाͬĮत तरंग समीकरण ͧलͨखये। 
3. Įोͫडजंर कालअनाͬĮत तरंग समीकरण ͧलͨखये। 
4. तरंग फलन मɅ Èया गणु धम[ होने चाǑहये? 
5. तरंग फलन के ĤसामाÛयीकरण का Èया अथ[ है? 
6. ĤाǓयकता का संर¢ण ͩकस समीकरण के ɮवारा समझाया जाता है? 
7. सांत×य समीकरण ͧलͨखये। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
8. Įोͫडजंर समीकरण कȧ उपयोͬगता व साथ[कता कȧ ͪववेचना कȧिजये। Įोͫडजंर समीकरण कȧ 

आवæयकता के औͬच×य पर ǑटÜपणी ͧलͨखये। 
9. ġåय तरंगɉ के ͧलये कालाͬĮत एव ंकाल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरणे कैसे ĤाÜत करोगे। 
10. तरंग फलन कȧ भौǓतक साथ[कता एव ंउसकȧ åयाÉया कȧिजये। 

11. तरंग फलन का भौǓतकȧय अथ[ Èया है? सांत×य समीकरण 0P V S
t


  



 
 को åय×ुपÛन 

कȧिजये जहा ं  ĤाǓयकता घन×व तथा S

ĤाǓयकता धारा घन×व है। 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

14. एक कण कȧ एक ͪवमीय बाÈस मे गǓत के ͧलये तरंग फलन 
( )1( ) exp

2

i Px Et
x

a


      

जब 0 2x a   हɉ तथा अÛय èथानɉ पर ( ) 0x  , तब कण के 0
2
ax   मɅ पाये 

जाने कȧ ĤाǓयकता Èया होगी?      (उ×तर : 1
4
) 

15. तरंग फलन sin n xA
a
   का परास a से a के मÚय ĤसामाÛयीकरण कȧिजये और 

£ात कȧिजये ͩक ĤसामाÛयीकरण गणुांक ͩकतना है?   (उ×तर : 
1
a

) 
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इकाई–4 
Èवांटम यांǒğकȧ के संकारक 

(Operators of Quantum Mechanics) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

4.0 उƧेæय 
4.1 Ĥèतावना 
4.2 संकारक कȧ पǐरभाषा 
4.3 रैͨखक संकारक 
4.4 हͧम[टȣ संकारक 
4.5 गǓतज चरɉ का Ĥ×याशा मान 
4.6 िèथǓत, संवेग और ऊजा[ के Ĥ×याशा मान. 
4.7 साराशं 
4.8 शÞदावलȣ 
4.9 संदभ[ ĒÛथ 
4.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
4.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

4.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 Èवांटम यांǒğकȧ मɅ “संकारक” कȧ अͧभसारा को समझ सकɅ गे; 
 यह समझ सकɅ गे ͩक Èवांटम यांǒğकȧ से सàबƨ ͩकसी भौǓतक गणुधम[ के संĤे¢ण मापन 

योÊय मानɉ के Ǔनधा[रण मɅ Èवांटम संकारक ͩकस Ĥकार मह×वपणू[ है; 
 आप समझ सकɅ गे ͩक Èवांटम यांǒğकȧ मɅ 'Ĥ×याशा मान' का अथ[ ͩकस Ĥकार ͬचरसàमत 

मÚयमान से ͧभÛन है; 
 अ–अͧभगमन (non–commuting) संकारकɉ का Èवांटम यांǒğकȧ मɅ भौǓतक मह×व एव ं

ता×पय[ समझ सकɅ गे। 

4.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪवगत इकाई मɅ यह èपçट ͩकया जा चुका है ͩक Èवांटम यांǒğकȧ मɅ ͩकसी तंğ को 

Ĥदͧश[त करने के ͧलये तरंग फलन ( , )r t


 का Ĥयोग ͩकया जाता है। इस फलन को 'अवèथा 
फलन (state function) कहत ेहɇ। अवèथा फलन ( , )r t


 मɅ तंğ से सàबिÛधत अͬधकतम 

संभाåय सचूनायɅ ǓनǑहत रहती है। ( , )r t


 का Ǔनरपे¢ वग[ मान (absolute square), 
2

( , )r t


 सदैव एक वाèतͪवक राͧश होती है, तथा यह तंğ के िèथǓत r

 व समय t  पर पाये 

जाने कȧ ĤाǓयकता को Ĥदͧश[त करती है। 
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इस इकाई के अगले अनÍुछेद मɅ हम यह समझɅगे– ͩक िजस Ĥकार ͬचरसàमत यांǒğकȧ 
मɅ बल के अनĤुयोग से िèथǓत पǐरवत[न (िèथर से गǓतक व गǓतक से िèथर) संभव है ठȤक 
उसी Ĥकार Èवांटम यांǒğक अवèथायɅ 'संकारक' कȧ संͩĐया ɮवारा पǐरवǓत[त कȧ जा सकती हɇ। 

इकाई के अनÍुछेद 4.3 व 4.4 मɅ संकारको के Ĥकार व इनके गणुधमȾ का 
ͪवèतारपवू[क वण[न ͩकया जायेगा। अनÍुछेद 4.5 मɅ गǓतक चरɉ के ͧलये Ĥ×याशा मान को 
पǐरभाͪषत ͩकया जायेगा। िèथǓत, संवेग और ऊजा[ के Ĥ×याशा मान अनÍुछेद 4.6 मɅ Ǔनकालना 
बताया गया है। 

4.2 संकारक कȧ पǐरभाषा (Defination of operator) 
Èवांटम यांǒğकȧ कȧ अवधारणा के अनसुार Ĥ×येक Èवांटम अवèथा बहु त सी उप–

अवèथाओं का रेͨखक संयोजन होती है। जैसे ͩक एक छाğ (अवèथा) मɅ ͧभÛन–ͧभÛन गणु 
अलग–अलग अनपुातɉ मɅ हो सकत ेहɇ, वह पढ़ने मɅ बहु त होͧशयार हो सकता है, पढ़ाई के साथ–
साथ उसे संगीत कȧ जानकारȣ भी हो सकती है, वह एक अÍछा ͨखलाड़ी भी हो सकता है, 
आǑद। छाğ के यह सभी गणु ͪवͧभÛन उपअवèथो को Ĥदͧश[त करत े हɇ। अब यǑद हम यह 
जानना चाहɅ ͩक छाğ पɭने मɅ ͩकतना होͧशयार है, तो उसकȧ ͪवͧभÛन ͪवषयɉ कȧ परȣ¢ा लेनी 
होगी। इस परȣ¢ा से ĤाÜत अंक हȣ उसकȧ क¢ा मɅ होͧशयारȣ या क¢ा मɅ èथान का Ǔनधा[रण 
करɅगे। इस Ĥकार छाğ कȧ परȣ¢ा एक संकराक है, िजसकȧ संͩĐया के ɮवारा छाğ कȧ ͩकसी भी 
उपअवèथा का £ान व उसकȧ माğा का Ǔनधा[रण ͩकया जा सकता है। 

संकारक के संकेत के ͧलये अ¢र पर कैरेट (  ) अथा[त काकपद या लोप ͬचÛह का 
उपयोग करत ेहɇ। 

गͨणतीय पǐरभाषा (Mathematical definition) 
संकारक एक ऐसी गͨणतीय संͩĐया है िजसे ͩकसी फलन पर लगाये जाने पर åयापक 

Ǿप मɅ एक दसूरा फलन ĤाÜत होता है। संकारक 


को Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है।  

 


       ...(4.1)  

उपरोÈत समीकरण मɅ संकारक 


  कȧ फलन   पर संͩĐया से एक अÛय फलन   
ĤाÜत होता है। अवकलन, समाकलन आǑद गͨणतीय संकारकɉ के उदाहरण हɇ। 

भौǓतक मह×व (Physical significance) 
Èवांटम यांǒğकȧ मɅ गͨणतीय Ĥे¢ण योÊय (observables) चर राͧशयɉ जैसे िèथǓत x

, संवेग p

, ऊजा[ E , कोणीय संवेग L


 आǑद के ͧलये संकारक पǐरभाͪषत ͩकये जात ेहɇ। 

माना ͩकसी फलन ͪवशेष  पर जब संकारक A


संͩĐया करता है तब Ǔनàन समीकरण 
ĤाÜत होती है। 

a 


       ...(4.2)  
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जहा ँ a  एक िèथरांक है। अथा[त जब संकारक ͪवशेष फलन   पर संͩĐया करता है 
तब पǐरणाम èवǾप वहȣ तरंग फलन   ͩकसी िèथरांक a  से गुͨ णत होकर ĤाÜत होता है। 

ऐसा होने पर इस ͪवशेष फलन   को संकारक A


 का आइगेन फलन (eigen function) या 
अͧभला¢ͨणक फलन कहत े हɇ, तथा िèथरांक a  को आइगेन मान (eigen value) या 
अͧभला¢ͨणक मान कहत ेहɇ। åयापक Ǿप मɅ a  एक सिàमĮ राͧश हो सकती है। यǑद संकारक 

A


, हैͧमãटनी संकारक 
^
  है तो इस संकारक कȧ आइगेन फलन   पर संͩĐया ɮवारा ऊजा[ 

आइगेन मान ĤाÜत ͩकये जा सकत ेहɇ। 
इस Ĥकार संकारक को (Ĥे¢ण योÊय चर राͧशयɉ के संगत) कȧ संͩĐया ɮवारा Èवांटम 

यांǒğक अवèथा के संगत आइगेन मान ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ। 
Èवांटम यांǒğकȧ मɅ कǓतपय संकारक (Some operators in quantum mechanics) 

भौǓतक-राͧश संगत संकारक 
1. िèथǓत फलन f(x) ^

( )f x  
2. संवेग का x घटक px 

(y व z घटक के ͧलये भी समान Ǿप) 
i

x




  

3. संवेग p

 i   

4. गǓतज ऊजा[ 
2

2
p
m


 

2
2

2m
 


 

5. िèथǓतज ऊजा[  ,V r t


  ^
,V r t


 

6. कुल ऊजा[ 
2

2
p
m


+  ,V r t


  

2^
2 ,

2
E V r t

m


  


 

7. कुल ऊजा[ E या हैमेãटोǓनयन 
(समय आͬĮत) 

^
H i

t




  

8. कोणीय संवेग का x घटक 
Lx = ypz - zpy 

^
L i y z

z y
  

    
  

9. कुल कोणीय संवेग L r p 
  

 ^

L i r  
 

  
 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èवांटम यांǒğकȧ मɅ संकारक से Èया ता×पय[ हे?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
2. आइगेन मान समीकरण ͧलͨखये। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
3. कोणीय संवेग  का संकारक Ǿप ͧलͨखये। L





66 
 

 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
4. Èवांटम यांǒğकȧ मɅ संकारक ͩकस Ĥकार कȧ भौǓतक चर राͧशयɉ के संगत हȣ 
 पǐरभाͪषत ͩकये जाते है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 4.1 माना फलन ikx ikxAe Be    है तथा A
x

 



 एक संकारक है। तब 

A


 का मान £ात करो।  

हल :  ( ) ikx ikxA x Ae Be
x





 


 

( ) ( )ikx ikxiKA e iKB e   
' 'ikx ikxA e B e   
( )x  (एक अÛय फलन) 

संकारक A


कȧ फलन ( )x पर संͩĐया से एक अÛय फलन ( )x भी ĤाÜत हो सकता 
है। 

उदाहरण 4.2 संकारक 
^
p i

t


 

  तथा 

^
E i

t




  और फलन 

2( , ) exp( )x t x i t    हɇ, तब 
^
p  व 

^
E  करो। 

हल :  
^

2( , ) exp( )p x t i x i t
t

 
 


  

 2 exp( )i x i t   

  
^

( , )p x t    
जहा ँ (2 ) i ti xe      फलन ( , )x t  से ͧभÛन है।  

इसी Ĥकार,  
^

2 exp( )E i x i t
t

 
 


  

 2( ) exp( )i i x i t     

 2 exp( )x i t    

( )E  


   

इस Ĥकार E


 कȧ   पर संͩĐया कराने पर वहȣ फलन  आइगेन मान (  ) से 

गुͨ णत होकर ĤाÜत होता है। (  ) को संकारक E


 का आइगेन मान व  को आइगेन फलन 
कहत ेहɇ। 

4.3 रैͨखक संकारक (Linear Operator) 
रैͨखक संकारक (Linear Operator) – एक संकारक रैͨखक संकारक कहलाता है यǑद 

वह Ǔनàन दो संͩĐयाओं का पालन करता है 
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(i) 1 2 1 2( )A A A   
  

       ...(4.3 अ) 

अथा[त ्दो फलनɉ के योग पर ͩकसी संकारक ( A


) से संͩĐया करने पर वहȣ पǐरणाम 
ĤाÜत होता है जो ͩक इन फलनɉ पर संकारक से अलग–अलग संͩĐया कर ĤाÜत फलनɉ के योग 
से ĤाÜत होता है, तथा 

(ii) ( ) ( )A a a A 
 

      ...(4.3 ब) 
अथा[त ्ͩकसी फलन को Ǔनयतांक a  से गणुा करने पर ĤाÜत फलन ( )a पर संकारक 

से संͩĐया कराने पर जो पǐरणाम ĤाÜत होता है वहȣ पǐरणाम फलन पर संकारक से संͩĐया 
करा ĤाÜत मान को उसी Ǔनयतांक से गणुा करने पर ĤाÜत होता है। 

उपरोÈत दोनɉ ĤǓतबÛधɉ को ͧमलाकर रैͨखक संकारक को Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जा सकता 
है। 

1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )A C C C A C A   
  

    

 1 1 2 2C C       ...(4.4)  

जहा ँ 1C  व 2C  िèथराकं हɇ। 
रैͨखक संकारक कȧ कुछ Ĥमुख ͪवशेषताऐं Ǔनàन Ĥकार से है – 
(अ) योगा×मक संकारक (Additive operators) – 

(i) यǑद A


 व B


 दो रैͨखक संकारक हɉ तो इनका योग A B
   

 
 भी एक नया 

रैͨखक संकारक होता है। 

अथा[त ् ( )A B A B  
   

       ...(4.5अ) 

ठȤक इसी Ĥकार ( )A B
 

  भी एक नया रैͨखक संकारक होता है। 
अनÍुछेद 4.2 कȧ सारणी मɅ Ǒदये गये सभी संकारक रैͨखक संकारक हɇ तथा Èवांटम 

यांǒğकȧ मɅ हम केवल रैͨखक संकारको का हȣ उपयोग करत ेहɇ। 
(ii) दो रैͨखक संकारको का योग Đम ͪवǓनमय Ǔनयम का पालन करता है। 

( )A B 
 

  ( )B A
 

      ...(4.5ब )  
(iii) रैͨखक संकारको का योग साहचय[ Ǔनयम का पालन करता है। 

( ) ( )A B C A B C
     

         ...(4.5स )  
(ब) गणुा×मक संकारक (Multiplicative operator) – 
जब ͩकसी फलन पर दो या दो से अͬधक संकारको कȧ ǓनरÛतर संͩĐया कȧ जाये तब 

इसे गणुा×मक संकारक कहत ेहɇ। यǑद A


 व B


 दो रैͨखक संकारक हɇ, तब इनके गणुा×मक 
संकारक 

C A B
  

  
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तथा   D B A
  

  हɉगे। 

यǑद C


 व D


 कȧ ͩकसी फलन   पर संͩĐया कȧ जाये तब 

( ) ( )C A B A B A f   
     

    (कोई अÛय फलन)  (माना B 


 ) 

इसी Ĥकार, ( ) ( )D B A B A B x g  
     

    (कोई अÛय फलन) 

 B


का A


 के बराबर होना आवæयक नहȣ ंहै। 

अत:   ( ) ( )B A A B 
   

      ...(4.6)  
इस Ĥकार गणुा×मक संकारक Đम ͪवǓनमय Ǔनयम (commutative law) का पालन 

नहȣ ंकरत ेहɇ। 

(स) दो संकारक A


 व B


 समान (equal) होत ेहɇ जब 

A B 
 

       ...(4.7)  

(द) इकाई संकारक (Unit operator) – इकाई संकारक I


वह संकारक है िजसकȧ 
संͩĐया के पæचात फलन के मान मɅ कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोता है। 

I 


       ...(4.8)  

(य) शूÛय संकारक (Null operator) – O


 एक ऐसा संकारक है िजसकȧ ͩकसी भी 
फलन   पर संͩĐया कराने पर शूÛय ĤाÜत होता है। 

0O


       ...(4.9)  

(व) ͩकसी संकारक A


 कȧ n वीं घात उसके फलन   पर n बार संͩĐया कराने से 
ĤाÜत होती है जैसे 

2A A A 
  

  

व ...........(nA A A n
  

 बार )     ...(4.10)  
(र) ͩकसी संकारक का चर घातांकȧ (exponential) घात Įेणी (power series) के Ǿप 

मɅ Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जा सकता है। 

2 3

1 .....
2! 3!

A A Ae A


 


    
    

...(4.11)  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. Èया रैͨखक संकारक गुणा×मक संकारक Đम ͪवǓनमेय Ǔनयम का पालन करते 
 हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
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6.  मɅ  ͩकस Ĥकार का संकारक है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 4.3 ͧसƨ करो ͩक तरंग फलन   के ͧलये गणुा×मक संकारक xx p
 

 तथा 

xp x
 

 कȧ संͩĐया से ĤाÜत फलन ͧभÛन–ͧभÛन आत ेहɇ। ( x xx p p x
   

 ) के तुãय संकारक ĤाÜत 
करो। 

हल : ( )( )x
xx p x x i

x


       
   

( )xi x
x

      
  

तथा ( ) ( )xp x x i x x
x

 
         

  

( ) ( )xi x x
x

 
      

  

( )xi x
x

      
 ( )i x  

अत: èपçट है ͩक ( )xx p x
 

व ( )xp x x
 

 से ĤाÜत फलन ͧभÛन ͧभÛन है। 

( )x xx p p x
   

  का तुãय संकारक 

( ) ( )x xx p p x x
   

    
[ ( )] [ ( )]x xx p x p x x

  

     
( ) ( ) ( )x xi x i x i x
x x

  
  

   
 

  
 

( )i x   
अतः ( )x xx p p x

   

  का तुãय संकारक i  है। इसे Ǔनàन Ĥकार से ͧलखत ेहɇ। 

[ , ]xx p
 

i  

[ , ]xx p
 

i  का भौǓतक मह×व यह है ͩक x


 व xp


ऐसे संकारक हɇ जो ͩक Đम – ͪवǓनमय 
Ǔनयम का पालन नहȣ ंकरत ेतथा इÛहɅ अ – अͧभगमन (non commuting) संकारक कहत ेहɇ। 
Èवांटम यांǒğकȧ मɅ अ – अͧभगमन संकारकɉ का मापन यथेçट शुƨता से एक साथ संभव नहȣं 

होता है। जब ͩक [ , ][ , ][ , ] ...... 0y y xx p x p y p
     

   ĤाÜत होता है, इÛहɅ अͧभगमन संकारक 

(commuting operator) कहत ेहɇ। अͧभगमन संकारकɉ का मापन यथेçट शुƨता से एक साथ 

I 


 I

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संभव है। अ – अͧभगमन संकारकɉ का Đम – ͪवǓनमेयता का पालन नहȣ ंकरना 'अǓनिæचतता 
ͧसƨाÛत’ को Ĥदͧश[त करता है। यहॉ यह भी èपçट करना आवæयक है ͩक ͪवǑहत संयÊुमी 

(canonical conjugate) जोडɉ जैसे ( , ), ( , )x yx p y p
   

व ( , )zz p
 

 के ͧलये हȣ Đम 
ͪवǓनमयक शूÛय नहȣ ंहोता है।  

4.4 हͧम[टȣ संकारक (Hermitian Operator) 

यǑद कोई रैͨखक संकारक 
^
A  दो èवेÍछ फलनɉ   तथा   के ͧलये Ǔनàन 

समाकलनीय ĤǓतबÛध को संतुçट करता है, तो वह संकारक हͧम[टȣ संकारक कहलाता है।  
^

( ) ( )A dV A dV   


       ...(4.12)  

हͧम[टȣ संकारक èवसंलÊन (self adjoint) संकारक होता है, अथा[त ् इनके ͧलये 
†A A

 

  होता है। 
हͧम[टȣ संकारकɉ कȧ ͪवशेषतायɅ – 
1. हͧम[टȣ संकारकɉ के आइगेन मान वाèतͪवक होते हɇ। 

åय×ुपि×त (Proof) – 

माना A


 एक हͧम[टȣ संकारक है, तब 
†A A

 

  
अथा[त ( ) ( )A dV A dV   

 
             ...(4.13)   

अब माना ͩक तरंग फलन ,  संकारक A


 का आइगेन फलन है, िजसके संगत 
आइगेन मान a  है, तब आइगेन मान समीकरण से 

A a 


  
 अत: समीकरण (4.13) का बायां पद,  

 *( ) ( )A dV a dV   


   

 * *a   dV  

 * *a dV    

तथा दाया ँपद 
* * *( )A dV a dV a dV     



      
अब समीकरण (4.13) से 

a dv a dV         

  ( )a a  0dV    
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 आइगेन फलन   के ͧलये 0dV    तथा ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन के 

1dV    होता है। 

अत:  

( ) 0a a a a         .....(4.14)  
ĤǓतबÛध (4.14) का पालन तब हȣ संभव है जब ͩक a  वाèतͪवक राͧश हो। अत: 

हͧम[टȣ संकारक के ͧलये आइगेन मान सदैव वाèतͪवक होते हɇ। 
2. एक हͧम[टȣ संकारक के ͧलये दो ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन मानɉ से सàबिÛधत आइगेन 

फलन परèपर लांǒबक (orthogonal) होत ेहɇ। 

åय×ुपि×त (Proof) – माना हͧम[टȣ संकारक  के ͧलए दो ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन मानɉ 

na  व ma  के संगत आइगेन फलन Đमश: n  व m  हɇ, तब आइगेन मान समीकरण से 

n n nA a 


       ...(4.15)  

व m m mA a 


   
हͧम[टȣ संकारक कȧ पǐरभाषा से 

*( ) ( )n m n mA dV A dV   
 

    

समी. (4.15) व (4.16) का उपयोग करने पर 
* *( )n n m n m ma dV a dV      

  * * *
n n m m n ma dV a dV      

चू ंͩक हͧम[टȣ संकारक के आइगेन मान वाèतͪवक होते हɇ अत: 
*
n na a  

तब *( ) 0n m n ma a dV     

चू ंͩक हमनɅ आइगेन मानɉ na  व ma  को ͧभÛन–ͧभÛन माना है, अत: n ma a  व 
उपरोÈत समीकरण का पालन तभी संभव होगा जब * 0n mdV    हो। 

अत: हͧम[टȣ संकारक के दो ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन मानɉ के संगत आइगेन फलन परèपर 
अͧभलांǒबक होत ेहɇ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions)  

7. यǑद  हो तो  व ͩकस Ĥकार के संकारक हɇ?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– - 

 
_______________________________________________________________
ऊजा[ संकारक ,i

t



  संवेग संकारक ,i   हैͧमãटनी संकारक 2^
( )

2
p V r
m




  
 आǑद हͧम[टȣ संकारक हɇ। 

[ , ] 0A B
 

 A


B

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8. यǑद  हो तो Èया  व  का मापन एक साथ यथेçट शुƨता से 
 संभव है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– - 

9.  Èवांटम यांǒğकȧ के ͩकस ͧसƨाÛत को Ĥदͧश[त करता है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– - 
10. दो तरंग फलनɉ  व  के अͧभलांǒबक होने कȧ शत[ ͧलखो।  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
11. हͧम[टȣ संकारकɉ के आइगेन मान कैसे होते हɇ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

4.5 गǓतज चरɉ का Ĥ×याशा मान (Expectation Value of 
Dynamical Variables) 
Ĥ×याशा मान का अथ[ (Meaning of expertation value) – माना ͩकसी Ĥयोग 

मɅ कोई मापन कई बार दोहराया जाता है तब Ĥ×येक मापन के फलèवǾप ĤाÜत पǐरणाम एक 
दसूरे से ͧभÛन ĤाÜत होत ेहɇ, जो ͩक एक Ǔनिæचत परास मɅ ͪवतरȣत रहत ेहɇ। इन सभी मानɉ 
का औसत मान इस मापन का Ĥ×याशा मान कहलाता है।  

उदाहरण के ͧलये माना एक समान अवèथा वाले   Ǔनकायɉ के समुदाय मɅ कण कȧ 
िèथǓत का मापन ͩकया जाता है। यǑद मापन मɅ पǐरणाͧमत िèथǓत 1x  आने कȧ संभावना 
0.25 या 25%  है अथा[त 25%  Ĥे¢णɉ से ĤाÜत पǐरणाम 1x  है तथा पǐरणाͧमत िèथǓत 2x  
आने कȧ सभंावना 0.75 या 75%  है, याǓन ͩक 75%  Ĥे¢णɉ से ĤाÜत पǐरणाम 2x  है। तब 
इन सभी Ĥे¢णɉ से ĤाÜत औसत मान या Ĥ×याशा मान 

1 20.25 0.75
0.25 0.75

x xx 



 होगा। 

“Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Ĥ×याशा मान, ͩकसी Ĥयोग से ĤाÜत पǐरणामɉ का औसत मान 
होता है।“ 

यहा ंयह Úयान रखना आवæयक है ͩक Èवांटम यांǒğकȧ मɅ मापन के फलèवǾप ĤाÜत 
होने वाले सभी पǐरणाम 'Ĥ×याशा मान' हȣ होते हɇ Èयɉ ͩक कवांटम यांǒğकȧ मɅ कोई भी मापन 
100%  शुƨता से संभव नहȣ है, जब ͩक ͬचरसàमत यांǒğकȧ मɅ Ĥ×येक मापन को शत – 
ĤǓतशत शुƨता से £ात ͩकया जा सकता है। इसमɅ अǓनिæचतता ǓनǑहत नहȣ ंरहती है। 

Ĥ×याशा मान कȧ पǐरभाषा (Definition of expectation value) – 

[ , ] 0A B
 

 A


B


[ , ]xx p i
 

 

n m
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यǑद ͩकसी Ǔनकाय (जैसे ͪवभव ¢ेğ ( )V r


) मɅ गǓतशील कण को तरंग फलन से 

åयÈत ͩकया जाये तथा इसके ͧलये गǓतकȧय चर राͧश Q  िजसका संकारक Q


 है, का Ĥ×याशा 
मान Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है –  

( , ) ( , )

( , ) ( , )

r t Q r t dV
Q

r t r t dV

 

 

 














 

 

    

...(4.17)  

यǑद तरंग फलन ( , )r t


 ĤसामाÛयीकृत है, तब 

( , ) ( , ) 1r t r t dvV 





 

 
 

तथा Ĥ×याशा मान 

( , ) ( , )Q r t Q r t dV 
 




 

 

    
...(4.18)  

होता है।  

4.6 िèथǓत, संवेग और ऊजा[ के Ĥ×याशा मान (Expectation 
Value Of Position, Momentum and Energy) 
िèथǓत का Ĥ×याशा मान –  
यǑद एक कण का अवèथा फलन ( , )x t  है, तब इस अवèथा मɅ कण कȧ िèथǓत का 

Ĥ×याशा मान Ǔनàन होता है। 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

x t x x t dV
x

x t x t dV

 

 















    

...(4.19)  

यǑद कण, काल अनाͬĮत ͪवभव ¢ेğ ( )V x मɅ गǓतशील है तब 

( , ) ( ) exp ix t x Et
h

     
 

 होता है, ऐसी अवèथा के ͧलये x  का Ĥ×याशा मान 

( ) ( )

( ) ( )

x x dx
x

x x dx

 

 















     

...(4.20अ )  

ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन के ͧलये ( ) ( )x x dx 





 1  

तब  x  ( ) ( )x x x dx 







       
...(4.20ब )  
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यǑद कण ǒğͪवमीय ͪवभव ¢ेğ मɅ गǓतशील है, तथा कण का अवèथा फलन ( , )r t


 

है, तब कण कȧ िèथǓत r

 के घटकɉ ,x y व z  के Ĥ×याशा मान (ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन 

के ͧलये) 

( , ) ( , )x x r t r t dV 





 

 
 

( , ) ( , )y y r t r t dV 





 

 
 

तथा ( , ) ( , )z z r t r t dV 





 

 
 हɉगे।  

तरंग फलन   Ǔनदȶशांक , ,x y z  तथा t  का फलन है अत: Ĥ×याशा मान मɅ आकाशीय 
Ǔनदȶशांकɉ के सापे¢ इसका समाकलन ͩकया जाता है (dV  dx dy dz ) । अत: Ĥ×याशा मान 
केवल समय का फलन हȣ हो सकता है। 

åयापक Ǿप मɅ Ĥ×याशा मान केवल समय का फलन हो सकता है, लेͩकन काल 
अनाͬĮत ͪवभव ¢ेğɉ के ͧलये Ĥ×याशा मान सदैव एक िèथर राͧश ĤाÜत होती है। 

संवेग का Ĥ×याशा मान – 

यǑद एक कण का अवèथा फलन ( , )r t


 है, तब कण के संवेग p

 के घटकɉ ,x yp p  

व zp के Ĥ×याशा मान, तरंग फलन ( , )r t


 को ĤसामाÛयीकृत मानने पर Ǔनàन ĤाÜत होते हɇ –  

( , ) ( , )x xp r t p r t dV 


 
 

 

( , ) ( , )r t i r t dV
x

      
 


   

...(4.21अ )  

( , ) ( , )yp r t i r t dV
y

   
   


 


   
...(4.21ब )  

तथा ( , ) ( , )zp r t i r t dV
z

      
 


       

...(4.21 )  

उपरोÈत तीनɉ समीकरणɉ को ͧमलाकर, तुãय समीकरण Ǔनàन Ĥकार ͧलखी जा सकती 
है। 

 ( , ) ( , )p r t i r t dV   
  


   

...(4.22)  

ऊजा[ का Ĥ×याशा मान – 

कण कȧ कुल ऊजा[  का संकारक i
t


  होता है अत: अवèथा फलन ( , )r t


 से 

वͨण[त अवèथा मɅ कण कȧ कुल ऊजा[ का Ĥ×याशा मान  

( , ) ( , )

( , ) ( , )

r t i r t dV
t

r t r t dV

 

 











     


 


 

   

...(4.23)  
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होता है । 
तथा ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन के ͧलये यह मान Ǔनàन होगा। 

( , ) ( , )r t i r t dV
t

 






      

 
  

उदाहरण 4.4 एक कण का तरंग फलन ¢ेğ 0 x a   मɅ 2( ) sin xx
a a


    

 
 

तथा इस ¢ेğ के बाहर ( ) 0x   ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है। कण कȧ िèथǓत व संवेग के 
Ĥ×याशा मान £ात करो। 

हल :  कण कȧ िèथǓत का Ĥ×याशा मान – 
*

*

x dx
x

dx

 

 
 


 

Ǒदये गये तरंग फलन के ͧलये 
* 2

0

2 sin
a xdx dx

a a
     
    

0

2 21 cos
2

a x dx
a a

          

 
0

2 sin(2 / )
2 2 /

a
x ax

a a



 
  

 
 

1  
 अत: तरंग फलन ĤसामाÛयीकृत है। 

 *x x dx    

2

0

2 sin
a xx dx

a a
   
   

0

2 21 cos
a xx dx

a a
          

2

2

0

2 2sin cos
1

2 (2 / ) (2 / )

a
x xx

x a a
a a a

 

 

    
          

 
  

 

2
ax   

अत: कण कȧ िèथǓत का Ĥ×याशा मान 
2
a  है। 

कण के संवेग का Ĥ×याशा मान – 
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*

*x

i dx
xp
dx

 

 

   





 

 * 1dx    

0

2 2sin sin
a

x
x xp i dx

a a x a a
                   

  

2
0

(2 ) sin cos
ai x x dx

a a a
          

   
  

 
_______________________________ 
कण कȧ कुल ऊजा[ का Ĥ×याशा मान 

 

2

( , )
2
p V r t
m

  

 
से £ात ͩकया जा सकता है। 

2
0

2sin 0
ai x dx

a a
     

 
  

 0xp   

अत: कण के संवेग का Ĥ×याशा मान शूÛय है।  

4.7 सारांश (Summary) 
 संकारक एक ऐसी गͨणतीय संͩĐया है िजसे ͩकसी फलन पर लगाये जाने पर åयापक Ǿप 

मɅ दसूरा फलन ĤाÜत होता है। 
 Èवांटम यांǒğकȧ मɅ संकारक गͨणतीय Ĥे¢ण योÊय चर राͧशयɉ के संगत हȣ Ǔनधा[ǐरत ͩकये 

जात ेहɇ। 

 a 


   आइगेन मान समीकरण कहलाती है। जहा ं


  संकारक, a आइगेन मान व   
आइगेन फलन है। 

 रैͨखक संकारक वे संकारक हɇ जो 

 1 2 1 2( )   
  

      

व ( ) ( )a 
 

    संͩĐयाओं को पालन करत ेहɇ। 
 अͧभगमन संकारकɉ जैसे [ , ]xx p  [ , ]yy p  [ , ]zz p  0  का मापन यथेçट शुƨता से 

एक साथ संभव है जब, ͩक अ – अͧभगन संकारको जैसे [ , ]xx p  [ , ]yy p  [ , ]zz p 

i  का मान यथेçट शुƨता से संभव नहȣ ंहै। 

 ĤǓतबधं 
*

*dV dV   
         

      को संतçुट करने वाले संकारक हͧम[टȣ संकारक 

कहलात ेहɇ। यह èवसलÊन होत ेहɇ तथा इनके आइगेन मान वाèतͪवक होत ेहɇ। 
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 हͧम[टȣ संकारक के ͧलये दो ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन मानɉ से सàबिÛधत आइगेन फलन 
परèपर अͧभलांǒबक होत ेहɇ। 

 Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Ĥ×याशा मान, ͩकसी Ĥयोग से ĤाÜत पǐरणामɉ को औसत मान होता है। 
इसे Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है– 

 

*

*

( , ) ( , )

( , ) ( , )

r t Q r t dV
Q

r t r t dV

 

 

 











 

   

 काल अनाͬĮत ͪवभव ¢ेğɉ के ͧलये Ĥ×याशा मान सदैव एक िèथर राͧश ĤाÜत होती है। 

4.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
संकारक Operator 
अͧभगमन Commuting 
अ – अͧभगमन Non–commuting 
रैͨखक संकारक Linear operator 
हͧम[टȣ संकारक Hermitian operator 
Ĥ×याशा मान Expectation value 

4.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस.एस.रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक Èवांटम यांǒğकȧ एव ं
èपÈैĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाऊस, जयपरु 
 

S.L.Kakani 
C.Hemrajani and 
T.C.Bansal  

Elementary Quantum 
Mechanics and  
Spectroscopy 

College Book Centre, 
Jaipur 

Ashok Das Quantum Mechanics: 
A Modern Introduction 

Gordon and Breach 
Science Publishers, 
Switzerland. 

4.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. ÈवाÛटम यांǒğकȧ मɅ संकारक एक ऐसी गͨणतीय संͩĐया है, िजसके ɮवारा एक अवèथा को 
दसूरȣ अवèथा मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता है। 

2. a 


   

3. L i r


  
  

  
4. Ĥे¢ण योÊय भौǓतक चर राͧशया ँ
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5. नहȣ ं
6. इकाई संकारक 
7. अ – अͧभगमन संकारक 
8. हॉ 
9. अǓनिæचतता ͧसƨाÛत को 
10. * 1n mdV    

11. वाèतͪवक 

4.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. संकारक का Èया मह×व है? 
2. आइगेन मान समीकरण कȧ भौǓतक साथ[कता समझाइये। 
3. रैͨखक संकारकɉ को पǐरभाͪषत कȧिजये। 
4. हͧम[टȣ संकारक से आप Èया समझत ेहɇ? 
5. Ĥ×याशा मान का भौǓतक अथ[ Èया है 
6. Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Ĥ×याशा मान ͬचरसàमत यांǒğकȧ मɅ औसत मान से ͩकस Ĥकार ͧभÛन 

है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
7. Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Ĥयोग ͩकये जाने वाले ͪवͧभÛन संकारकɉ को पǐरभाͪषत कȧिजये। हͧम[टȣ 

संकारक कȧ Èया ͪवशेषतायɅ हɇ? 

8. हͧम[टȣ संकारक से आप Èया समझत े हɇ? ͧसƨ करो ͩक संवेग संकारक i
x
   

  एक 

हͧम[टȣ संकारक है।  
9. ͧसƨ कȧिजये ͩक हͧम[टȣ संकारक के आइगेन मान वाèतͪवक होत ेहɇ। 
10. ͧसƨ करो ͩक एक हͧम[टȣ संकारक के ͪवͧभÛन आइगेन मानɉ के संगत आइगेन फलन 

अͧभलांǒबक होते हɇ। 

11. Ĥ×याशा मान का भौǓतक अथ[ Èया है? ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन ( , )r t


 के ͧलये िèथǓत, 
संवेग व ऊजा[ के Ĥ×याशा मान ͧलͨखये। 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

12. ͧसƨ करो ͩक संकारक 
2

2
2 x

x
 

  
 आइगेन फलन 

2

exp
2
x 

 
 

 होता है। 

13. एक कण का तरंग फलन ¢ेğ 0 x a   मɅ 
2( ) sin xx
a a


    

 
 तथा इसके बाहर 

( ) 0x   ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है। 2x व 2p  के Ĥ×याशा मानɉ कȧ गणना करो। 

[उ×तर : 2 2
2

1 1
3 2

x a


   
 

तथा
2 2

2
2

hp
a


 ] 
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14. एक कण का तरंग फलन  

 2 2( ) expx C x    x     है। 

जहा ँC व   Ǔनयतांक हɇ। कण के ¢ेğ (0 )x    मɅ होने कȧ ĤाǓयकता £ात करो। 
 [उ×तर :50% ] 

15. संकारकɉ x


 तथा xp


 के ͧलये, ͧसƨ करो – 

(i) 2
xx p

 

 2
xp x



  

(ii) 2 2 2x xx p p x i x
   

     
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इकाई–5 

Èवांटम यांǒğकȧ के मूल ͧसƨांत 
(Fundamental Principal of Quantum Mechanics) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
5.0 उƧेæय 
5.1 Ĥèतावना 
5.2 Èवांटम यांǒğकȧ के मौͧलक अͧभĒहȣत 
5.3 आइगेन फलन और आइगेन मान 
5.4 अपħçटता 
5.5 आइगेन फलनɉ कȧ लांǒबकता 
5.6 Đम ͪवǓनमेय सàबÛध 
5.7 साराशं 
5.8 शÞदावलȣ 
5.9 संदभ[ ĒÛथ 
5.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
5.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

5.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 Èवांटम यांǒğकȧ कȧ उन मूलभूत अवधारणाओं को समझ सकɅ गे िजनके आधार पर Èवांटम 
यांǒğकȧ के मह×वपणू[ ͧसƨाÛत ĤǓतपाǑदत ͩकये जात ेहɇ, 

 आप अपħçटता का अथ[ समझ सकɅ गे, िजनके आधार पर èपेÈĚमी रेखाओं कȧ सूêम व 
अǓतसूêम संरचना ĤाÜत होती है; 

 आप तरंग फलनɉ कȧ लांǒबकता का अͧभĤाय समझ सकɅ गे; 
 आप Đम ͪवǓनयम सàबÛधɉ का Èवांटम यांǒğकȧ मɅ मह×व समझ सकɅ गे। 

5.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͬचरसàमत यांǒğकȧ मɅ Ûयटून कȧ गǓत के Ǔनयम अ×यÛत मह×वपणू[ हɇ जो ͩक मूल 

Ǿप से ͩकसी भी ǒबÛदवुत तंğ (point system) पर लाग ूͩकये जात ेहɇ। हालांͩक इन Ǔनयमɉ 
को èथूल तंğɉ (macroscopic objects) जैसे अÛतǐर¢ीय ͪपÖडɉ (astronomical objects), 
Ēहɉ, उपĒहɉ आǑद पर भी लाग ू ͩकया जा सकता है, परÛत ु इन ͪपÖडɉ कȧ गǓत का वण[न 
Ûयटून Ǔनयमɉ के आधार पर तब हȣ ͩकया जा सकता है, जब ͩक इन ͪपÖडɉ के ɮवारा तय 
ͩकया गया पथ इनके आकार कȧ तुलना मɅ बहु त बड़ा हो। इस िèथǓत मɅ èथूल ͪपÖड भी 
ǒबÛदवुत कण के समान åयवहार कर सकत ेहɇ। 
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Ûयटून कȧ गǓत के Ǔनयम ͬचरसàमत यांǒğकȧ के एक Ĥकार से अͧभĒǑहत हȣ हɇ, िजÛहɅ 
आधार मानकर अÛय Ǔनयम ĤǓतपाǑदत ͩकये गये हɇ, जैसे कैपलर के Ǔनयम। ठȤक इसी Ĥकार 
Èवांटम यांǒğकȧ मɅ भी कुछ मौͧलक Ǔनयमɉ का Ǔनधा[रण ͩकया जाना आवæयक है, िजÛहɅ आधार 
मानकर हȣ Èवांटम यांǒğकȧ के अÛय Ǔनçकष[ ĤǓतपाǑदत ͩकये जा सकत े हɇ। इÛहɅ ÈवाÛटम 
यांǒğकȧ के मूल अͧभĒहȣत कहा जाता है। इन मूल अͧभĒǑहतɉ का वण[न हम इस इकाई के 
अनÍुछेद 5.2 मɅ करɅगे। इन मूल अͧभĒǑहतɉ के आधार पर हȣ अनÍुछेद 5.3 के अÛतग[त 
आइगेन मान व आइगेन फलनɉ को समझाया जायेगा। अनÍुछेद 5.4 मɅ अपħçटता को 
समझाया गया है। आइगेन फलनɉ कȧ लांǒबकता व इसका मह×व इकाई के अनÍुछेद 5.5 मɅ 
वͨण[त ͩकया जायेगा। Đम– ͪवǓनमेय सàबÛधɉ के आधार पर एक बार पनु: Èवांटम यांǒğकȧ के 
अǓनिæचतता ͧसƨाÛत को अनÍुछेद 5.6 मɅ पढ़Ʌगे। 

5.2 Èवांटम यांǒğकȧ के मौͧलक अͧभĒहȣत (Fundamental 
Postulates of Quantum Mechanics) 
Èवांटम यांǒğकȧ के ĤǓतपादन के ͧलये Ǔनàन मौͧलक या मूलभूत अͧभĒहȣत माने जाते 

हɇ, िजनके आधार पर अÛय Ǔनçकष[ £ात ͩकये जा सकत ेहɇ। 
अͧभĒहȣत 1 – Ĥ×येक Èवांटम यांǒğक Ǔनकाय या गǓतकȧय अवèथा (dynamical 

state) को åयÈत करने के ͧलये एक अवèथा फलन (state function) या तरंग फलन 
(ware function) ( , )r t


 का उपयोग ͩकया जाता है। इस अवèथा फलन मɅ Ǔनकाय से 

सàबिÛधत समèत संभाåय सूचनायɅ ǓनǑहत रहती हɇ। अवèथा फलन एकल मानी (single 
valued), पǐरͧमत (finite), सिàमĮ (complex) तथा सतत (continuous) तरंग फलन 
होता है। इसके मापांक (modulus) का वग[ ͩकसी िèथǓत r


 व समय t  पर Ǔनकाय के पाये 

जाने कȧ ĤाǓयकता को Ĥदͧश[त करता हैl 
2

( , )P r t


      ...(5.1)  
अͧभĒहȣत 2 – यǑद ͩकसी भौǓतक Ǔनकाय समूह कȧ एक अवèथा के संगत अवèथा 

फलन 1  व दसूरȣ अवèथा के संगत अवèथा फलन 2  है तब इनके रैͨखक संयोजन से ĤाÜत 
अवèथा फलन 

1 1 2 2c c     ( 1c  व 2c  िèथराकं हɇ।)   ...(5.2)  
भी भौǓतक Ǔनकाय समूह कȧ एक संभव अवèथा को Ĥदͧश[त करता है। इसे अÚयारोपण का 
ͧसƨाÛत (principal of superposition) भी कहत ेहɇ। 

अͧभĒहȣत 3 – Ĥ×येक गǓतकȧय चर (Ĥे¢णीय राͧश जैसे– िèथǓत, संवेग, ऊजा[ आǑद) 
के संगत Èवांटम यांǒğकȧ मɅ एक गͨणतीय संकारक पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। चू ंͩक Ĥ×येक 
Ĥे¢णीय राͧश वाèतͪवक होती है, इसͧलये संकारक का रैͨखक व हͧम[टȣ होना आवæयक है। 
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अͧभĒहȣत 4 – अवèथा फलन ( ( , )r t


 का समय के साथ पǐरवत[न (evolution) 
कालाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण ɮवारा Ǔनधा[ǐरत ͩकया जाता है। 

( , ) ( , )r ti r t
t

 


 


 


    
...(5.3)  

जहॉ 


  कुल ऊजा[ या हैͧमãटनी संकारक (Hamiltonian operator) है। 
अͧभĒहȣत 5 – एक भौǓतक Ǔनकाय के ͧलये गǓतकȧय चर राͧश  , (िजसके संगत 

संकारक 


  है) के पǐरशुƨ मापन (precise measurement) मɅ केवल संकारक 


  के 
आइगेन मान na  हȣ ĤाÜत होत ेहɇ। 



 ( , )r t 


na  ( , )r t


    ...(5.4)  

अथा[त संकारक 


  कȧ अवèथा फलन ( , )r t


 पर संͩĐया से उस संकारक ( )


 के 
संगत आइगेन मान na ĤाÜत होत ेहɇ। 

अͧभĒहȣत 6– अवèथा फलन ( , )r t


 से वͨण[त ͩकसी भौǓतक Ǔनकाय के एक समूह 

के ͧलये गǓतकȧय चर  (िजसके संगत संकारक 


 है।) का मापन करने से ĤाÜत औसत या 
Ĥ×याशा मान Ǔनàन Ĥकार से ĤाÜत होता है। 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

r t r t dV

r t r t dV

 

 







  



 

 
    

...(5.5 अ )  

( , )r t


के ĤसामाÛयीकृत होने पर ( , ) ( , )r t r t dV 
 

1 , तथा 

  ( , ) ( , )r t r t dV 


 
 

    ...(5.5 ब )  

अͧभĒहȣत 7 – एक भौǓतक Ǔनकाय कȧ ͩकसी गǓतकȧय अवèथा को Ĥदͧश[त करने 
वाला तरंग फलन ( , )r t


, ͩकसी गǓतकȧय चर (dynamical variable) से सàबिÛधत 

संकारक के आइगेन फलनɉ n के रैͨखक संयोजन के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है। 

n nc        ...(5.6)  
जहा ँ nc  एक सिàमĮ Ǔनयतांक है। 

उपरोÈत समी. (5.6) का आशय यह है ͩक ͩकसी भी गǓतकȧय अवèथा ( , )r t


 को 
अÛय भौǓतक उपअवèथाओं (substates) (िजनसे ͧमलकर वह बनी है) के रैͨखक संयोजन के 
Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है। 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1.  ͩकसी Èवांटम अवèथा को Ĥदͧश[त करने वाले तरंग फलन के Èया गुण होने 
 चाǑहये?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
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2.   ,r t


 के मापांक का वग[ Èया Ĥदͧश[त करता है। 

 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
3.  1 1 2 2c c     ͩकस भौǓतक ͧसƨाÛत को Ĥदͧश[त करता है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
4. ͩकसी गǓतकȧय चर के संगत संकारक ͩकस Ĥकार का होना चाǑहये? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
5. अवèथा फलन  ,r t  का समय के साथ पǐरवत[न को Ĥदͧश[त करने वालȣ 
 समीकरण ͧलͨखए।  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 

6.  
^

nA a   मɅ na  व   Èया कहलाते हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 

7. ͩकसी गǓतकȧय चर  (िजसके संगत संकारक 
^
A 

 
 

 है (के मापन से ĤाÜत 

 Ĥ×याशा मान Èया होगा? यǑद Ǔनकाय अवèथा फलन  ,r t  से वͨण[त हो। 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ------- 
 

5.3 आइगेन फलन और आइगेन मान (Eigen Function and 
Eigen Values) 

यǑद कोई संकारक 


  है ͩकसी ͪवशेष फलन   पर संͩĐया करता है, तो Ǔनàन 
समीकरण ĤाÜत होती है – 

a 


        ...(5.7)  

उपरोÈत समीकरण मɅ संकारक 


  कȧ   पर संͩĐया के फलèवǾप वहȣ तरंग फलन 

  िèथरांक a  से गुͨ णत होकर ĤाÜत होता है। ऐसा होने पर फलन   को संकारक 


  का 
आइगेन फलन या अͧभला¢ͨणक फलन कहत ेहɇ तथा a  को आइगेन मान का अͧभला¢ͨणक 
मान कहत ेहɇ। समी (5.7) आइगेन मान समीकरण कहलाती हɇ। åयापक Ǿप मɅ िèथराकं a  एक 
सिàमĮ राͧश हो सकती है, परÛत ुहͧम[टȣ संकारकɉ के संगत आइगेन मान सदैव वाèतͪवक होते 
हɇ। 


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काल अनाͬĮत (time independent) Įोͫडजंर समीकरण एक आइगेन मान समीकरण 
है।  

( ) ( )r r 


  
 

     ...(5.8)  

उपरोÈत समीकरण मɅ तरंग फलन ( )r


, हैͧमãटनी संकारक 


  का आइगेन फलन है 
तथा  इस आइगेन फलन के संगत आइगेन मान है। यह आइगेन मान कण कȧ कुल ऊजा[ 
का Ĥ×याशा मान है।  

5.4 अपħçटता (Degeneracy) 

संकारक 


  के ͧलये Ǔनàन आइगेन मान समीकरण होती है – 

n n na 


        ...(5.9)  

जहा ँसंकारक 


  के आइगेन फलन n  व संगत आइगेन मान na  हɇ। 
यǑद ͩकसी एक आइगेन मान na  के संगत एक से अͬधक आइगेन फलन 

1 2 3( , , ,...)n n n    हɉ, जो ͩक एक दसूरे के सापे¢ रैͨखक èवतंğ (Linearly 
independent) हɉ, अथा[त ्

1 1n n na 


   

2 2n n na 


   

...................... 

nn n nna 


   
इस Ĥकार यǑद एक आइगेन मान के संगत एक से अͬधक रैͨखक èवतÛğ आइगेन 

फलन ͪवɮयमान हɉ, तब आइगेन मान अपħçटता (degenerate) कहलाता है, तथा आइगेन 
मान के इस गणु को अपħçटता (degeneracy) कहत ेहɇ। ͩकसी एक आइगेन मान na  के 
संगत िजतने रैͨखक èवतंğ आइगेन फलन ͪवɮयमान होत ेहɇ, उस संÉया को अपħçटता कȧ 
कोǑट (degree of degeneracy) कहा जाता है। 

यǑद  


    मɅ एक ऊजा[ èतर  के संगत n  रैͨखक èवतÛğ आइगेन फलन, 
ͪवɮयमान हɉ, तो वह ऊजा[ èतर n  गनुा अपħçट कहलाता है, याǓन ͩक एक ऊजा[ èतर n  
ऊजा[ èतरɉ मɅ ͪवभÈत हो जाता है। èपÈैĚमी रेखाओं कȧ सूêम (fine) व अǓतसूêम 
(hyperfine) संरचना अपħçट ऊजा[ èतरɉ के कारण होती है। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 

8. आइगेन मान समीकरण  मɅ आइगेन मान  कण कȧ कुल 

 ऊजा[ का ͩकस Ĥकार का मान है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

 r





 ( )r 
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9. अपħçटता कȧ कोǑट से Èया ता×पय[ है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
10. èपैÈĚमी रेखाओं कȧ सूêम व अǓतसूêम संरचना ͩकन ऊजा[ èतरɉ के कारण 
 ĤाÜत होती है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

उदाहरण 5.1 यǑद 1 2 3, ,    ͩकसी अपħçट आइगेन मान a  के संगत आइगेन 
फलन हɉ, तब ͧसƨ करो ͩक इनके रैͨखक संयोजन से ĤाÜत फलन   भी एक आइगेन फलन 
होता है, जब ͩक ,  आइगेन फलनɉ 1 2 3, ,    से रैͨखक èवतंğ नहȣ ंहै। 

हल: चू ंͩक 1 2 3, ,    अपħçट आइगेन मान a  के आइगेन फलन हɇ, अत: 

1 1a 


   

2 2a 


   

3 3a 


   
तथा  1 1 2 2 3 3c c c        

        1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3c c c c c c     
   

        

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )c c c  
  

       

1 1 2 2 3 3c a c a c a      

 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3( )c c c a c c c     


       

 a 


   
अत: 1 1 2 2 3 3c c c       आइगेन मान a  का आइगेन फलन है। ͪवɮयाथȸ 

Úयान दɅ ͩक रैͨखक संयोजन से ĤाÜत तरंग फलन  कोई èवतंğ फलन नहȣ ंहै, इसͧलये इसे 
अपħçटता कȧ कोǑट मɅ शाͧमल नहȣ ंͩकया जाता है। 

उदाहरण 5.2 यǑद Ǔनकाय कȧ ͩकसी अवèथा के संगत अवèथा फलन   ͩकसी 

गǓतकȧय चर के संगत संकारक 


  का आइगेन फलन है, तो ͧसƨ करो ͩक उस अवèथा मɅ   
का Ĥ×याशा मान, आइगेन मान के बराबर होगा।  

हल: यǑद अवèथा फलन   के संगत आइगेन मान a  है तो 

a 


   

तथा Ĥ×याशा मान 
* *

* *

dV a dV

dV dV

   

   




   

 
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*

*

a dV
a

dV

 

 
 


 

अत:   का Ĥ×याशा मान, आइगेन मान a  के बराबर है। 

उदाहरण 5.3 यǑद संकारक 
2

2
2 x

x
 

  
 का आइगेन फलन 

2

2
x

e


 है, तो इसके संगत 

आइगेन मान £ात करो। 

हल: आइगेन मान समी. के अनसुार a 


    

 
22

2 2
2

x

x e
x


  
    

 

2 22
22 2

2

x x

e x e
x

  
     

 

2 2

22 2
x x

e x e
x x

             
 

2 2

22 22
2

x xx e x e
x

         
 

2 2

22 2
x x

xe x e
x

          
 

2 2 2

22 2 2. ( )
x x x

x e e x x e
x x

                
 

2 2 2

2 22 2 2
x x x

x e e x e
         

  
 

2 2 2

2 22 2 2
x x x

x e e x e
  

    
2

2( 1)
x

e
 
    

 
2 22

2 2 2
2 ( 1)

x x

x e e
x

  
    

 

अत: संकारक 
2

2
2 x

x
 

  
 का आइगेन फलन 

2

2
x

e


 व आइगेन मान 1  है। 
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5.5 आइगेन फलनɉ कȧ लांǒबकता (Orthogonality of Eigen 
Functions) 
दो अवèथा फलन (तरंग फलन) m  व n  लािàबक कहलात े हɇ, यǑद वह Ǔनàन 

ĤǓतबधं का पालन करत ेहै–  
* 0m ndV    ; m n तथा , 1,2,3m n     ...(5.10)  

जहा ँआयतन समाकल सàपणू[ आकाश के ͧलये है। 
और यǑद  * 1m ndV    ; m n  तथा , 1,2,3m n         ...(5.11)  

तब m  व n  ĤसामाÛयीकृत (normalised) अवèथा फलन कहलात ेहɇ। 
यǑद उपरोÈत ĤǓतबधं को लंबकोणीयता ĤǓतबÛध के साथ ͧमलाकर ͧलखा जाये तब 

* 1m ndV    यǑद m n  

तथा  * 0m ndV    यǑद m n  

अथा[त,  *
m n mndV       ...(5.12)  

mn , ĐोǓनकर डेãटा (Kronecker delta) कहलाता है, िजसके ͧलये 
1mn   यǑद m n  

व  0mn   यǑद m n  

ĤǓतबÛध (5.12) ĤसामाÛय लािàबक ĤǓतबधं (orthonormality condition) कहलाता 
है। वे तरंग फलन जो ĤǓतबÛध समीकरण (5.12) का पालन करत ेहɇ, उÛहɅ ĤसामाÛय लांǒबक 
(orthonormal) फलन कहत ेहɇ। 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
11. दो आइगेन फलनɉ व के ͧलए ĤǓतबंध Èया कहलाता 

 है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 5.4 ͧसƨ करो ͩक ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन मानɉ के संगत आइगेन फलन 
लांǒबक (orthogonal) होत ेहɇ। 

हल: माना संकारक 


 के ͧभÛन–ͧभÛन आइगेन फलनɉ के संगत आइगेन मान 
समीकरण Ǔनàन है – 

n n na 


        ...( )  

व  m m ma 


              ...( )  
समी. (A) को बॉयी ओर से *

m  से गणुा कर, आयतन समाकलन करने पर  

m n m n mndV   
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* *
m n n m ndV a dV   



       ...( )C  

समी. (B) का सिàमĮ संयÊुमी (complex conjugate) लेने पर 
* *( ) ( )m m ma 



   

यǑद संकारक 


  एक हͧम[टȣ संकारक हो तो उसके आइगेन मान वाèतͪवक हɉगे अथा[त ् 
* *( )m m ma 



       ...( )D  

समीकरण (D) को दॉयी ओर से n  से गणुा कर, आयतन समाकलन करने पर  
* *( )m n m m ndV a dV   



    

चू ंͩक 


  एक हͧम[टȣ संकारक है अत: * *( ) ( )m n m ndV dV   
 

     

 *
m ndV 



  ma *
m ndV 



    ...( )E  

समीकरण (E) से समी. (C) घटाने पर 
*0 ( )m n m na a dV     

परÛत ु  m na a  

अत:  *
m ndV  0  

अत: m  व n  एक दसूरे के लांǒबक आइगेन फलन है।  

5.6 Đम ͪवǓनमेय सàबÛध (Commutation Relations) 

दो संकारकɉ 


  व 


  के ͧलये Đम ͪवǓनमयक सàबÛध [ , ]
 

   Ǔनàन Ĥकार 
पǐरभाͪषत ͩकया जाता है–  

[ , ]
     

         ...(5.13)  
यǑद दो संकारकɉ के ͧलये ĐमͪवǓनमयक संबधं से शूÛय ĤाÜत हो, अथा[त ् 

[ , ] 0
     

      

या 
   

       ...(5.14)  
तो इस Ĥकार के संकारक अͧभगमन संकारक (commuting operator) कहलात ेहɇ। 
तथा यǑद दो संकारकɉ के ͧलये Đम ͪवǓनमयक शूÛय नहȣ ंहो, अथा[त ् 

[ , ] 0
     

      

  
   

       ...(5.15)  
ऐसे संकारक जो Đम ͪवǓनमय Ǔनयम का पालन नहȣ ंकरत ेहɇ अ– अͧभगमन संकारक 

(non–commuting) कहलात ेहɇ। 
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जैसा ͩक इकाई 4 मɅ èपçट ͩकया जा चुका है, अͧभगमन संकारकɉ का एक साथ 
मापन (simultaneous measurement) यथाथ[ शुƨता (Precise accurracy) के साथ 
संभव है, जब ͩक अ – अͧभगमन संकारकɉ का एक साथ यथाथ[ शुƨता से मापन सभंव नहȣ ंहै। 
अ – अͧभगमन संकारक अǓनिæचतता ͧसƨाÛत (uncertainty principle) का पालन करत ेहɇ। 

कुछ मह×वपणू[ Đम ͪवǓनमय सàबÛध – 
(1) एक कण कȧ िèथǓत व संवेग के संगत संकारकɉ मɅ ͪवǑहत संयÊुमी (canonically 

conjugate) िèथǓत व संवेग संकारकɉ के Đम – ͪवǓनमय सàबÛध  

[ , ] [ , ] [ , ]y zxx p y p z p i
     

        ...(5.16)  
व अÛय संकारकɉ के ͧलये 

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] 0z x z x yyx p x p y p y p z p z p
         

      ...(5.17)  
(2) एक कण के कोणीय संवेग के घटकɉ ,Lx Ly व Lz  के ͧलये Đम – ͪवǓनमय 

सàबÛध  

तथा 

[ , ]

[ , ]

[ , ]

x y z

y z x

z x y

L L i L

L L i L

L L i L

  

  

  

 


 


 







     

...(5.18)  

उपरोÈत तीनɉ सàबÛधɉ को एक साथ Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जा सकता है  

L L i L
  
   

         ...(5.19)  

यǑद संकारक 2 2 2 2
x y zL L L L


   

    है, तो इसके तथा L

 के घटकɉ के मÚय Đम 

ͪवǓनमय सàबÛध – 

2 2 2[ , ] [ , ] [ , ] 0x y zL L L L L L
  
    

      ...(5.20)   
Đम ͪवǓनमयक बीजͩĐयायɅ (commutator algebra) 
Đम ͪवǓनमयक Ǔनàन सàबÛधɉ का पालन करत ेहɇ –  

[ , ]
 

    [ , ]
 

   

[ , ] [ , ] [ , ]C C
      

        

[ , ] [ , ] [ , ]C C C
        

        

तथा  [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] [ ,[ , ]] 0C C C
       

          

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
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12. यǑद संकारक  के ͧलये Đम ͪवǓनमयक  है तो  व  
 ͩकस Ĥकार के संकारक हɇ?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

उदाहरण 5.5 ͧसƨ करो ͩक मुÈत कण का हेमãटोǓनयन तथा संवेग संकारक Đम 
ͪवǓनमय Ǔनयम का पालन करत ेहै। 

हल: मुÈत कण का हेमेãटोǓनयन 
2 2

22m x


  



  

व संवेग संकारक p i
x

 
 


  

 [ , ] ( )p p p
    

      
2 2 2 2

2 22 2
i i

m x x x m x
                             

    

3 3 3

3 32
i
m x x
  

    


 

0  

अत: [ , ]P
 

  Đम ͪवǓनमय Ǔनयम का पालन करत ेहɇ।  
उदाहरण 5.6 यǑद कण के कोणीय संवेग L


 के घटक ,x yL L  व zL  हɉ तो ͧसƨ करो

L L i L
  
  

     

हल:– कण का कोणीय संवेग संकारक ( )L r p i r p
  
  

    
 

  

तो  xL i y z
z y

   
     

  

  
yL i z x

z y

   
     

  

तथा  zL i x y
z y

   
     

   

तब  2
x yL L y z z x

z y z y

       
          
  

2 y z y x z z z x
z x z z y x y z

                                          


2 2 2 2
2 2

2y yz yx z zx
z z x z y x y z

     
              
  

इसी Ĥकार 

,
 

  [ , ] 0
 

  






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2
y xL L z x y z

x z z y

                 
  

2 z y z z x y x z
x z x y z z z y

                                       


 

2 2 2 2
2 2

2zy z xy x xz
x z x y z y z y

     
              


 

अत:  2
x y y xL L L L y x

x y

      
      

  

2 x y
y x

  
    
  

 x y y x zL L L L i L
    

    

 [ ]x y zL L i L
  

   

इसी Ĥकार [ ]y z xL L i L
  

   

व  [ ]z x yL L i L
  

   

 x

x

i
L L L

L



 
 

 y

y

j
L
L



 z

z

k
L
L



 

 ( ) ( ) ( )y z z y z x x z x y y xi L L L L j L L L L k L L L L
  

      

( )x y zi i L j L k L
  

    

i L

  

 L L i L
  
  

    
5.7 सारांश (Summary) 
 Ĥ×येक ÈवाÛटम Ǔनकाय को अवèथा फलन या तरंग फलन  ,r t


 ɮवारा åयÈत ͩकया 

जाता है। यह तरंग फलन एक मानी, पǐरͧमत, सिàमĮ व सतत होना चाǑहये।  ,r t


 

ĤाǓयकता आयाम को व   2
,r t 


 कण कȧ िèथǓत r

 व समय t  पर पाये जान का 

ĤाǓयकता को Ĥदͧश[त करता है। 
 दो अवèथा फलनɉ के रैͨखक संयोजन से ĤाÜत अवèथा फलन भौǓतक Ǔनकाय समूह कȧ 

एक संभव अवèथा को Ĥदͧश[त करता है। 
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 Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Ĥ×येक Ĥे¢णीय राͧश के संगत एक गͨणतीय संकारक Ǔनधा[ǐरत ͩकया 
जाता है।  

 आइगेन मान समीकरण मɅ आइगेन मान संकारक के सगंत गǓतकȧय चर के मापन के 
Ĥ×याशा मान को Ĥदͧश[त करता है। 

 एक आइगेन मान के संगत यǑद एक से अͬधक रैͨखक èवतÛğ आइगेन फलन ͪवɮयमान 
हɉ तो आइगेन मान अपħçट कहलाता है, तथा आइगेन मान के संगत रैͨखक èवतÛğ 
आइगेन फलनɉ कȧ संÉया अपħçटता कȧ कोǑट कहलाती है।  

5.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अपभçटता Degeneracy 
अͧभधारणा Postulate 
एकल मानी Single valued 
काल अनाͬĮत Time independent 
Ĥ×याशा मान Expectation value 
पǐरशुƨ Precise 
मापांक Modulus 
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Quantum Mechanics 
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5.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self Assessment 
Questions) 

1. यह एक मानी, पǐरͧमत, सिàमĮ व सतत होना चाǑहये। 
2. िèथǓत r


 समय t  पर Ǔनकाय के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता को Ĥदͧश[त करता है। 

3. अÚयारोपण के ͧसƨाÛत को। 
4. रैͨखक व हͧम[टȣ 

5. ( , ) ( , )r ti r t
t





 



 
  

6. Đमश: आइगेन मान व आइगेन फलन 
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7. 
*

*

( , ) ( , )

( , ) ( , )

r t r t dV

r t r t dV

 

 




  



 

   

8. Ĥ×याशा 
9. एक आइगेन मान के संगत रैͨखक èवतÛğ आइगेन फलनɉ कȧ संÉया 
10. अपħçट 
11. ĤसामाÛय लांǒबक ĤǓतबÛध 
12. अ – अͧभगमन 

5.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exersices) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. आइगेन फलन का Èया मह××व है? 
2. आइगेन मान समीकरण कȧ भौǓतक साथ[कता Èया है? 
3. Ĥ×याशा मान का भौǓतक अथ[ ͧलͨखये । 
4. आइगेन फलनɉ कȧ लािàबकता के ͧलये ĤǓतबधं ͧलͨखये । 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Eassay type questions) 
5. ÈवाÛटम यांǒğकȧ के मलूभूत अͧभĒहȣतɉ को समझाइये। 
6. आइगेन फलनɉ कȧ लांǒबकता से आप Èया समझत ेहो? ͧसƨ करो ͩक सरल आवतȸ दोͧलğ 

के आइगेन फलन लांǒबक होत ेहɇ। 
7. अपħçटता से आप Èया समझत ेहɇ? अपħçटता कȧ कोǑट व इसके मह×व को èपçट करो। 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

8. यǑद कण का कोणीय संवेग संकारक L



 है तो ͧसƨ करो ͩक –  

2 2 2[ , ] [ , ] [ , ] 0x y zL L L L L L
    

     

जहा ँ 2 2 2 2
x y zL L L L



    है।  

9. यǑद 


  तथा 


  Đम ͪवǓनमय हͧम[टȣ संकारक हɉ तो ͧसƨ करो ͩक 
 

  भी हͧम[टȣ 
संकारक होगा। 

  



94 
 

इकाई–6 
Įोͫडजंर समीकरण के हल 

(Solutions of Schrodinger Equation) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

6.0 उƧेæय 
6.1 Ĥèतावना 
6.2 काल – अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण और èथाई अवèथा हल 
6.3 तरंग फलन पर सीमाÛत और सांत×य ĤǓतबÛध 
6.4 साराशं 
6.5 शÞदावलȣ 
6.6 संदभ[ ĒÛथ 
6.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
6.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

6.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 Įोͫडजंर समीकरण का मह×व व इसकȧ ͪवशेषताओं को समझ सकɅ गे; 
 काल – अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण ĤाÜत कर सकेगɅ तथा इसके èथाई – अवèथा हलɉ का 

आशय समझ, इÛहɅ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 तरंग फलन ( , )r t


 पर लगाये जाने वाले सीमाÛत व सांत×य ĤǓतबÛधɉ कȧ आवæयकता 

को समझ सकɅ गे।  

6.1 Ĥèतावना (Introductions) 
आप इकाई 3 मɅ कण कȧ गǓतक अवèथा से सàबिÛधत तरंग फलन ( , )r t


 के ͧलये 

Įोͫडजंर समीकरण ĤाÜत कर चुके हɇ। हम जानत े हɇ ͩक एक Ǔनिæचत संवेग p

 वाले कण 

(िजसके ͧलये संवेग अǓनिæचतता 0p   है) के ͧलये तरंग फलन ( , )r t


 एक ऐसे कण को 
ǓनǾͪपत करता है, िजसकȧ िèथǓत का Ǔनधा[रण नहȣ ंͩकया जा सकता (ऐसे कण कȧ िèथǓत कȧ 
अǓनिæचतता x    होती है)। ऐसे कण का तरंग फलन ( , )r t


 एक Ĥगामी हामȾǓनक तरंग 

ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है। अत: धना×मक – Ǒदशा मɅ गǓतशील कण के ͧलये तरंग का तरंग 
फलन ( , )r t


, cos  या sin या चरघाताकंȧ या इनका कोई रेͨखक सिàमĮ फलन होना 

चाǑहये। इस Ĥकार हमɅ ( , )r t


 के ͧलये एक ऐसे समीकरण कȧ आवæयकता होती है, िजससे 
कणɉ ɮवारा उ×पÛन ͪववत[न, åयǓतकरण आǑद घटनाओं कȧ åयाÉया कȧ जा सके। इस समीकरण 
मɅ  , कण का ġåयमान m , आवेश q  आǑद Ǔनयतांक हɉ, तथा साथ हȣ कण से सàबƨ चर 
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जैसे संवेग p , ऊजा[  , कोणीय आविृ×त  , संचरण Ǔनयतांक k

 आǑद गणुांक न हɉ। इन 

सभी शतɟ का पालन करने वालȣ अवकलज समीकरण को Įोͫडजंर समीकरण कहा जाता है। इस 
इकाई के अनÍुछेद 6.2 मɅ काल – अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण का आशय, इसकȧ ͪवशेषतायɅ व 
èथायी अवèथा हलɉ का ͪवèततृ अÚययन करɅगे तथा अनÍुछेद 6.3 मɅ तरंग फलन ( , )r t


 के 

ͧलये सीमाÛत व सांत×य ĤǓतबÛधɉ का Ǔनधा[रण करɅगɅ।  

6.2 काल–अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण और èथाई अवèथा हल 
(Time Independent Schrodinger Equation and 
Stationary State Soloutions) 
काल – अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण (Time Independent Schrodinger 
Equation) 
Èवांटम यांǒğकȧ मɅ Įोͫडजंर समीकरण एक ऐसी समीकरण है, जो ͩक समय के साथ 

अवèथा फलन ( , )r t


 का उƫव (evolution) Ĥदͧश[त करती है। इस समीकरण का Ǿप 
(form) भौǓतक अवèथाओं के अनǾुप Ǔनधा[ǐरत ͩकया जाता है। इस समीकरण के ͧलये Ǔनàन 
मानक Ǔनधा[ǐरत ͩकये जाते हɇ। 

(i) कण कȧ कुल ऊजा[ ͬचरसàमत ऊजा[ के समान हȣ िèथǓतज व गǓतज ऊजा[ के योग 
के बराबर होनी चाǑहये। 

(ii) आइÛसटȣन कȧ Ĥकाश – Èवांटा अͧभधारणा के अनसुार कण कȧ ऊजा[, आवǓृत v  के 
समानपुाती हो, 

अथा[त ्  (2 ) ( )
2 2
h hE hv v  
 

      

जहा ँ  कोणीय आविृ×त है 
(iii) दȣ – Ħागलȣ संकãपना के अनसुार Ĥ×येक कण से एक तरंग सàबƨ (associate) 

रहती है, िजसे तरंग फलन   से Ĥदͧश[त ͩकया जाता है, तथा कण का संवेग तरंग के 
तरंगदैÚय[   से Ǔनàन Ĥकार संबिÛधत रहना चाǑहये। 

2.
2

h hp k
  

     

यǑद कण से सàबƨ तरंग को तरंग फलन   ( ), i k r tr t e   
 

 से Ĥदͧश[त करɅ तो  

( , ) ( , )r t i r t
t





 



 

 

तथा  
2( , ) ( ) ( , )r ti i r t

t


 


 


 
 

 
    ͧलखने पर 

( , ) ( , )r ti r t
t





 



 
  ...(6.1)  
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यǑद . x y zk r k x k y k z  
 

 है तो  
( , ) ( , )x
r t ik r t
x









 
 

व  
2

2( , ) ( , )x
r t k r t
x





 



 
  

2  से दोनɉ तरफ गणुा करने पर 
2

2 2 2( , ) ( , )x
r t k r t
x





 



 
 

 

या  
2

2 2( , ) ( , )x
r t p r t
x





 



 


  
{ }x xp k   

इसी Ĥकार, 
2

2 2
2

( , )( , )y
r tr t

y





  



  

व  
2

2 2
2

( , )( , )z
r tr t

z
 

  





 

अतः  
2 2 2

2 2
2 2 2( , ) ( , )r t r t

x y z
 

   
        

 
  

2 ( , )r t


2 2 ( , )r t  


     ...(6.2)  
यǑद समीकरण (6.1) मɅ कण कȧ कुल ऊजा[ को ͬचरसàमत ऊजा[ 

2

( , )
2
p V r t
m

  


 

के समान रख Ǒदया जाये तब समी (6.1) से 
2( , ) ( , ) ( , )

2
r t pi V r t r t
t m




 
    

  
  

इस समीकरण मɅ (6.2) का उपयोग करने पर 
( , )r ti
t









2
2 ( , ) ( , ) ( , )

2
r t V r t r t

m
   
  

 

 या 
2

2 ( , )( , ) ( , ) ( , )
2

r tr t V r t r t i
m t


 


   



   
  

...(6.3)  

समीकरण (6.3) समयाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण कहलाती है। इस समीकरण मɅ यह 
माना गया है ͩक कण पर काय[रत बल, समय के साथ पǐरवǓत[त हो सकता है िजसके कारण 
कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ V भी समय के फलन ( , )V r t


 के Ǿप मɅ हो सकती है। 

परÛत ुभौǓतकȧ कȧ अनेक घटनाओं मɅ गǓतशील कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ समय पर 
Ǔनभ[र नहȣ करती अͪपत ुकेवल कण कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र करती है, अथा[त ् ( , )V r t


( )V r


। 
इस Ĥकार कȧ घटनाओं के ͧलये तरंग फलन ( , )r t


 को दो फलनɉ, ( )r


 जो ͩक केवल 
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िèथǓत r

 पर Ǔनभ[र करता है, तथा ( )t  जो केवल समय t पर Ǔनभ[र करता है, के गणुनफल 

के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है, 
अथा[त ्  ( , ) ( ) ( )r t r t  

 
     ...(6.4)  

यह मान समीकरण (6.3) मɅ रखने पर 
2

2( ) ( )
2

t r
m
   

 ( )( ) ( ) ( ) ( ) tV r r t i r
t

   




  
  

उपरोÈत समीकरण मɅ ( ) ( )r t 


 का भाग देने पर 
2

21 ( )( ) ( )
2 ( )( )

i tr V r
m t tr







   


  
  

...(6.5)  

समीकरण (6.5) का बॉया भाग (LHS) केवल r

 पर Ǔनभ[र करता है, जब ͩक दाँया 

भाग (RHS) केवल समय t पर Ǔनभ[र करता है। अत: चर t  मɅ ͩकसी भी Ĥकार के पǐरवत[न 
से इस समीकरण का बॉया भाग व िèथǓत Ǔनदȶशांक r


 मɅ ͩकसी भी Ĥकार के पǐरवत[न से 

समीकरण का दाँया भाग अपǐरवǓत[त रहेगा। यह तभी सभंव है, जबͩक समीकरण (6.5) के 
दोनɉ प¢ ͩकसी ऐसे Ǔनयतांक के बराबर हो जो ͩक r


 व t  पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरɅ। माना यह 

Ǔनयतांक  है, तब 

( )
i
t
  ( )t

t



=      ...(6.6)  

 या 
( ) .

( )
t i dt

t




  


 

 या ( )
i Et

t Ce


 
      ...(6.7)  

व  
2

21 ( ) ( )
2( )

r V r
mr




 
     
 

   

या  
2

2 ( ) ( ) ( )
2

V r r r
m

 
 
     
 

  

   
...(6.8)  

समीकरण (6.8) काल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण कहलाती है। इस समी. मɅ 
2

2 ( )
2

V r
m

 
   
 

  हैͧमãटनी संकारक 


कहलाता है। अत: 

( ) ( )r r 


  
 

     ...(6.9)  

एक आइगेन मान समीकरण हɇ िजसके अनसुार हैͧमãटनी संकारक 


  के संगत 
आइगेन मान व आइगेन फलन ( )r


 है। चू ंͩक हैͧमãटनी संकारक एक हͧम[टȣ संकारक होता 

है, अत: इसके संगत आइगेन मान ' '  वाèतͪवक होगा।  कण कȧ कुल ऊजा[ को åयÈत 
करता है। 

Įोͫडजंर समीकरण के कुछ åयापक गणु होते हɇ जो Ǔनàन हɇ – 
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1. Ĥथम कोǑट (First order) – यह समय मɅ Ĥथम कोǑट कȧ अवकल समीकरण है, 
इस समीकरण से यǑद ͩकसी ¢ण 0t   पर तरंग फलन ( ,0)r


 £ात हो तो भͪवçय कȧ 

गǓतक अवèथा मɅ तरंग फलन ( , )r t


 को £ात ͩकया जा सकता है। याǓन ͩक इस समीकरण 
से यह £ात ͩकया जा सकता है, ͩक Èवांटम यांǒğक अवèथा या तरंग फलन का समय के साथ 
उƫव (evolution) ͩकसी Ĥकार हो रहा है? 

2. रैͨखक (Linear) – यह समीकरण तरंग फलन   मɅ रैͨखक समीकरण है Èयɉͩक 
इसमɅ 2 या   के अवकलन के वग[ या कोई Ǔनयतांक पद उपिèथत नहȣ ंहɇ। इस कारण इस 
समीकरण से ĤाÜत ͪवͧभÛन हलɉ के ͧलये अÚयारोपण ͧसƨाÛत वɮैय रहता है। अथा[त, यǑद 1  
व 2  इस समीकरण के दो संभाͪवत èवतंğ हल हɉ, तो इनके रैͨखक सिàमĮण (linear 
combination) से ĤाÜत तरंग फलन 1 1 2 2( )a a     भी Įोͫडजंर समीकरण का एक 
संभाͪवत हल होगा। 

3. समांगी (Homogenous) – यह एक समांगी समीकरण है। इस कारण समाकलन 
2

( ,r t dV


 का मान सभी समयɉ पर Ǔनयत बना रहता है। 

4. तरंग पकेैट (Wave packet) – समतल तरंग फलन (plane wave function) 
भी Įोͫडजंर समीकरण का एक संभव हल है। समतल तरंग फलनɉ के अÚयारोपण से तरंग 
पकेैट का Ǔनमा[ण ͩकया जा सकता है। इस Ĥकार Įोͫडजंर समीकरण तरंग पकेैट कȧ åयाÉया 
करने मɅ स¢म है। 

5. अनापेͯ¢कȧय (Non–relativistic) – Įोͫडजंर समीकरण एक अनापेͯ¢कȧय तरंग 
समीकरण है, Èयɉͩक इसमɅ c  (Ĥकाश वेग) का कोई भी पद ǓनǑहत नहȣ ंहै। 

 काल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण का èथाई अवèथा हल (Stationary state 
solutions of time independent Schrodinger equation) 

समीकरण (6.7) से हम जानत ेहɇ ͩक 

( )
i t

t Ce
 

   
अत: कण का पणू[ तरंग फलन 

( , ) ( )
i t

r t Ce r 
 

 
 

     ...(6.10अ )  
यǑद C को ĤसामाÛयीकरण (normalization) के ͧलये आवæयक Ǔनयतांक मɅ 

सिàमͧलत कर लɅ तब 

( , ) ( )
i t

r t e r 
 

 
 

     ...(6.10ब )  
उपरोÈत तरंग फलन के संगत अवèथाओं के ͧलये ĤाǓयकता घन×व  

2 2*( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )r t r t r t r t r      
    

  
...(6.11)  

अत: िèथǓत ĤाǓयकता घन×व समय पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है। इस Ĥकार कȧ अवèथायɅ 
िजनके िèथǓत ĤाǓयकता घन×व ( , )r t


 समय अनाͬĮत हो, èथायी अवèथायɅ (stationary 
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states) कहलाती हɇ। इस Ĥकार ( , ) ( )
i t

r t r e 
 

 
 

 Įोͫडजंर समीकरण का एक èथाई 
अवèथा हल है। ( )r


 का मान उपयÈुत सीमा ĤǓतबधंɉ का Ǔनधा[रण कर £ात ͩकया जाता है, 

िजसे आप इकाई 7 मɅ पढ़ेगɅ। èथाई अवèथाओं के ͧलये Ĥे¢णीय चरɉ (observables) के 
संगत संकारक का Ĥ×याशा मान समय पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Įोͫडजंर समीकरण तरंग फलन ͩकसके साथ उƫव Ĥदͧश[त करता है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––– 

2. Įोͫडजंर समीकरण मɅ उपिèथत पद  ͩकस Èवांटम यांǒğकȧ 

 संकारक को Ĥदͧश[त करता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
3. Èया Įोͫडजंर समीकरण एक अनापेͯ¢कȧय तरंग समीकरण है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––– 
4. Įोͫडजंर समीकरण समय मɅ ͩकस कोǑट कȧ अवकल समीकरण है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
5. यǑद  व  Įोͫडजंर समीकरण के दो संभाͪवत हल हɉ तो इनके रैͨखक 
 संयोजन से ĤाÜत तरंग फलन , भी Èया इस समीकरण का एक संभाͪवत 
 हल होगा?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

6. समाकलन  का Ǔनयत मान Įोͫडजंर समीकरण के ͩकस गुण को 

 Ĥदͧश[त करता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

6.3 तरंग फलन पर सीमाÛत और सांत×य ĤǓतबÛध (Boundary 
And Continuity Conditions on the Wave Functions) 
Įोͫडजंर समीकरण के अभीçट हल (general solutions) ĤाÜत करने के ͧलये 

समीकरण (6.10) मɅ ĤाÜत फलन ( )r


 का मान ĤाÜत करना आवæयक है। इस तरंग फलन 
का मान ĤाÜत करने के ͧलये ( )r


 व इसके अवकलजɉ का, कुछ Ǔनधा[ǐरत ĤǓतबÛधɉ का 

पालन करना आवæयक है। ( )r


 व इसके अवकलजɉ के ͧलये Ǔनधा[ǐरत ĤǓतबÛध सीमाÛत और 
सांत×य ĤǓतबÛध कहलात ेहɇ। 

तरंग फलन ( )r


 पर दो ĤǓतबÛध लगाये जात ेहɇ । Ĥथम – ( )r


 का समिçट या 
आकाश (space) के ͩकसी èथान पर केवल एक हȣ मान होना चाǑहये। याǓन ͩक ( )r


 

आकाश के ͩकसी èथान पर एकमापी फलन (single valued functions) होना चाǑहये ताͩक 

2
2 ( )

2
V r

m
 
   
 



1 2


2
( , )r t dV

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तरंग फलन से वͨण[त कण के उस èथान पर पाये जाने कȧ ĤाǓयकता का केवल एक हȣ मान 
ĤाÜत हो। ɮͪवतीय – समिçट या आकाश के Ĥ×येक èथान पर ( )r


 का मान पǐरͧमत (finite) 

होना चाǑहये ताͩक ͩकसी आयतन अãपांश dV  मɅ कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता 2 dV  

का पǐरͧमत मान ĤाÜत हो सके। अत: ( )r


 आकाश या समिçट के Ĥ×येक èथान पर एक 
मानी (single valued) व पǐरͧमत (finite) होना चाǑहये। 

चू ंͩक Įोͫडजंर समीकरण x  मɅ (सामाÛयत: r

 मɅ) ɮͪवतीय कोǑट कȧ अवकल 

समीकरण है। अत: ͩकसी पǐरͧमत ͪवभव ¢ेğ ( )V r


 मɅ गǓतशील कण के ͧलये 
2

2x



 या 

2  भी पǐरͧमत होना चाǑहये। यह तभी संभव है जबͩक तरंग फलन   व इसकȧ ĤवणतायɅ, 

, ,
x y z
    
  

 तथा   सतत हɉ। अथा[त ्   तथा ....
x



 आǑद , ,x y z के सतत 

(continuous) फलन होने चाǑहये। 
यǑद ( )V r


, ,x y  तथा z  के Ǿप मɅ ͩकसी पǐरसीमा (boundary) पर पǐरͧमत 

असांत×य (discontinuous) का Ĥदश[न करता है, (देखɅ ͬचğ 6.1) तब   सांत×य होगा तथा 
उस èथान पर 2  का मान अनÛत हो जायेगा। 

 
ͬचğ 6.1 

Įोͫडजंर समीकरण के ɮͪवतीय कोǑट कȧ अवकल समीकरण होने के कारण, इसके हल इस 
Ĥकार होने चाǑहये ͩक   तथा   दोनɉ हȣ , ,x y z  के सतत फलन हɉ। यह ĤǓतबÛध 

( )V r


 के पǐरͧमत होने का पǐरणाम है। यǑद ͪवभव ¢ेğ कȧ पǐरसीमा पर ( )V x    हो तब 
( )x  का मान शूÛय होगा। 

चू ंͩक Įोͫडजंर समीकरण, समय t  के सापे¢ एक कोǑट कȧ अवकल समीकरण है।  

i
t
 

 


  

अत: 
t



 के पǐरͧमत होने का अथ[ है ͩक   समय t  का भी एक सतत फलन 

होना चाǑहये।  
अत: तरंग फलन   पर पǐरसीमा व सांत×य ĤǓतबÛध Ǔनàन हɇ – 
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(i)   पǐरͧमत होना चाǑहये। 
(ii)   एक मानी होना चाǑहये। 
(iii)   एक सतत फलन होना चाǑहये, तथा  

(iv) ,
x y
  
 

 व 
z



 सतत होने चाǑहये। 

इस Ĥकार गͨणतीय Ǿप मɅ Įोͫडजंर समीकरण के अनेक हल ĤाÜत हो सकत ेहɇ लेͩकन 
उनमɅ से केवल वे हȣ हल माÛय होत ेहɇ जो ͩक पǐरसीमा व सांत×य ĤǓतबÛधɉ का पालन करत े
हɇ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. तरंग फलन  िèथǓत व समय के साथ ͩकस Ĥकार का फलन होना चाǑहये?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
8. यǑद आकाश के ͩकसी ǒबÛदु पर  कȧ Ĥवणता असांत×य हो तो उस èथान पर   
 2  का मान Èया होगा?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
9. ͩकसी ͪवभव ¢ेğ कȧ पǐरसीमा पर  है, तो  का मान पǐरसीमा 
 पर Èया होगा?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––– 

उदाहरण 6.1 Ǔनàन ͬचğ मɅ Ǒदखाये गये तरंग फलन, ͩकसी भौǓतक Ǔनकाय के तरंग 
फलन नहȣ ंहो सकत,े Èयɉ? èपçट कȧिजये। 

 





( )V x   ( )x
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(य) 

हल:– ͬचğ मɅ Ĥदͧश[त तरंग फलन, भौǓतक अवèथा के तरंग फलन नहȣ ं हो सकत े
Èयɉͩक यह Ǔनàन पǐरसीमा तथा सांत×य ĤǓतबÛधɉ का पालन नहȣ ंकरत।े 

ͬचğ (अ) के तरंग फलन मɅ Ĥ×येक x पर   के दो मान है, अत: यह एक मानी नहȣं 
है। 

ͬचğ (ब) के तरंग फलन मɅ y
x



 असातं×य है।  

ͬचğ (स) के तरंग फलन   का मान x के एक èथान पर अनÛत हो रहा है याǓन ͩक 
यह पǐरͧमत नहȣ ंहै। 
ͬचğ (द) के तरंग फलन   एक èथान पर ɮͪवमानी है। 
ͬचğ (य) के तरंग फलन   का मान पǐरͧमत नहȣ ंहै। 

6.4 सारांश (Summary) 
 Įोͫडजंर समीकरण एक ऐसी अनापेͯ¢कȧय तरंग समीकरण है जो ͩक समय के साथ 

अवèथा फलन ( , )r t


 का उƫव Ĥदͧश[त करती है। यह समीकरण समय t  मɅ Ĥथम कोǑट 
व िèथǓत r


 मɅ ɮͪवतीय कोǑट कȧ अवकल समीकरण है। यǑद 1  व 2  Įोͫडजंर 

समीकरण के दो èवतंğ हल हɉ तो इनके रैͨखक संयोजन से ĤाÜत तरंग फलन   भी 
इसका एक हल होगा। इस समीकरण के ɮवारा तरंग पकेैट के Ǔनमा[ण को समझाया जा 
सकता है। 

 यǑद कण एक ऐसे ͪवभव ¢ेğ मɅ ͪवɮयमान हो, जहा ँ ͩक कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ केवल 
कण कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र करे न ͩक समय पर ( , ) ( )V r t V r  

 
 तो इस कण कȧ गǓत 

को Ĥदͧश[त करने वालȣ समीकरण काल – अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण कहलाती है। 
 यǑद तरंग फलन ( , )r t


 के संगत िèथǓत ĤाǓयकता घन×व ( , )r t


 समय पर Ǔनभ[र नहȣ ं

करे तो ( , )r t


 Įोͫडजंर समीकरण के हल èथाई अवèथा हल कहलात ेहɇ। 
 गͨणतीय Ǿप मɅ Įोͫडजंर समीकरण के अनेक हल ĤाÜत हो सकत े हɇ, लेͩकन इनमɅ से 

केवल वहȣ हल माÛय होत ेहɇ, जो ͩक पǐरसीमा व सात×य ĤǓतबÛधɉ का पालन करत ेहɇ। 
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6.5 शÞदावलȣ (Glossary) 
अनापेͯ¢कȧय Non–relativistic 
एकमानी फलन Single valued function 
काल अनाͬĮत Time independent 
सतत फलन Continuous function 
èथायी अवèथा Stationary state 
सांत×य ĤǓतबÛध Continuity condition 
समिçट या आकाश Space 
समांगी Homogenous 
सàबƨ Associate 
सीमाÛत ĤǓतबÛध Boundary condition 

6.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस.एस. रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यांǒğकȧ  
एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस, 
जयपरु 

S.L.Kakani, 
C.Hemrajani and 
T.C.Bansal 

Elementary Quantum 
Mechanics and 
Spectroscopy 

College Book Centre, 
Jaipur 

A.Das and 
A.C.Melissions 

Quantum Mechanics : 
A Modern Introduction 

Gordon and Breach Science 
Publishers, Switzerland 

6.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 
1. समय के साथ 
2. हैͧमãटनी संकारक  
3. हां, है। 
4. Ĥथम 
5. हां 
6. समांगी 
7. सतत 
8. अनÛत 
9. शूÛय 

6.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exerices) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (short answer type questions) 
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1. Įोͫडजंर समीकरण का èथायी अवèथा हल ͧलͨखये। 
2. समय अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण मɅ िèथǓतज ऊजा[ V  ͩकस चर का फलन होती है? 

3. तरंग फलन ( , )r t


 के पǐरसीमा बÛधनɉ को ͧलͨखये। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 

4. Įोͫडजंर समीकरण कȧ आवæयकता व इसके गणुɉ का वण[न कȧिजये। 
5. समय अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण के हलɉ पर åयापक शतɏ Èया हɇ? 
6. èथायी अवèथा से Èया ता×पय[ है? सीमा व सांत×य शतɏ जो तरंग फलन ɮवारा संतुçट 

कȧ जानी चाǑहये का वण[न कȧिजये। 
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इकाई–7 
बॉÈस मɅ कण  

(Particle in a Box) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

7.0 उƧेæय 
7.1 Ĥèतावना 
7.2 एक ͪवमीय बॉÈस मɅ कण 

7.2.1 आइगेन फलन और आइगेन मान 
7.2.2 ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर 

7.3 ǒğͪवमीय आयतफलकȧ बॉÈस मɅ कण 
7.3.1 ǒğͪवमीय िèथǓत मɅ सूğɉ का ͪवèतार 
7.3.2 ऊजा[ èतरɉ कȧ अपħçटता 
7.3.3 तरंग फलन का भौǓतक Ĥदश[न 

7.4 साराशं 
7.5 शÞदावलȣ 
7.6 संदभ[ ĒÛथ 
7.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
7.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

7.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 

 यह समझ सकɅ गे ͩक ¢ेğमुÈत अंतǐर¢ एव ंमुÈत कण का Èया अथ[ है;  
 ÈवाÖटम यांǒğकȧ मɅ 'बॉÈस' कȧ अͧभधारणा को समझ सकɅ गे; 
 एक ͪवमीय बॉÈस का भौǓतक अथ[ एव ं इसमɅ बƨ मुÈत कण के åयवहार और इसके 

ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर कȧ संकãपना को बोधगàय कर सकɅ गे; 
 ǒğͪवमीय बॉÈस मɅ मुÈत कण के ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर एव ंअपħçटता का भौǓतक अथ[ जान 

सकɅ गे। 

7.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪवगत इकाईयɉ मɅ आपने तरंग फलन कȧ संकãपना के साथ–साथ इसके औͬच×य और 

इसकȧ भौǓतक साथ[कता के बारे मɅ ͪवèतार से पढ़ा है । इकाई 6 मɅ आप यह भी पढ़ चुके हɇ 
ͩक अनापे¢ीय ÈवाÛटम कण (िजनकȧ ऊजा[ कालािÛĮत नहȣ ंहोती है) के ला¢ͨणक åयवहार के 
अÚययन के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण H E  का गͨणतीय ͪवæलेषण ͩकया जाता है िजसमɅ 
अभीçट कण से सàबिÛधत तरंग फलन एव ंउसके ͪवͪवÈत ऊजा[ मान Ǔनधा[ǐरत ͩकये जात ेहɇ। 
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यǑद ͩकसी अÛतǐर¢ (space) मɅ अÚययन के चयǓनत कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ का 
मान Ǔनयत और कण कȧ िèथǓत पर आͬĮत नहȣ ंहोता हो तो उस अÛतǐर¢ (space) को ¢ेğ 
मुÈत अÛतǐर¢ (field free space) कहत ेहɇ और उस ͪवचाराधीन कण को मुÈत कण (free 
particle) कहा जाता है। इसके ͪवपरȣत जब ͪवचाराधीन कण को ͩकसी सुपǐरभाͪषत ¢ेğ 
(region) मɅ हȣ आगे– पीछे गǓत करने के ͧलए सीͧमत कर Ǒदया जाये तो इस कण को बƨ 
अवèथा (bound state) मɅ कहा जाता है। कण कȧ यह बƨ अवèथा; एक बॉÈस कȧ भाँǓत 
åयवहार करती है िजसमɅ अभीçट कण सुपǐरभाͪषत ¢ेğ मɅ आगे–पीछे गǓत करता है और ¢ेğɉ 
के सीमाÛत ͧसरɉ पर पहु ँचत ेपहु ँचत ेएक ĤǓतकषȸ बल अनभुव करने लगता है फलत: ͪवपरȣत 
Ǒदशा मɅ लौटने लगता है। इस इकाई के अनÍुछेद 7.3 मɅ एक ͪवमीय बॉÈस मɅ कण के 
ला¢ͨणक åयवहार एव ंअनÍुछेद 7.4 मɅ ǒğͪवमीय बॉÈस मɅ कण के åयवहार का अÚययन कर 
ऊजा[ èतरɉ कȧ अपħçटता का अथ[ समझɅगे। 

7.2 एक–ͪवमीय बॉÈस मɅ कण (Particle in a One Dimensional 
Box) 
यǑद कण कȧ एक ͪवमीय गǓत को एक पǐरͧमत दरूȣ तक इस Ĥकार बƨ कर Ǒदया 

जाये ͩक Ǔनयत पǐरͧमत दरूȣ कȧ सीमाÛतग[त कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ का मान शूÛय और 
सीमाÛत ͧसरɉ पर िèथǓतज ऊजा[ का मान अनÛत हो जाये तो कण को एक ͪवमीय बॉÈस मɅ 
बƨ कहा जाता है। 

गͨणतीय Ǿप मɅ X  अ¢ के अनǑुदश एक ͪवमीय गǓत कर सकने वाले कण के ͧलए 

xl  लàबाई के एक ͪवमीय बॉÈस को Ǔनàनानसुार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है– 
0 xx l   सीमा मɅ िèथǓतज ऊजा[ ( ) 0;xV   

 
ͬचğ 7.1 

0x  तथा xx l (अथा[त ्सीमाÛत ͧसरɉ) पर िèथǓतज ऊजा[ ( )xV का मान बहु त अͬधक 

(अनÛत) है। 
इस एक ͪवमीय बॉÈस मɅ m ġåयमान और E (Ǔनयत मान) ऊजा[ का कण जैसे हȣ 

एक ( ) 0xV  वाले पǐरͧमत ¢ेğ (0 xx l  ) से ͩकसी भी ओर सीमाÛत ͧसरे कȧ ओर अĒसर 
होता है तो िèथǓतज ऊजा[ मɅ यकायक पǐरवत[न होने के कारण अभीçट कण एक ĤǓतकषȸ बल 
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VF
x

    
 ͪवभव Ĥवणता) अनभुव करने लगता है; फलत: कण सीमाÛत ͧसरे तक 

पहु ँचने से पहले हȣ वाͪपस लौट जाता है । इस Ĥकार एक ͪवमीय बƨ ¢ेğ (बॉÈस) मɅ कण 
आगे–पीछे गǓत करता रहता है। 

7.2.1 आइगेन फलन एव ंऊजा[ आइगेन मान (Eigen function and energy eigen 
Values) 

एक ͪवमीय बॉÈस मɅ िèथत m  ġåयमान व E  ऊजा[ वाले कण के ला¢ͨणक åयवहार 
के अÚययन के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण Ǔनàनͧलͨखत होगा – 

2
( )

( )2 2

2 0x
x

d X mE X
dx

 
     

...(7.1)  

जहा ँ ( )xX ; एक ͪवमीय गǓत करने वाले कण का तरंग–फलन है िजसकȧ सहायता से 
कण से सàबिÛधत सभी गणु धमȾ को समझा जा सकता है। 

बोन[ के अनसुार; 
2

( )xX  ɮवारा अभीçट कण के X  Ǒदशा के अनǑुदश पाये जाने कȧ 

ĤाǓयकता (सàभावना) Ĥदͧश[त होती है। चूँͩक एकͪवमीय बॉÈस कȧ दȣवार (सीमाÛत ͧसरɉ) पर 
कण ɮवारा ĤǓतकषȸ बल अनभुव ͩकये जाने के कारण सीमाÛत ͧसरɉ ( 0x   तथा xx l ) पर 
कण के पाये जाने कȧ सàभावना शूÛय है; अत: 

0x   या xx l  पर 
2

( ) 0xX     ...(7.2)  

अथा[त ् 0x   या xx l  पर तरंग फलन ( ) 0nX     ...(7.3)  
ĤाÜत होना चाǑहए। 

अब समीकरण (7.1) मɅ 2
2

2
x

mE k


 मान लɅ तो समीकरण (7.1) Ǔनàन Ĥकार होगा –  

2
( )
2

xd X
dx

 2
( ) 0x xk X       ...(7.4)  

इसका सामाÛय हल Ǔनàनानसुार होगा– 
( ) sin cosx x xX A k x B k x      ...(7.5)  

पनु:; सीमाÛत ĤǓतबÛध 0x   पर ( ) 0xX   का मान समी. (7.5) मɅ रखने पर 

    0 sin 0 cos 0x xA k x B k x   

या  0 0 B    0B       ...(7.6)   
अत:  ( ) sinx xX A k x  

अब बॉÈस कȧ दसूरȣ सीमा xx l  पर ( ) 0xX   से 
0 sin x xA k l   यहाँ 0A   

अत: 0 sin x xk l  से 
0 sin x xk l sin xn   
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अत:  x x xk l n   

या  x
x

x

nk
l



      

...(7.7)  

अत: समीकरण (7.4) के अनसुार एक ͪवमीय बॉÈस मɅ कण का तरंग फलन होगा –  

( ) sin x
x

x

nX A x
l
 

  
       

...(7.8)  

अब इस समीकरण के िèथराकं A  का मान £ात करने के ͧलए हम जानते हɇ ͩक 
अभीçट कण, बॉÈस कȧ सीमा 0x   से xx l  के मÚय कहȣ ंन कहȣ ंअवæय होगा अत: 

0x   से xx l  सीमा मɅ कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता  
2

( )0
1xl

xX dx   

 4
4

4

2' 162
1

TE
E




       
  

या   2 2

0
sin 1xl x

x

nA dx
l


  

या   16  से 2 2

x

A
l

   

या   
2

x

A
l


      

...(7.9)   

अत: एक ͪवमीय बॉÈस मɅ E  ऊजा[ व m  ġåयमान वाले कण का तरंग फलन 

( )
2 sin x

x
x x

nX x
l l

 
  

 
    ....(7.10) 

जहा ँnx =1,2, ......... मान संगत आइगेन तरंग फलन Ǔनधा[ǐरत करत ेहɇ। अथा[त ्एक 
ͪवमीय बॉÈस मɅ कण से सàबƨ आइगेन तरंग फलन  

 1( )

2 sin
x

x x

X x
l l

 
  

 
 

 
2( )

2 2sinx
x x

X x
l l


  

3( )
2 3sinx
x x

X x
l l


      ..(7.11) 

इन ĤसामाÛयीकृत फलनɉ को ͬचğ (7.2) मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है।  
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ऊजा[ आइगेन मान Ǔनधा[ǐरत करने के ͧलए समीकरण (7.7) तथा समीकरण (7.4) से 

  x
x

x

nk
l


  

जहा ँ  2

2
x

mEk
h

  

अत:  2

2 x

x

nmE
h l


       ....(7.12)  

या  
2 2 2

22
x

x

n hE
ml


       .....(7.13) 

èपçट है ͩक ऊजा[ E का मान 2
xn  के समानपुाती है, जहाँ nx = 1,2,3..... पǐरभाͪषत है। 

अथा[त ्  
2 2 2

22
x

x

n hE
ml


  

इस Ĥकार, 

nx=1 के ͧलए ऊजा[ मान 
2 2

1 22 x

hE
ml


  पर 

आइगेन तरंग फलन  
1( )

2 sinx
x x

xX
l l

 
  

 
    .....(7.15) 

nx=2 के ͧलए ऊजा[ मान 
2 2 2 2 2

2 12 2

(2) 4 4
2 2x x

h hE E
ml ml
 

    पर 

आइगेन तरंग फलन 
2( )

2 2sinx
x x

xX
l l

 
  

 
    .....(7.16)  

nx=3 के ͧलए ऊजा[ मान 
2 2 2

3 12

(3) 9
2 x

hE E
ml


   पर 
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आइगेन तरंग फलन 
3( )

2 3sinx
x x

xX
l l

 
  

      
...(7.17) 

ĤाÜत होत ेहɇ। 
èपçट है ͩक एकͪवमीय बॉÈस मɅ ऊजा[ के सुपǐरभाͪषत ऊजा[ मान 

1 1 1 1, 4 ,9 ,16 ,....E E E E  पर हȣ m  ġåयमान के कण के ला¢ͨणक åयवहार के अÚययन के 
ͧलए समीकरण (7.15), (7.16), (7.17)  ɮवारा Ĥदͧश[त तरंग फलन Đमश: 

1 2 3( ) ( ) ( ), , .......x x xX X X ĤाÜत होत ेहɇ। एकͪवमीय बॉÈस मɅ कण के ͧलए ĤाÜत इन फलनɉ को 
आइगेन तरंग फलन एव ंअनमुत ऊजा[ मानɉ को ऊजा[ आइगेन मान कहत ेहɇ। 

7.2.2 ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर (Discrete energy levels) 

एक ͪवमीय बॉÈस 0 xx l   मɅ िèथǓतज ऊजा[ शूÛय तथा 0x    
तथा xx l  पर िèथǓतज ऊजा[ अ×यͬधक) मɅ अविèथत m  ġåयमान और Ǔनयत ऊजा[ 

 वाले कण के ͧलए तरंग यांǒğकȧ ͪववेचन के आधार पर ĤाÜत ऊजा[ सूğ 
2 2 2

( ) 22
x

n x
x

n
ml


 


     
...(7.18)   

से èपçट है ͩक ऊजा[ का मान पणूाɍक xn  के वग[ के समानपुाती है। अथा[त ्ÈवाÖटम कण का 

ɮवतै åयवहार कण के ऊजा[ मानɉ 
2 2

1 22 xml


 
 ,

2 2

2 2

4
2 xml


 
 2 2

3 2

9,
2 xml


 
 .....पर हȣ 

Ĥदͧश[त होता है। दसूरे शÞदɉ मɅ ऊजा[ के सभी सतत मान सàभव नहȣ ं हɇ बिãक एकͪवमीय 
बॉÈस मɅ कण ऊजा[ के सुपǐरभाͪषत ͪवͪवÈत ऊजा[ मान 1 2 3( , , ,....)    अनमुत होत े हɇ। 
इÛहȣ ंऊजा[ मानɉ पर बॉÈस मɅ अभीçट कण के पाये जाने कȧ सàभावना Ĥेͯ¢त कȧ जाती है। 
इन अनमुत ऊजा[ मानɉ के Đͧमक आनपुाǓतक Ĥदश[न को ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर तथा सàपणू[ 
ͬचğण को एकͪवमीय बॉÈस मɅ कण का ऊजा[ èपेÈĚम कहते हɇ। 

एकͪवमीय बॉÈस मɅ कण के ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर एव ंबॉÈस मɅ कण के पाये जाने कȧ 
ĤाǓयकता के भौǓतक अथ[ को समझने के ͧलए: 

1xn   पर ऊजा[  
2 2

1 2 ,
2 xml


 
  

ĤाǓयकता फलन  
1

2 2
( )

2 sinx
x x

xX
l l

   
    
      

...(7.19)  

िजसमɅ 0x   तथा xx l पर 
2

( )xX का मान शूÛय तथा 

  2
xlx   पर 

2

( )
2

x
x

X
l

  (अͬधकतम) 

( ) 2xn   पर ऊजा[ 
2 2

2 12

4 4
2 x

E E
ml


 
  
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ĤाǓयकता फलन 
2

2 2
( )

2 sin 2

x
x

x

x
l

X
l

 
  

      
...(7.20)  

िजसमɅ 0x  , 
2
xlx  , x l  पर 

2

2

( )xX 0  

तथा 
4
xlx   तथा 3

4
xlx   पर 

2

2

( )
2

x
x

X
l

  (अͬधकतम) 

n(x) =3 पर ऊजा[ 
2 2

3 12

9 9
2 x

hE E
ml


   

ĤाǓयकता फलन  
3

2 2
( )

2 3sinx
x x

xX
l l

   
    
   

    ....(7.21) 

िजसमɅ x=0, 
3
xlx  , x=1, पर 

3

2

( ) 0xX   

तथा
6
xlx  , 3 5;

6 2 6
x x xl l lx x   पर 

3

2

( )
2

x
x

X
l

  (अͬधकतम) 

इस Ĥकार एकͪवमीय बॉÈस मɅ कण के ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर को ͬचğ 7.3 एव ंसंगत 
ĤाǓयकता फलन को ͬचğ 7.4 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है। 

 
  ͬचğ 7.3       ͬचğ 7.4 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. ¢ेğ मुÈत अÛतǐर¢ से आप Èया समझते हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
2. मुÈत कण ͩकसे कहा जाता है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
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 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––– 
3. एक ͪवमीय बॉÈस से Èया आशय है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––– 
4. एक ͪवमीय बॉÈस मɅ ऊजा[ आइगेन मान का Èया अथ[ है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
5. एक ͪवमीय बॉÈस मɅ Ûयूनतम ऊजा[ मान के कण के पाये जाने कȧ अͬधकतम 
 ĤाǓयकता कहाँ होती है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 7.1 ͪवमीय बॉÈस कȧ चौड़ाई 1Å है। इस बॉÈस मɅ गǓतशील Ĥोटॉन कȧ 
Ûयनूतम ऊजा[ 1.93 X 10-2 eV अÛय ऊजा[ आइगेन मान £ात कȧिजए।  

हल: एक ͪवमीय बॉÈस मɅ ऊजा[ आइगेन मान 
2 2 2

22x

x
n

x

n hE
ml


  

यहा ँÛयनूतम ऊजा[ èतर 
2 2

2
1 2 1.93 10

2 x

hE eV
ml
     

तथा nx=1,2,3........ 
अत: अÛय ऊजा[ आइगेन मान 2 2 2

2 2 1.93 10 7.72 10E eV eV       
2 2 2

3 3 1.93 10 17.37 10E eV eV       
2 2 2

4 4 1.93 10 30.88 10E eV eV       
उदाहरण 7.2 एक ͪवमीय बॉÈस (चौड़ाई 0.1nm) मɅ Ûयनूतम ऊजा[ वाले कण के ͧलए 

िèथǓत के Ĥ×याशा मान कȧ गणना कȧिजये। 
हल: एक ͪवमीय (0<x<lx) मɅ Ûयनूतम ऊजा[ वाले कण का तरंग फलन  

1( )
2 sinx
x x

xX
l l


  

इसͧलए कण के ͧलए िèथǓत x का Ĥ×याशा मान 

 <x>=
1 1( ) ( )

0

lx
x xX x X dx  

0

2 2sin . . sinlx

x x x x

x xx dx
l l l l

 
   

2

0

2 sinlx

x x

xx dx
l l

 
  
 

  
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2
102 1 10

4 2 2
x x

x

l l
l

  
     

  
 मीटर =0.5 Å 

7.3 ǒğͪवम आयतफलकȧ बॉÈस मɅ कण (Particle in 
Rectangular Three–Dimensional Box) 
माना ͩक ͩकसी काãपǓनक आयत फलकȧ ǒğͪवम बॉÈस कȧ भुजाएँ Đमश: lx, ly, तथा 

lz इस Ĥकार हɇ ͩक इसमɅ िèथत m ġåयमान के कण के ͧलए 
X=0 तथा x=1;  y=0 तथा y=1;  z=0 तथा z=lz 
पर कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ अ×यͬधक (अनÛत) है तथा 

0<x<lx; 0<y<ly; 0<z<lz  
पर कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ शूÛय है तो m ġåयमान तथा E ऊजा[ वाले अभीçट कण 

को ǒğͪवम बॉÈस मɅ ǓनǑहत कहा जाता है। देͨखए ͬचğ (7.5)। 

 
इस बॉÈस मɅ अभीçट कण मुÈत Ǿप से गǓतमान है। बॉÈस के अÛदर कण कȧ 

िèथǓतज ऊजा[ शूÛय है परÛत ुजैसे हȣ कण, बॉÈस कȧ ͩकसी भी दȣवार (फलक) के Ǔनकट 
पहु ँचता है तो ͪवभव Ĥवणता (बल ͪवभव Ĥवणता) के कारण एक ĤǓतकषȸ बल अनभुव 
करता है; फलत: कण वाͪपस लौट जाता है। 

इस कण के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण Ǔनàन होगा –  
2

( , , ) ( , , )2

2 0x y z x y z
mE
h

         ....(7.22)   

जहा ँ
2 2 2

2
2 2 2x y z

   
       

 

अत: ĮोͫडÛजर समीकरण होगा – 
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2 2 2

( , , ) ( , , )2 2 2 2

2 0x y z x y z
mE

x y z h
 

   
       

   ....(7.23) 

यǑद ऊजा[ E = Ex + Ey + Ez मान लɅ तो 

2 2 2 2

22 22 yx zmEmE mEmE
h h h h

    

 2 2 2
x y zk k k   मान लɅ तो समीकरण (7.23) को Ǔनàन Ĥकार åयÈत कर 

सकत ेहɇ – 
 

....(7.24)  
 
अब यǑद संयÈुत फलन ( , , ) ( ) ( ) ( )x y z x y zX Y Z   मान लɅ जहा ँफलन ( )xX  केवल चर 

x  पर; फलन ( )yY  केवल चर y  पर और फलन ( )zZ  केवल चर z  पर Ǔनभ[र करता है तो 
समीकरण (7.24) से 

2 2 2
2 2 2

( ) ( ) ( )2 2 2
( ) ( ) ( )

1 1 1 0x x y y z z
x y z

X k Y k Z k
X x Y y Z z

       
                      

 ...(7.25)  

िजसका अथ[ है ͩक समीकरण (7.25) तभी स×य होगा जबͩक Ĥ×येक कोçठक मɅ 
अंͩकत राͧश शूÛय हो।  

अत: 
2

2
( )2

( )

1 0x x
x

k
x


  
 

  

या,  
2

2
( ) ( )2 0x x xk

x


   
     

...(7.26)  

2
2

( )2
( )

1 0y y
y

Y k
Y y


 


 

या, `     ...(7.27)  

2
2

( )2
( )

1 0z z
z

Z k
Z z


 


 

या,  
2

2
( ) ( )2 0z z zZ k Z

z


 
     

...(7.28)  

इस Ĥकार सभी (7.26), (7.27) तथा (7.28) को एकͪवमीय बॉÈस कȧ भाँǓत हल 
करके संगत फलन ( ) ( ),x yX Y  तथा ( )zZ  के मान Ǔनधा[ǐरत कर संगत ऊजा[ आइगेन मान 

( ) ( ),x y   तथा ( )z  £ात कर सकत ेहɇ। 

2
2

( ) ( )2 0y y yY k Y
y


 

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7.3.1 ǒğͪवम िèथǓत मɅ सूğɉ का ͪवèतार (Extension of formulate in 3–
dimensional case) 

एकͪवमीय बॉÈस कȧ भाँǓत समीकरण (7.26), (7.27) तथा (7.28) के सामाÛय हल 
Ǔनàनानसुार ĤाÜत हɉगे –  

( )
2 sin x

x
x x

n x
l l

 
   

 
 जबͩक ऊजा[ मान 

2 2

( ) 2
x

x
k
m

 


  

( )
2 sin y

y
y y

n
Y y

l l
 

   
 

 जबͩक ऊजा[ मान 
2 2

( ) 2
y

y

k
m

 


  

तथा ( )
2 sin z

z
z z

nZ z
l l

 
  

 
 जबͩक ऊजा[ मान 

2 2

( ) 2
z

z
k
m

 


  

जहा ँnx, nx तथा nz के सàभव मान 1,2,3... हो सकत ेहɇ।  
इस Ĥकार ǒğͪवमीय बॉÈस मɅ कण का तरंग फलन Ǔनàन होगा – 

( ) ( ) ( )x y zX Y Z   

या 2 2 2 sin sin sinyx z

x y z x y z

n yn x n z
l l l l l l

 
    

           
 

या 8 sin sin sinyx z

x y z x y z

n yn x n z
l l l l l l

 
    

             
...(7.29)  

तथा ऊजा[ x y z        


2 2 2

2 2 2( ) ( ) ( )
2 2 2x y zk k k

m m m
 

  
 

2
2 2 2

2 x y zk k k
m
    


 

2 22 2 2 22

2 2 22
yx z

x y z

nn n
m l l l

  
   

  

  

22 22
2

2 2 22
yx z

x y z

nn n
m l l l


 
   

  

  

अथा[त ्ǒğͪवम बॉÈस मɅ कण कȧ ऊजा[ 
22 22 2

, , 2 2 22x y z

yx z
n n n

x y z

nn n
m l l l
  

    
  



   
...(7.30)  

जहा ँ 1, 2,3,...xn   , 1, 2,3,...yn   , 1, 2,3,...zn   ÈवाÖटम संÉयायɅ 
तथा ,x yl l  व zl  सुपǐरभाͪषत बॉÈस कȧ भुजाएँ हɇ। 
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7.3.2 ऊजा[ èतरɉ कȧ अपħçटता (Degenracy of energy levels) 

ǒğͪवम बॉÈस मɅ िèथत कण के ͧलये ऊजा[ सूğ  
22 22 2

, , 2 2 22x y z

yx z
n n n

x y z

nn n
m l l l
  

    
  

  

मɅ यǑद 1x y zn n n    है तो ऊजा[ मान 
2 2

1,1,1 2 2 2

1 1 1
2 x y zm l l l
  

    
  



     
...(7.31)  

यह कण का Ûयनूतम मान का ऊजा[ èतर है िजसका मान बॉÈस कȧ भुजाओं कȧ 
लàबाई पर आͬĮत होता है। 

यǑद ͪवचाराधीन बॉÈस एक घन (cube) (माना x y zl l l L   ) है तो कण के मूल 
ऊजा[ èतर (ground state of energy) का मान 

2 2

111 2

3
2mL


 


       
...(7.32)  

इस ऊजा[ मान के संगत केवल Ǔनàन एक फलन 111  सàभव है 

111 3

8 sin sin sinx y z
L L L L

             
         

...(7.33)  

तब कण का मूल ऊजा[ èतर को अनपħçट (non degenerate) कहा जाता है। 
चूँͩक घनाकार बॉÈस मɅ कण कȧ ऊजा[ का मान सàबिÛधत ÈवाÖटम संÉयाक ( ,x yn n  

तथा zn ) के वगȾ के योग पर Ǔनभ[र करता है; इसͧलए अभीçट कण कȧ उ×तेिजत अवèथा (
,x yn n  तथा zn  मɅ ͩकसी एक या दो या सभी ÈवाÖटम संÉयाओं के मान 1 से ͧभÛन) मɅ 

ऊजा[ ͩकसी सुपǐरभाͪषत मान के संगत एक से अͬधक तरंग फलन सàबƨ हो सकत ेहɇ। इस 
Ĥकार कȧ ͪवशेष ऊजा[ èतर को अपħçट ऊजा[ èतर (degenerate energy level) कहा जाता 
है। 

ऊजा[ èतर कȧ अपħçटता को समझने के ͧलए कण कȧ उस उ×तेिजत अवèथा पर 
ͪवचार करत ेहɇ िजसमɅ कोई भी एक ÈवाÖटम संÉयांक 2 तथा शेष दोनɉ ÈवाÖटम संÉयांक के 
मान 1 हɇ तो कण के ͪवͧभÛन ÈवाÖटम संÉयांक समूह Ǔनàन Ĥकार हो सकत ेहɇ – 

 2
1
1

xn

 1
2
1

yn

 1
1
2

zn

 

इस Ĥकार कण का ऊजा[ मान एव ंसंगत तरंग फलन Ǔनàनानसुार हɉगे –  
2 2 2 2

2 2 2
211 2 2

62 1 1
2 2

E
mL mL
      
 
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211 3

8 2sin sin sinx y z
L L L L

     

2 2 2 2
2 2 2

121 2 2

61 2 1
2 2

E
mL mL
      
 

 

121 3

8 2sin sin sinx y z
L L L L

     

2 2 2 2
2 2 2

112 2 2

61 1 2
2 2

E
mL mL
      
 

 

112 3

8 2sin sin sinx y z
L L L L

     

 

उपरोÈत से èपçट है ͩक 
2 2

211 121 112 2

6
2

E E E
mL


  


 के संगत कण के तीन ͧभÛन 

ͧभÛन अवèथा फलन 211 121 112, ,    सàभव है। याǓन ͩक घनाकार बॉÈस मɅ 
2 2

2

6
2mL
   ऊजा[ 

मान अपħçट ऊजा[ èतर है िजसमɅ ǒğèतरȣय अपħçटता पाई जाती है। 
घनाकार बॉÈस मɅ िèथत कण कȧ उ×तेिजत तीन ऊजा[èतरɉ कȧ अपħçटता को ͬचğ 

(7.6) मɅ दशा[या गया है। 
अपħçटता कȧ कोǑट (Degree of degeneracy) 

ͩकसी ऊजा[ èतर के संगत सàभव èवतंğ तरंग फलनɉ कȧ संÉया को अपħçटता कȧ 
कोǑट कहत ेहɇ। अपħçटता कȧ कोǑट का Ǔनधा[रण ÈवाÛटम संÉयांक nx, ny तथा nz के मान 
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पर Ǔनभ[र करता है। उदाहरणाथ[ यǑद nx, ny तथा nz मɅ ͩकसी के भी मान 1, 2, 3 हो सकते 
हɇ तो घनाकार बॉÈस मɅ िèथत कण कȧ ऊजा[ का मान 

E123 = E132 = E312 = E231 = E321 = E213 

 
2 2

2 2 2
2 1 2 3

2
h

mL


    

2 2

2

14
2

h
mL


  

इस Ĥकार ऊजा[ मान 
2 2

2

14
2

h
mL
  के संगत 123 132 312 231 321 213, , , , ,       (कुल 6) 

èवतंğ तरंग–फलन सàभव हो सकत ेहɇ। 

अत: ऊजा[èतर 
2 2

2

14
2

h
mL
  कȧ अपħçटता कȧ कोǑट 6 है। 

7.3.3 तरंग फलन का भौǓतक Ĥदश[न (Physical presentation of wave function) 

ǒğͪवमीय घनाकार बॉÈस मɅ अविèथत कण के तरंग फलन 

 ( , , ) 3

8 sin sin sinx x x
x y z

n x n y n z
L L L L

  
            

     
 

मɅ एक साथ तथा Ǔनदȶशांक मौजूद हɇ; इसͧलए इसे समतलȣय Ēाफ के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त 
नहȣ ंͩकया जा सकता। फलन के उÈत समीकरण से इसके पǐरमाणा×मक èवǾप को समझने के 

ͧलए इसकȧ मलू ऊजा[ èतर (nx = ny = nz = 1) पर ͪवचार करɅ तो यह फलन x=y=z=
2
L  

(घन के केÛġ) पर अͬधकतम एव ंधना×मक मान Ĥदͧश[त करेगा। इसी Ĥकार कण कȧ Ĥथम 

उ×तेिजत अवèथा (nx=2, ny=1, z=1) मɅ फलन 211  िèथǓत 
2
Lx   पर शूÛय हो जाता है 

चाहे y तथा z के मान कुछ भी Èयɉ न हɉ। 

वèतुत: तरंग फलन के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता का Ǔनधा[रण 
2

( , , )x y z  ɮवारा समझा 
जा सकता है। उदाहरणाथ[ बॉÈस मɅ कण कȧ अवèथा 111  कȧ ĤाǓयकता का सवा[ͬधक मान घन 
के केÛġ पर होता है और घन कȧ दȣवारɉ कȧ ओर बढ़ने पर बॉÈस मɅ कण के पाये जाने कȧ 
ĤाǓयकता का मान घटने लगता है। 

इसी Ĥकार अनपħçट अवèथा 222  पर ͪवचार करɅ तो कण कȧ इस उ×तेिजत अवèथा 
मɅ कण के पाये जाने कȧ ĤाǓयकता का ͪवतरण सàपणू[ बॉÈस मɅ फैल (spread out) जाता है 
तथा और अͬधक ऊजा[ मान वाले कण के ͧलए ĤाǓयकता ͪवतरण लगभग वसैा हȣ ĤाÜत होता है 
जैसा ͩक ͬचरसàमत ͧसƨाÛत के अनसुार ĤाÜत होता है। 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. ǒğͪवमीय बॉÈस का Èया आशय है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––– 
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 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
7. अपħçट एवं अनपħçट ऊजा[ èतर मɅ Èया अÛतर है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––– 

 

7.4 सारांश (Summary) 
 वह अÛतǐर¢ िजसमɅ कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ Ǔनयत और कण कȧ िèथǓत पर आͬĮत नहȣ ं

होती, उसे ¢ेğ मुÈत अÛतǐर¢ कहत ेहɇ और अभीçट कण को मुÈत कण कहत ेहɇ। 
 ऐसा सुपǐरभाͪषत ¢ेğ िजसमɅ कण आगे–पीछे गǓत के ͧलए बƨ ͩकया गया हो, उसे बƨ 

¢ेğ और इसे कण कȧ बƨ अवèथा कहत ेहɇ। 
 एक ͪवमीय बƨ ¢ेğ, िजसमɅ कण केवल एक ͪवमीय गǓत कर सकने के ͧलए बƨ ͩकया 

हुआ हो, को एक ͪवमीय बॉÈस कहत ेहɇ। 
 एक ͪवमीय बॉÈस मɅ अभीçट कण के ͧलए अनमुत ऊजा[ मानɉ को आइगेन मान एव ंसंगत 

तरंग åयवहार åयÈत करने वाले फलन को आइगेन फलन कहत ेहɇ। 

 एक ͪवमीय बॉÈस मɅ ऊजा[ आइगेन मान 
2 2 2

22x

x
n

x

n hE
ml


  अथा[त ् 2
xn xE n ; जहाँ 

nx=1,2,3.....तथा आइगेन फलन 
( )

2 sin
x

x
n

x x

n xX
l l

 
  

 
 

 ǒğͪवमीय आयतफलकȧ बॉÈस मɅ कण तीनɉ ͪवमाओं मɅ गǓत के ͧलए बƨ रहता है। 

 ǒğͪवमीय बॉÈस मɅ ऊजा[ 
22 22 2

, , 2 2 22x y z

yx z
n n n

x y z

nn nhX
m l l l

  
   

  
 तथा 

  तरंग फलन 8 sin sin sinyx z

x y z x y z

n yn x n z
l l l l l l

 
    

           
 

 ͩकसी सुपǐरभाͪषत ऊजा[ मान के संगत एक से अͬधक तरंग फलन सàबƨ होते हɉ, तो उस 
ͪवशेष ऊजा[ èतर को अपħçट ऊजा[ èतर कहत ेहɇ। 

 ͩकसी ͪवͧशçट ऊजा[ èतर से सàबƨ तरंग–फलनɉ कȧ संÉया को अपħçटता कȧ कोǑट कहत े
है। 

 ͩकसी ऊजा[ èतर से यǑद केवल एक ऊजा[ èतर हȣ सàबƨ हो तो उस ऊजा[ èतर को 
अनपħçट ऊजा[ èतर कहत ेहɇ। 

7.5 शÞदावलȣ (Glossary) 
अÛतǐर¢ Space 
अनपħçटता ऊजा[ èतर Non–degenerate energy level 
अपħçटता Degeneracy 
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अपħçटता कोǑट Degree of Degeneracy 
आइगेन फलन Eigen function 
एक ͪवमीय बॉÈस One dimensional box 
ऊजा[ आइगेन मान Energy eigen value 
बƨ अवèथा Bound state 
मुÈत कण Free particle 
ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर Descrete energy level 
¢ेğ मुÈत अÛतǐर¢ Field free space 
ǒğͪवमीय बॉÈस Three dimensional box 

7.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस. एस. रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÖटम  
भौǓतकȧ एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस,  
जयपरु 

के. के. सरकार एव ं 
आर. एन. शमा[ 

ततृीय वष[ भौǓतक ͪव£ान साǑह×य भवन,  
आगरा 

H. Clark A First Course in Quantum 
Mechanics 

ELBS & VNR (UK) 
Co. 
Ltd. 

P.M. Mathews and  
K. Venkatesan 

A text book of Quantum 
Mechanics 

TMH Pub. Co.,  
New Delhi 

Satyprakash Advanced Quantum 
Mechanics 

Kedar Nath Ram 
Nath, Meerut 

S.L.Kakani  
C.Hemrajani and 
T.C.Bansal 

Elementary Quantum 
Mechanics and 
Spectroscopy 

College Book 
Centre, Jaipur 

7.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. ¢ेğ मÈुत अÛतǐर¢ मɅ कण कȧ ऊजा[ Ǔनयत और कण कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र नहȣ ंहोती है। 
2. Ǔनयत एव ंिèथǓत पर अनाͬĮत िèथǓतज ऊजा[ वाला कण मुÈत कण कहा जाता है। 
3. एक ͪवमीय बॉÈस, एक–ͪवमीय िèथǓतज ऊजा[ ¢ेğ होता है िजसकȧ सुपǐरभाͪषत सीमा के 

अÛतग[त हȣ कण गǓत कर सकता है। 
4. कुछ चयǓनत सुपǐरभाͪषत ऊजा[ मान वाला कण हȣ एकͪवमीय बॉÈस मɅ सàभव हो सकता है; 

इन ऊजा[ मानɉ को ऊजा[ आइगेन मान कह सकत ेहɇ। 
5. बॉÈस के ठȤक मÚय मɅ कण कȧ अͬधकतम ĤाǓयकता होती है। 
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6. ǒğͪवमीय बॉÈस मɅ कण तीनɉ ͪवमाओं मɅ बƨ रहता है।  
7. ǒğͪवमीय या ɮͪवͪवͧमय बॉÈस मɅ ͩकसी ऊजा[ मान के संगत कई तरंगफलन सàबƨ होत ेहɉ 

तो उसे अपħçट ऊजा[ èतर कहत ेहɇ और यǑद Ĥ×येक ऊजा[ èतर पर केवल एक हȣ तरंग 
फलन सàबƨ रहता है तो उसे अनपħçट ऊजा[ èतर कहा जाता है। 

7.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
लघ×ुतरा×मक Ĥæन (Short answer type questions) 
1. “एक कण एक ͪवमीय बॉÈस मɅ गǓत के ͧलए बƨ है।“ इस कथन का अथ[ समझाइए। 
2. एक ͪवमीय बॉÈस मɅ कण कȧ Ûयनूतम ऊजा[ E0 है। इसका भौǓतक अथ[ समझाइए। 
3. एक ͪवमीय बॉÈस कȧ चौड़ाई a है। इस कण के ͧलए सीमा ĤǓतबÛध ͧलͨखए। 
4. ऊजा[ èतर कȧ अपħçटता कȧ कोǑट का Èया अथ[ है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
5. एक ͪवमीय बॉÈस मɅ E ऊजा[ मान वाले कण कȧ गǓत के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण ͧलͨखए। 

काल–अनाͬĮत ĮोͫडÛजर समीकरण को हल कȧिजये और ऊजा[ आइगेन मान व आइगेन फलन 
Ǔनधा[ǐरत कȧिजए। 

6. ǒğͪवमीय बोÈस मɅ E ऊजा[ मान वाले कण के ͧलए ऊजा[ आइगेन मान एव ंआइगेन फलन के 

åयजंक ͧलͨखए। ऊजा[ E कȧ Ǔनभ[रता कȧ ͪववेचना कȧिजए। 
7. एक ऊजा[ èतर कȧ अपħçटता से Èया अͧभĤाय है? उदाहरण सǑहत समझाइए। 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. 10 फमȸ चौड़ाई के ͪवभव ¢ेğ मɅ बƨ एक इलेÈĚॉन कȧ शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ £ात कȧिजए। 

(उ×तर: 3.83 GeV) 
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इकाई–8 
ͪवभव सीढ़ȣ तथा ͪवभव Ĥाचीर 

(Potential step and Potential Barrier) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

8.0 उƧेæय 
8.1 Ĥèतावना 
8.2 ͪवभव सीढ़ȣ 

8.2.1 ऊजा[ मान E ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई V0 से अͬधक होने पर 
8.2.2 ऊजा[ मान E ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई V0 से कम होने पर 

8.3 एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर 
8.4 परावत[न एव ंपारगमन गणुांकɉ कȧ गणना 
8.5  ¢य कȧ गणुा×मक ͪववेचना 
8.6 साराशं 
8.7 शÞदावलȣ 
8.8 संदभ[ ĒÛथ 
8.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
8.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

8.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 ͪवभव सीढ़ȣ–संकãपना का भौǓतक अथ[ समझ सकɅ गे; 
 ͪवभव सीढ़ȣ से परावत[न गणुांक एव ंपारगमन गणुाकɉ के बारे मɅ £ान अिज[त कर, इनके 

åयावहाǐरक औͬच×य को जान सकɅ गे; 
 ͪवभव Ĥाचीर कȧ संकãपना का भौǓतक अथ[ समझ सकɅ गे; 
 ͪवभव Ĥाचीर कȧ सरलतम िèथǓत (एकͪवमीय Ĥाचीर) के गͨणतीय ĤाǾप से पǐरͬचत हो 

सकɅ गे और इसके परावत[न एव ंपारगमन गणुांकɉ कȧ गणना कर सकɅ गे; 
 ͪवभव Ĥाचीर मɅ सुरंगन Ĥभाव के अथ[ से पǐरͬचत होकर रेͫडयोधमȸ पदाथ[ से ¢य कȧ 

åयाÉया समझ सकɅ गे। 

8.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई 7.0 मɅ आप बॉÈस कȧ अͧभधारणा को समझ चुके हɇ। इस इकाई मɅ आप ͪवभव 

सीढ़ȣ (potential step) तथा ͪवभव Ĥाचीर (potential barrier) कȧ संकãपना को समझɅगे। 
भौǓतक Ǻिçट से, ͪवभव सीढ़ȣ एव ं ͪवभव Ĥाचीर; कोई सीढ़ȣ या दȣवार जैसी कोई वाèतͪवक 
भौǓतक संरचना नहȣ ंहोती। ͪवभव सीढ़ȣ और ͪवभव Ĥाचीर को समझने के ͧलए अपने दैǓनक 
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जीवन के Ǔनàन उदाहरणɉ पर ͪवचार कȧिजये – आप जहा ँभी हɇ, आप अपना मèत जीवन जी 
रहे हɇ। अब, आपने अपने मन मɅ एक Ĥोफेसर बनकर जीवनभर एक ईमानदार, Ǔनçठावान एव ं
क×त[åय परायण जनसेवक बनने का लêय Ǔनधा[ǐरत ͩकया हुआ है। यानी ͩक आपकȧ वत[मान 
सामािजक िèथǓत कȧ तुलना मɅ आपके Ĥोफेसर बनने का लêय, तुलना×मक Ǿप से बड़ा है। यह 
आपके सामािजक पǐरवेष मɅ पǐरवत[न कȧ एक सीढ़ȣ (step) है। इस लêय मɅ आपकȧ सफलता 
(पारगमन ¢मता) और अंशत: असफलता (परावत[न गणुाकं) इस तØय पर Ǔनभ[र करेगी ͩक 
वत[मान सामािजक िèथǓत से Ĥारàभ करके अपे¢ाकृत कǑठन लêय को ĤाÜत करने के ͧलए 
आप मɅ ͩकतना उ×साह एव ंलगन (ऊजा[) ǓनǑहत है। देͨखए ͬचğ 8.1। 

 
ͬचğ 8.1 

अब एक उदाहरण और देͨखए– आप अपनी परȣ¢ा कȧ तैयारȣ मɅ परेू उ×साह–लगन एव ं
मेहनत से लगे हु ए हɇ (यह आपकȧ ऊजा[ होगी)। परȣ¢ा का समय 11 बजे से 2 बजे तक है। 
घड़ी मɅ 11 बजने से पवू[ का परूा समय और 2 बजे बाद का समय आपके ͧलए सामाÛय रहेगा 
िजसमɅ आप ͬचÛता मुÈत (बल मुÈत) रहɅगे; लेͩकन 11 बजे से 2 बजे तक कȧ परȣ¢ा–अवͬध 
मɅ आप ͪवशेष िèथǓत से यÈुत (ͧलÜत) होकर ͪवशेष Ĥकार का åयवहार अनभुव करɅगे। परȣ¢ा 
अवͬध मɅ आपका होने वाला अपेͯ¢त åयवहार आपके उ×साह–लगन–मेहनत के पǐरमाण (ऊजा[ 
मान) पर Ǔनभ[र करेगा। इस Ĥकार ''परȣ¢ा–अवͬध और इसके आसपास (सिÛनकट) का समय' 
आपके åयवहार के ͧलए 'शै¢ͨणक Ĥाचीर' कȧ भाँǓत होगा। देͨखए ͬचğ (8.2)।  

 
ͬचğ 8.2 

इस इकाई के अनÍुछेद 8.2 मɅ ͪवभव सीढ़ȣ पर Ǔनयत ऊजा[ वाले कण का åयवहार एव ं
सàबिÛधत परावत[न तथा पारगमन गणुांकɉ का अÚययन करɅगे। अनÍुछेद 8.3 मɅ ͪवभव Ĥाचीर 
और अनÍुछेद 8.4 मɅ इसके परावत[न और पारगमन गणुाकɉ कȧ गणना तथा अनÍुछेद 8.5 मɅ 
सुरंगन Ĥभाव के Ǿप मɅ ¢य कȧ गणुा×मक ͪववेचना का अÚययन करɅगे। 
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8.2 ͪवभव सीढ़ȣ (Step Potential) 
ͬचğ 8.3 मे दशा[यी गई एकͪवमीय ͪवभव–सीढ़ȣ मɅ x=0 पर ͪवभव V0 मɅ असाÛत×य 

(discontinuity) है। ǒबÛद ु x=0 के बायीं ओर ͪवभव शूÛय और दाǑहनी ओर ͪवभव V0 है 
अथा[त ्

V(x)=0 जबͩक x<0 Ĥथम ¢ेğ मɅ 
V(x)=V0 जबͩक x>0 ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ 

 
ͬचğ 8.3 

वèतुत: ͪवभव मान ( ) 0xV   से ( )xV  0V  का पǐरवत[न 0x  से कुछ पहले से 
Ĥारàम होकर के कुछ बाद तक ǒबÛददुार लाइन ɮवारा दशा[ये अनसुार होता है। 

माना ͩक m ġåयमान एव ं E Ǔनयत ऊजा[ मान वाला कण Ĥथम ¢ेğ ( )( 0; 0)xV x   
से ɮͪवतीय ¢ेğ ( ) 0( 0, )xx V V   कȧ ओर अĒसर हो रहा है। ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार 
दोनɉ ¢ेğɉ कȧ पथृÈकरण सीमा पर अभीçट कण एक ĤǓतकषȸ बल (F grad  )V  अनभुव 
करेगा और तब कण का संवेग, कण कȧ ऊजा[ E  तथा ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई 0V  के सापेͯ¢क 
मान पर Ǔनभ[र करेगा। इस Ĥकार 0E V  कȧ िèथǓत मɅ अभीçट कण आसानी से ɮͪवतीय ¢ेğ 
को पार कर सकेगा जबͩक 0E V  कȧ िèथǓत मɅ कण ͩकसी भी हालत मɅ ɮͪवतीय ¢ेğ को 
नहȣ ंभेद पायेगा Èयɉͩक 0E V  होने पर 0( )E V  का मान ऋणा×मक आयेगा; जो सàभव 
नहȣ ंहै।  

यहा ँहम दोनɉ िèथǓतयɉ 0(E V  तथा 0 )E V  मɅ कण के åयवहार कȧ ÈवाÖटम 
यांǒğकȧय ͪववेचना करɅगे – 

8.2.1 ऊजा[ का मान ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई से अͬधक होने पर (When energy value 
  larger than height 0V  of potential state) ( > 0V ) 

यǑद एकͪवमीय सीढ़ȣ के (ͬचğ 8.4) Ĥथम ¢ेğ ( ) 0( 0)xV x   से ɮͪवतीय ¢ेğ 

( ) 0 ( 0)xV V x   कȧ ओर अĒसर होने वाले कण कȧ ऊजा[ 0E V  है तो दोनɉ ¢ेğɉ मɅ 

ĮोͫडÛजर समीकरण अĒांͩकत हɉगे – 
2

1
12 2

2 ( 0) 0d m E
dx





 


 (Ĥथम ¢ेğ)    ...(8.1)  

2
011

112 2

2 ( ) 0m E Vd
dx





 


 (ɮͪवतीय ¢ेğ)   ...(8.2)  
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जहा ँͪवभव सीढ़ȣ के Ĥथम व ɮͪवतीय ¢ेğ के ĤसामाÛयीकृत तरंग फलन Đमश: 1  तथा 11  
हɇ। 

Ĥथम ¢ेğ के ͧलए समीकरण (8.1) का सामाÛय हल Ǒदया जा सकता है – 
1 1

1
ik x ik xAe Be         ...(8.3)  

यहा,ँ 1
1 2

2 pmEk  
 

; Ĥथम ¢ेğ के तरंग फलन का संचरण Ǔनयतांक तथा   व B  

िèथराकं हɇ। Úयान रहे ͩक समीकरण (8.3) का Ĥथम पद 1ik xAe  धना×मक X  Ǒदशा कȧ ओर 
अĒसर तरंग (ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ओर आपǓतत) और ɮͪवतीय पद 1ik xBe  ऋणा×मक X  Ǒदशा 
मɅ लौटने वालȣ (ͪवभव सीढ़ȣ से परावǓत[त) तरंग को Ĥदͧश[त करत ेहै। 

इसी Ĥकार ɮͪवतीय ¢ेğ के ĮोͫडÛजर समीकरण (समीकरण 8.2) का सामाÛय हल 
Ǔनàनवत ्होगा– 

2 2
11

ik x ik xCe De         ...(8.4)  

जहा,ँ 0 2
2 2

2 ( )m E V pk


 
 

; ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ संचरण Ǔनयतांक है। 

यहȣ समीकरण (8.4) का Ĥथम पद 2ik xCe  धना×मक X  Ǒदशा कȧ ओर अĒसर होने 
वालȣ तरंग को Ĥदͧश[त करता है और ɮͪवतीय पद 2ik xDe  ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ ऋणा×मक X 
Ǒदशा कȧ ओर लौटने वालȣ तरंग को åयÈत करता है। लेͩकन ɮͪवतीय ¢ेğ (0 )x    मɅ 
िèथǓतज ऊजा[ ( ) 0xV V  का मान अपǐरवǓत[त रहने के कारण कोई परावत[क बल नहȣ ंहोता है; 
अतएव इस ¢ेğ मɅ ऋणा×मक X  Ǒदशा मɅ लौटने वालȣ तरंग 2ik xDe  औͬच×य हȣन हो जाती 
है। अत: समीकरण (8.4) का Ǔनàन Ǿप होगा– 

2
11

ik xCe         ...(8.5)  
जहा ँगणुांक ,   तथा C  के मान ͧभÛन ͧभÛन हो सकत ेहɇ। 

 
ͬचğ 8.4 

परावत[न एव ंपारगमन गणुांक (Reflection and transmission coefficient) 
ͪवभव सीढ़ȣ मɅ परावत[न गणुांक R  मे तथा पारगमन गणुांक T  को Ǔनàन Ĥकार 

पǐरभाͪषत ͩकया जाता है– 
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परावत[न गणुांक R = 
परावǓत[त धारा आयाम 

आपǓतत धारा आयाम  

=परावǓत[त कणɉ कȧ संÉया ×परावǓत[त (Ĥथम)¢ेğ मɅ वेग
आपǓतत कणɉ कȧ संÉया ×आपǓतत (Ĥथम)मɅ वेग  

 

 
 

1

1

* 2

2*
v

v

BB B
AA

 


     

...(8.6)  

Èयɉͩक Ĥथम ¢ेğ मɅ (समीकरण 8.3) परावǓत[त एव ंआपǓतत तरंग के आयाम Đमश: 
B तथा   हɇ। 

इसी Ĥकार, पारगमन गणुांक T = पारगͧमत धारा आयाम
आपǓतत धारा आयाम

 

 
 

2

1

*

*
v

v

CC
T

CC


       

...(8.7)  

अब हमɅ गणुांक , ,A B C  तथा वेग 1v  तथा 2v  के मान Ǔनधा[ǐरत करने हɇ। तरंग 
फलन कȧ सांत×यता ĤǓतबÛध के आधार पर दोनɉ ¢ेğɉ कȧ सीमा (x = 0) पर सàबिÛधत 
फलनɉ और उनकȧ Ĥवणताओं के मान समान होना अपेͯ¢त है; अत: 

X = 0 पर 1 11    

और x = 0 पर 1 11

x x
  


 

     ......(8.8)  
इन ĤǓतबÛधɉ का उपयोग समीकरण (8.3) तथा (8.5) मɅ करने पर 

 1 1 2(0) (0) (0)ik ik ikAe Be Ce     

या A+B=C  

तथा    1 11
1 1

ik x ik xik Ae ik Be
x
 

 


    ....(8.9)  

व   211
2

ik xik Ce
x





 

1 11

0 0x xx x
 

 

      
से 

या 1 2( )k A B k c   

2

1

( ) kA B C
k

        ....(8.10)  

अब समीकरण (8.9) तथा (8.10) को हल करने पर  

2

1

1
2

k CA
k

 
  
 

      ...(8.11) 

2

1

1
2

k CB
k

 
  
 

      ....(8.12)   
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यहȣ ंसमीकरण (8.6) तथा (8.7) कȧ पǐरभाषानसुार, गणुांकɉ C तथा B के मान 
गणुांक A के Ǿप मɅ ĤाÜत करने हɇ अत: समीकरण (8.11) से  

1

1 2

2kC A
k k

 
   

      .....(8.13)   

तथा समीकरण (8.12) तथा (8.13) से 

1 2 1 2 1

1 1 1 2

( )
2 ( )

k k k k k ACB
k k k k

  
     

  

या 1 2

1 2

k kB A
k k

 
   

          ....(8.14) 

पनु: Ĥथम व ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ कणɉ के वेग v1 तथा वेग v2 के ͧलए 

V1=ට
ଶ(୉ି଴)गǓतज

୫
 तथा V2=ට

ଶ|(୉ି଴)|गǓतज
୫

 

02 2

1 1

E Vv k
v E k


        .....(8.15) 

इसͧलए एकͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ के ͧलए परावत[न गणुाकं (समी. 8.6 तथा समी 8.14 
से)  

 
 

22
1 2

2
1 2

B k k
R

k kA


 


      .....(8.16)   

और पारगमन गणुांक (समी. 8.7, 8.13 तथा 8.15 से) 
2 2

2 2
2

1 1

C v VCT
v A VA

 
   

 
  

या पारगमन गणुांक 
 

2

1 2 1 2
2

1 2 1 1 2

2 4k k k kT
k k k k k

 
 

         .....(8.17) 

ͪववेचना (Discussion) 
उपरोÈत वण[न मɅ हम यह पात ेहɇ ͩक ͪवभव सीढ़ȣ मɅ E>V0 कȧ िèथǓत मɅ x=0 पर 

तरंग का परावत[न गणुांक (समी 8.16) शूÛय नहȣ ंहै और पारगमन गणुांक (समी. 8.17) का 
मान एक नहȣ ं(एक से कम) है अथा[त ्कण कȧ ऊजा[ E>V0 होने पर ͪवभव सीढ़ȣ से परावत[न 
व पारगमन, दोनɉ ͩĐयाएँ होती हɇ िजनके मान k1 तथा k2 (ऊजा[ E तथा सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई V0 
के सापेͯ¢क मानɉ) पर Ǔनभ[र करत ेहɇ। ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार E>V0 कȧ िèथǓत मɅ 
ͪवभव सीढ़ȣ मɅ केवल पारगमन ĤाǓयकता (गणुांक) का मान एक और परावत[न ĤाǓयकता 
(गणुांक) का मान शूÛय होना अपेͯ¢त है। 
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ͪवभव सीढ़ȣ पर E>V0 वाले कण का तरंग åयवहार ͬचğ 8.4 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया 
है। 

8.2.2 ऊजा[ E का मान ͪवभव सीढ़ȣ ऊँचाई V0 से कम होने पर (When energy value 
E smaller than height V0 of potential state) (E<V0) 

यǑद एकͪवमीय सीढ़ȣ (ͬचğ 8.5) मɅ आपǓतत कण कȧ ऊजा[ E का मान ͪवभव सीढ़ȣ 
V0 से कम है तो दोनɉ ¢ेğɉ मɅ ĮोͫडÛजर समीकरण Đमश: हɉगे– 

2

2 2

2 ( 0) 0I
I

d m E
dx h





   .... Ĥथम ¢ेğ 

तथा 
2

0
2 2

2 ( ) 0II
II

m E Vd
dx h





   ..... ɮͪवतीय ¢ेğ 

 
ͬचğ 8.5 

तब Ĥथम ¢ेğ मɅ ĮोͫडÛजर समीकरण होगा – 
2

2
1 12

20;
2

I
I

d mEk k
dx h
        ...(8.18) 

िजसका सामाÛय हल  होता है जो  िèथǓत जैसा हȣ है। 
तथा ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ ĮोͫडÛजर समीकरण  

2
0

2 2

2 (
0II

II

m V Ed
dx h





   

या  
2

2
22 0II

II
d ik
dx


   होगा  

िजसका सामाÛय हल 
2 2( ) ( )i ik x i ik x

II Ce De    

या 2 2k x k x
II Ce De    

चूँͩक ɮͪवतीय ¢ेğ (x>0) मɅ तरंग फलन पǐरͧमत ĤकृǓत का होना चाǑहए जबͩक 
x   पर 2k xDe  अथ[हȣन हो जाता है (Èयɉͩक इसका मान अनÛत हो जाता है)। अत: 
ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ Ĥभावी तरंग फलन 

2k x
II Ce   जहाँ 

 0
2 2

2m V E
k





   ....(8.19) 

अब अनÍुछेद 8.2.1 कȧ भाँǓत सीमा ĤǓतबÛधɉ 

1 1
1

ik x ik xAe Be   0E V
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X=0 पर I II   और 0
0

I II
x

xx x
 




 


 
 

से हल करने पर गणुाकɉ A, B तथा C के A के Ǿप मɅ मान Ǔनàनवत ्ĤाÜत होते हɇ– 
1 2

1 2

k ikB A
k ik





 तथा 1

1 2

2kC A
k ik




   ....(8.20) 

इस Ĥकार िèथǓत E<V0 मɅ एकͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ के ͧलए परावत[न गणुांक होगा– 

परावत[न गणुांक BB B BR
AA A A





       
   

 

 1 21 2

1 2 1 2

k ikk ik
k ik k ik

        
 

2 2
1 2
2 2
1 2

1k k
k k


 


     ...(8.22) 

अथा[त ्समèत आपǓतत कण परावǓत[त हो जायɅगे। यह पǐरणाम ͬचरसàमत यांǒğकȧ के 
समान हȣ है। साथ हȣ ĤाǓयकता संर¢ण से R+T=1 

1+T=1 
या T=0     ....(8.22)  

अथा[त ्कोई भी कण ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ पारगͧमत नहȣ ंहोगा। 
ͪववेचना (Discussion): 
एकͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ पर E<V0 वाले कण के ͧलए Ĥथम ¢ेğ मɅ तरंग फलन आवतȸ 

ĤकृǓत का है जबͩक ɮͪवतीय ¢ेğ मɅ तरंग फलन चरघातांकȧय (exponentially) Ǿप मɅ 
अवमिÛदत (damped) होता जायेगा और सàपणू[ आपǓतत तरंग x=0 पर िèथत ͪवभव सीढ़ȣ 
से परावǓत[त हो जायेगा। ऊजा[ E(<V0) मान वाले कण का तरंग फलन ͬचğ 8.6 मɅ दशा[या 
गया है। 

 
ͬचğ 8.6 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. ͪवभव सीढ़ȣ का Èया अथ[ है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
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2. एक ͪवमीय समकोͨणक ͪवभव सीढ़ȣ कȧ पǐरभाषा दȣिजए। 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
3. कण कȧ ऊजा[  का मान ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई  से अͬधक होने पर 
 परावत[न गुणांक और पारगमन गुणांक का योग ͩकतना होता है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
4. कण कȧ ऊजा[  का मान ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई  से कम होने पर 
 परावत[न गुणांक ͩकतना होता है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

8.3 एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर (One Dimensional 
Potential Barrier) 
िèथǓतज ऊजा[ (ͪवभव) फलन के Ǿप मɅ एकͪवमीय ͪवभव Ĥाचीर Ǔनàनानसुार 

पǐरभाͪषत ͩकया जाता है– 
V(x)=0  जब x<0 और x>a हो 
V(x)=0  जब 0<x<a हो 

अथा[त ्ͪवभव Ĥाचीर x=0 और x=a के मÚय िèथत है। 
ͬचğ 8.7 मɅ एक आदश[ एकͪवमीय ͪवभव Ĥाचीर दशा[या गया है िजसकȧ चौड़ाई a तथा 

ऊँचाई V0 है। 
ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार E<V0 ऊजा[ वाला कण V0 ऊँचाई के ͪवभव Ĥाचीर को 

वेͬधत नहȣ ंकर सकता लेͩकन ÈवाÖटम यांǒğकȧय ͪवæलेषण के आधार पर यह पाया गया ͩक 
E<V0 ऊजा[ मान का कण भी इस Ĥाचीर को वेͬधत कर सकता है। ͪवæलेषण मɅ यह भी पाया 
जाता है ͩक (V0 - E) तथा Ĥाचीर मोटाई कम होने पर वेधन ¢मता का मान अͬधक होता है। 
इस Ĥकार ͪवभव Ĥाचीर E<V0 वाले कण ɮवारा Ĥाचीर वेधन कȧ घटना को सुरंग Ĥभाव 
(tunnel effect) कहत ेहɇ। 

 
ͬचğ 8.7 

ͪवभव Ĥाचीर के तीनɉ ¢ेğɉ के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण हɉगे– 
2

2 2

2 0I
I

d mE
dx


 


  Ĥथम ¢ेğ x<0 मɅ 

E 0V

E 0V
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 2
0

2 2

2
0II

II

m E Vd
dx





 


 ɮͪवतीय ¢ेğ 0<x<a मɅ 
2

2 2

2 0III
III

d mE
dx


 


  ततृीय ¢ेğ x>a मɅ 

इनके सामाÛय हल Ǔनàन हɉगे– 
I Iik x ik x

I Ae Be         ...(8.23) 
' 'ik x ik x

II Ce De         ....(8.24) 
तथा  1 1

111 0 0
ik x ik xE e F e               ...(8.25) 

यहा ँ  1
2mEk 


 और 0' 2 ( )m E V
k





 

तथा 0, , , ,A B C D E  तथा 0F  िèथराकं हɇ िजनके मान सीमाÛत ĤǓतबÛधɉ ɮवारा Ǔनधा[ǐरत 
ͩकये जात ेहɇ । 

समीकरणɉ (8.23),  (8.24) और (8.25)  मɅ Ĥथम पद Đमश: Ĥथम, ɮͪवतीय तथा 
ततृीय ¢ेğɉ मɅ धना×मक X अ¢ कȧ ओर आपǓतत तरंग और ɮͪवतीय पद ऋणा×मक X 
अ¢ कȧ ओर लौटने वालȣ तरंग अथा[त ्असाÛत×य पर परावǓत[त तरंग Ĥदͧश[त करत ेहɇ। परÛत ु
ततृीय ¢ेğ मɅ असाÛत×य नहȣ ं होने से परावǓत[त तरंग इस ¢ेğ मɅ नहȣ ं हो सकती। अतएव 
गणुांक 0 0F   होगा और ततृीय ¢ेğ मɅ समीकरण का हल Ǔनàन Ĥकार Ǒदया जा सकता है– 

1
111 0

ik xE e         ...(8.26)  

 
ͬचğ 8.8 

िèथराकंɉ का मान £ात करने हेत ुसीमाÛत ĤǓतबÛध Ǔनàन हɇ – 

  और 
x



 दोनɉ सीमाओं पर सतत होना चाǑहए, अथा[त ्

जब 0x   हो तो 1 11           ....(8.27अ) 

1 11

x x
  


        

...(8.27 ब )  

और जब x a  हो तो 11 111            ...(8.27स) 

11 111

x x
  


        

...(8.27 द )  

यहा ँयह तØय Úयान रखत ेहु ए ͩक हमारȣ समèया Ĥाचीर वेधन हेत ु(ͬचğ 8.8) तरंग 
यािÛğकȧ ɮवारा कण कȧ ĤाǓयकता का मान ĤाÜत करना है, अत: कण कȧ ऊजा[ E  को ͪवभव 

0V  से कम मान सकत ेहɇ । इस Ĥकार,  
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0' 2 ( )m E V
k





 

02 ( )i m V E



 

2ik  (माना) 
अत: समीकरण (8.24) को Ǔनàन Ĥकार ͧलख सकत ेहɇ: 

2 2
11

k x k xCe De        ...(8.28)  

समीकरण (8.27) के ĤǓतबÛध समीकरण (8.23) (8.28) और (8.25) मɅ ĤयÈुत 
करने पर Ǔनàन समीकरणɅ ĤाÜत हɉगी। ĤǓतबÛध (8.27अ) ɮवारा, 

A B C D         ...(8.28 अ )  
समीकरण (8.23) और (8.28) के अवकलन Đमश: Ǔनàन Ĥकार Ǒदये जायɅगे–

 1 11
1 1

ik x ik xik Ae ik Be
x
 

 


 

2 211
2 2

k x k xk Ce k De
x
 

  


 

ĤǓतबÛध (8.27ब) ɮवारा– 
1 1 2 2ik A ik B k C k D     

या 2

1

( ) ( )kA B C D
ik

   
    

...(8.28 ब )  

ĤǓतबÛध (8.27स) ɮवारा– 
2 2 1

0
k a k a ik aCe De E e        ...(8.28 स )  

समीकरण (8.26) का अवकलन करने पर 
1111

1 0
ik xik E e

x





 

समीकरण (8.27द) के ĤǓतबÛध को 11  और 111  के अवकलनɉ मɅ ĤयÈुत करने 
पर– 

2 2 1
2 2 1 0

k a k a ik ak Ce k De ik E e    

या 2 2 11
0

2

k a k a ik aikCe De E e
k

   
    

...(8.28 द )   

समीकरण (8.28अ) और (8.28ब) को हल करने पर– 

2 2

1 1

1 1 1
2

k kA C D
ik ik

            
         

...(8.29 अ )  

2 2

1 1

1 1 1
2

k kB C D
ik ik

            
     

    ...(8.29 ब )  

इसी Ĥकार समीकरण (8.28स) और (8.28द) को हल करने पर–  
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1
0 2 1

2

1 ( ) 1
2

ikC E e k ik a
k

 
   

 
     ...(8.29 स )  

1
0 1 2

2

1 ( ) 1
2

ikD E e ik k a
k

 
   

 
     ...(8.29 द )  

समीकरण (8.29स) और (8.29द) ɮवारा ĤाÜत C  और D  के मान समीकरण 
(8.29अ) और (8.29ब) मɅ èथाͪपत करने पर– 

    1
2 2

2 20
1 2 2 1

1 24

ik a
k a k aE eA k ik e k ik e

ik k
   

  
...(8.30 अ )  

  1
2 2

22 20
1 1

1 2

( )
4

ik a
k a k aE eB k k e e

ik k
  

   
...(8.30 ब )  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. आयताकार ͪवभव Ĥाचीर कȧ पǐरभाषा दȣिजये। 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
6. सु रंग Ĥभाव का Èया अथ[ है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 

 

8.4 परावत[न एवं पारगमन गुणांकɉ कȧ गणना (Calculation of 
Reflection and Transmission Cofficients) 
अब, समीकरण (8.30अ) ɮवारा पारगमन गणुांक (transmission coefficient) 

Ǔनàनानसुार Ǒदया जा सकता है (Èयɉͩक Ĥथम व ततृीय ¢ेğ मɅ संचरण वेग समान है)– 

0 0E ET
AA



  

जहॉ ं
1

2 2

0 2
2 2 2 2

12 1 2 2 1 1 2( 2 ) ( 2 )

ik a
1

k a k a

E 4ik k e
A k k ik k e k k ik k e




     

 

1

2 2 2 2

2
2 2

2 1 2( )( ) ( )

ik a
1

k a k a k a k a
1

4ik k e
k k e e 2ik k e e



 
   

 

1

2 2 2 2

2

2 2
1 2( )

ik a
1

k a k a k a k a

1 2

2ik k e
e e e ek k 2ik k

2 2



 


   
   

  

 

0 2
2 2

2( ) ( ) ( )

1ik a
1

1 2 2 1 2

E 2ik k e
A k k sinh k a 2ik k cosh k a




     

...(8.31)  
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इसी Ĥकार 0E A  का सिàमĮ संयÊुमी (complex conjugate) Ǔनàन होगा– 

0 2
2 2

1 2 2( ) ( ) - ( )

1ik a
1

1 2 2

E 2ik k e
A k k sinh k a 2ik k cosh k a








    
...(8.32)  

अत: पारगमन गणुांक (transmission coefficient) T  का मान होगा– 

 
2 2

0 0 1 2
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2

4.
( ) ( ) + 4 ( )

E E k kT
A A k k sinh k a k k cosh k a



 


 

 
2 2 2

1 22
22 2

1 2

1
( )1 1 ( )

4
k k sinh k a

k k


   
 

 

 2 2 2 2 2
2 1 2 2( ) 4 ( )2

1

1
1 k k k k sinh k a


 

 

1k  और 2k  के मान रखने पर, 

 
2

2 00

0

1
2 ( )

1 .

T
m V EV sinh a

4E V E


 

       

...(8.33) 

समीकरण (8.33) से यह Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक ͪवभव Ĥाचीर मɅ पारगमन कȧ 
ĤाǓयकता पǐरͧमत (अशूÛय) है, यɮयͪप वेधन ĤाǓयकता Ĥाचीर मोटाई a के साथ घटती जाती 
है। Èयɉͩक अǓतपरवलǓयक Ïया (hyperbolic sine) उसके कोणाकं (argument) के साथ 
शीēता से बढ़ता है अथा[त ्जब 0E V  हो तब भी ¢ेğ x a मɅ कणɉ के पहु ँचने कȧ कुछ न 
कुछ ĤाǓयकता बनी रहती है। जब ͩक ͬचरसàमत यािÛğकȧ के अनसुार इस िèथǓत ( x a , 
¢ेğ) मɅ कण पहु ँच हȣ नहȣ ंसकता है। ÈवाÖटम यांǒğकȧ कȧ इस पǐरघटना को सुरंगन Ĥभाव 
कहत ेहɇ। 

Ĥाचीर से परावत[न गणुांक R (coefficient of reflection) £ात करने के ͧलए 
समीकरण (8.30अ) और (8.30ब) को ĤयÈुत कर सकत ेहɇ। अत: 

 
*

*

BBR
AA

  

 
  

    
2

2 2

2 2 2 2

k a k a2 2
1

k a k a k a k a2 2
1 2 1 2

k k e eB
A k k e e 2ik k e e



 

 


   
 

  
   

     

2 2
1 2 2

2 2
1 2 2 1 2 2

2 k k sinh k a

2 k k sinh k a 4ik k cosh k a




 
  

     
2 2

1 2
2 2

1 2 1 2 2

k k
k k 2ik k coth k a




 
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और 
 

   
*

2
*

2 2
1

2 2
1 2 1 2 2

k kB
A k k 2ik k coth k a




 
 

 
 

   

2
*

2
2* 2 2 2

.
2 2

1

2 2
1 2 1 2 2

k kB BR
A A k k 4ik k coth k a


 

 
 

...(8.34)  

Ĥाचीर वेधन का गणु ġåय के तरंगीय ĤकृǓत के कारण हȣ Ĥदͧश[त होता है और इसमɅ 
(Ĥाचीर मɅ) आयाम चरघाताकंȧय Ûयनू होता है। ͪवभव Ĥाचीर वेधन का यह गणु िजसमɅ कण 
Ĥाचीर मɅ वेधन करके पारगͧमत होते हɇ, सुरंग Ĥभाव (tunnel effect) कहलाता है। ͬचğ 8.9 
मɅ संगत तरंग फलन दशा[ये गये हɇ। 

 
ͬचğ 8.9 

8.5  ¢य कȧ गुणा×मक ͪववेचना (Qualitative discussion of 
 Decay) 
नाͧभक से   कण उ×सिज[त होने कȧ घटना मɅ यह माना जा सकता है ͩक   कण, 

नाͧभक से उ×सिज[त होने से कुछ ¢ण पहले नाͧभक के अÛदर अिèत×व मɅ होता है। नाͧभक के 
अÛदर   कण पर Ĥबल नाͧभकȧय आकष[ण बल लगता है, अत: इन नाͧभकȧय बलɉ के कारण 
िèथǓतज ऊजा[ वगा[कार ͪवभव कूप कȧ भाँǓत मानी जाती है िजसकȧ गहराई 0V  है। Úयान रहे 
ͩक नाͧभक के बाहर नाͧभकȧय बल नगÖय है और   कण तथा बचे नाͧभक के मÚय कूलाàब 
ĤǓतकष[ण बल लगता है। उस िèथǓतज ऊजा[ वĐ को ͬचğ 8.10 मɅ दशा[या गया है।  कण कȧ 
कुल ऊजा[ E  है। यह ͬचğ एक Ĥकार से ͪवभव Ĥाचीर है। 

सुरंगन Ĥभाव मɅ पारगमन गणुांक (समी. 8.33 से) 

 
0

0

2
22 k a

1T
V e1

4E V E 2


 

    

  जब है  

या 
 0

0

2 k a2

2

16E V E
T e

V



     

...(8.35)  

 2
2mka V E 


 a  

ͬचğ 8.10 मɅ Èयɉͩक ͪवभव Ĥाचीर (रोͬधका) आयताकार नहȣ ंहोकर सतत Ǿप से कम 
हो रहȣ है, अत: इसके ͧलये पारगमन कȧ ĤाǓयकता 
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T  2kae
 

लȣ जाती है, जहा ँ

2
2mka 


cR

R

V E dr  

है। ͪवभव Ĥाचीर कȧ अͬधक चौडाई होने के कारण T  का मान अãप होता है। 
T  के मान का Ǔनधा[रण ऐÈसपोनेÛटȣ फलन से होता है। यह मान ͪवभव वĐ के 

वाèतͪवक आकार पर Ǔनभ[र करता है। इस कारण  ¢य मɅ औसत आयकुाल कȧ परास 
अ×यͬधक ĤाÜत होती है। 2[ ,7 2r 3 10 s Po  के ͧलये, तथा .5 ,9 238r 4 10 years U  के 
ͧलये। ] इसे समझने के ͧलये नाͧभक के पçृठ को एक ͪवभव दȣवार कȧ भांǓत मान लɅ तब   
कण नाͧभक कȧ ͪवभव दȣवार से बारàबार टÈकर करता रहता है। नाͧभकȧय ͪवभव दȣवार से 
एक टÈकर मɅ  कण के बाहर Ǔनकलने कȧ ĤाǓयकता, पारगमन गणुांक T  के बराबर होती 
है। इस Ĥकार नाͧभक से बाहर Ǔनकलने के ͧलये।  कण को 1 T  कȧ कोǑट कȧ टÈकरɅ 
करनी होगी। Po 204  के ͧलये  कण कȧ ऊजा[ E 5.4MeV के संगत वेग 

7v 1.6 10  मी / से ĤाÜत होता है। अत: R 6.5 fm के ͧलये नाͧभक को पार कर Đमागत 
टÈकर करने मɅ लगा समय 22t 8 10   सेकÖड ĤाÜत होता है। इनके अनसुार लगभग 

2110  टÈकरɅ ĤǓत सेकÖड होनी चाǑहये। अत:  ¢य कȧ ĤाǓयकता का मान 21P 10 T
(ĤǓत सेकÖड) ĤाÜत होता है। इसके अनसुार T  का मान अãप होने पर भी P  का मान 
अͬधक ĤाÜत हो सकता है। 

 
ͬचğ 8.10 

ͬचğ 8.10 के अनसुार  कण कȧ ऊजा[ यǑद अͬधक होगी तब उसके ͧलये ͪवभव 
रोͬधका कȧ चौड़ाई कम होगी और पारगमन कȧ ĤाǓयकता बढ़ जायेगी (अथा[त ्औसत आय ुकाल 
का मान कम आयेगा ) । Ĥायोͬगक तØय  ¢य के इन गणुɉ कȧ पिुçट करत ेहɇ। इस Ĥकार 
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 ¢य को सुरंग Ĥभाव (tunnel effect) के ɮवारा समझा जा सकता है। ( ¢य कȧ सुरंग 
Ĥभाव का उपयोग कर पणू[ åयाÉया सव[Ĥथम जाज[ गेमो (G. Gamow) ने कȧ थी।) 

8.6 सारांश (Summary) 
 ͩकसी कण के ͧलए; उसकȧ िèथǓत के फलन के Ǿप मɅ; ͪवभव ऊजा[ के मान मɅ तुलना×मक 

वृͪ ƨ को ͪवभव सीढ़ȣ कहा जाता है। åयावहाǐरक Ǿप मɅ कण कȧ ͩकसी ͪवशेष िèथǓत पर 
ͪवभव ऊजा[ के मान मɅ तुलना×मक वृͪ ƨ यकायक नहȣ ंहोती है। 

 गͨणतीय Ǿप मɅ एकͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ 
 ( )xV 0  जबͩक x 0  
 ( )xV  0V  जबͩक x 0  

 एक ͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ के ͧलए 
(i) जबͩक 0E V  

परावत[न गणुांक 2( )
( )

2

1

1 2

k kR
k k





 

पारगमन गणुांक 
( )

1 2
2

1 2

4k kT
k k




 

(ii) जबͩक 0E V  

परावत[न गणुांक R 1 , 
पारगमन गणुांक T 0  

 एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर 
( )xV 0  जबͩक x 0  और x a  है। 

( )xV  0V जबͩक 0 < x < a  है। 
 एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर पर कण कȧ ऊजा[ E  का मान Ĥाचीर ऊँचाई 0V  से 

कम होने पर पारगमन ĤाǓयकता T का मान ͪवभव Ĥाचीर कȧ चौड़ाई के साथ चार घांताकȧ 
Ǿप मɅ घटता जाता है। 

 भारȣ नाͧभकɉ कȧ  ¢य कȧ घटना ͪवभव Ĥाचीर से सुरंग–Ĥभाव के आधार पर समझी 
जाती है। 

8.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
परावत[न गणुांक Reflection coefficient 
पारगमन गणुांक Transmission coefficient 
ͪवभव Ĥाचीर Potential barrier 
ͪवभव सीढ़ȣ Potential step 
सुरंग–Ĥभाव Tunnel effect 
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8.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self Assessment 
Questions) 

1. ͩकसी कण के ͧलए उसकȧ ͪवभव ऊजा[ के मान मɅ तुलना×मक वृͪ ƨ होना ͪवभव सीढ़ȣ 
कहलाता है। 

2. एक ͪवमीय समकोͨणक ͪवभव सीढ़ȣ कȧ पǐरभाषा 
( )xV 0  जबͩक x 0  

( )x 0V V  जबͩक x 0  

3. कण कȧ ऊजा[ 0E V  पर परावत[न एव ंपारगमन गणुाकंɉ का योग एक होता है। 
4. कण कȧ ऊजा[ 0E V  पर परावत[न गणुांक एक होता है। 
5. आयताकार ͪवभव Ĥाचीर के ͧलए 

( )xV 0  जबͩक x 0  तथा x a  

( )x 0V V  जबͩक 0 < x < a  

6. ÈवाÛटम यांǒğकȧ के अनसुार 0E V  वाले कण के ͧलए 0V  ऊँचाई को रोͬधका कȧ 
पारगमन ĤाǓयकता का पǐरͧमत मान पाया जाना सुरंग Ĥभाव कहलाता है। 

8.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
लघतुरा×मक Ĥæन (Short answer type questions) 
1. ͪवभव सीढ़ȣ कȧ पǐरभाषा दȣिजये। 
2. एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर कȧ गͨणतीय पǐरभाषा दȣिजए। 
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3. एक ͪवमीय आयताकार ͪवभव Ĥाचीर के ͧलए सीमा ĤǓतबÛध ͧलͨखये। 
4. सुरंग Ĥभाव Èया है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
5. एक ͪवमीय ͪवभव सीढ़ȣ पर 0E V  वाले कण के ÈवाÖटम यांǒğकȧय åयवहार को 

समझाइए। इसके परावत[न गणुांक का मान £ात कȧिजये। 
6. ͪवभव Ĥाचीर पर ऊजा[ मान 0E V  वाले कण के ͧलए भेदन ĤाǓयकता का åयजंक ĤाÜत 

कȧिजए। पǐरणाम कȧ ͪववेचना कȧिजये। 
7. सुरंग Ĥभाव का Èया अथ[ है? नाͧभक से होने वालȣ  ¢य को गणुा×मक Ǿप से 

समझाइए। 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. एक ͪवभव सीढ़ȣ कȧ ऊँचाई 0.03 eV है िजस पर 0.025 eV ऊजा[ का इलेÈĚॉन पÛुज 

आपǓतत कराया गया है। इसका पǐरवत[न व पारगमन गणुांक £ात कȧिजये। 
(संकेत: यहा ँ E  0.025eV, 0V  0.03eV तथा 0E V )  

(उ×तर: परावत[न गणुांक R 1,  पारगमन गणुांक T 0 )  
9. उपरोÈत Ĥæन मɅ आपǓतत इलेÈĚॉन का रेखीय संवेग £ात कȧिजए। 

(संकेत: रेखीय संवेग 31 19p 2mE 2 9.1 10 0.025 1.6 10        ͩकĒा.मी. / से.) 
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इकाई–9 

वग[ ͪवभव कूप 
(Square Well Potential) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
9.0 उƧेæय 
9.1 Ĥèतावना 
9.2 वग[ ͪवभव कूप समèया 
9.3 परावत[न और पारगमन गणुांकɉ कȧ गणना 
9.4 अननुादȣ Ĥकȧण[न 
9.5 साराशं 
9.6 शÞदावलȣ 
9.7 संदभ[ ĒÛथ 
9.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
9.9 अßयासाथ[ Ĥæन 

9.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 आकषȸ वग[ ͪवभव के बारे मɅ समझ सकɅ गे; 
 वग[ ͪवभव कूप समèया कȧ ͪवͧभÛन अवèथाओं को जान सकɅ गे; 
 ͪवभव कूप मɅ परावत[न व पारगमन संकãपना को जान जायɅगे; 
 अननुादȣ Ĥकȧण[न कȧ संकãपना को समझ सकɅ गे; 
 अननुादȣ Ĥकȧण[न के Ĥायोͬगक एव ंåयावहाǐरक प¢ को जान सकɅ गे। 

9.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई 8 मɅ आप ͪवभव सीढ़ȣ व ͪवभव रोͬधका और इनकȧ ĤǓतकषȸ ĤकृǓत के बारे मɅ 

समझ चुके हɇ। ͪवभव सीढ़ȣ और ͪवभव रोͬधका कȧ संकãपना के अनसुार ͩकसी सुपǐरभाͪषत 
पǐरͧमत ¢ेğ–सीमा मɅ ͪवभव ऊजा[ मɅ तुलना×मक Ǿप से धना×मक पǐरवत[न (वृͪ ƨ) होती है 
िजसके कारण कण पर ĤǓतकषȸ बल लगने लगता है। इसके ͪवपरȣत यǑद सुपǐरभाͪषत पǐरͧमत 
¢ेğ–सीमा मɅ ͪवभव ऊजा[ मɅ तुलना×मक Ǿप मɅ ऋणा×मक पǐरवत[न (कमी) होती है तो उस ¢ेğ 
मɅ अभीçट कण आकष[ण बल अनभुव करने लगता है फलत: ऐसे ¢ेğ मɅ कण कȧ गǓतज ऊजा[ 
का मान; कुल ऊजा[ से भी अͬधक हो जाता है। ऐसे ͪवशेष ¢ेğ को आकषȸ ͪवभव कूप 
(attractive potential well) कहत ेहɇ। 
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इस इकाई के अनÍुछेद 9.2 मɅ वग[ ͪवभव कूप के बारे मɅ अÚययन करɅगे और 
अनÍुछेद 9.3 मɅ परावत[न व पारगमन गणुांकɉ कȧ गणना करɅगे। और अÛत मɅ अनÍुछेद 9.4 
मɅ अननुादȣ Ĥकȧण[न के बारे मɅ पढ़Ʌगे। 

9.2 वग[ ͪवभव कूप समèया (The Square Well Potential 
Problem) 
एक एकͪवमीय वग[ ͪवभव कूप (ͬचğ 9.।) को Ǔनàनानसुार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है– 

 xV 0,  जब x 0  Ĥथम ¢ेğ 

  ,0xV V   जब 0 < x < a  ɮͪवतीय ¢ेğ 

 xV 0,  जब x 0  ततृीय ¢ेğ 

यहा ँ 0V  ͪवभव कूप कȧ गहराई तथा a ͪवभव कूप कȧ चौड़ाई का माप है। 

 
ͬचğ 9.1 

जब m ġåयमान और E ऊजा[ वाला कोई कण ͪवभव कूप के Ĥथम ¢ेğ से गǓत करता 
हुआ वग[ ͪवभव कूप के ¢ेğ (0 < x < a ) से गजुरता है तो इस ¢ेğ मɅ कण कȧ गǓतज ऊजा[ 
का मान  0 0( ) ( );E V E V     उसकȧ कुल ऊजा[ E से अͬधक हो जाता है; इस कारण इस 
¢ेğ को आकषȸ ͪवभव कूप (attractive potential well) कहत ेहɇ। इस ͪवभव कूप मɅ बायीं 
ओर से आने वाला कण सीमा x 0 तथा x= aपर ͪवभव के असातं×य से Ĥभाͪवत होता है। 

इस आकषȸ एकͪवमीय ͪवभव कूप ¢ेğ मɅ कण के åयवहार का अÚययन करने के ͧलए 
एकͪवमीय काल–अनाͬĮत ĮोͫडÛजर समीकरण 

( )

2 2

x2

d V E
2m dx

 
 

  
 



    
… (9.1) 

का उपयोग ͩकया जाता है। इस Ĥकार एक ͪवमीय वग[ ͪवभव कूप के Ĥथम, ɮͪवतीय तथा 
ततृीय ¢ेğ मɅ m ġåयमान तथा E 0 ऊजा[ वाले कण के ĮोͫडÛजर समीकरण हɉगे– 

( )2
1

12 2

d 2m E 0 0
dx





 


 Ĥथम ¢ेğ  ( ); xx 0 V 0   मɅ  ....(9.2) 

( )2
011

112 2

2m E Vd 0
dx





 


 ɮͪवतीय ¢ेğ  ( ); x 00 x a V V     मɅ ... (9.3) 
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( )2
111

1112 2

d 2m E 0 0
dx





 


 ततृीय ¢ेğ  ( ); xx a V 0  मɅ  ... (9.4) 

उपरोÈत समीकरणɉ मɅ 1 2
2mEk 


 तथा ( )0
2 2

2m E Vk 



 रख कर हल करने 

पर, इनके åयापक हल Ǔनàन ĤाÜत होत ेहɇ– 

( ) ;1 1ik x ik x
1 x Ae Be    ( 0x   वाले ¢ेğ मɅ )    .... (9.5) 

( ) ;2 2ik x ik x
11 x Ce De    (0 x a   ¢ेğ मɅ )    .... (9.6) 

( ) 0 0 ;1 1ik x ik x
111 x E e F e    (x a  ¢ेğ मɅ )    .... (9.7) 

इन åयापक हल के समीकरणɉ मɅ Ĥथम पद दाǑहनी ओर संचǐरत होने वाले आपǓतत 
तरंग फलन को तथा ɮͪवतीय पद ͪवभव सांत×य से परावǓत[त तरंग फलन को Ĥदͧश[त करता 
है। चूँͩक ततृीय ¢ेğ ( )x a  मɅ कोई ͪवभव पǐरवत[न नहȣ ंहै, अत: परावत[क बल शूÛय होने 
के कारण परावǓत[त तरंग फलन 0

1ik xF e  औͬच×यहȣन हो जाता है। फलत: समीकरण (9.7) का 
èवǾप Ǔनàनानसुार होगा– 

( ) 0
1ik x

111 x E e        ... (9.8) 

इस Ĥकार एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप मɅ 
A  आकषȸ ͪवभव कूप कȧ सीमा 0x   पर आपǓतत तरंग फलन का आयाम गणुांक; 
B  आकषȸ ͪवभव कूप कȧ सीमा 0x   से परावǓत[त तरंग फलन का आयाम गणुांक; 

0E  आकषȸ ͪवभव कूप कȧ सीमा x a  से पारगͧमत तरंग फलन का आयाम गणुांक 
है िजनके मान Ǔनधा[ǐरत ͩकये जा सकत ेहɇ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. वग[ ͪवभव कूप मɅ कण कȧ गǓतज ऊजा[ का मान ऋणा×मक नहȣं होता है। 
 Èयɉ?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
2. आकषȸ ͪवभव कूप का Èया अथ[ है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 

9.3 परावत[न और पारगमन गुणांकɉ कȧ गणना (Calculation of 
Reflection Coefficient and Transmission Coefficient) 

एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप ( ( ) 0xV   for 0;x  ( )x 0V V   for0 x a   तथा 

( ) 0xV   for 0x  ) मɅ 0E   ऊजा[ वाले कण के तीनɉ ¢ेğɉ मɅ ĮोͫडÛजर समीकरण एवं 
संगत तरंग फलन Ǔनàन हɇ– 
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2
1

12 2

d 2mE 0;
dx


 


 जहाँ ( )
1 1ik x ik x

1 x Ae Be     .... (9.9) 

 0
2

11
112 2

2m E Vd 0;
dx





 


 जहाँ ( )
2 2ik x ik x

11 x Ce De    …. (9.10) 

तथा 
2

111
1112 2

d 2mE 0;
dx


 


 जहाँ ( ) 0
1ik x

111 x E e     …. (9.11) 

जहा ँ 1 2

2mEk 


,  0
2 2

2m E V
k





 

इस एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप के ͧलए सीमा ĤǓतबÛध  

0x   पर 1 11   तथा 1 11d d
dx dx
 

  

समीकरण (9.9) तथा 9.10) मɅ लगाने पर 
A B C D    तथा    1 2k A B k C D     …. (9.12) 

इÛहɅ हल करने पर 

1 12 2

1 1

k kC DA
k 2 k 2

   
      
   

    .... (9.13) 

तथा 1 12 2

1 1

k kC DB
k 2 k 2

   
      
   

    .… (9.14) 

पनु: x a  पर सीमा ĤǓतबÛध 

11 111   तथा 11 111d d
dx dx
 

  

का उपयोग करने पर 
ik a2

2 1ik a ik a
0Ce De E e



      .… (9.15) 

तथा   22 1ik a ik a ik a
2 0 1k Ce De E k e 

   
.... (9.16)  

इÛहɅ हल करने पर 

12 1ik a ik a0 1

2

E kCe e
2 k

 
  

 
  

अतः  ( ) 11 2i k k a0 1

2

E kC e
2 k

  
  

 
    ..... (9.17) 

तथा  ( )1 1 2i k k a0 1

2

E kD e
2 k

 
  

      
... (9.18) 

गणुांक C तथा D के इन मानɉ को समी. (9.13) मɅ ĤǓतèथाͪपत कर हल करने पर 

( ) ( )1 1 1 11 2 1 2i k k a i k k a0 02 1 2 1

1 2 1 2

E Ek k k kA e e
k 4 k k 4 k

        
            
       
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या  1 1 1 1
1

2 2

ik a
ik a ik a0 2 1 2 1

1 2 1 2

E e k k k kA e e
4 k k k k

      
           

      
 

     
1

2 2

ik a
ik a ik a2 2 2 20

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

E e k k 2k k e k k 2k k e
4k k

        

     
1

2 2 2 2

ik a
ik a ik a ik a ik a2 20

1 2 1 2
1 2

E e 2k k e e k k e e
4k k

       

  
1ik a

2 20
1 2 2 1 2 2

1 2

E e 4k k cosk a - 2i k k sink a
4k k

   

या   
2ik a

0 1 2
2 2

1 2 2 1 2 2

E 4k k e
A 4k k cosk a - 2i k k sink a




   

....(9.19)  

इस Ĥकार एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप के ͧलए पारगमन गणुांक 

2

2
?????
?????

12
0 0

1

k
E mET

kAA
m

  
   
  
 

 

 

*2
0 0 0E E E

A A A
      
       

.... (9.20) 

   
1 1ik a ik a

1 2 1 2
2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2

2k k e 2k k e
2k k cosk a - i k k sink a 2k k cosk a+i k k sink a

   
    
       

 

 
2 2

22 2 2 2

1 2

2 2
1 2 2 1 2 2

4k k

4k k cos k a+ k k sin k a



 

 
 2

2
2 2

2 2
1 2

2
1 2

1

k k
1 sin k a

4k k






 

या पारगमन गणुांक 

 2

2
2 21

1
2 2

1 2
2

1 2

k k
T sin k a

4k k


 
  
 
     

….. (9.20) 

èपçट है ͩक पारगमन गणुाकं का मान एक से कम है िजसका अथ[ है यहा ँअंशत: 
परावत[न ͩĐया भी होगी। यह पǐरणाम ġåय कȧ तरंग ĤकृǓत के कारण ĤाÜत होता है। समी. 
(9.20) मɅ 2

1k  तथा 2
2k  के मान èथाͪपत करने पर पारगमन गणुांक 

 
2 2

0

0

1
1

2V sin k aT
4E E V


 

        
…. (9.21) 

इसी Ĥकार एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप मɅ परावत[न गणुांक, 
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2B BR
A A

  
     

….(9.22) 

समीकरण (9.17), (9.18) के मान समी. (9.13) तथा (9.14) मɅ मान ĤǓतèथाͪपत 
कर हल करने पर 

1 2
2

2 1

1 2
2 2

2 1

k k 2isink a
k kB

A k k 2isink a 4cosk a
k k

 
  

           
 

 

1 2
2

2 1

1 2
2 2

2 1

k ki sink a
k k

k ki sink a 2cosk a
k k

 
  
 

 
   
 

 

परावत[न गणुांक, B BR
A A


     
  

 

या 

1 2 1 2
2 2

2 1 2 1

1 2 1 2
2 2 2 2

2 1 2 1

k k k ki sink a i sink a
k k k k

R
k k k ki sink a 2cosk a i sink a 2cosk a
k k k k

   
     
    

   
       
   

 

2
21 2

2
2 1

2
2 21 2

2 2
2 1

k k sin k a
k k

k k sin k a 4cos k a
k k

 
 

 
 

  
 

 

 
 

22 2 2
1 2 2
22 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2 2

k k sin k a

k k sin k a 4k k cos k a




 
 

 
 

 
2 22 2

2

22 2 2
1 2 2

22 2 2 21 21 2 1 2 2 22 2
1 2

k k sin k a 1
4k k4k k k k sin k a 1 sin k a

k k


 

  


 

यहा ँ 2
1k  तथा 2

2k  के मान रखने पर 

परावत[न गणुांक   1
0

2 2
0 2

4E V E
R 1

V sin k a


 

  
      

….(9.23) 

इस Ĥकार एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप के ͧलए (समी. 9.21 तथा 9.23 से) 
R T 1         …. (9.24) 
जो ĤाǓयकता सरं¢ण को Ĥदͧश[त करता है। 
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9.4 अनुनादȣ Ĥकȧण[न (Resonant Scattering) 
एकͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप के पारगमन गणुांक (समी. 9.21) तथा परावत[न गणुाकं 

(समी. 9.23) के åयजंक मɅ 

 12k a 2n 2
 

     
.… (9.25)  

होने पर 2sink a 1   होगा तब परावत[न गणुांक अͬधकतम तथा पारगमन गणुाकं Ûयनूतम 
होगा। अथा[त ् 

  1
0

max 2
0

4E E V
R 1

V


 

  
 

 

तथा  
 

12
0

min
0

VT 1
4E E V


 

        
…. (9.26) 

इसी Ĥकार जब 2k a n  है तब sin 02k a  ; इस िèथǓत मɅ परावत[न गुणांक 
Ûयनूतम (शूÛय) और पारगमन गणुांक अͬधकतम (एक) ĤाÜत हो जाता है। 

पनु: समी. (9.25) (िजसके संगत maxR  तथा minT  ĤाÜत होता है) से 

 12k a 2n 2
   

या  
   1

2
20 2

2

2m E V
a 2n

4


 


  

या     1
2 2

2
0 2E V 2n

8ma


  
  

या  
 1 2 2 2

n 02

2n
E V

8ma


 


    
…. (9.27) 

यह ऊजा[ का वह मान होगा िजसके संगत ͪवभवकूप मɅ पारगमन ͩĐया Ûयनूतम होगी। 
इसी Ĥकार समी (9.26) से (िजसके संगत परावत[न शूÛय होता है) 

2k a n  
 0 2 2 2

2

2m E V
a n 





 

या  
2 2 2

n 02

nE V
2ma


 


     
…. (9.28)  

एक मह×वपणू[ ͪवभव कूप के ͧलए पारगमन गणुांक T  और 
0

E
V  मान को ͬचğ 9.2 

मɅ Ǒदखाया गया है। इस ͬचğ से यह पाया जाता है ͩक पारगमन गणुांक T  का मान 
0

E
V  के 

कुछ ͪवͧशçट मानɉ के ͧलए सवा[ͬधक  T 1  तथा अÛय मानɉ के ͧलए T  का मान बहु त कम 

रह जाता है। मान 2k a n  पर पारगमन गणुांक T 1  होने कȧ िèथǓत को अननुाद कȧ 
िèथǓत कहत ेहɇ। वèतुत: यह अननुादȣ िèथǓत तभी ĤाÜत होती है जबͩक 0x   तथा x a  से 
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परावǓत[त तरंगɅ परèपर ͪवनाशी åयǓतकरण Ĥदͧश[त करती हɇ और इस िèथǓत मɅ सàपणू[ तरंग 
पारगͧमत हो जाती है। इसे अननुादȣ Ĥकȧण[न भी कहत ेहɇ। 

 
ͬचğ 9.2 

अननुादȣ Ĥकȧण[न कȧ Ĥयोͬगक घटना का सव[Ĥथम रामसौर–टाउनसेÖड नामक व£ैाǓनकɉ 
ने Ĥेͯ¢त ͩकया था। रामसौर टाउनसेÖड ने इस अननुादȣ पारगमन ǓनिçĐय गसैɉ (जैसे Ǔनयोन 
और आग[न) के परमाणुओं से अãप ऊजा[ के इलेÈĚॉनɉ के Ĥकȧण[न के Ǿप मɅ Ĥेͯ¢त ͩकया। इन 
गसैɉ के परमाणुओं मɅ िèथǓतज ऊजा[ 1010   मीटर चौड़ाई के वग[ ͪवभव के समान होती है। 
वèतुत: इस वग[ ͪवभव कूप मɅ आपǓतत इलेÈĚॉनɉ कȧ ऊजा[ E  तथा ͪवभव कूप कȧ गहराई 

0V  इतने पǐरमाण कȧ होती है ͩक ͪवभव कूप से इलेÈĚॉनɉ का अननुादȣ Ĥकȧण[न Ĥेͯ¢त होने 
लगता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
3. एक कण ( ) एक आकषȸ ͪवभव कूप कȧ ओर आपǓतत होता है तो कण 
 तरंग के संचरण Ǔनयतांक पर Èया Ĥभाव पड़ेगा? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

 

9.5 सारांश (Summary) 
 वग[ ͪवभव कूप के अÛतग[त सुपǐरभाͪषत पǐरͧमत सीमा¢ेğ मɅ ͪवभव ऊजा[ का मान 

तुलना×मक Ǿप से कम हो जाता है। 
 वग[ ͪवभव कूप मɅ कण कȧ गǓतज ऊजा[, कण कȧ कुल ऊजा[ से अͬधक हो जाती है । इसे 

आकषȸ ͪवभव कूप कहत ेहɇ। 
 वग[ ͪवभव कूप कȧ आकषȸ सीमा मɅ कण–तरंग का संचरण Ǔनयतांक तुलना×मक Ǿप से बढ़ 

जाता है और तरंगदैÚय[ घट जाता है। 
 आकषȸ ͪवभव कूप मɅ परावत[न गणुांक और पारगमन गणुाकं का योग एक होता है। 
 अननुादȣ Ĥकȧण[न कȧ िèथǓत मɅ पारगमन गणुांक अͬधकतम (एक) होता है। 
 रामसौर टाउनसेÖड Ĥभाव मɅ अननुादȣ Ĥकȧण[न होता है। 

E 0
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9.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
अननुादȣ Ĥकȧण[न Resonant scattering 
आकषȸ ͪवभव कूप Attractive potential well 
परावत[क बल Reflecting force 
ͪवभव कूप Potential well 

9.7 संदभ[ Ēंथ (Reference Books) 
एस. एस. रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÖटम 
भौǓतकȧ एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस,  
जयपरु 

के. के. सरकार एव ं
आर. एन. शमा[ 

ततृीय वष[ भौǓतक ͪव£ान साǑह×य भवन, 
आगरा 

H. Clark A First Course in 
Quantum Mechanics 

ELBS & VNR (UK)  
Co. Ltd. 

P.M Mathews and 
K. Venkatesan 

A text book of 
Quantum Mechanics 

TMH Pub. Co., 
New Delhi 

Satyprakash Advanced Quantum 
Mechanics 

Kedar Nath Ram 
Nath, Meerut 

S.L. Kakani 
C.Hemrajani and 
T.C Bansal  

Elementary Quantum 
Mechanics and 
Spectroscopy 

College Book 
Centre Jaipur 
 

9.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self Assessment 
Question) 

1. वग[ ͪवभव मɅ कण कȧ ͪवभव ऊजा[ 0V  ऋणा×मक होती है इसͧलये अभीçट कण कȧ गǓतज 
ऊजा[–कुल ऊजा[ E – ͪवभव ऊजा[ ( )0 0E V E V      सदैव धना×मक होती है। 

2. ͪवभव कूप के सीमा ¢ेğ मɅ गǓतज ऊजा[ धना×मक होने के कारण आकषȸ बल अनभुव 
करता  है। 

3. आकषȸ ͪवभव कूप मɅ गǓतज ऊजा[; कण कȧ कुल ऊजा[ से भी अͬधक हो जाती है अत: उस 
¢ेğ मɅ संचरण Ǔनयतांक बढ़ जाता है। 

9.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise) 
लघतुरा×मक Ĥæन (Short answer type questions) 
1. आकषȸ ͪवभव कूप का Èया अथ[ है? 
2. अननुादȣ Ĥकȧण[न से Èया आशय है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
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3. एक ͪवमीय आकषȸ ͪवभव कूप के ͧलए ĮोͫडÛजर समीकरण ͧलͨखये। इसके सीमा ĤǓतबÛधɉ 
का उãलेख कȧिजए। 

4. आकषȸ ͪवभव कूप मɅ परावत[न और पारगमन गणुांकɉ के åयजंक ĤाÜत कȧिजए। अननुादȣ 
Ĥकȧण[न को समझाइए। 

5. रामसोर–टाउनसेÖड Ĥभाव Èया है? संͯ¢Üत मɅ समझाइए। 
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इकाई 10 
बƨ अवèथा कȧ समèयाएं 
(Bound State Problem) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
10.0 उƧेæय 
10.1 Ĥèतावना 
10.2 एक ͪवमीय अनÛत गहराई का ͪवभव कूप – आइगेन ऊजा[ मान एव ंआइगेन 

फलन 
10.3 एक ͪवमीय पǐरͧमत गहराई का ͪवभव कूप – आइगेन ऊजा[ मान एव ंआइगेन 

फलन 
10.4 साराशं 
10.5 शÞदावलȣ 
10.6 संदभ[ ĒÛथ 
10.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
10.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

10.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 बƨ अवèथा कȧ समèयाओं से अवगत हɉगे; 
 एक ͪवमीय अनÛत गहराई के ͪवभव कूप एव ंएक ͪवमीय पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के 

बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 उपरोÈत दोनɉ बƨ अवèथाओं के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण हल करना सीख इनसे संबͬधत 

आइगेन ऊजा[ मान एव ंआइगेन फलन £ात करने मɅ समथ[ हो सकɅ गे 

10.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने वग[ ͪवभव कूप समèया के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को हल 

करना सीखा एव ंपरावत[न और पारगमन गणुांकɉ के åयजंक ĤाÜत ͩकये थे। इसके अǓतǐरÈत 
आपने अननुादȣ Ĥकȧण[न से संबͬधत जानकारȣ भी ĤाÜत कȧ। इस इकाई मɅ आप बƨ अवèथा 
कȧ समèयाओं हेत ुĮोͫडजंर समीकरण को हल करना सीखɅगे साथ हȣ इनके संगत ऊजा[ आइगेन 
मानɉ एव ंआइगेन फलन £ात करना भी सीख सकɅ गे। अनÍुछेद 10.2 मɅ एक ͪवमीय अनÛत 
गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये ऊजा[ आइगेन मान एव ंआइगेन फलन £ात ͩकये है। आगामी 
अनÍुछेद 10.3 मɅ इसी तरह कȧ ͪववेचना पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये कȧ गयी है। 
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10.2 एक ͪवमीय अनÛत गहराई का ͪवभव कूप–आइगेन ऊजा[ मान 
एवं आइगेन फलन (One Dimensional Infinite Potential 
Well–Energy Eigen Values and Eigen Functions) 
ͬचğ 10.1 मɅ एक ͪवमीय अनÛत ͪवभव कूप को Ĥदͧश[त ͩकया गया है। गͨणतीय Ǿप 

मɅ इसे Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जाता है  
( )xV 0  जब -a < x < a  

( )xV    जब x a       ….(10.1) 

 
ͬचğ 10.1 एक ͪवमीय अनÛत ͪवभव कूप 

इस ͪवभव कूप कȧ चौडाई L = 2a  है तथा यह मूल ǒबदं ु x 0 के सापे¢ समͧमत है 
अथा[त ्  ( )xV V V x  । ͩकसी ऐसे कण िजसे इस ͪवभव कूप मɅ रहत ेहु ए एक ͪवमीय गǓत 
करने हेत ुĤǓतबंͬ धत ͩकया गया है, के ͧलये x a   पर कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ अनÛत होने 
के कारण कण के ͪवभव कूप से बाहर ͧमलने कȧ ĤाǓयकता शूÛय होती है। इस कारण कण 
पǐरबƨ अवèथा मɅ हɇ। अत: ऐसे कण के ͧलये ऊजा[ आइगेन मान और ऊजा[ आइगेन फलन 
(तरंग फलन) £ात करने के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को केवल ͪवभव कूप के अÛदर 
 a x a    के ͧलये हȣ हल करना वांǓछत है। 

ऊजा[ आइगेन फलन (Energy eigen function) 
¢ेğ -a < x < a  मɅ 0V   होने के कारण यहा ँकाल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण का 

èवǾप Ǔनàनानसुार होगा–  
2

2 2

2 0d mE
dx


 


 

या  
2

2
2 0d k

dx


 
    

...(10.2)   

जहा ँ  2

2mEk 
      

...(10.3)  

समीकरण (10.2) का åयापक हल Ǔनàन होगा– 
( )x A  sin kx B coskx    ...(10.4)  
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यहा ँ A  व B  Ǔनयतांक है िजनका Ǔनधा[रण सीमाÛत ĤǓतबधंɉ (तरंग फलन सव[ğ 
पǐरͧमत, सतत और एक मानी होना चाǑहये) ɮवारा ͩकया जा सकता है। Èयɉͩक ͪवभव कूप से 
बाहर  x a  पर ( ) 0x   है अत: सात×य से ͪवभव कूप कȧ दȣवारɉ पर भी ( ) 0x   

होना चाǑहये, अथा[त ्
( ) 0x   x a      ...(10.5)  

समीकरण (10.5) का उपयोग समीकरण (10.4) मɅ करने पर 
0 A sin ka B cos ka     ... 10.6( )a  

तथा  0 A  sin ka B cos ka     ... 10.6( )b  
उपरोÈत समीकरणɉ से ĤाÜत पǐरणाम Ǔनàन है– 

sinA k a 0       ...(10.7)  
cosB k 0a        ...(10.8)  

उपरोÈत समीकरणɉ मɅ A  व B  दोनɉ को एक साथ शूÛय नहȣ ंमाना जा सकता। 
Èयɉͩक इसका आशय ( ) 0x   होगा (देखे समीकरण (10.4) िजसका भौǓतकȧय अथ[ कण का 
ͪवभव कूप मɅ अनपुिèथǓत से होगा जो ͩक सभंव नहȣ ंहै। ऐसा इस कारण है ͩक हमनɅ पवू[ मɅ 
हȣ माना है ͩक कण ͪवभव कूप मɅ गǓत करने हेत ुउपिèथत है। अत: समीकरणɉ (10.7) एव ं
(10.8) को एक साथ संतुçट करने हेत ुहमारे पास दो ͪवकãप उपलÞध हɇ। 

(अ) 0A   तथा cosk 0a      ....(10.9) 
  (ब) 0B     तथा   sin k 0a      ....(10.10)  

ͪवकãप (अ) के अनसुार cosk 0a   

 
2

nka 
  

या 
2
nk

a



           

...(10.11)   

जहा ँ 1,3,5....n   

अत: इस ͪवकãप कं अÛतग[त Įोͫडजंर समीकरण का हल [समीकरण (10.4) से 
0A   के ͧलए] 

( )x  cosB kx       ...(10.12)  
B  का मान ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबधं से ĤाÜत होगा, िजसके अनसुार 

 * ( ) 1x x dx 




  

 * ( ) 1
a

a

x x dx 


  {Èयɉͩक ( ) 0x   x a }  

या  2B 2cos 1
a

a

kxdx


  



153 
 

या   2 1B a    

अत:   1B
a

   

इस कारण  

 

1 1( ) cos cos
2
nx kx x

aa a
     

     
...(10.13)  

जहाँ 1,3,5.......n   ͪवषम पणूाɍक है। 
ͪवकãप (ब) के अनसुार 

 sin 0ka    
अथा[त ्  ka m       ...(10.14)   
जहाँ 1,2,3......m   

समीकरण (10.11) से समानता के ͧलये उपरोÈत ĤǓतबधं को Ǔनàनानसुार ͧलखा जाता है  

2
nka 

  

या  
2
nk

a



      

...(10.15)  

जहाँ 2 2,4,6......n m   सम पणूाɍक है। समीकरण (10.4) मɅ 0B   रखने पर इस 
ͪवकãप के संगत तरंग फलन Ǔनàनानसुार ĤाÜत होता है– 

( )x A  sin k x      ...(10.16)  

अब ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबधं  * ( ) 1x x dx 




  से  

 sin
a

2 2

a

A k

 x dx 1  

िजससे  1A
a


      

...(10.17)  

इस Ĥकार ͪवकãप (ब) के संगत तरंग फलन [समीकरण (10.15), (10.16), (10.17) कȧ 
सहायता से] Ǔनàनानसुार ĤाÜत होगा– 

1( )
2
nx sin x

aa
    

      
...(10.18)  

जहा ँn  सम पणूाɍक है। 
ऊजा[ आइगेन मान (Energy eigen values) 
अनÛत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये कण के तरंग फलनɉ को £ात करने संबंͬ धत 

उपरोÈत ͪववेचना मɅ हमनɅ पाया है ͩक ͪवभव कूप मɅ तरंग फलन के अशूÛय होने के ͧलये 
आवæयक है ͩक 

2
nk

a


  जहा ँn = 1, 3, 5 … 
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या  
2
nk

a


  जहा ँn = 2, 4, 6 … 

उपरोÈत पǐरणामɉ को åयापक Ǿप मɅ Ǔनàन तरह से ͧलखा जाता है। 

2
nk

a


  (जहा ँn = 1, 2, 3, 4….)   ...(10.19)  

अब समीकरण (10.3) से कण कȧ ऊजा[ का मान 
2 2

2
kE
m




      
...(10.20)  

अत: समीकरणɉ (10.19) व (10.20) से  
2 2 2

28
nE

ma





      
...(10.21)  

n  के केवल पणूाɍक मान हȣ सभंव है, Ǔनçकष[त अनÛत ͪवभव कूप मɅ पǐरबƨ कण कȧ 
ऊजा[ Èवांटȣकृत होती है। ͬचğ 10.2 मɅ इस कण के ͧलये ऊजा[ èतर तथा संगत तरंग फलन 
दशा[ये गये हɇ। कण के ऊजा[ èपेÈĚम मɅ अनÛत ͩकÛत ु ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर 1 2,E E …. है जो 
कण कȧ बƨ अवèथा को åयÈत करत ेहɇ। 

 
ͬचğ 10.2 : अनÛत गहराई के समͧमत ͪवभव कूप के ͧलए ऊजा[ èतर एवं संगत आइगेन फलन 

यहा ँǓनàनांͩकत तØय Úयान देने योÊय है– 
(i) Ĥ×येक ऊजा[ èतर अनपħçट (non–degenerate) है। Èयɉͩक Ĥ×येक के संगत 

केवल एक हȣ आइगेन फलन उपिèथत है। 
(ii) n  वɅ आइगेन फलन मɅ ͪवभव कूप के अÛदर (n –1) Ǔनèपदं (nodes) होते हɇ। 
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(iii) ͧभÛन ͧभÛन ऊजा[ èतरɉ ,n mE E  के संगत आइगेन फलन परèपर लािàबक 

(orthogonal) है, अथा[त 

 * ( ) 0
a

n m
a

x n dx 


  यǑद  m n  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. सलंÊन ͬचğ मɅ Ĥदͧश[त ͪवभव कूप समͧमत है या असमͧमत? 

 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
2. तरंग फलनɉ 

  1( ) cos
2n

n xx
aa
    

 
 n=1,3,5..... . 

    व 1( ) sin
2n

n xx
aa
    

 
 n=2,4,6 

 मɅ कौन सा समफलन है तथा कौन सा ͪवषम फलन? 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
3. अनÛत गहराई के समǓनत ͪवभव कूप मɅ ऊजा[ èतर  के ͧलये ऊजा[ 
 आइगेन मान  ऊजा[ के संगत ऊजा[ आइगेन मान से ͩकतना गुना है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
4. बोध Ĥæन संÉया 3 मɅ  के संगत तंरग फलन मɅ ͪवभव कूप के अÛदर 
 ͩकतने Ǔनèपंद है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------ 

 

3n 
1n 

3n 
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10.3 एक ͪवमीय पǐरͧमत गहराई का ͪवभव कूप–ऊजा[ आइगेन मान 
एवं आइगेन फलन (One–Dimensional Finite Depth 
Potential Well–Energy Eigen Values and Eigen 
Function) 
अब हम पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप मɅ एक कण कȧ गǓत पर ͪवचार करɅगे। ऐसा 

ͪवभव कूप ͬचğ 10.3 मɅ Ĥदͧश[त है तथा इसके ͧलये गͨणतीय Ǿप Ǔनàनानसुार Ǒदया जाता है। 
¢ेğ I मɅ ͪवभव  V(x)=0  x<-a 
¢ेğ II मɅ V(x)=-V0 -a<x<a 
¢ेğ III मɅ V(x)=0  x>a 
जहा ँV0 धना×मक Ǔनयतांक है। 

 
ͬचğ 10.3 

कण के पǐरबƨ होने के ͧलये आवæयक है ͩक उसकȧ कुल ऊजा[ E<0 हो। यǑद ¢ेğɉ I, 
II व III मɅ कण के ͧलय तरंग फलन Đमश: ,I II   व III  से åयÈत ͩकये जाये तथा 

E E   ͧलखा जाये तो उपरोÈत तीन ¢ेğɉ के ͧलये Įोͫडजंर समीकरणɅ Ǔनàनानसुार हɉगी–
2

2 2

2
0I

I

m Ed
dx


 


     ....(10.22) 

 2
0

2 2

2
0II

II

m V Ed
dx





 


    .....(10.23) 
2

2 2

2
0III

III

m Ed
dx


 


    .....(10.24) 

अब यǑद मान ͧलया जाये ͩक 

2

2m E
 


  एव ं 

 0
2

2m V E






       ....(10.25) 

जहा ँ  व   दोनɉ धना×मक एव ंवाèतͪवक Ǔनयतांक है। उपरोÈत ĤǓतèथापनɉ के 
कारण (10.22) से (10.24) तक कȧ समीकरणɅ Ǔनàनांͩकत èवǾप ĤाÜत करɅगी। 

2
2

2 0d
dx


 
 

      
...(10.26)  
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2
2

2 0d
dx


 
 

      
...(10.27)  

2
2

2 0d
dx


 
 

      
...(10.28)  

तथा इनके हल Đमश: हɉगे– 
( ) x xx e e  

          ...(10.29)  

11( )x C  sin x D  cos x     ...(10.30)  
( ) x xx Fe Ge  

         ...(10.31)  
èविैÍछक Ǔनयतांकɉ , , , ,C D F   व G  का Ǔनधा[रण तरंग फलन पर पǐरसीमा तथा 

सांत×य ĤǓतबधंɉ से ͩकया जाता है। ¢ेğ   मɅ x    पर 1( ) 0x   होना चाǑहये 
िजसके ͧलये आवæयक है ͩक 0   हɉ (अÛयथा x    पर 1( )x   होगा)। इसी 
तरह ¢ेğ   मɅ x   पर ( ) 0III x   होने के ͧलये आवæयक है ͩक 0F   हɉ। अत: 
¢ेğɉ ,   व   मɅ तरंग फलन Ǔनàनानसुार हɉगे। 

( )x    xe        ...(10.32)  
( )x Csin x Dcos x          ...(10.33)  
( ) x

III x Ge         ...(10.34)  
इन तरंग फलनɉ पर सांत×य ĤǓतबÛध है, अत: 

 1 11(x) (x)x a x a  
  तथा   

 

11 111(x) (x)x a x a  
  तथा 11 111(x) (x) ...(10.36)x a

x a

d d
dx dx

 




  

इन ĤǓतबधंɉ का उपयोग समीकरणɉ (10.32) (10.33) व (10.34) मɅ करने पर ĤाÜत 
पǐरणाम Ǔनàन है। 

sin cosaAe C a D a         ...(10.37) 
cos sinaAe C a D a          ...(10.38) 

sin cosaGe C a D a         ...(10.39) 
cos sinaGe C a D a          ...(10.40) 

समीकरणɉ (10.37) व (10.39) का योग करने पर 
  2 cosaA G e D a       ...(10.41)  

समीकरण (10.38) व (10.40) का योग करने पर 
  2 cosaA G e C a        ...(10.42)   

समीकरण (10.37) मɅ से (10.39) घटाने पर 
  2 sinaA G e C a        ...(10.43) 
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समीकरण (10.38) मɅ से (10.40) घटाने पर 
  2 sinaA G e D a        ...(10.44)   

अब यǑद 0D   तथा 0A G   हɉ तो समीकरणɉ (10.41) व (10.44) से 
tan a         ...(10.45) 

इसी Ĥकार, 0C   यǑद 0A G   तथा  तब समीकरणɉ (10.42) व (10.43) से 
cot a         ...(1046) 

समीकरण (10.45) व (10.46) अबीजीय समीकरणɅ (transcendental equations) 
है, इनके हल ऊजा[ के आइगेन मान देते हɇ। ये दोनɉ समीकरणɉ एक साथ वɮैय नहȣ ंहोती अत: 
इनका यगुपत समाधान संभव नहȣ ंहै। अत: इनका हल Ēाफȧय ͪवͬध या संÉया×मक ͪवͬध से 
ͩकया जाता है। यहा ँहम Ēाफȧय ͪवͬध काम लɅगे। यहा ँयह भी Úयान देने योÊय है ͩक Ǔनयतांक  
A, C, Dव G एक साथ शूÛय नहȣ हो सकत।े अत: हमɅ दो वग[ के हल करने हɉगे। 

(i) C=0 तथा tan a    तब समीकरण (10.42) या (10.43) से, इस िèथǓत मɅ 
तरंग फलन का मान ͪवͧभÛन ¢ेğɉ के ͧलये Ǔनàन होगा। 

( )
( ) cos

( )

x
I

II
x

III

x Ae
x D x
x Ae






 

 


 
 

     ...(10.47) 

यहा ँ Èयɉͩक cos x  समफलन है अत, ( )II x  एक समफलन होगा व संगत 
अवèथा को हम समअवèथा कहɅगे। 

(ii) D=0 तथा cot a     
तब समीकरण (10.41) या (10.44) से A=-G होगा, तदानसुार ͪवͧभÛन ¢ेğɉ के 

ͧलये तरंग फलन Ǔनàन हɉगे। 
( )
( ) sin

( )

x
I

II
x

III

x Ae
x C x
x Ae






 

 


 
  

     ...(10.48) 

यहा ँ ( )II x  ͪवषम फलन है व संगत अवèथा ͪवषम अवèथा कहलाएगी। 
ऊजा[ आइगेन मान (Energy eigen values) 
यǑद दो ͪवमाहȣन Ǔनयतांकɉ 

X a  तथा Y a      ...(10.49) 
का उपयोग अबीजीय समीकरणɉ (10.45) व (10.46) मɅ ͩकया जाये तो Ǔनàनांͩकत 

समीकरणɅ ĤाÜत हɉगी  
tanX Y Y   (सम अवèथाओं हेत)ु   ...(10.50)  

cotX Y Y    (ͪवषम अवèथɉ हेत)ु   ...(10.51) 
साथ हȣ 

 2 2 2 2 2X Y a     
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अत: समीकरण (10.25) से ∝,  के मान रखने पर ߚ

 
2

2 2 0
2

2mV aX Y 


 

िजसे पनु: Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जाता है– 
2 2 2X Y         ...(10.52) 

जहा ँ  
2

0
2

2mV a
 


      ...[10.52 (अ)]  

समीकरण (10.52) एक वतृ कȧ समीकरण है िजसका केÛġ X-Y ¢ेğ के मूल ǒबÛद ु
पर तथा ǒğÏया ߛ है। 
  

समअवèथाओं के ͧलये कण कȧ ऊजा[ के आइगेन मान समीकरण (10.50) से ǓनǾͪपत 
वĐ एव ंसमीकरण (10.52) से ǓनǾͪपत व×ृत के ĤǓतÍछेद ǒबÛदओंु से ĤाÜत ͩकये जात ेहɇ। 
इसी Ĥकार ͪवषम अवèथाओं के ͧलये इनकȧ ĤािÜत समीकरण (10.51) से ǓनǾͪपत वĐ तथा 
समीकरण (10.52) से ǓनǾͪपत व×ृत के ĤǓतÍछेद ǒबÛदओंु से होगी। यह ĤͩĐया Đमश: ͬचğ 
10.4 (अ) व 10.4 (ब) मɅ दशा[ये गयी है। जहा ँहल का Ĥथम चतथुाɍश ͧलया गया है। यहाँ 
ߛ = 1, 3 तथा ߛ = 5 के वĐ हȣ Ĥदͧश[त ͩकये गये हɇ। 

 
ͬचğ 10.4 

γ के ͩकसी मान के ͧलये माना वĐɉ के ĤǓतÍछेद ǒबÛदओंु के संगत ( )X a  के 
ĤाÜत मान X1, X2, Xn तब पǐरबƨ कण कȧ ऊजा[ 

2
2

2
E

m


  

या   
2

2

2n nE X
ma

 
  
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या  
2

2
22n nE X

ma


 


    ...(10.53) 

ͬचğ कȧ Ēाफȧ रचना से èपçट है ͩक 
(i) पǐरबƨ अवèथा मɅ ऊजा[ èतर अनपħçĚ होत ेहɇ। 
(ii) कूप Ĥाचल 2

0V a  के पǐरͧमत होने पर ऊजा[ èतरɉ कȧ संÉया पǐरͧमत होती है, 
गणुनफल 2

0V a  मɅ जैसे जैसे वृͪ ƨ होती है ĤǓतÍछेद ǒबÛदओंु कȧ संÉया बढती है, 
अथा[त बƨ èतरɉ कȧ संÉया मɅ वृͪ ƨ होती है। 

(iii) यǑद 0     तब केवल एक सम पǐरबƨ अवèथा होती है। 0 2    तब 
दो सम पǐरबƨ अवèथाऐं होती है। åयापक Ǿप मɅ यǑद  1e eN N      

तब eN  सम पǐरबƨ अवèथाऐं होती है। 
(iv) 0 / 2    होने पर एक भी ͪवषम पǐरबƨ अवèथा नहȣ ंहोती। 

यǑद  0 0
1 1
2 2

N N           
   

 

तब 0N  ͪवषम पǐरबƨ अवèथायɅ हɉगी। 

इस Ĥकार यह देखा जा सकता है ͩक ͪवभव कूप के Ĥबलता Ĥाचल 2
0V a  मɅ वृͪ ƨ होने 

पर Đमश: सम तथा ͪवषम अवèथाओं के ऊजा[ èतर Ĥकट होते रहत ेहɇ। मूल अवèथा सदैव 
समअवèथा होती है। इसके उपराÛत Đमश: ͪवषम, सम अवèथाऐं होती है। 1, 2,....   के 
ͧलये ऊजा[ èतर ͬचğ 10.5 मे Ĥदͧश[त है। इनमɅ 1 3,E E  समअवèथाओं 2 4,E E  ͪवषम 
अवèथाओं के संगत है। 
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ͬचğ 10.5 : पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप कȧ ͧभÛन ͧभÛन गहराईयɉ कȧ संगत पǐरबƨ कण के ͧलये ऊजा[ èतर 

ऊजा[ आइगेन फलन (Energy eigen function) 
पǐरͧमत ͪवभव कूप मɅ पǐरबƨ कण कȧ समअवèथाओं के ͧलये तरंग फलन समीकरण 

(10.47) के अनसुार Ǒदए जाते हɇ अथा[त ्
( ) x

I x Ae   
( ) cosII x D x      ...(10.54) 

( ) x
III x Ae    

इसी Ĥकार ͪवषम अवèथाओं के ͧलए समीकरण (10.48) से  
( ) x

I x Ae   
( ) sinII x C x       ...(10.55) 
  xx e  

    

सांत×य ĤǓतबधंɉ के अनसुार  
x a   पर      

तथा x a   पर     
अत: समीकरण (10.54) के ͧलये 

aDe  cos a  
तथा समीकरण (10.55) के ͧलये 

aCe   sin a  
अत: समअवèथा के ͧलये तरंग फलन हɉगे। 

   a xx De cos a e     

 x Dcos x    

   a xx De cos a e   
   

उपरोÈत तरंग फलन 0x   के सापे¢ समͧमत है। ͪवषम अवèथाओं के ͧलये Ǔनàन 
तरंग फलन हɉगे। 

   a xx Ce sin a e      

 x Csin   x  

   a xx Ce sin a e   
   

उपरोÈत तरंग फलन 0x   के सापे¢ ĤǓतसमͧमत है। 
ͬचğ 10.6 (अ,ब,स,द) मɅ Ĥथम चार ऊजा[ èतरɉ के संगत, कण के तरंग फलन 

Ĥदͧश[त ͩकये गये हɇ। यहा ँ 1  और 3  समͧमत तथा 2  व 4  ĤǓत समͧमत है। यह देखा 
जा सकता है ͩक तरंग फलन का भेदन ͪवभव कूप के बाहर भी है तथा ऊजा[ èतर के मान 
( )n  मɅ वृͪ ƨ के साथ बढता जाता है। यह åयवहार अनÛत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये तरंग 
फलनɉ के åयवहार से ͧभÛन है। 
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ͬचğ 10.6 पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप मɅ पǐरबƨ कण के संगत तरंग फलन 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के तरंग फलन एवं अपǐरͧमत गहराई के ͪवभव 
 कूप के संगत तरंग फलन मɅ Èया मुÉय अÛतर है? 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
 ------------------------------------------------------------------------------------- 
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10.4 सारांश (Summary) 
 अनÛत गहराई के ͪवभव कूप 

( ) 0V x   a x a    
( )V x    x a  

के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण का åयापक हल 
( ) sin cosx kx kx     

होता है जहा ँ 2

2mEk 


  

  या   एक साथ शूÛय नहȣ ंहो सकत ेहै, अत: 

माğ 0   होने पर 
2
nk

a


  1,3,5......n   

तथा  coskx  
1= coskx
a

1
2
ncos x

aa
   

 
 

तथा माğ 0   होने पर mk
a


  1,2,3......m    

n
a


   2 2,4,6......n m   

तथा   1
2
ncoskx = sin x

aa
     

 
 

जहा ँn  समपणूाɍक है। 
 अनÛत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलए 

2 2 2

28
n n

ma
 


  

अत: ऊजा[ èतर कवांटȣकृत होते हɇ। साथ हȣ Ĥ×येक ऊजा[ èतर अनपħçट होता है। n  
वɅ आइगन फलन मɅ ͪवभव कूप के अÛदर  1n   Ǔनèपदं होत ेहɇ। 
 पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप 

( ) 0V x   x a   
तथा x a   

0( )V x V   a x a    
मɅ कण के पǐरबƨ होने के ͧलये इसकȧ ऊजा[ 0   होगी। ऐसी िèथǓत मɅ Įोͫडजंर 
समीकरण का हल ĤाÜत कर तरंग फलनɉ पर सांत×य ĤǓतबधंɉ के Ĥयोग से अबीजीय 
समीकरणɅ 

  tan a  
तथा     cot a  
ĤाÜत होती है जो ͪवमाहȣन Ǔनयतांकɉ a  , Y a  के Ĥयोग से 

Y  tan Y   (सम अवèथाओं हेत)ु 
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Y  cot Y   (ͪवषम अवèथाओं हेत)ु 
के Ǿप मɅ ĤाÜत होती है। उपरोÈत समीकरणɉ को Ēाफȧय ͪवͬध से हल कर ऊजा[ 
आइगेन मान ĤाÜत ͩकये जात ेहɇ। 
पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये ĤाÜत तरंग फलन इस Ĥकार के होते हɇ ͩक 
इनका कुछ भाग ͪवभव कूप के बाहर भी होता है, अथा[त तरंग फलन ͪवभव कूप के 
बाहर भी भेदन करत ेहɇ।  

10.5 शÞदावलȣ (Glossary) 
अबीजीय समीकरण Transcendental equation 
अनपħçट Non Degenerate 
ऊजा[ आइगेन फलन Energy eigen function 
ऊजा[ आइगेन मान Energy eigen value 
बƨअवèथाऐं Bound states 
लािàबक Orthogonal 
ͪवभव कूप Potential well 

10.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस एस रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यांǒğकȧ एव ं
èपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाऊस, जयपरु 

10.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. असमͧमत 

2. तरंग फलन   1
2n

n xx cos
aa
    

 
 के ͧलये 

   n nx x    

अत: यह समफलन है। इसके ͪवपरȣत फलन   1
2n

n xx sin
aa
    

 
 मɅ 

   n nx x    अत: यह ͪवषम फलन है। 

3. अनÛत गहराई के समͧमत ͪवभव कूप हेत ुऊजा[ èतर सूğ  
2 2 2

28
n n

ma
 


 से Ǒदया जाता है अत: 

1n   के ͧलये  
2 2

1 28
n

ma
 

  

तथा 3n   के ͧलये  
2 2

3 129 9
8

n
ma

   

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अत: ऊजा[ का मान 9  गनुा अͬधक है। 
4. 3n   के संगत तरंग फलन मɅ ͪवभव कूप के अÛदर 1 3 1 2n     Ǔनèपदं हɉगे। 
5. पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के तरंग फलन ͪवभव कूप के बाहर भी कुछ दरूȣ तक अèत 

नहȣ ंहोते हɇ। 

10.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. अनÛत गहराई के समͧमत ͪवभव कूप के ͧलये Ĥथम दो ऊजा[ èतरɉ के संगत आइगेन 

फलनɉ के ͬचğ बनाइये। 
2. अनÛत गहराई के समͧमत ͪवभव कूप के ͧलये ऊजा[ èतर åयÈत करने वालȣ समीकरण 

ͧलͨखये। 
3. पǐरͧमत गहराई के ͪवभव कूप के ͧलये कूप Ĥाचल 2

0V a  मे वृͪ ƨ का बƨ ऊजा[ èतरɉ कȧ 
संÉया पर Èया Ĥभाव होता है? 

ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
1. एक अनÛत गहराई के समͧमत ͪवभव कूप मɅ िèथत कण के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण हल 

कǐरये तथा आइगेन ऊजा[ मान व आइगेन फलन के åयजंक ĤाÜत कȧिजये। 
2. 0V  गहराई एव ं2a चौड़ाई वाले एक ͪवमीय वग[ ͪवभव कूप मɅ बÛद एक कण पर ͪवचार 

कȧिजए। कूप के अंदर कण के ऊजा[ èतरɉ को åयÈत करने वाले अबीजीय समीकरणɉ को 
åय×ुपÛन कȧिजये एव ंइÛहɅ हल करने कȧ Ēाफȧय ͪवͬध का संͯ¢Üत ͪववरण दȣिजये। 
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इकाई–11 
सरल आवतȸ दोͧलğ 

(Simple Harmonic Oscillator) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

11.0 उƧेæय 
11.1 Ĥèतावना 
11.2 एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक के ͧलए Įोͫडजंर समीकरण तथा उसका हल 
11.3 आइगेन फलन 
11.4 ऊजा[ आइगेन मान 
11.5 शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ 
11.6 समता–समͧमत तथा ĤǓत समͧमत तरंग फलन एंव Ēाफȧय ǓनǾपण 
11.7 साराशं 
11.8 शÞदावलȣ 
11.9 संदभ[ ĒÛथ 
11.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
11.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

11.0 उƧेæय (Objectives) 
इस अÚयाय के अÚययन के बाद आप 

 सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलए Įोͫडजंर समीकरण को èथाͪपत कर इसे हल करना समझ 
सकɅ गे; 

 सरल आवतȸ दोͧलğ के तरंग फलनɉ के åयवहार कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 सरल आवतȸ दोͧलğ के ऊजा[ èतरɉ के Èवांटम åयवहार एव ंशूÛय ǒबदं ुऊजा[ को समझ 

सकɅ गे; 
 तरंग फलनɉ कȧ समता एव ंसमͧमत तथा असमͧमत तरंग फलनɉ के बारे मɅ जानकारȣ 

ĤाÜत कर सकɅ गे।  

11.1 Ĥèतावना (Introduction) 
सरल आवतȸ दोलक के बारे मɅ ͬचरसàमत याǒğकंȧ के आधार पर आपने बहु त कुछ पढ़ा 

है, समझा है। इस इकाई मɅ Èवांटम यांǒğकȧ के आधार पर एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक का 
ͪवæलेषण करɅगे। सरल आवतȸ दोलक को सरल आवतȸ दोͧलğ भी कहत ेहɇ। सव[Ĥथम अनÍुछेद 
11.2 मɅ इसके ͧलये Įोͫडजंर समीकरण ͧलखना समझɅगे तथा इसे हल करɅगे। आगामी 
अनÍुछेदɉ 11.3 व 11.4 मɅ Đमश: इसके आइगेन फलन तथा आइगेन ऊजा[ फलन के बारे मɅ 
जानकारȣ ĤाÜत करɅगे। यह भी देखɅगे ͩक इस ͪवæलेषण मɅ Ûयनूतम ऊजा[ का मान शूÛय नहȣ ं
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होता है अͪपत ुहोता है, इसे दोलक कȧ शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कहत ेहɇ। यह आप अनÍुछेद 11.5 मɅ 
पढɅगे। आगामी अनÍुछेद 11.6 मɅ समता संकारक के बारे मɅ समझɅगे और इसके आधार पर 
तरंग फलनɉ को समͧमत व ĤǓतसमͧमत वगɟ मɅ ͪवभािजत कर सकɅ गे।  

11.2 एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण 
तथा उसका हल (Schrodinger Equation and its Solution 
for One Dimensional Simple Harmonic Oscillator) 
हम जानत े हɇ ͩक m  ġåयमान के ͩकसी कण कȧ सरल आवतȸ गǓत मɅ इस पर 

काय[कारȣ Ĥ×यानयन बल F कण कȧ साàय िèथǓत से दरूȣ x के समानपुाती होता है, तथा सदैव 
साàय िèथǓत कȧ ओर लगता है, अथा[त 

F = kx       ...(11.1)   
जहा ँk बल Ǔनयतांक है। ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार इसकȧ कोणीय आविृ×त  

k
m

        ...(11.2)   

ɮवारा दȣ जाती है। ͪवèथापन के साथ िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न को ͬचğ 11.1 मɅ 
दशा[या गया है, गͨणतीय Ǿप मɅ 

2 2 21 1( )
2 2

V x kx m x      ...(11.3) 

सरल आवतȸ दोͧलğ कȧ गǓतज ऊजा[ इसकȧ साàय िèथǓत x = 0 पर अͬधकतम होती 

है तथा वत[न ǒबदंओंु x A   पर इसका मान शूÛय होता है जहाँ A दोͧलğ का आयाम है। 
वत[न ǒबदंओंु पर दोͧलğ ¢ͨणक Ǿप मɅ ͪवरामावèथा मɅ आकर अपनी गǓत कȧ Ǒदशा बदलता है। 
कुल ऊजा[ के ͩकसी मान E के ͧलये कण का गǓत ¢ेğ A x A    के मÚय सीͧमत रहता 
है। ͬचर ĤǓतिçठत यांǒğकȧ के अनसुार दोͧलğ कȧ कुल ऊजा[ का मान  

 
Fig. 11.1 

2 21 1
2 2

E mv kx      ...(11.4) 

ɮवारा Ǒदया जाता है, जो (शूÛय के अǓतǐरÈत) कुछ भी हो सकता है। 
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एक ͪवमीय ͪवभव ¢ेğ मɅ गǓतशील कण के ͧलये कालअनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण  

 
2 2

2 ( )
2

d V x E
m dx


   

  

मɅ समीकरण (11.3) से V(x) का मान रखने पर 
2

2 2
2 2

2 1 0
2

d m E m x
dx


      
   ...(11.5) 

ĤाÜत होती है जो एक ͪवमीय दोͧलğ के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण है। 
इस समीकरण को हल करने के ͧलये हम Ǔनàनानसुार ͪवमाहȣन चर राͧशयɉ का उपयोग 

करत ेहɇ। 
m 


 , 2E





  तथा 
1/2my x x      

 
....(11.6) 

Èयɉͩक  
d d dy d
dx dy dx dy
     

तथा  
2 2

2
2 2

d d
dx dy
 

  

अत: समीकरण (11.5) को पǐरवǓत[त èवǾप मɅ Ǔनàनानसुार ͧलखा जा सकता है। 

 
2

2
2 0d y

dy


         ...(11.7)   

तरंग फलन   कȧ भौǓतक साथ[कता के अनǾुप समीकरण (11.7) के èवीकाय[ हल 
इस Ĥकार के होने चाǑहये ͩक ĤाÜत तरंग फलन फलन   

(i) सदैव एकमापी, सतत तथा पǐरͧमत हɉ ताͩक 
2 1dx





  

(ii) x   पर ( ) 0x   होना चाǑहये 
अÛयथा तरंग फलन ͩकसी ¢ण पर वाèतͪवक कणीय दोͧलğ का ǓनǾपण नहȣ ंकर 
सकता। 
यह आसानी से देखा जा सकता है ͩक 1   के ͧलये समीकरण (11.7) का हल 

होगा। 
2

( ) exp
2
yy

 
  

 
 

अत: जब y   तब y   होने के कारण   का वाèतͪवक मान मह×वपणू[ 

नहȣ ंरहता, इस कारण इस सीमा के ͧलये समीकरण (11.7) का हल भी 
2

( ) exp
2
yy

 
  

 
ɮवारा åयÈत ͩकया जा सकता है। इस Ĥकार y के ͩकसी भी मान के ͧलये समीकरण (11.7) 
का हल 
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2

( ) ( ) exp
2
yy H y

 
  

 
    ...(11.8) 

ɮवारा Ǒदया जायेगा। यहाँ H(y) ऐसे फलन होने चाǑहये जो सीमा y   मɅ तरंग फलन के 
भौǓतकȧय åयवहार को Ĥभाͪवत नहȣ ंकरɅ। समीकरण (11.8) का उपयोग समीकरण (11.7) मɅ 
करने पर हम पात ेहɇ ͩक फलन H(y) Ǔनàन अवकलन समीकरण को संतçुट करता है– 

 
2

2 2 1 0d H dHy H
dy dy

        ...(11.9) 

उपरोÈत समीकरण को हͧम[ट समीकरण तथा फलन H(y) को हͧम[ट फलन कहा जाता 
है। सीमा y   मɅ फलन H(y) पǐरͧमत रहɅ इसके ͧलये आवæयक है ͩक 

2 1 ( 0,1, 2,.......)n n       ...(11.10)   
हɉ। ऐसी िèथǓत मɅ 

H(y)=Hn(y)      ...(11.1१) 
हͧम[टȣ बहु पद कहलात ेहɇ। कुछ हͧम[टȣ बहु पदɉ के Ǔनàन मान हɇ– 

2
0 1 2

3 4 2
3 4

( ) 1 ( ) 2 ( ) 4 2

( ) 8 12 ( ) 16 48 12

H y H y y H y y

H y y y H y y y

    


     
 ....(11.12) 

 समीकरण (11.12) का Ĥयोग समीकरण (11.8) मɅ करने पर एक ͪवमीय सरल 
आवतȸ दोͧलğ के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण का हल Ǔनàनानुसार ͧलखा जाता है। 

2

( ) exp ( )
2

n
n n

N yy H y


 
  

 
  ...(11.13(अ)) 

या  
2 2

( ) exp ( )
2n n n
xx N H x

 
 

  
 

     ...(11.13(ब)) 

जहा ँ nN  ĤसामाÛयीकरण Ǔनयतांक है। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ कȧ कुल ऊजा[ का åयंजक ͧलͨखये। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 -–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

2. समीकरण   

 (  हͧम[टȣ फलन है) का सीमा मɅ हल £ात करने के ͧलये पर 
 Èया ĤǓतबंध है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 
2

2 2 1 0d dy
dy dy


 
    

 y 
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11.3 आइगेन फलन (Eigen Functions) 
एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण के हल 

2 2

( ) exp ( )
2n n n
xx N H x

 
 

  
 

 

से èपçट है ͩक n = 0,1,2,.... होने के अनसुार ĤाÜत तरंग फलन ͧभÛन हɉगे जो सरल आवतȸ 
दोलक ,के ͧलये आइगेन फलन कहलात ेहɇ। (आगे हम देखɅगे ͩक इन आइगेन फलनɉ के संगत 
ऊजा[यɅ भी ͧभÛन ͧभÛन हɉगी।) 

nN  का मान ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबधं 2( ) 1n x dx




  का उपयोग करने पर Ǔनàनानसुार 

ĤाÜत होता है।  
1/2

2n
n

N
n




 
  
 

     ...(11.14) 

अत: सरल आवतȸ दोͧलğ के तरंग फलनɉ हेत ुसामाÛय सूğ Ǔनàनांͩकत समीकरण 
ɮवारा Ǒदया जाता है। 

1/2 2 2

( ) exp ( )
22n nn

xx H x
n

  


   
    

  
 

अनÍुछेद 11.2 मɅ Ǒदये अनसुार हͧम[टȣ बहु पदɉ के Ĥथम चार मानɉ के संगत आइगेन 
फलन Ǔनàनानसुार हɉगे। 

1/2 2 2

0 ( ) exp
2
xx  


     

   
 

1/2 2 2

1( ) 2( ) exp
2

xx x  


     
   

 

 
1/2 2 2

2 2
2

1( ) 2 1 e
22

xx x  


             
 

1/2 2 2
2 2

3
1( ) 2 3 e

23
xx x x   


             

 

(उपरोÈत समीकरणɉ मɅ x  के èथान पर बहु धा y भी Ĥयोग ͩकया जाता है।) 
उपरोÈत तरंग फलनɉ के Ēाफȧय ĤǓतǾप ͬचğ 11.2 (अ, ब, स, द) मɅ Ĥदͧश[त ͩकये गये हɇ। 
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ͬचğ 11.2 

Èवांटम यांǒğक सरल आवतȸ दोͧलğ का åयवहार कुछ अथȾ मɅ ͬचरसàमत यांǒğक 
दोͧलğ के åयवहार से ͧभÛन है। ͬचरसàमत दोͧलğ के ͧलये इसकȧ ͩकसी ¢ण साàय िèथǓत से 
दरूȣ, sinx A t से åयÈत कȧ जा सकती है ͩकÛत ुÈवांटम दोͧलğ के ͧलये ऐसा संबध 
ͧलखना संभव नहȣ ंहै। Èवांटम दोͧलğ के ͧलये केवल इसकȧ िèथǓत x पर अÛतराल dx मɅ पाये 
जाने कȧ ĤाǓयकता P(x) dx हȣ £ात कȧ जा सकती है जहा ँP(x) dx = 2( )x dx  ɮवारा 
दȣ जाती है। 

एक ͬचरसàमत दोͧलğ के ͧलये x A  के ͧलये कण के पाये जाने कȧ कोई संभावना 

नहȣ ंहै अत: x A   कण के ͧलये वत[न ǒबदं ुकहलात ेहɇ। दसूरȣ ओर Èवांटम यांǒğक दोͧलğ 
के ͧलये P(x) dx का मान x > A पर भी पǐरͧमत एव ंअशूÛय होता है। इस कारण इसकȧ 
ऐसे ¢ेğ मɅ भी उपिèथǓत संभव है जो ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार विज[त है। 

 ͬचğ 11.3 (अ) मɅ n = 0 के संगत Èवांटम यांǒğक दोͧलğ का ĤाǓयकता घन×व 
Ĥद[ͧशत है। इसके संगत ͬचरसààत दोͧलğ के ͧलये ĤाǓयकता घन×व को ǒबÛदुͩ कत वĐ से 
दशा[या गया है। ͬचरसàमत गǓत के ͧलये ĤाǓयकता घन×व का मान वत[न ǒबदंओंु के ͧलये 
अͬधकतम है Èयɉͩक वहा ंइसकȧ गǓत मंǑदत होती है ओर साàय िèथǓत पर Ûयनूतम है जहा ँ
इसकȧ गǓत तीĭ होती है। इसके ͪवपरȣत Èवांटम यांǒğक (n=0) दोͧलğ मɅ ĤाǓयकता घन×व 
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2
0 ( ) , 0x dx x   पर अͬधकतम है तथा इसके दोनɉ ओर तेजी से घट रहा है तथा x A   

पर भी शूÛय नहȣ ंहै। यह एक ͪवͧशçट Èवांटम यांǒğक पǐरणाम है। ͬचğ 11.3 (ब) मɅ n=10 
के ͧलये 2

10 ( )x dx  को Ĥदͧश[त ͩकया गया है जो तीĭता से घट बढ रहा है ͩकÛत ुइसका 
औसत मान सिÛनकट Ǿप से ͬचरसàमत ĤाǓयकता के समान है। इससे èपçट है ͩक n के वहृत ्
मानɉ के ͧलये Èवांटम यांǒğक दोͧलğ व ͬचरसàमत दोͧलğ के åयवहार मɅ असामनता कम होती 
जाती है। यह पǐरणाम बोर के संगǓत Ǔनयम के अनǾुप है िजसके अनसुार वहृत ् Èवांटम 
संÉयाओं के ͧलये Èवांटम Ǔनकाय ͬचरसàमत Ǔनकायɉ जैसा åयवहार Ĥदͧश[त करत ेहɇ। 

 
ͬचğ 11.3 

ͬचğ 11.3 (अ,ब) मɅ Èवांटम यांǒğक दोͧलğ के n=0 तथा n=10 के संगत ĤाǓयकता 
घन×व को दशा[या गया है। तुलना हेत ुउसी आयाम व ऊजा[ के ͬचरसàमत ĤाǓयकता घन×व को 
ǒबÛदुͩ कत रेखाओं से दशा[या गया है। 

उदाहरण 11.1 ͩकसी एक ͪवमीय Èवांटम आवतȸ दोलक के ͧलये अवèथा n=1 के 
संगत तरंग फलन के ͧलये ĤसामाÛयीकरण Ǔनयतांक £ात कȧिजये। Ǒदया है 

2 2 2
3

1exp( )
2

x x 






   

हल : Èवांटम दोͧलğ के ͧलये आइगेन फलन के सामाÛय सूğ 
2 2

( ) exp ( )
2n n n
xx N H x

 
 

  
 

 से 

n=1 के ͧलये  
2 2

1 1 1( ) exp ( )
2
xx N H x

 
 

  
 

 

ͩकÛत ु 1( ) 2H x x    
2 2

1 1( ) exp 2
2
xx N x

 
 

   
 

 

अत: 2 22 2 2 2
1 1( ) 4 exp( )x dx N x x dx  

 

 

   
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2 2
1 3

11 4
2

N 


   

  अत: 
1/2

1 2
N 


 
 
 

 

उदाहरण 11.2 एक ͪवमीय सरल आवत[ दोͧलğ के ͧलये n=0 Èवांटम संÉया के संगत 
x का Ĥ×याशा मान £ात कȧिजये। 

हल : ͩकसी चर राͧश का Ĥ×याशा मान 
2( )x x x dx





    

जहा ँ ( )x  ĤसामाÛयीकरण आइगेन फलन है। एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ के 

ͧलये Èवांटम संÉया n=0 के ͧलये 
1/2 2 2

0( ) ( ) exp
2
xx x   


      

   
 

2 2. exp( )x x dx








    

 0 उपरोÈत समाकल समͧमत सीमाओं के मÚय समͪवषम फलनɉ के 

गणुनफल का समाकल होने से शूÛय होता है।] 
अत: x का Ĥ×याशा मान शूÛय है। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. एक ͪवमीय Èवांटम सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलए Èवांटम संÉया  के 
 संगत ĤाǓयकता घन×व ͬचरसàमत ĤाǓयकता घन×व से ͩकस Ĥकार ͧभÛन होता 
 है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 -––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

11.4 ऊजा[ आइगेन मान (Energy Eigen Values) 
अनÍुछेद 11.2 कȧ सहायता से आप जानत ेहɇ ͩक एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ के 

ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को हल कर èवीकाय[ तरंग फलन ĤाÜत करने के ͧलये   पर 
आवæयक ĤǓतबधं Ǔनàन है (समीकरण (11.9) व (11.10) का पनुरावलोकन करे)।  

2 1n    
जहा ँ n=0,1,2,..... 

चू ंͩक  2E





 [देखे समीकरण 11.6] 

0n 
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अत: n वीं Èवांटम संÉया के संगत एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक कȧ ऊजा[ En के 
ͧलये  

2 2 1nE n


  


 

या   1 1
2 2nE n n hv         

   
   ...(11.15) 

जहा ँ
2

v 


  दोͧलğ कȧ आविृ×त है। समीकरण (11.15) ͬचरसàमत कोणीय आविृ×त 

 (आविृ×त v ) वाले सरल आवतȸ दोͧलğ के ऊजा[ आइगेन मान åयÈत करती है। 
उपरोÈत समीकरण से èपçट है ͩक 
(i) Èवांटम यांǒğकȧ के अनसुार एक ͪवमीय दोͧलğ कȧ ऊजा[ Èवांटȣकृत होती है। Đमागत 

ऊजा[ èतरɉ मɅ अÛतराल समान तथा ( )hv  के बराबर होता है। इन ऊजा[ èतरɉ को ͬचğ 11.4 
मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है यहा ँÚया×वय है ͩक ͬचरसàमत दोͧलğ के ͧलये ऊजा[ E का मान सतत ्

Ǿप से पǐरवǓत[त होता है। 
(ii) n=0 के ͧलये 

 
ͬचğ 11.4 

Èवांटम दोͧलğ के ͧलये ऊजा[ का यह Ûयनूतम सभंव मान है। यह मान शूÛय ǒबÛद ु
ऊजा[ कहलाती है। यह पणू[त: Èवांटम यांǒğकȧय Ĥभाव है। यहा ँयह मह×वपणू[ है ͩक ͬचरसàमत 
दोͧलğ के ͧलये Ûयनूतम ऊजा[ E=0 होती है। (ऐसा हȣ पǐरणाम एक ͪवमीय बाÈस मɅ िèथत 
कण के ͧलये ĤाÜत ͩकया जा चुका है।)  

इस अÚयाय मɅ हमनɅ अÚययन को एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक तक हȣ सीͧमत 
रखा है। ͩकसी ǒğͪवमीय सरल आवतȸ दोलक के ͧलये ऊजा[ आइगेन मान åयजंक 

 3
2nE n    

 
     ...(11.16)  

ɮवारा Ǒदये जात ेहɇ। 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
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4. एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलए Èवांटम संÉया  व  के संगत 
 ऊजा[ आइगेन मान ͧलͨखये। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
5. एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलए ऊजा[ का Èवांटम ͩकतना होता है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––   

 

11.5 शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ (Zero Point Energy) 
ͪपछले अनÍुछेद के अÚययन से आप यह समझ गये हɉगे ͩक Èवांटम यांǒğक दोͧलğ 

कȧ ऊजा[ ͪवͪवÈत होती है। यह एक Ûयनूतम ऊजा[ 0
1
2

E    सǑहत समान ऊजा[ अÛतराल 

  वाले ऊजा[ èतरɉ का अनÛत समुÍचय होती है। एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक कȧ 

Ûयनूतम ऊजा[ èतर (n=0) पर ऊजा[ 1
2

  शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कहलाती है। जैसा पवू[ मɅ भी 

उãलेͨखत ͩकया जा चुका है ͩक ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार दोͧलğ कȧ Ûयनूतम ऊजा[ शूÛय 
होती है, इस Ĥकार शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ ͪवशुƨ Èवांटम यांǒğकȧय Ĥभाव है। शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ 
संबधी यह पǐरणाम अǓनिæचतता ͧसƨांत के अनǾुप है। इसे Ǔनàनानसुार समझा जा सकता है। 

ͬचरसàमत दोͧलğ के ͧलये Ûयनूतम ऊजा[ E=0 साàय िèथǓत x=0 पर ĤाÜत होती है 
जहा ँ इसका रेखीय संवेग भी 0xp   होता है। ͬचरसàमत यांǒğकȧ मɅ जहा ँ ͩकसी कण कȧ 
िèथǓत x तथा संवेग xp  का एक हȣ समय मɅ यथा[थ मापन संभव है वहȣ Èवांटम यांǒğकȧ के 
अनसुार इन दोनɉ राͧशयɉ का एक साथ यथा[थ मापन सभंव नहȣ ंहɇ। अǓनिæचतता ͧसƨांत के 

अनसुार 
2xp x  
  होता है। इसकȧ सहायता से अब हम एक ͪवमीय दोͧलğ कȧ Ûयनूतम 

ऊजा[ का अनमुान लगात ेहɇ। 
एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक कȧ कुल ऊजा[ 

2
21

2 2
xpE kx
m

      ...(11.17(अ)) 

ɮवारा दȣ जाती है [देखɅ समीकरण (11.4), तथा 
2

21
2 2

x
x

pmv
m

  रखने पर]। यǑद दोͧलğ के 

Ûयनूतम ऊजा[ èतर मɅ िèथǓत एव ंसंवेग मɅ अǓनिæचतताओं x  व xp  को Đमश:  x व 

xp  कȧ कोǑट का माना जाये तो [11.17(अ)] से 
2

21
2 2

xpE k x
m


       ...(11.17(ब)) 

ͩकÛत ुअǓनिæचतता ͧसƨांत से 

2xp x  
      ...(11.18(अ)) 

6n  8
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समीकरण (11.18(अ)) से का मान समीकरण (11.17(ब)) मɅ रखने पर 
2

2
2

1 ( )
2 4 ( )

E k x
m x

 
    


   ...(11.18(ब)) 

िजसके Ûयनूतम होने के ͧलये आवæयक है ͩक 

0dE
d x




 

अथा[त   
2

3

1 (2) 2 0
2 ( )

k x
x

 
    

  

या   2( )
2

x
mk

 


   ...(11.19) 

उपरोÈत समीकरण का Ĥयोग समीकरण (11.18(ब)) मɅ करने पर 
2

min
1 2
2 4 2

mkE k
m mk

 
  

 

 


 

1 1
2 2 2 2

k k k
m m m

 
   

 

    

या   min
1 /
2

E k m     

èपçटत: शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ संबधंी अवधारणा हाइजेनबग[ अǓनिæचतता ͧसƨांत के अनǾुप 
है। यǑद दोͧलğ कȧ Ûयनूतम ऊजा[ शूÛय होती तो यह आवæयक था ͩक समीकरण (11.17) मɅ 
x व p दोनɉ का मान ता×¢ͨणक Ǿप से एक साथ शूÛय होता जो ͩक अǓनिæचतता के ͧसƨांत 
के अनसुार संभव नहȣ ंहै। 

उदाहरण 11.3 बल Ǔनयताँक 10 Ûयटून/मी० कȧ एक िèĤगं से 1 Ēाम के कण को 
लटकाने पर बनने वाले दोलन तंğ कȧ शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कȧ गणना कȧिजये। 

हल : Ǔनकाय कȧ शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ 

 
1/2

0
1 1
2 2

kE
m

     
 

   

Ǒदया है – k=10 Ûयटून/मी० तथा m=10-3 ͩकĒा 

34
0 3

1 101.05 10
2 10

E 
      

 335.25 10   जूल  
अत: दोलन तंğ कȧ शÛूय ǒबÛद ुऊजा[ 335.25 10  जूल है।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. Èवांटम दोͧलğ के ͧलए Ûयूनतम ऊजा[ का शूÛय मान Èयɉ संभव नहȣं है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
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 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

11.6 समता–समͧमत तथा ĤǓतसमͧमत तरंग फलन एवं Ēाफȧय 
ǓनǾपण (Symmetric and Antisymmetric Wave 
Functions and Graphical Represent ation) 
एक ͪवमीय िèथǓतयɉ के ͧलये समता संकारक P एक ऐसा संकारक है जो x के ͩकसी 

फलन ( )x  पर संͩĐया कर x को -x मɅ पǐरवǓत[त कर देता है। इसे P से ǓनǾͪपत करत ेहɇ। 
( ) ( )P x x        ...(11.20) 

एक ͪवमीय Įोͫडजंर समीकरण 
( ) ( )H x E x    

मे हैͧमãटनी संकारक H Ǔनàनानसुार होता है। 
2 2

2 ( )
2

dH V x
m dx

  


 

यǑद कण से संबƨ ͪवभव ¢ेğ V(x), x के सापे¢ समͧमत हो अथा[त 
V(x)=V(-x)  

हो तो  
2 2

2( ) ( )
2

dH x V x
m dx

    


 

अत: समͧमत ͪवभव ¢ेğɉ के ͧलये H(x) भी x का समफलन होता है। एक ͪवमीय 
सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये चू ंͩक V(x) = 1

2ൗ kxଶ ,  का समफलन है, अत: एक ͪवमीय ݔ
सरल आवतȸ दोͧलğ मɅ भी H(x)=H(-x) स×य है। अत: 

( ) ( ) ( ) ( )PH x x H x x     
( ) ( )H x x   

( ) ( ) ( ) ( )PH x x H x P x      ...(11.21) 

अत: एक समͧमत ͪवभव ¢ेğ मɅ गǓत कर रहे कण के ͧलये हैͧमãटनी संकारक तथा 
समता संकारक मɅ Đम ͪवǓनमय होता है। 

जब H(x), x का एक समफलन है तो ( )x  व ( )x   दोनɉ हȣ H संकारक के 
ͧलये ऊजा[ मान E के ͧलये आइगेन फलन होते हɇ Èयɉͩक 

( ) ( ) ( )H x x E x   
तथा  ( ) ( ) ( )H x x E x      
परÛत ु  ( ) ( )H x H x    

( ) ( ) ( )H x x E x      

अत: ( )x  व ( )x   दोनɉ हȣ संकारक H(x) के ͧलये ऊजा[ E के संगत आइगेन 
फलन हɇ। 
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 यǑद ऊजा[ èतर अनपħçट हɇ तो आइगेन मान E के ͧलये एक हȣ èवतंğ आइगेन 
फलन संभव है। ऐसी िèथǓत मɅ ( )x  व ( )x   èवतंğ नहȣ ंहɉगे एव ंइनमɅ रेखीय संबध 
होगा िजसे Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जाता है। 

( ) ( )x x        ...(11.22) 
यहा ँ  एक Ǔनयतांक है। अब x को -x से ĤǓतèथाͪपत करने पर  

( ) ( )x x        ...(11.23) 
( )x   

अत:  2( ) ( )x x           ....(11.24) 
इस कारण  2 1   

या  1    
तथा  ( ) ( )x x          ...(11.25) 

(i) यǑद 1   है तो ( ) ( )x x        ...(11.26(a))  
(ii) यǑद 1    है तो ( ) ( )x x        ...(11.26(b)) 
ऐसे तरंग फलन िजनके ͧलये ( ) ( )x x    होता है समͧमत तरंग फलन कहलात े

हɇ। ऐसे तरंग फलनɉ पर समता संकारक से संͩĐया करने पर 
( ) ( ) ( )P x x x       

होने से यह कहा जाता है ͩक इनकȧ समता सम होती है अथा[त समͧमत तरंग फलनɉ 
के ͧलये समता संकारक का आइगेन मान +1 होता है। 

ऐसे तरंग फलन िजनके ͧलये ( ) ( )x x     होता है, ĤǓतसमͧमत तरंग फलन 
कहलात ेहɇ। इन तरंग फलनɉ के ͧलये  

( ) ( ) 1 ( )P x x x       

होने से इनकȧ समता ͪवषम होती है, अथा[त समता संकारक का आइगेन मान -1 होता 
है। 

सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये जैसा पवू[ मɅ उãलेͨखत ͩकया जा चुका है ͩक ͪवभव ¢ेğ 
सम होने के कारण H व P मɅ Đम ͪवǓनमय होता है। इस कारण H के आइगेन फलन P के 
भी आइगेन फलन होत ेहɇ। सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये तरंग फलन ( )n x  अनÍुछेद 11.2 
मɅ वͨण[त ͩकये जा चुके हɇ। इनके अवलोकन से èपçट है ͩक, n=0, तथा n=2 से संबͬधत 
तरंग फलन समͧमत हɇ तथा इनकȧ समता सम है। n=1 व n=3 से संबंͬ धत तरंग फलन 
ĤǓतसमͧमत है तथा इनकȧ समता ͪवषम है। इन तरंग फलनɉ का Ēाफȧय ǓनǾपण ͬचğ 11.2 
मɅ ͩकया जा चुका है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. समता संकारक से Èया आशय है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
8. Ǔनàन तरंग फलन कैसे है? समͧमत या ĤǓतसमͧमत।  
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 (i)  (ii)  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 11.4 ͧसƨ कȧिजये ͩक समता संकारक के आइगेन मान 1  होते हɇ। 
हल: माना ͩक ( )x , समता संकारक P का आइगेन फलन है तथा आइगेन मान   

है। 
अत:  ( ) ( )P x x   

एक बार पनु: P से संͩĐया करने पर 
  ( ) ( ) ( )p p x P x P x       

2( ) ( )x x      
या  2( ) ( )x x        ….(i) 

समता संकारक कȧ पǐरभाषा से 
( ) ( )P x x    

एक बार पनु P से संͩĐया करने पर 
2 ( ) ( )P x P x     

या  2 ( ) ( )P x x     ….(ii) 
समीकरणɉ (i) व (ii) कȧ तुलना करने पर 

2 1   
या  1    

जो ͩक अभीçट पǐरणाम है। 

11.7 सारांश (Summary) 

 एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोलक के ͧलये िèथǓतज ऊजा[ 2 21( )
2

V x m x  होती है िजससे 

इसके ͧलये Įोͫडजंर समीकरण 
2

2 2
2 2

2 1 0
2

d m E m x
dx


     
 

 

 चर राͧशयɉ 2,m E 


 
 

 

के Ĥयोग से y x  लेने पर सरल आवतȸ दोͧलğ कȧ Įोͫडजंर समीकरण का पǐरवǓत[त 
èवǾप 

 
2

2
2 0d y

dx


     

ĤाÜत होता है। िजसको हल करने पर तरंग फलन 
2

( ) ( )exp
2n n
yy H y

 
  

 
 

sinA x  cosB x 
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(जहा ँ ( )nH y  हͧम[टȣ बहु पद है) ĤाÜत होत ेहɇ। Įोͫडजंर समीकरण का सामाÛय हल 
2 2

( ) exp ( )
2n n n

xx N H x
 

 
  

 
 

होता है। 
सरल आवतȸ दोͧलğ के ऊजा[ èतर ͪवͪवÈत होता है िजÛहɅ सामाÛय सूğ 

1 0,1,2,......
2nE n n    

 
   

से åयÈत ͩकया जाता है। 
तरंग फलन ( ) ( )x x    समͧमत तथा ( ) ( )x x     ĤǓतसमͧमत तरंग 

फलन कहलात े हɇ। समͧमत तरंग फलनɉ कȧ समता सम एव ं ĤǓतसमͧमत तरंग फलनɉ कȧ 
समता ͪवषम होती हɇ। 

11.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अǓनिæचतता ͧसƨांत Uncertainty principle 
आइगेन ऊजा[ Eigen energy 
आइगेन फलन Eigen function 
ĤाǓयकता Probability 
वत[न ǒबÛद ु Turning points 
शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ Zero point energy 
समता Parity 
हͧम[टȣ बहु पद Hermite polynomial 

11.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस एस रावत एव ं
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यांǒğकȧ 
एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाऊस, जयपरु  

11.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. कुल ऊजा[ E= गǓतज ऊजा[ (K)+ िèथǓतज ऊजा[ V 
2

2 2 2 2 21 1 1
2 2 2 2

pxmv m x m x
m

      

2.   का मान (2n + 1) होना चाǑहये। 

(यहा ँn=0,1,2,....)  

3. ͬचरसàमत ĤाǓयकता घन×व वत[न ǒबदंओु पर अͬधकतम होता है जबͩक Èवांटम संÉया 
n=1 के ͧलये Èवांटम यांǒğक ĤाǓयकता घन×व िèथǓत x=0 पर अͬधकतम होता है। साथ 
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हȣ कण के x A  के बाहर पाये जाने के ͧलये भी Èवांटम ĤाǓयकता घन×व शूÛय नहȣ ं
होता है जबͩक ͬचरसàमत ĤाǓयकता शूÛय होती है। 

4.     1
2nE n    

 
  

   6
1 136
2 2

E       
 

   

    8
1 178
2 2

E      
 

   

5. Đमागत ऊजा[ èतर समअÛतराल   से पथृक होत ेहɇ इस कारण ऊजा[ का Èवांटम   
होगा। 

6. कुल ऊजा[ 
2

2 21
2 2
pxE m x

m
   के शूÛय होने के ͧलये आवæयक है ͩक िजस ¢ण, 

0xp   हɉ उसी ¢ण x=0 हɉ जो ͩक अǓनæचतता ͧसƨांत के ɮवारा अनमुत नहȣ ंहै। 
7. समता संकारक P ͩकसी तरंग फलन ( )x  पर संͩĐया कर x को -x मɅ पǐरवǓत[त करता 

है, अथा[त 
( ) ( )P x x    

8. चू ंͩक sin x= -sin(-x) व cos x=cos(-x) 
अत: तरंग फलन ( ) sinx A x   ĤǓतसमͧमत तथा 
तरंग फलन ( ) cosx B x   समͧमत होगा। 

11.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. एक ͪवमीय रेͨखक दोͧलğ के ͧलये हैिàलटनी संकारक ͧलखो। 
2. एक ͪवमीय सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये Èवांटम संÉया n=1 के संगत तरंग फलन का 

Ēाफȧय ǓनǾपण दȣिजये। 
3. समͧमत और ĤǓतसमͧमत तरंग फलन Èया होत ेहɇ? 
4. एक ͪवमीय आवतȸ दोलक कȧ Ĥथम चार अवèथाओं कȧ समता Èया है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
5. एक ͪवमीय आवतȸ दोͧलğ के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को हल कȧिजए एव ंदोͧलğ के ऊजा[ 

èतर £ात कȧिजए। शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ के मह×व को समझाइए। 
6. समता कȧ अवधारणा कȧ ͪववेचना कȧिजए। 
7. सरल आवत[ दोͧलğ कȧ शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ का Èया ता×पय[ है? अǓनिæचतता का ͧसƨांत शूÛय 

ǒबÛद ुऊजा[ कȧ åयाÉया करने मɅ ͩकस Ĥकार सहायक है? 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. 10000 डायन ĤǓत मीटर बल Ǔनयतांक वाले एक िèĤगं मɅ एक Ēाम ġåयमान का एक कण 

लटकाकर दोलन कराया जाता है। इसके शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कȧ गणना करो।  
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(उ×तर – 5.275 X10-34 जूल) 
9. एक दोलक मɅ एक Ēाम ͪपÖड 20 सेमी. लàबी ġåयमान रǑहत डोरȣ से लटका हुआ है। दोलक 

का आवत[ काल एक सेकÖड है। शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कȧ गणना कȧिजए। 
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इकाई–12 
गोलȣय समͧमत ͪवभव 

(Spherically Symmetric Potential) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

12.0 उƧेæय 
12.1 Ĥèतावना 
12.2 गोलȣय समͧमत ͪवभव 
12.3 गोलȣय समͧमत ͪवभव के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण 
12.4 चर राͧशयɉ का पथृÈकरण 
12.5 साराशं 
12.6 शÞदावलȣ 
12.7 संदभ[ ĒÛथ 
12.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
12.9 अßयासाथ[ Ĥæन 

12.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप  

 गोलȣय समͧमत ͪवभव Èया है? समझ सकɅ गे; 
 गोलȣय समͧमत ͪवभव के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण ͧलखना सीख सकɅ गɅ; 
 चर राͧशयɉ के पथृÈकरण कȧ ͪवͬध से गोलȣय समͧमत ͪवभव हेत ुĮोͫडजंर समीकरण का 

तीन èवतंğ चरɉ पर आधाǐरत अवकल समीकरणɉ मɅ सरलȣकरण करने मɅ स¢म हɉ सकɅ गे।  

12.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण तथा उसके 

हल का अÚययन ͩकया। इसके अǓतǐरÈत आपने सरल आवतȸ दोͧलğ के ͧलये ऊजा[ आइगेन 
मान, तरंग फलन, शूÛय ऊजा[ इ×याǑद मह×वपणू[ तØयɉ कȧ जानकारȣ भी ĤाÜत कȧ। 

 अब हम इस बात का अÚययन करɅगे ͩक गोलȣय समͧमत ͪवभव ¢ेğ मɅ गǓत कर रहे 
कण के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को गोलȣय Ģुवीय Ǔनदȶशांकɉ मɅ ͩकस Ĥकार ͧलखा जाता है। 
इसके उपराÛत हम चर राͧशयɉ के पथृÈकरण कȧ ͪवͬध को समझɅगे िजस कȧ सहायता से हम 
इस Įोͫडजंर समीकरण को तीन अवकल समीकरणɉ मɅ पǐरवǓत[त करɅगे जो Đमश: Ģुवीय 
Ǔनदȶशांकɉ ,r   व   पर आͬĮत हɉगी। ये समीकरणɅ अगलȣ इकाई (हाइĜोजन परमाण)ु के 
अÚययन का आधार होगी। 

इसके ͧलये सबसे पहले अनÍुछेद 12.2 मɅ गोलȣय समͧमत ͪवभव के बारे मɅ जानकारȣ 
दȣ गयी है। इस तरह के ͪवभव के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को x,y,z चरɉ के Ǿप मɅ तथा 
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,r  , के Ǿप मɅ पǐरवǓत[त करना अनÍुछेद 12.3 मɅ बताया गया है। अनÍुछेद 12.4 मɅ ,r 
,  चर राͧशयɉ का पथृÈकरण कर तीन समीकरणɅ åय×ुपÛन कȧ है। 

12.2 गोलȣय समͧमत ͪवभव (Spherically Symmetric Potential) 
गोलȣय समͧमत ͪवभव एक ऐसे ͪवभव को कहत े है जो केवल िèथǓत सǑदश r


 के 

पǐरमाण r पर Ǔनभ[र करे। दसूरे शÞदɉ मɅ, यह भी यह भी कहा जा सकता है ͩक ऐसा ͪवभव 
केवल मूल ǒबÛद ुसे दरूȣ पर हȣ Ǔनभ[र करता है, अथा[त  

  ( )V r V r


 

गोलȣय समͧमत ͪवभव कोणीय Ǔनदȶशांकɉ ߠ व ∅ पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है। उदाहरण के 
ͧलये, ͩकसी ǒबÛद ुआवेश q से r पर दरूȣ पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुपर ͪवɮयतु ͪवभव 

 
04

qV r
r




  

केवल इस ǒबÛद ुआवेश एव ंअभीçट ǒबदं ुके मÚय दरूȣ पर Ǔनभ[र करता है, इस कारण 
यह गोलȣय समͧमत ͪवभव है। गोलȣय समͧमत ͪवभव को केÛġȣय ͪवभव (central potential) 
भी कहत ेहɇ।  

12.3 गोलȣय समͧमत ͪवभव के ͧलए Įोͫडजंर समीकरण 
(Schrodinger Equation for a Spherically Symmetric 
Potential) 
m ġåयमान के एक कण जो ͩकसी गोलȣय समͧमत ͪवभव ¢ेğ   ( )V r V r


 के 

अÛतग[त गǓतशील है, के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण Ǔनàनानुसार दȣ जाती है– 

   
2

2 ( )
2

V r r E r
m

 
 

   
 

 
   ...(12.1(अ)) 

या       2
2

2 ( ) 0mr E V r r    
 


      ...(12.1(ब)) 

जहा ँE कण कȧ कुल गǓतज ऊजा[ है तथा  r


 कण कȧ अवèथा का तरंग फलन है। 

गोलȣय समͧमत ͪवभव कȧ िèथǓत मɅ Įोͫडजंर समीकरण को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ ( , , )r    मɅ हल 
करना अͬधक सुगम होता है अत: पहले हम समीकरण (12.1) को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ åयÈत 
करɅगे। 

ͬचğ 12.1 मɅ दशा[ये अनसुार ͩकसी ǒबÛद ुP के गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ ( , , )r    व कातȸय 
Ǔनदȶशांकɉ (x,y,z) मɅ Ǔनàनांͩकत सबधं होते है– 

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

 
 






 



185 
 

 
ͬचğ 12.1 

उपरोÈत समीकरणɉ का उपयोग, लाÜलाͧसयन संकारक 2  के ͧलये कातȸय Ǔनदȶशांकɉ 
मɅ £ात åयजंक 

2 2 2
2

2 2 2x y z
  

   
  

 

के ͧलये करने पर इस संकारक के ͧलये गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ Ǔनàनांͩकत åयजंक ĤाÜत 
ͩकया जा सकता है– 

2
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1sin
sin sin

r
r r r r r


    

                         
… (12.2) 

समीकरण (12.2) का Ĥयोग समीकरण (12.1(ब)) मɅ करने पर, गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ 
पƨǓत मɅ काल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण Ǔनàनांͩकत èवǾप मɅ ĤाÜत होती है। 

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin ( , , )
sin sin

r r
r r r r r

   
    

                         
 

 2

2 ( ) ( , , ) 0m E V r r    


...    (12.3) 

उपरोÈत समीकरण मɅ तरंग फलन   ( , , )r r   


 ͧलखा गया है तथा V(r) 

गोलȣय समͧमत ͪवभव है।  
तरंग फलन ( , , )r    सव[ğ पǐरͧमत और सतत होकर सीमाÛत ĤǓतबधंɉ का पालन 

करता है तथा Ĥ×येक ǒबÛद ु ( , , )r    पर एकमानी होता है । V(r) का गͨणतीय èवǾप £ात 
होने पर इस समीकरण को हल ͩकया जा सकता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions)  
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1. Èया ͪवभव ¢ेğ  गोलȣय समͧमत है? 

 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2. ͩकसी ǒबÛदु के गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ  व कातȸय Ǔनदȶशांकɉ मɅ सबंध 
 ͧलͨखये । 
 -–––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

12.4 चर राͧशयɉ का पथृÈकरण (Separation of Variables) 
गोलȣय समͧमत ͪवभव V(r) केवल एक चर r पर Ǔनभ[र करता है इस कारण गोलȣय 

Ǔनदȶशांकɉ मɅ åयÈत Įोͫडजंर समीकरण (12.3) को ǒğÏय चर r तथा कोणीय चर ( , )   पर 
आͬĮत दो èवतंğ अवकल समीकरणɉ मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता है। ऐसा करने के ͧलये हम 
तरंग फलन ( , , )r    को केवल ǒğÏया चर r पर Ǔनभ[र फलन R(r) तथा केवल कोणीय चरɉ 
( , )   पर Ǔनभ[र फलन ( , )Y    के गणुनफल के Ǿप मɅ åयÈत करत ेहɇ–  
अथा[त ्

( , , ) ( ) ( , )r R r Y          … (12.4) 
समीकरण (12.4) का उपयोग समीकरण (12.3) मɅ करने पर 

2
2 2

( , ) ( ) ( , )sin
sin

Y Rr R r Yr
r r r r
   

  
               

 

 
2

2 2 2 2

( ) ( , ) 2 ( ) ( ) ( , ) 0
sin
R r Y m E V r R r Y

r
 

 
 


  
 

  … (12.5) 

उपरोÈत समीकरण को बांई ओर से 
2

( ) ( , )
r

R r Y  
 से गणुन कर पनु: åयविèथत करने 

पर Ǔनàन समीकरण ĤाÜत होता है– 

 
2 2

2

1 ( ) 2 ( ) ( )
( )

r R r mr E V r R r
R r r r

   
      

 

2

2 2

1 1 ( , ) 1 ( , )sin
( , ) sin sin

Y Y
Y

   


      
            

… (12.6) 

समीकरण (12.6) मɅ वाम प¢ केवल चर r पर आͬĮत है तथा दͯ¢ण प¢ केवल 
कोणीय चर ( , )   पर आͬĮत है। इस Ĥकार यǑद चर r मɅ पǐरवत[न करने पर दͯ¢ण प¢ 
अपǐरवǓत[त रहता है तो समीकरण (12.6) कȧ स×यता के ͧलये वाम प¢ भी अपǐरवǓत[त रहना 
चाǑहये इसी तरह ( , )   मɅ पǐरवत[न करने पर वाम प¢ भी अपǐरवǓत[त रहना चाǑहये अत: 
दͯ¢ण प¢ भी अपǐरवǓत[त रहना चाǑहये। इस ͪववेचन से हम पाते हɇ ͩक समीकरण (12.6) के 

2V
r




 , ,r  
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दोनɉ प¢ एक हȣ Ǔनयतांक के तुãय होने चाǑहये। मान लȣिजए यह Ǔनयतांक l(l+1) है (ऐसा 
ͧलखने का कारण अगले अÚयाय मɅ £ात होगा)। अत: समीकरण (12.6) का Ǔनàन दो 
समीकरणɉ मɅ पथृÈकरण हो जाता है। 

या 
2

2
2

1 ( ) 2 ( ( )) ( ) ( 1)
( )

R r mrr E V r R r l l
R r r r

            
 

या 
2

2
2 2 2

1 ( ) 2 ( 1)( ) ( ) 0
2

R r m l lr E V r R r
r r r mr

               




   .....12.7)  

2

2 2

1 1 1sin ( , ) ( , ) ( 1)
( , ) sin sin

Y Y l l
Y

    
     

             
 

या 
2

2 2

1 1sin ( , ) ( , ) ( 1) ( , )
sin sin

Y Y l l Y      
    

         
  ......(12.8)  

समीकरण (12.7) ǒğÏय अवकल समीकरण कहलाती है। यह केवल Ǔनदȶशांक r पर 
Ǔनभ[र है। यह समीकरण ǒğÏय तरंग फलन (radial wave function) R(r) के ͧलये है जो 
कण कȧ कुल ऊजा[ E तथा िèथǓतज ऊजा[ V(r) पर Ǔनभ[र करती है। इसके हल से कण के 
संभाͪवत ऊजा[ मान £ात ͩकये जात ेहɇ। 

समीकरण (12.8) Ǔनदȶशांकɉ θ एव ं ∅ पर आधाǐरत अवकल समीकरण है। यह 
समीकरण कण कȧ कुल ऊजा[ E एव ं िèथǓतज ऊजा[ पर अनाͬĮत है, अथा[त तरंग फलन कȧ 
कोणीय Ǔनभ[रता गोलȣय समͧमǓत ɮवारा Ǔनधा[ǐरत होती है। 

चर राͧशयɉ के पथृÈकरण कȧ ͪवͬध समीकरण (12.8) को भी दो अलग अलग अवकल 
समीकरणɉ मɅ ͪवभÈत करने हेत ुकाम लȣ जा सकती है। यǑद मान ͧलया जाये ͩक 

( , ) ( ) ( )Y            … (12.9) 
जहा ँ ( )  व ( )  Đमश: केवल   व   के फलन है। तब समीकरण (12.9) 

का Ĥयोग समीकरण (12.8) मɅ करने पर  

 
2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )sin ( 1) ( ) ( )
sin sin

l l   
  

    
                

 

उपरोÈत समीकरण को बांयी ओर से 
2

( ) ( )
Sin 
  

 से गणुा करने पर ĤाÜत पǐरणाम 

Ǔनàन है। 
2

2
2

( ) 1 ( )sin ( 1)sin
( ) ( )

Sin l l  
 

    
            

      ....(12.10) 

समीकरण (12.14) मɅ वाम प¢ केवल चर θ का फलन है तथा दͯ¢ण प¢ केवल चर 
∅ का फलन है। अत दोनɉ प¢ एक हȣ Ǔनयतांक, माना m2 के बराबर होने चाǑहये। अथा[त ्

 
2

2 2

1 ( )sin ( 1) ( ) 0
sin sin

ml l
 

   
              

   … (12.11) 
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तथा  
2

2
2

( ) ( ) 0m



 

  


          …(12.12) 

इस Ĥकार हम पात ेहɇ ͩक गोलȣय समͧमत ͪवभव के ͧलये चर राͧशयɉ के पथृÈकरण 
कȧ ͪवͬध से गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ ɮवारा åयÈत कȧ गई Įोͫडजंर समीकरण, एक–एक èवतंğ चर 
राͧशयɉ ,r   व   पर आͬĮत तीन पथृक अवकल समीकरणɉ Đमश: समीकरण (12.7), 
(12.11) एव ं (12.12) मɅ ͪवभÈत कȧ जाती है। इन समीकरणɉ के हल से Đमश: R(r), 
( )( )  व ( )  ĤाÜत ͩकये जाकर सàपणू[ तरंग फलन ( , , ) ( ) ( )( ) ( )r R r        
ĤाÜत ͩकया जाता है। 

12.5 सारांश (Summary) 
 गोलȣय समͧमत ͪवभव केवल कण कȧ िèथǓत का फलन होते हɇ। 
 गोलȣय समͧमत ͪवभव के ͧलये Įोͫडजंर समीकरण को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ ͧलखा जाकर 

हल करना सुगम होता है। 
 गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ काल अनाͬĮत Įोͫडजंर समीकरण का Ǔनàन èवǾप है। 

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1sin ( , , )
sin sin

r r
r r r r r

   
    

                     
 

 2

2 ( ) ( , , ) 0m E V r r    


 

 V(r) गोलȣय समͧमत होने पर तरंग फलन 
( , , ) ( ) ( , )r R r Y      

ͧलखा जाता है जहा ँR(r) केवल r तथा ( , )Y    केवल θ व ∅ पर आͬĮत होते है। 
चर राͧशयɉ के पथृÈकरण कȧ ͪवͬध से Įोͫडजंर समीकरण को तीन अलग–अलग 

अवकलन समीकरणɉ जो तीन èवतंğ राͧशयɉ व मɅ होती है, मɅ ͪवभािजत ͩकया जाता है, ͩफर 
समीकरणɉ के हल से सàपणू[ तरंग फलन £ात ͩकया जाता है। 

12.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
गोलȣय समͧमत ͪवभव Spherically symmetric potential 
गोलȣय Ǔनदȶशांक Spherical coordnates 
ǒğÏय तरंग फलन Radial wave function 

12.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
डा.एस.एस. रावत एंव 
डा. सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक ÈवाÛटम यांǒğकȧ एव ं
èपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस, जयपरु 
 

12.8 बोध Ĥæन (Answers to Self Assessment Questions) 
1. हाँ, Èयɉͩक यह केवल r का फलन है। 
2. sin cosx r    
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sin siny r    

cos .z r   

12.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अि×तलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 

1. ͪवभव ¢ेğ 2( ) sinU r r   Èया गोलȣय समͧमत है? 

2. ͪवभव ¢ेğ 3

1( )U r
r

  Èया गोलȣय समͧमत है? 

3. ͪवभव ¢ेğ 3

1( )U r
r

  Èया गोलȣय समͧमत है? 

4. गोलȣय Ǔनदȶशांक पƨǓत मɅ लाÜलाͧसयन संकारक का åयजंक ͧलͨखए। 
5. गोलȣय समͧमत ͪवभव से Èया आशय है? 

ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type question) 
1. गोलȣय समͧमत ͪवभव ¢ेğ के ͧलये गोलȣय Ģुव Ǔनदȶशांकɉ मे Įोͫडजंर का समय 

अनाͬĮत समीकरण ͧलͨखये और समूण[ तरंग फलन के तीन भागɉ के ͧलये इसको तीन 
अवकलन समीकरणɉ मɅ ͪवभÈत कȧिजये। 
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इकाई–13 
हाइĜोजन परमाण ु

(Hydrogen Atom) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

13.0 उƧेæय 
13.1 Ĥèतावना 
13.2 क¢ीय कोणीय संवेग 

13.2.1 
^

zL  के आइगेन मान तथा आइगेन फलन 

13.2.2 
^
2L तथा 

^
zL  ठंड के समकाͧलक आइगेन फलन 

13.3 कोणीय संवेग का ÈवाÛटȣकरण 
13.4 गोलȣय Ĥसंवादȣ ͪवæलेषण 

13.4.1 कोणीय फलन अवकल समीकरण का हल 
13.4.2 गोलȣय हामȾǓनक 

13.5 हाइĜोजन परमाण ुके ऊजा[ èतर 
13.6 n=1 तथा n=2 के तरंगफलनɉ कȧ आकृǓतया ं
13.7 साराशं 
13.8 शÞदावलȣ 
13.9 संदभ[ ĒÛथ 
13.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
13.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

13.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप 

 क¢ीय कोणीय संवेग के घटकɉ के मÚय ĐमͪवǓनमय संबधं समझ सकɅ गे; 
 क¢ीय कोणीय संवेग के घटकɉ को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ £ात कर सकने मɅ समथ[ हो 

सकɅ गे; 
 c के आइगेन मान तथा आइगेन फलन £ात कर सकɅ गे; 

 कोणीय संवेग के आकाशी या Ǒदक् Èवांटȣकरण कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 s,p,d अवèथाओं के संगत गोलȣय हामȾǓनक Èया होत ेहɇ, जान सकɅ गे; 
 हाइĜोजन परमाण ुके ऊजा[ èतरɉ तथा अनमुत संĐमणɉ को समझने मɅ समथ[ हो सकɅ गɅ; 
 ऊजा[ èतर n=1 तथा n=2 के तरंग फलनɉ तथा ĤाǓयकता घन×व कȧ आकृǓतया ँ£ात करने 

मɅ स¢म हो सकɅ गे। 
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13.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई 12 मɅ आपने एकल इलेÈĚॉनी परमाण ु के ͧलए गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ 

ĮोͫडÛजर समीकरण ĤाÜत कȧ तथा चार राͧशयɉ के पथृÈकरण ͪवͬध ɮवारा इस समीकरण से 
एक–एक èवतंğ चर राͧशयɉ , ,r    पर Ǔनभ[र तीन पथृक अवकलन समीकरणɅ ĤाÜत कȧ। इस 
इकाई के अनÍुछेद 13.2 मɅ क¢ीय कोणीय संवेग संकारकɉ के ͧलए Đम ͪवǓनमेय संबधंɉ का 

उपयोग करके, इसके घटकɉ को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ के Ǿप मɅ ͧलखेगɅ। संकारक 
^

zL  तथा 
^
2L  के 

आइगन फलन तथा आइगेन मान £ात करɅगे तथा Èवांटम संÉया l व m को पǐरभाͪषत 
करɅगे। अनÍुछेद 13.3 मɅ आप कोणीय संवेग के सभी संभव अͧभͪवÛयासɉ के बारे मɅ जानकारȣ 
लɅगे। अनÍुछेद 13.4 मɅ आप कोणीय फलन अवकल समीकरण के हल £ात करɅगे तथा 
ͪवͧभÛन अवèथाओं के गोलȣय हामȾǓनक के मान £ात करɅगे। अनÍुछेद 13.5 मɅ आप हाइĜोजन 
परमाण ुके ͪवͧभÛन ऊजा[ èतरɉ कȧ ऊजा[ का मान £ात करɅगे तथा वरण Ǔनयमɉ (selection 
rules) का अÚययन करɅगे। अनÍुछेद 13.6 मɅ आप n=1 तथा n=2 के ͧलए ǒğÏय तरंग 
फलन तथा ǒğÏय ĤाǓयकता घन×व £ात करɅगे। साथ हȣ कोणीय तरंग फलन, तथा कोणीय 
ĤाǓयकता घन×व भी £ात करɅगे । 

13.2 क¢ीय कोणीय संवेग (Orbital Angular Momentum) 
ͩकसी मूल ǒबÛद ु(origin) के सापे¢ कण का कोणीय संवेग 

L r p 
  

      ...(13.1) 

होता है, जहां r

 कण का िèथǓत सǑदश तथा p


 कण का सवेंग है। एकल इलेÈĚॉन 

परमाण ुमɅ यǑद r

 तथा p


 Đमश: इलेÈĚान कȧ िèथǓत सǑदश तथा संवेग सǑदश है, तब L


, 

इलेÈĚॉन का क¢ीय कोणीय संवेग (orbital angular momentum) होता है। कोणीय संवेग 
एक Ĥे¢ण योÊय (observable) राͧश है। इकाई 4 मɅ आप संवेग संकारक पढ़ चुके हɇ िजसका 

उपयोग हम यहा ंपर करɅगे। क¢ीय कोणीय संवेग 
^

L

 तथा इसके घटक संकारकɉ 

^ ^
,x yL L व 

^
zL  

के मान Ǔनàन होते हɇ – 
^

L i r  
 

       … (13.2) 
^ ^

,x z zL y p z p i y z
z y

  
       


  

^ ^ ^
,y x zL z p x p i z x

x z
         

  

^ ^ ^
,z y xL x p y p i x y

y x
  

       


       
… (13.3) 
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इकाई 5 मɅ आप कोणीय संवेग के घटकɉ Lx, Ly, Lzके संगत संकारकɉ के ͧलए Đम 
ͪवǓनमेय सàबÛध (commutative relations) भी पढ़ चकेु हɇ जो Ǔनàन Ĥकार से ͧलखे जात े
हɇ। 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
, ; , ; ,x y z y z x z x yL L i L L L i L L L i L                 

    

^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^
2 2 2; , , , 0x y zL L i L L L L L L L     

         
     

  
  

उपरोÈत Đम ͪवǓनमेय सàबÛध 
^
2 , 0L L 

 
 


 से यह Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक 

^
2L  

तथा L

 के ͩकसी एक घटक के Ĥ×याशा मान (expectation value), एक साथ सुǓनिæचतता 

के साथ £ात ͩकये जा सकत ेहɇ अथा[त  
^
2L  तथा L


 के उस घटक के समकाͧलक आइगेन 

फलन (simultaneous eigen function) £ात ͩकये जा सकत ेहɇ। ये आइगेन फलन कोणीय 
संवेग कȧ सभी अवèथाओं कȧ पणू[ åयाÉया करत ेहɇ। यहां पर हम L


 के z घटक Lz का 

उपयोग कर रहे हɇ। 

अथा[त ्   
^
2 , 0zL L 

 
 

         …(13.4) 

इन आइगेन फलनɉ को £ात करने के ͧलए कोणीय संवेग के घटकɉ को गोलȣय 
Ǔनदȶशांकɉ ( , , )r    मɅ £ात करना अͬधक सुͪवधाजनक होता है। अत: कातȸय Ǔनदȶशांकɉ 

(x,y,z) तथा गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ ( , , )r    मɅ Ǔनàन सàबÛधɉ का उपयोग करके 
^ ^ ^

,x y zL L L  
£ात ͩकये जात ेहɇ। इकाई 12 मɅ आप Ǔनàन सàबÛध पढ़ चुके हɇ। 

sin cosx r    
sin siny r    
cosz r       … (13.5) 

जहाँ 0 ,0r        तथा 0 2    
हल करने पर 

^
sin cot cosxL i   

 
  

    
  

^
cos cot sinyL i   

 
  

     
  

^

zL i



 

      … (13.6) 

तथा   
^ ^ ^ ^
2 2 2 2

x y zL L L L    
2

2
2 2

1 1sin
sin sin


    

            
  … (13.7) 
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13.2.1 
^

zL  के आइगेन मान तथा आइगेन फलन (Eigen value and Eigen function of 
^

zL ) 

माना ͩक संकारक 
^

zL  के आइगेन मान m  तथा इसके संगत आइगेन फलन 
( )m   हɇ, तब 

^
( ) ( )z m mL m         … (13.8) 

इसमɅ 
^

zL i



 

  का उपयोग करने पर 

  ( ) ( )m mi m 



   

      ...(13.9) 

या  ( )
( )

m

m

im





 


 

इसका समाकलन करने पर 
( ) im

m Ae         … (13.10) 

जहा ँ Ǔनयतांक A ĤसामाÛयीकृत (normalized) Ǔनयतांक है ൬A = 1
√2πൗ ൰ यɮयͪप 

समीकरण (13.10) मɅ m के सभी मानɉ के ͧलए समीकरण (13.8) संतçुट होती है लेͩकन 
तरंग फलन m  एकमानी (single valued) होना चाǑहये, अथा[त ्

(2 ) (0)m    

या  2 1i me              ...(13.11) 
होना चाǑहये। इस ĤǓतबÛध के कारण m, शूÛय या धना×मक या ऋणा×मक पणूाɍक हȣ 

हो सकता है। अत: संकारक 
^

zL  के आइगेन मान m  होते हɇ, जहा ँ
0, 1, 2,.....m         ...(13.12) 

होता है, तथा इनके संगत आइगेन फलन 
1( )
2

im
m e 


      …(13.13) 

होता है। 

13.2.2 
^
2L तथा 

^

zL  के समकाͧलक आइगेन फलन (Simultaneous eigen function of  
^
2L  and 

^

zL ) 

माना ͩक 
^
2L  और 

^

zL  संकारकɉ के समकाͧलक (simultaneous) आइगेन फलन 

( , )m    हɇ तथा 
^
2L  तथा 

^

zL  के आइगेन मान Đमश: 2( 1)l l    तथा m  हɇ तब इन 
संकारकɉ कȧ अͧभला¢ͨणक समीकरणɅ Ǔनàन हɉगी, 
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^
2 2( , ) ( 1) ( , )lm lmL l l           ...(13.14) 

^
( , ) ( , )z lm lmL m           ... (13.15) 

अब चू ंͩक 
^

zL i



 

  है अत: इसका आइगेन फलन 

1( )
2

im
m e 


   

होता है, अत: ( , )lm    का Ǿप Ǔनàन Ĥकार का होना चाǑहये 
( , ) ( ) ( )lm lm m           … (13.16) 

जहा ं ( )  केवल   का फलन है िजस पर 
^

zL i



 

  का कोई Ĥभाव नहȣ ंहोता 

है। 

 
^

( , ) ( ) ( )z m m mL i    



   
   

( ) ( )m mi 


 
     

   

( ) ( )m mm         … (13.17) 

संकारक 
^
2L  के ͧलए गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ ( , , )r    मɅ Ǔनàन åयजंक 

2^
2 2

2 2

1 1sin
sin sin

L 
    

            
  

का उपयोग समीकरण (13.14) मɅ करने पर 
2

2 2

1 1sin ( 1)
sin sin

m m
lm

 
 

    
           

    … (13.18) 

इस समीकरण को हल करके आइगेन फलन ( , )lm    £ात ͩकये जा सकत े हɇ। 
( , )lm    को गोलȣय हामȾǓनक (spherical harmonics) कहत ेहɇ। इस समीकरण को हल 

करने पर l  के संभव मान ĤाÜत होते हɇ। 
0,1,2,.....l   

तथा m के संभव मान 
, 1,.... 1,0,1,..... 1,m l l l l       

ĤाÜत होत ेहɇ। 

इस Ĥकार ( , )lm   , संकारक 
^
2L  तथा 

^

zL  के आइगेन फलन है िजसके संगत 
आइगेन मान Đमश: 2( 1)l l    तथा m  ĤाÜत होत ेहɇ। Èयɉͩक 2( 1)    एकल इलेÈĚॉन 
परमाण ुमɅ गǓतशील इलेÈĚॉन के सàभाͪवत कोणीय संवेग के वग[ को åयÈत करता है अत: 
कोणीय संवेग L  का Ǔनरपे¢ मान ( 1)    ɮवारा Ǔनधा[ǐरत ͩकया जाता है। इसमɅ पणू[ 
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संÉया l  क¢ीय Èवांटम संÉया या Ǒदगशंी Èवांटम संÉया (azimuthal quantum number) 
तथा m चुàबकȧय Èवांटम संÉया (magnetic quantum number) कहलाती है। 

13.3 कोणीय संवेग का Èवांटȣकरण (Quantization of Angular 
Momentum) 

ͩकसी कण के कोणीय संवेग से सàबिÛधत संकारक 
^
2L  तथा 

^

zL  के केवल ͪववÈत 

(discrete) मान हȣ संभव होत ेहɇ, अथा[त 
^
2L  तथा 

^

zL  के आइगेन मान, खÖड 13.2.2 के 
अनसुार हɇ – 

^
2 2( 1)lm lmL l l     

^

z lm lmL m    
जहा ं 0,1,2....l   तथा ,..... 2, 1,0,1,2,....m l l     हɇ। इस Ĥकार कोणीय संवेग 

( )L  तथा इसका Z घटक zL  Èवांटȣकृत होत ेहɇ। l  को क¢ीय या Ǒदगशंी ÈवाÖटम संÉया 
तथा m को चुàबकȧय Èवांटम संÉया कहत ेहɇ। उदाहरण के ͧलए 3l   है तब m के सàभव 
मान -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 हɉगे। इस ÈवाÖटम अवèथा के ͧलए, कोणीय संवेग का मान  

( 1) 12 2 3L l l       
होगा तथा zL  के संभव मान 3 , 2 , 1 ,0,1 , 2 ,3         हɉगे देखɅ ͬचğ (13.1)। 

 
ͬचğ 13.1 

ͬचğ 13.1 के अनसुार कोणीय संवेग L  के, आकाश (space) मɅ कुछ Ǔनिæचत 
ǑदिÈवÛयास (orientational) हȣ सभंव है। अथा[त ् L


 सǑदश कȧ Ǒदशाऐं ͬचğ मɅ दशा[यी गई 
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Ǒदशाओं के अलावा और कुछ नहȣ ंहो सकती है। अथा[त ्कोणीय संवेग L

 ɮवारा zL  के सापे¢ 

बनने वाले कोण   के कुछ Ǔनिæचत मान हȣ सभंव हɇ। 

यहा ँ  cos
( 1) ( 1)

zL m m
L

   
 


    
  

या  θ = cosିଵ(L୸ L⁄ ) 
ͬचğ 13.2 (अ) व (ब) मɅ Đमश: 1l   व 2l   के संगत कोणीय संवेग सǑदश L


 

के संभव अͧभͪवÛयासɉ को दशा[या गया है। 1l   के ͧलए   के संभव मान 450, 900 और 

1350 होते हɇ जो Đमश: , 0,m     के संगत हɇ [(ͬचğ 13.2(अ)]। इसी Ĥकार 2l   के 

ͧलए   के संभव मान 35.260, 65.90, 114.10  और 144.740 होत े हɇ जो Đमश: 
2 , ,0, , 2m         के संगत हɇ [ͬचğ 13.2(ब)]। 

 
ͬचğ 13.2 

इस Ĥकार ÈवाÛटम यांǒğकȧ मɅ कोणीय संवेग सǑदश कȧ अ¢ के सापे¢ केवल कुछ 
Ǔनिæचत Ǒदशाएं हȣ संभव है। इस पǐरणाम को आकाशी या Ǒदक Èवांटȣकरण (space 
quantization) कहते है।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. ͩकसी इलेÈĚॉन के कोणीय संवेग सǑदश  तथा इसके z- अ¢ के बीच सभी 
 संभव कोणɉ के मान 1l   के ͧलए £ात कȧिजये। 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
2.  को चुàबकȧय Èवांटम संÉया Èयɉ कहा जाता है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

L


m
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 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
3. हाइĜोजन परमाणु के n=3 के ͧलए सभी Èवांटम संÉयाओं को ͧलͨखये। 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

13.4 गोलȣय Ĥसंवादȣ ͪवæलेषण (Analysis of Spherical 
Harmonics) 

13.4.1 कोणीय फलन अवकल समीकरण का हल (Solution of Angular function 
equation) 

इकाई 12 मɅ अपने चर राͧशयɉ के पथृÈकरण (separation of variables) ͪवͬध 
ɮवारा एकल इलेÈĚॉन परमाण ुके ͧलये गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ ĤाÜत ĮोͫडÛजर समीकरण से एक–
एक èवतÛğ चर राͧशयɉ , ,r    पर Ǔनभ[र तीन पथृक अवकल समीकरणɅ ĤाÜत कȧ थी। 
कोणीय चरɉ ,   मɅ पथृÈकरण करने पर Ǔनàन दो अवकलन समीकरणɅ ĤाÜत होती हɇ– 

 
2

2
2

( ) ( ) 0m



 

  


    …(13.19) 

तथा  
2

2

1 ( )sin ( 1) ( ) 0
sin sin

ml l
 

   
               

…(13.20) 

जहा ंm एक Ǔनयतांक है। समीकरण (13.19), अथा[त    समीकरण का हल Ǔनàन 
है– 

 
1( )
2

ime 


       … (13.21) 

पǐरसीमा ĤǓतबÛधɉ का उपयोग करने पर m के सàभाͪवत मान Ǔनàन ĤाÜत होत ेहɇ– 
1, 1, 2,....m         …(13.22) 

समीकरण (13.20), अथा[त    समीकरण को हल करने के ͧलये माना cos y   
तथा 2 21 siny    तथा  

siny
y y y


 
   

  
  

 

या  
1

sin y 
 

 
 
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और  2 2sin sin (1 )y
y y

 

  

    
  

 

इनका उपयोग समीकरण (13.20) मɅ करने पर 
2

2
2(1 ) ( 1) 0

1
my

y y y
   

            
   

जहा ंy के मान -1 से +1 तक पǐरवǓत[त हो सकत ेहɇ (Èयɉͩक 0    , इसͧलए 
cosy   कȧ परास -1 से +1 है)। 

उपरोÈत समीकरण Ǔनàन Ĥकार से ͧलखी जा सकती है,  

  
2 2

2
2 21 2 ( 1) 0

1
my y

y y y
   

            
  … (13.23) 

यह समीकरण मानक सहचरȣ लेजेÛĜ े अवकल समीकरण (standard Legendre 
differential equation) है, िजसके हल सहचरȣ लेजेÛĜ े फलन (बहु पद) [associated 
legendre functions (polynomials)]कहलात ेहɇ। अत: समीकरण (13.23) के हल Ǔनàन 
होत ेहɇ। 

( )m
mN P y     

या चर   के फलन के Ǿप मɅ, 
( ) (cos )m

mN P      
जहा ं mN  ĤसामाÛयीकरण Ǔनयतांक (normalization constant) है तथा 

(cos )mP  , सहचरȣ लेजेÛĜ ेबहु पद है। इसका मान ĤसामाÛयीकरण ĤǓतबÛध 

*

0

( ) ( ) sin 1d


        

तथा लेजेÛĜ े के लािàबकता गणुधम[ (orthogonality properties) से £ात ͩकया 
जाता है। lmN  के Ǔनàन मान ĤाÜत होते हɇ। 

1/2
(2 1)( )!( 1)

2( )!
m

lm
mN

m
  

    

 


 जब 0m    …(13.24) 

1/2
(2 1)( )!

2( )!lm

m
N

m
  

   

 


  जब 0m    …(13.25) 

( 1)m
l mN   

उपरोÈत मɅ l m  तथा m के  2 1l   सàभाͪवत मान ,l 1,.....0,..... 1,l l   l  
होत ेहɇ। 

कोणीय फलन अवकल समीकरण (13.20) के सàपणू[ हल 
   , ,m        
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1 (cos )
2

m im
mN P e 


  

   
… (13.26) 

होत ेहɇ िजÛहɅ गोलȣय हामȾǓनÈस कहत ेहɇ। 

13.4.2 गोलȣय हामȾǓनक (Spherical harmonics) 

कोणीय संवेग संकारक 
^
2L  तथा 

^
zL  के ĤसामाÛयीकृत समकाͧलक आइगेन फलन 

 ,m    गोलȣय हामȾǓनक कहलात ेहɇ। m  के शूÛय से धना×मक मान के ͧलये  0m    
1/2

(2 1)( )!( , ) ( 1) (cos )
4 ( )!

m m im
m

m P e
m

   


  
    

 
 


  … (13.27) 

होत ेहɇ, तथा m के ऋणा×मक मान के ͧलये (m<0), 
*
,( , ) ( 1) ( , )m

m l m        

होत ेहɇ। ÈवाÛटम संÉया 0,1,2....l   हो सकती है तथा l  के एक Ǔनिæचत मान के 
ͧलये , 1,... 1,m l l l l      हो सकत ेहɇ। 

गोलȣय हामȾǓनक Ǔनàन ĤसामाÛय लािàबक ĤǓतबÛध (normalized orthogonality 
criterian) का पालन करत ेहै– 

*
' ' ' '( , ) ( , )l m lm ll mmd             … (13.28) 

जहा ं sind d d     है। 
गोलȣय हामȾǓनक एक पणू[ समुÍचय का Ǔनमा[ण करत ेहɇ, अथा[त ,   का कोई अÛय 

फलन ( , )f    सदैव ( , )lm    के पदɉ मɅ ͪवèताǐरत ͩकया जा सकता है। 

0
( , ) ( , )

l

lm lm
l m l

f      


 

      ...(13.29) 

Ĥचͧलत माÛयता के अनसुार 0,1, 2,3, 4l   आǑद क¢ीय कोणीय संवेग Èवांटम 
संÉयाओं वालȣ अवèथाओं (states) के संगत Đमश: s, p, d, f, g संकेतɉ का उपयोग ͩकया 
जाता है। Èवांटम संÉयाओं s, p, d के संगत गोलȣय हामȾǓनकɉ के èपçट åयजंक सारणी 13.1 
मɅ Ǒदये गये हɇ। 

 सारणी 13.1, s, p, d अवèथा के संगत गोलȣय हामȾǓनक 

l  अवèथा m गोलȣय हामȾǓनक ( , )lm    

0 s 0 
00

1
4




  

1 P 0 1/2

1,0
3 cos

4
 


   
 

 

  1  1/2

1, 1
3 sin

8
ie  





   
 
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2 d 0 
 

1/2
2

2,0
5 3cos 1

16
 


   
 

 

  1  1/2

2, 1
15 sin cos
8

ie   





    
 

 

  2  1/2
2 2

2, 2
15 sin

32
ie  





   
 

 

ĤाǓयकता ͪवतरण (probability distribution) 2( , )lm    के Ģुवीय Ēाफ (polar 
graphs) ͬचğ 13.3 मɅ Ǒदखाये गये हɇ। 

 
ͬचğ 13.3 

13.5 हाइĜोजन परमाणु के ऊजा[ èतर (Energy Levels of 
Hydrogen Atom) 
एकल इलेÈĚान परमाण ुके ͧलए, n  वɅ मुÉय Èवांटम संÉया (principal quantum 

number) के संगत ऊजा[ आइगेन मान है। 
2 4 2

2 22n
mk e ZE

n
 


 

हाइĜोजन परमाण ुके ͧलए 1Z   है, अत: ऊजा[ आइगेन मान 
2 4

2 2 2

13.6
2n
mk eE eV

n n
   

     
… (13.30) 
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जहा ं 1,2,3....n   हɇ। हाइĜोजन परमाण ुके ͧलए आयनन ऊजा[ का मान 13.6eV  होता है। 
हाइĜोजन परमाण ु के ऊजा[ èतरɉ को ͬचğ 13.4 मɅ दशा[या गया है। इस Ĥकार इलेÈĚॉन कȧ 
ऊजा[ का कोई भी èविैÍछक मान संभव नहȣ ंहोकर केवल ͪववÈत (discreate) मान हȣ संभव 
होत े हɇ।    परमाण ु के ऊजा[ आइगन मान , 13.6eV  

2 3 4, 3.4 , 1.51 , 0.85 ,....eV eV eV          हɇ। ऊजा[ आइगेन मान केवल मुÉय 
Èवांटम संÉया पर हȣ Ǔनभ[र करत ेहɇ, क¢ीय कोणीय Èवांटम संÉया l  तथा चुàबकȧय Èवांटम 
m  पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरत ेहɇ।  

1n   वाले ऊजा[ èतर मɅ इलेÈĚॉन कȧ ऊजा[ Ûयनूतम होती है, इसे मूल ऊजा[ èतर 
तथा इलेÈĚॉन कȧ इस अवèथा को मूल अवèथा (ground state) कहत ेहɇ। 2,n   Ĥथम 
उ×तेिजत अवèथा, 3n   ɮͪवतीय उ×तेिजत अवèथा आǑद कहलाती है। 

 
ͬचğ 13.4 

1,2,3,4...n   आǑद ऊजा[ के संगत इलेÈĚॉन कȧ अवèथाओं को , , , ,...K L M N  
कोश (shell) कहत ेहɇ। एक हȣ कोश के ͧलए l  के ͧभÛन मान ĤाÜत हो सकत ेहɇ, जैसे n 2  
के ͧलए 0, 1l   और 3n   के ͧलए 0,1,2l   होत ेहɇ। 0,1,2,...l   आǑद मानɉ वालȣ 
अवèथाओं को , , ,...s p d  उपकोश (subshell) कहत े हɇ। एक हȣ उपकोश के ͧलए m  के 
मान. ͧभÛन हो सकत ेहɇ, जैसे 2l   के ͧलए 2, 1,0, 1, 2m       होत ेहɇ। इस Ĥकार एक 
उपकोश मɅ कई क¢क (orbital) हो सकत ेहɇ। 
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बोर (Bohr) मॉडल मɅ n  के एक मान के संगत एक हȣ ऊजा[ èतर उपलÞध होता है, 
जबͩक Èवांटम यांǒğकȧ के उपरोÈत ͪववेचना से ĤाÜत पǐरणाम के अनसुार, 1n   के मानɉ के 
ͧलए एक से अͬधक लेͩकन अपħçट (degenerate) ऊजा[ èतर होत ेहɇ। जैसे 2n   के ͧलए 

0l   तथा 1 के संगत ऊजा[ èतर हɇ। n  मुÉय Èवांटम संÉया वाले कोश के संगत 2n  
èवतÛğ इलेÈĚॉन अवèथा फलन /n m  हो सकत ेहɇ। अत: n  Èवांटम संÉया वालȣ ऊजा[ èतर 
कȧ अपħçटता (degeneracy) 2n  होती है। 

हाइĜोजन परमाण ु के ͧलए वरण Ǔनयम (selection rule) 0, 1m    तथा 
1l    के आधार पर अनमुत संĐमणɉ (allowed transitions) को ͬचğ 13.4 मɅ दशा[या 

गया है। वरण Ǔनयम 1l    के कारण अनमुत संĐमणɉ 1 0;l l    2 1l l    
तथा 3 2l l    को डॉट वालȣ रेखाओं (dotted lines) से दशा[या गया है। वरण Ǔनयम 

1l    के कारण अनमुत संĐमणɉ 0 1l l    तथा 1 2l l    को पणू[ रेखाओं 
(full lines) से दशा[या गया है। n  के ͧलए कोई वरण Ǔनयम लाग ूनहȣ ंहोता है। 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
4. संĐमण  अनुमत है या विज[त, समझाइए?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
5. संĐमण  अनुमत है या विज[त, समझाइये?  
 ––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 13.1 हाइĜोजन परमाण ु के ͧलए बोर मॉडल तथा Èवांटम मॉडल कȧ तुलना 
कȧिजये।  

हल : बोर मॉडल तथा Èवांटम मॉडल दोनɉ मɅ हाइĜोजन परमाण ु के इलेÈĚॉन कȧ 
ऊजा[ओं के मान समान हɇ लेͩकन कोणीय संवेगɉ के मान ͧभÛन हɇ। बोर मॉडल मɅ इलेÈĚान कȧ 
n वीं अवèथा के ͧलए कोणीय संवेग का मान L n   एक हȣ होता है। जबͩक Èवांटम 
यांǒğकȧ मɅ कोणीय संवेग के n ͧभÛन–ͧभÛन ( 1), ( 2),....2,1,0l n n    के संगत होत ेहɇ। 
Èवांटम मॉडल मɅ कोणीय संवेग ( 1)L l l    ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है। उदाहरण के 
ͧलए n=2 अवèथा के ͧलए बोर मॉडल के अनसुार L=2 होता है जबͩक Èवांटम मॉडल के 
अनसुार 0l   या 1 के संगत L=0 या 2  होत ेहɇ। बोर मॉडल मɅ L का मान n पर Ǔनभ[र 
करता है जबͩक Èवांटम मॉडल मɅ L का मान l  पर Ǔनभ[र करता है। èपेÈĚोèकोपी मɅ ĤाÜत 
सभी Ĥायोͬगक पǐरणामɉ कȧ åयाÉया Èवांटम मॉडल से होती है, बोर मॉडल से नहȣं। 

उदाहरण 13.2 क¢ीय कोणीय संवेग संकारक L के घटकɉ के मÚय Ǔनàन Đम 
ͪवǓनमेय सàबÛध èथाͪपत कȧिजये। 

210 100 

200 100 
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 ,x y zL L i L      

हल :     , ,x y z y x zL L yp zp zp xp          

   , , ,z x y z z zyp zp zp xp yp xp      

,y xzp zp          ...(i) 
 उपरोÈत मɅ Ĥथम Đम ͪवǓनमेय सàबÛध 

 ,z x z x x zyp zp yp zp zp yp   

अब Èयɉͩक y का px, z तथा pz से Đम ͪवǓनमेय होता है अत: उपरोÈत से  
   , ,z x x z xyp zp yp p z i yp       … (ii) 

इसी Ĥकार समीकरण (i) के दांयी ओर का ɮͪवतीय पद  
,y z y z z yzp xp zp xp xp zp      

 ,y z yxp z p i xp        … (iii) 
तथा समीकरण (i) के दांयी ओर का ततृीय पद, चतुथ[ पद 

 , 0z zyp xp   (Èयɉͩक , , zy x p  आपस मɅ Đम ͪवǓनमय करत ेहɇ) 

, 0y xzp zp     (Èयɉͩक , ,x yz p p  Đम ͪवǓनमय करत ेहɇ)  

अत: समीकरण (i), (ii), (iii) और उपरोÈत तØय से  
 ,x y y x zL L i xp yp i L          

उदाहरण 13.3 कोणीय संवेग संकारक L

 के ͧलये ͧसƨ कȧिजये ͩक 2 , 0xL L     

होता है।  
हल : Èयɉͩक 2 2 2 2

x y zL L L L    अत: 
2 2 2 2, , , ,x x x y x z xL L L L L L L L                  

   0 , , , ,y y x y x y z z x z x zL L L L L L L L L L L L            

Èयɉͩक  , , , , ,x y z y z x z x yL L i L L L i L L L i L            

अत: इनका उपयोग करने पर  
2 , ( ) ( ) ( ) ( )x y z z z z y y zL L L i L i L L L i L i L L              

( ) ( )y z z y z y y zi L L L L i L L L L       
0  

अत: 2 , 0xL L      
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13.6 n=1 तथा n=2 के तरंग फलनɉ कȧ आकृǓत (Shapes of n=1 
and n=2 Wave Functions) 
तरंग फलन कȧ åयाÉया के अनसुार, जब एक इलेÈĚॉन ͩकसी èथायी अवèथा, िजसकȧ 

Èवांटम संÉयाओं , ,n l m  हɇ, मɅ िèथत है, तब उसके , ,r    Ǔनदȶशाकंɉ पर ͩकसी अãपांश 
आयतन 2 sindV r dr d d    मɅ पाये जाने कȧ ĤाǓयकता (probability) होती है।  

2( , , )nlmdP P dV r dV     
2 2( , , ) sinnlm r r dr d d         ...(13.31) 

इलेÈĚॉन के नाͧभक से r तथा r + dr के मÚय गोलȣय कोश मɅ कहȣ ंभी पाये जाने 
कȧ ĤाǓयकता, उपरोÈत को गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ मɅ समाकलन कर ĤाÜत कȧ जाती है। 

2
22

0 0

( ) sin ( , , )nl nl nlmP r R r dr d r d
 

       
 

2
2 22

0 0

( ) sin ( , )nl lmr R r dr d d
 

         

2 22 ( ) ( , )nl lmr R r dr d     

22 ( )nl nlP r R r dr  

nlP  इलेÈĚॉन के नाͧभक से दरूȣ r तथा r+dr के मÚय पाये जाने कȧ ĤाǓयकता है। 
22 ( )nlr R r  को ĤाǓयकता घन×व या ĤाǓयकता ͪवतरण फलन भी कहत ेहɇ। 

n=1 और n=2 के ͧलए ǒğÏय तरंग फलनɉ 
/

10 3

/2
20 3

/2
21 3

21, 0 ( )

11, 0 ( ) 2
8
12, 1 ( )

24

r a

r a

r a

n l R r e
a

rn l R r e
aa

rn l R r e
aa







  

     
 

     
 

 

जहा ं 2 2/a h mke  है, को ͬचğ 13.5 मɅ दशा[या गया है। n=1 और n=2 के ͧलए 
ǒğÏय ĤाǓयकता घन×व (radial probably density) 22 ( )nlr R r  को ͬचğ 13.6 मɅ दशा[या 
गया है। 
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ͬचğ 13.5 

 
ͬचğ 13.6 

इन वĐɉ से Ǔनàन Ǔनçकष[ Ǔनकलत ेहɇ– 
(i) केवल s अवèथाओं ( 0)l   के ͧलये ǒğÏय तरंग फलन Rno का मान r=0 पर 

शूÛय नहȣ ंहोता है। 

(ii) 1n   के ͧलए ǒğÏय ĤाǓयकता घन×व 22
10 10P r R  का 0l   के संगत मान 

r a  पर अͬधकतम ĤाÜत होता है। अथा[त ् 1r   तथा 0l   अवèथा मɅ 
इलेÈĚॉन के r a  पर पाये जाने कȧ ĤाǓयकता अͬधकतम है। यह पǐरणाम बोर 
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मॉडल ɮवारा ĤाÜत 1r   क¢ा 0r   अवèथा (2s क¢क) मɅ ǒğÏया के अनǾुप 
है। 

(iii) 2n   के ͧलए 0l   अवèथा (2s क¢क) मɅ 20R  का मान, 2r a  पर 
धना×मक, 0r   पर शूÛय तथा 2r a  पर ऋणा×मक होता है। 

(iv) 2, 2n l  (p उपकोश) के ͧलए, 0r   तथा r    पर 21R  का मान शूÛय 
होता है। 21P  अथा[त ्ĤाǓयकता का मान 4r a  पर अͬधकतम होता है। 
1n   तथा 2n   के ͧलए कोणीय तरंग फलन ( )lm   के मान Ǔनàन हɇ जो ͩक n 

पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरत ेहɇ। 

00

00

10

1, 1

11, 0 1
4
12, 0 2
4
32, 1, 0 cos 2

4
32, 1, 1 sin

8

z

i

n l s

n l s

n l m p

n l m e 







 








   

   

    

     

 

इनके ĤाǓयकता घन×व 2( , )lm    के Ģुवीय Ēाफ ͬचğ 13.7 मɅ दशा[ये गये हɇ। 

1s  तथा 2s  क¢ाओं के ͧलए
 

2
00 1/ 4  , कोण   व   पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता 

है अत: s  अवèथाएं गोलȣय समͧमत (spherically symmetric) होती है। 2 p  क¢क के 

ͧलए 2
10  तथा 

2

1, 1 ,   पर Ǔनभ[र करत े हɇ अत: p  अवèथाएँ घणूȸय समͧमत 

(rotational symmetric) होती हɇ। 

11 1, 1

11 1, 1

1 3( ) sin cos
42

1 3( ) sin cos
42

x

y

p

p

   


   






   

   

 

तथा  10
3 cos

4zp  


   
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ͬचğ 13.7 

13.7 सारांश (Summary) 

 
^
2 , 0zL L 

 
 

, सàबÛध से èपçट है ͩक 
^
2L  तथा zL  के समकाͧलक आइगेन फलन £ात 

ͩकये जा सकत ेहɇ। 
 कोणीय संवेग संकारक गोलȣय Ǔनदȶशांकɉ के Ǿप मɅ Ǔनàन ĤाÜत होत ेहɇ–  

.
^

sin cot cosxL i   
 

  
    
  

^
cos cot sinyL i   

 
  

     
  

^

zL i



 

  

 संकारक 
^
2L  तथा 

^
zL  का आइगेन फलन ( , )lm    है तथा इनके आइगेन मान Đमश: 

2( 1)l l    तथा m  हɇ। अत: L का Ǔनरपे¢ मान ( 1)l l    होता है। 
 कोणीय संवेग L


 ɮवारा zL  के सापे¢ बनने वाले कोण   के कुछ Ǔनिæचत मान हȣ 

संभव हɇ। जहा ंपर 

cos
( 1)

zL m
L l l

  


 



208 
 

 Èवांटम मॉडल तथा बोर मॉडल से ĤाÜत हाइĜोजन परमाण ुमɅ इलेÈĚान कȧ ऊजा[ का मान 
है–  

2 4

2 22n
mk eE

n
 


 

 बोर मॉडल मɅ n के एक मान के संगत एक हȣ ऊजा[ èतर उपलÞध होता है जबͩक Èवांटम 

यांǒğकȧ मɅ एक से अͬधक अपħçट (degenerate) ऊजा[ èतर होत ेहɇ। 
 s   अवèथाएँ गोलȣय समͧमत होती है जबͩक p   अवèथाएँ घणू[न समͧमत होती है। 

13.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अपħçट Degenerate 
Đम ͪवǓनमेय सàबÛध Commulative relations 
कोणीय संवेग Angular momentum 
गोलȣय Ĥसंवादȣ Spherical harmonics 
चर राͧशया ँ Variables 
ǑदकͪवÛयास Orientation 
Ǒदगशंी Èवांटम संÉया Azimuthal quantum number 
Ģुवीय Polar 
पथृÈकरण Seperation 
Ĥ×याशा मान Expectation value 
ĤसामाÛयीकृत Normalized 
ĤाǓयकता ͪवतरण Probability distribution 
बहु पद Polynomials 
लािàबकता Orthoganality 
सहचरȣ Associated 
समकाͧलक Simultaneous 

13.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस.एस. रावत एव ं 
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक Èवांटम 
यांǒğकȧ एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस, 
जयपरु 

M.Alonso and 
E.J.Finn 

Fundamental 
University Physics 
Vol. III 

Addison– Wesley 
Publishing Company 
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13.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. सूğ cos
( 1)

zL m
L

  



  
 का Ĥयोग करने पर 

1cos
2

   अत: 0
1 45   

2cos 0    अत: 0
2 0   

3
1cos
2

    अत: 0
3 135   

2. एक परमाण,ु चुàबकȧय ɮͪवĢुव के समान åयवहार करता है जहा ं em  इलेÈĚॉन का 
ġåयमान है। 

इसका z  घटक 
2 2z z

e e

e eL m
m m


 

    
 

  

अत: z  भी Èवांटȣकृत है िजसके मान 
2 e

e
m

 
 
 

  के पणू[ गणुज के Ǿप मɅ हो सकत ेहɇ। 

बाéय चुàबकȧय ¢ेğ को z  अ¢ Ǒदशा मɅ आरोͪपत करके m  के ͪवͧभÛन मान वालȣ 
अवèथाएँ ĤाÜत कȧ जा सकती है। इस कारण m  को चुàबकȧय Èवांटम संÉया कहत ेहɇ। 

3. 3n   के संगत ͪवͧभÛन Èवांटम संÉयाएँ Ǔनàन हɇ– 
2,1,0l   
2l   के संगत 2, 1,0, 1, 2m       तथा 
1l   के संगत 1,0, 1,m     तथा 
0l   के संगत 0m   

अत: 3n   के संगत कुल 9 Èवांटम संÉयाएं होती है। 

4. यह संĐमण अवèथा 2, 1, 0ln l m    से अवèथा 1, 0, 0ln l m    मɅ होता है। 
यहा ँपर 1   तथा 0m   है जो वरण Ǔनयम का पालन करत ेहɇ अत: यह संĐमण 
अनमुत है। n के ͧलए कोई वरण Ǔनयम नहȣ ंहोता है। 

5. यह संĐमण, अवèथा 2, 0, 0n l m    से अवèथा 1, 0, 0n l m    मɅ होता है। 
यहा ँपर 0l   तथा 0m   है जो ͩक वरण Ǔनयम 1    व 0, 1m    का 
पालन नहȣ ंकरता है अत: यह संĐमण विज[त (forbidden) है।  

13.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. क¢ीय कोणीय संवेग संकारक L


 तथा इसके घटकɉ , ,x y zL L L  के ͧलए Đम ͪवǓनमेय 

सàबÛध ͧलͨखये। 
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2. क¢ीय कोणीय संवेग को Ǒदगशंी Èवांटम संÉया l  के Ǿप मɅ ͧलͨखये। 
3. , ,s p d  अवèथाओं के ͧलए गोलȣय हामȾǓनक के मान ͧलͨखये। 

ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. हाइĜोजन परमाण ुके ͪवͪवÈत ऊजा[ वण[Đम का åयजंक ͧलͨखये और उसे आरेͨखत कȧिजये। 

इस åयजंक से मूल अवèथा कȧ ऊजा[ 1E  के मान कȧ गणना कȧिजये। 
5. 1n   तथा 2n   के ͧलए हाइĜोजन परमाण ु के तरंग फलन ͧलͨखये तथा 

1, 0, 0n l m    एव ं 2, 0, 0n l m    के ͧलए ĤाǓयकता घन×व को आलेͨखत 
कȧिजये। 

6. ͧसƨ कȧिजये ͩक 2L  तथा zL  संकारक का समकाͧलक आइगेन फलन ( , )m    ɮवारा 
åयÈत ͩकया जाता है। 

7. एकल इलेÈĚॉनी परमाण ुतÛğ के कोणीय अवकल समीकरण कȧ सहायता से ͧसƨ कȧिजये ͩक 
क¢ीय कोणीय संवेग Èवांटȣकृत होता है।  
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इकाई–14  
परमाÖवीय èपेÈĚा 
(Atomic Spectra) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
14.0 उƧेæय 
14.1 Ĥèतावना 
14.2 ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग 
14.3 हाइĜोजन परमाण ुका èपेÈĚा 
14.4 ¢ारȣय परमाण ु
14.5 सूêम संरचना 

14.5.1 िèपन – क¢ा यÊुमन 
14.5.2 ɮͪवक संरचना 

14.6 साराशं 
14.7 शÞदावलȣ 
14.8 संदभ[ ĒÛथ 
14.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
14.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

14.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप 

 ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग ɮवारा परमाण ुमɅ ͪवͪवÈत ऊजा[ èतरɉ कȧ Ĥायोͬगक पिुçट कैसे 
हु ई, यह समझ सकɅ गे; 

 हाइĜोजन èपेÈĚा के ल¢णɉ से पǐरͬचत हो सकɅ गे; 
 ɬयĚूाँन कण कȧ ͪवशेषताएँ जान सकɅ गे; 
 ¢ारȣय परमाणुओं के èपेÈĚा के ल¢ण जान सकɅ गे तथा हाइĜोजन èपेÈĚा से इनकȧ 

तुलना कर सकɅ गे; 
 िèपन – क¢ा यÊुमन के कारण ͪवͧभÛन ऊजा[ – अवèथाओं कȧ ऊजा[ मɅ पǐरवत[न £ात 

कर सकɅ गे; 
 िèपन – क¢ा यÊुमन से उ×पÛन ɮͪवक संरचना कȧ जानकारȣ ले सकɅ गे; 
 अनमुत संĐमण के ͧलए वरण Ǔनयम का उपयोग समझ सकɅ गे; 
 ¢ारȣय परमाणुओं मɅ सूêम संरचना £ात कर सकɅ गे। 
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14.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई 13 मɅ आपने क¢ीय कोणीय संवेग के ÈवाÛटȣकरण का अÚययन ͩकया 

तथा हाइĜोजन परमाण ुके ͪवͧभÛन ऊजा[ èतरɉ के ǒğÏय एव ंकोणीय तरंग फलन व ĤाǓयकता 
घन×व åय×ुपÛन करके ͪवͧभÛन तरंग फलनɉ कȧ आकृǓतयɉ ĤाÜत कȧ। इस इकाई के अनÍुछेद 
14.2 मɅ ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग का वण[न करके परमाण ुमɅ ͪवͪवÈत ऊजा[ èतरɉ कȧ Ĥायोͬगक 
पिुçट कर इनका मान £ात करɅगे। अनÍुछेद 14.3 मɅ हाइĜोजन परमाण ु के èपेÈĚा मɅ ĤाÜत 
ͪवͧभÛन Įेͨणयɉ के ल¢णɉ का अÚययन करɅगे। अनÍुछेद 14.4 मɅ ¢ारȣय परमाणुओं के ऊजा[ 
èतरɉ कȧ पǐरर¢ण Ĥभाव ɮवारा åयाÉया करके हाइĜोजन से तुलना करɅगे। इसी अनÍुछेद मɅ 
सोͫडयम के èपेÈĚम मɅ उपिèथत ͪवͧभÛन Įेͨणयɉ के ल¢णɉ का भी अÚययन करɅगे। अनÍुछेद 
14.5 मɅ िèपन क¢ा यÊुमन के कारण ¢ारȣय परमाणुओं मɅ èपेÈĚमी रेखाओं कȧ सूêम संरचना 
का अÚययन करɅगे। 

14.2 ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग (Frank – Hertz Experiment) 
ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग ɮवारा ͩकसी परमाण ु मɅ उपिèथत ͪवͪवÈत ऊजा[ अवèथाओं 

(discrete energy states) कȧ Ĥायोͬगक पिुçट होती है तथा इस Ĥयोग ɮवारा ͪवͪवÈत 
ऊजा[ओं के मान भी £ात ͩकये जा सकत ेहै। ĥेÛक–हɪ[ज Ĥयोग का उपकरण, ͬचğ – 14.1 मɅ 
दशा[या गया है। एक कैथोड C से तापायǓनक उ×सज[न ͪवͬध ɮवारा इलेÈĚॉन उ×सिज[त ͩकये 
जात ेहɇ। ये इलेÈĚॉन, एक ͬĒड तार G, िजसे कैथोड C के सापे¢ ͩकसी धना×मक ͪवभव aV  
पर रखा गया है, कȧ ओर ×वǐरत (accelerate) होत ेहɇ। ͬĒड पर पहु ंचने वाले इलेÈĚॉनɉ कȧ 
गǓतज ऊजा[ aeV  हो जाती है। धारा Ǔनयğंक ɮवारा aV  के मान को पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता 
है। 

 
ͬचğ 14.1 
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ͬचğ 14.2 

Üलेट P पर ͪवभव, ͬĒड G कȧ तुलना मɅ अãप ऋणा×मक रखा जाता है, िजसका मान 
लगभग वोãट रखत ेहɇ। यह अãप मंदक ͪवभव (retarding voltage) rV  Üलेट P पर पहु ंचने 
वाले इलेÈĚॉनɉ कȧ गǓतज ऊजा[ को अãप Ǿप से कम कर देता है िजससे Üलेट पर वहȣ 
इलेÈĚॉन पहु ंचत ेहɇ िजसकȧ ऊजा[ reV  से अͬधक है। Üलेट P पर पहु ंचने वाले इलेÈĚॉनɉ के 
कारण, ͬĒड–Üलेट पǐरपथ मɅ धारा pi  ĤवाǑहत होती है िजसे ͧमलȣ अमीटर ɮवारा नापा जा 
सकता है। 

 ĥेÛक – हɪ[ज Ĥयोग मɅ पारे के वाçप (mercury vapour) का उपयोग ͩकया गया 
था। कैथोड C से उ×सिज[त इलेÈĚॉन ͬĒड G कȧ ओर ×वǐरत होत ेहɇ और राèत ेमɅ उपिèथत 
Hg-परमाणओंु से टकरात े हɇ। Èयɉͩक Hg परमाण ु का ġåयमान इलेÈĚॉन के ġåयमान से 
अ×यͬधक बड़ा है अत: यǑद यह टÈकर पणू[त: Ĥ×याèथ हो तब इलेÈĚॉन कȧ टÈकर के पæचात ्
ऊजा[, टÈकर से पवू[ ऊजा[ के बराबर हȣ रहती है और ͬĒड G पर पहु ंचने वाले इलेÈĚॉनɉ कȧ 
गǓतज ऊजा[ aeV  होती है। लेͩकन यǑद टÈकर अĤ×याèथ हो, अथा[त टÈकर के कारण Hg 
परमाण ुमूल ऊजा[ èतर से उÍच ऊजा[ èतर (अÛतराल E) मɅ चला जाता है, तब इलेÈĚॉनɉ कȧ 
ऊजा[ मɅ E कȧ कमी आ जायेगी। तब ͬĒड G पर पहु ंचने वाले इलेÈĚॉनɉ कȧ गǓतज ऊजा[ 

2
1

1
2 amv eV E    

यǑद aeV E  या E से थोड़ा अͬधक है तब ͬĒड G को पार करने वाले इलेÈĚॉन 
मंदक ͪवभव rV  के कारण संĒाहक Üलेट P पर नहȣ ंपहु ंच पायɅगे और इस कारण पǐरपथ मɅ 
धारा pi  मɅ कमी आ जायेगी। 

 इस Ĥयोग मɅ कैथोड – ͬĒड ͪवभवाÛतर aV  को शूÛय से धीरे–धीरे बढ़ाया जाता है, 
और अमीटर ɮवारा पǐरपथ मɅ धारा pi  का मान £ात ͩकया जाता है। इस Ĥयोग मɅ ĤाÜत 

पǐरणामɉ को ͬचğ 14.2 मɅ Ǒदखाया गया है। aV  बढ़ाने के साथ–साथ धारा pi  मɅ वृͪ ƨ होती है 
और जब 4.9aV   वोãट होता है तब अचानक ͬगरावट होती है। इसका कारण यह है ͩक Hg 
परमाण ुके मलू èतर तथा Ĥथम उ×तेजन अवèथा के ऊजा[ èतर मɅ अÛतर E=4.9eV है, अत: 
जब तक इलेÈĚॉनɉ कȧ ऊजा[ 4.9eV से कम रहती है तब तक इलेÈĚॉन कȧ टÈकर से Hg 
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परमाण ुउ×तेिजत नहȣ ंहो सकता है और e Hg  परमाण ुटÈकर पणू[त: Ĥ×याèथ टÈकर रहती 
है। लेͩकन जब 4.9aeV eV  होता है तब अͬधकांश इलेÈĚॉन टÈकर ɮवारा Hg परमाणुओं 
को मूल èतर से Ĥथम उ×तेिजत èतर मɅ पहु ँचा देते हɇ। यह सब ͬĒड G के पास होता है। इस 
Ĥकार इन अĤ×याèथ टÈकर करने वाले इलेÈĚॉनɉ कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ कमी आती है और ये 
इलेÈĚॉन मंदक ͪवभव rV  को पार कर संĒाहक P तक पहु ंचने मɅ असमथ[ रहत ेहै। इस कारण 
धारा pi  मɅ तेजी से ͬगरावट आती है। 

यǑद aV  मɅ और वृͪ ƨ कȧ जाती है तब पनु: pi  मɅ वृͪ ƨ होने लगती है तथा 

9.8aV V  तथा 14.7V पर धारा pi  मɅ तेजी से कमी ĤाÜत होती है। अत: 9.8eV तथा 
14.7eV Hg परमाण ुकȧ Đमश: ɮͪवतीय तथा ततृीय उ×तजेन ऊजा[एँ हɇ। 

ĥेÛक – हɪ[ज ने Hg वाçप से ĤाÜत Ĥकाश के èपेÈĚम का अÚययन ͩकया और पाया 

ͩक 
0

2536 A तरंगदैÚय[ के संगत èपेÈĚमी रेखा ĤाÜत होती है जो ͩक 4.9 वोãट के संगत 
तरंगदैÚय[ दैÚय[ के लगभग तुãय है। 

3 0 0

4.9
12.4 10 2540

4.9

c hc hc hc
v hv E

A A

    


 

 

ĥेÛक – हɪ[ज का Ĥयोग अÛय गसैɉ तथा वाçप पर दोहराया गया और Ĥ×येक बार 
परमाणुओं कȧ ͪवͪवÈत ऊजा[ èतरɉ कȧ पिुçट होती है।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
1. हाइĜोजन परमाणु के ͧलए Ĥथम, ɮͪवतीय तथा तृतीय उ×तेजन ऊजा[ èतरɉ कȧ 
 ऊजा[ के मान Èया??  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

 

14.3 हाइĜोजन परमाणु का èपेÈĚा (Spectra of Hydrogen 
Atoms) 
हाइĜोजन परमाणु एक एकल (single) इलेÈĚॉन परमाण ु है िजसका परमाणु Đमाकं 

z=1 होता है। जब गसैीय हाइĜोजन मɅ से ͪवɮयतु ͪवसज[न ͩकया जाता है तब 2H  अण ु

ͪवयोिजत हो जाता है और उ×तेिजत H— परमाणुओं ɮवारा ͪवͩकरण उ×सिज[त ͩकया जाता है। इस 
ͪवͩकरण का èपेÈĚोĒाफ ɮवारा ĤाÜत èपेÈĚम (spectrum) ͬचğ 14.3 मɅ दशा[या जाता है।  
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ͬचğ 14.3 

ͬचğ 14.3 के H– परमाण ु के èपेÈĚम को देखने से £ात होता है ͩक इसमɅ बामर 
Įेणी Ǻæय ¢ेğ मɅ, लाइमन Įेणी पराबɇगनी ¢ेğ मɅ और अÛय Įेͨणया ँअवरÈत ¢ेğ मɅ है। 

इस ͬचğ मɅ ĤाÜत ͪवͧभÛन èपेÈĚमी रेखाओं को ͪवͧभÛन Įेͨणयɉ मɅ ͪवभÈत ͩकया 
गया है। ͪवɮयतु चुàबकȧय èपेÈĚम के Ǻæय भाग मɅ ĤाÜत रेखाओं के ͧलये, सव[Ĥथम बामर ने 
सन ्1885 मɅ यह पाया ͩक इन रेखाओं कȧ तरंग संÉया Ǔनàन Ĥकार के सूğ से ĤाÜत कȧ जा 
सकती है– 

2 2

1 1
2

v
n

  , n=3,4,5,....  

उपरोÈत तरंग संÉया वालȣ रेखाऐं एक Įेणी का Ǔनमा[ण करती है िजसे बामर Įेणी 
कहा जाता है। इसी Ĥकार पराबɇगनी तथा अवरÈत ¢ेğ मɅ पायी जाने वालȣ èपेÈĚमी रेखाओं को 
भी ͪवͧभÈत ͩकया गया है। इन Įेͨणयɉ के नाम उसके आͪवçकारकɉ के नाम पर रखे गये हɇ। 
इन Įेͨणयɉ मɅ ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं कȧ तरंग संÉया तथा बोर के परमाण ुमॉडल के आधार 
पर इनकȧ åय×ुपि×त के कारण Ǔनàन Ĥकार हɇ– 

(i) लाइमन Įेणी (Lyman series) – यह Įेणी वण[Đम के चरम पराबɇगनी 
(extreme ultraviolet) भाग मɅ ĤाÜत होती है। इस Įेणी कȧ ͪवͧभÛन वण[Đम रेखाओं के 
तरंगदैÚय[ को Ǔनàन सूğ से £ात ͩकया जा सकता है। 

2 2

1 1 1
1

R
n

   
 

 जहा ं 2,3, 4,....n    

लाइमन Įेणी हाइĜोजन परमाण ुमɅ इलेÈĚॉन के दसूरȣ, तीसरȣ... आǑद क¢ाओं से Ĥथम 
क¢ा मɅ èथानाÛतरण होने पर उ×सिज[त ͪवͩकरण से ĤाÜत होती है। 

(ii) बामर Įेणी (Balmer series) – यह Įेणी Ǻæय वण[Đम (visible spectrum) 
¢ेğ मɅ होती है तथा इस Įेणी का उɮगम इलेÈĚॉन के तीसरȣ, चौथी, पांचवी ... आǑद क¢ाओं से 
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दसूरȣ क¢ा मɅ संĐमण से होता है। इस Įेणी कȧ ͪवͧभÛन वण[Đम रेखाओं के तरंगदैÚय[ को Ǔनàन 
सूğ ɮवारा ĤाÜत ͩकया जा सकता है– 

2 2

1 1 1
2

R
n

   
 

 जहा ं 3, 4,5,....n    

(iii) पाशन Įेणी (Paschen series) – यह Įेणी अवरÈत वण[Đम (infrared 
spectrum) ¢ेğ मɅ िèथत होती है। हाइĜोजन परमाण ुकȧ चौथी, पांचवी, छठȤ आǑद क¢ाओं से 
जब इलेÈĚॉन तीसरȣ क¢ा मɅ जाता है तो यह Įेणी ĤाÜत होती है। अत: इस Įेणी के ͧलए– 

2 2

1 1 1
3

R
n

   
 

 जहा ं 4,5,6,....n    

(iv) Ħेकेट Įेणी (Bracket series) – यह Įेणी चरम अवरÈत (extreme infrared) 
¢ेğ मɅ होती है इस Įेणी के तरंग–दैÚय[ को Ǔनàन सूğ से ĤाÜत ͩकया जा सकता है– 

2 2

1 1 1
4

R
n

   
 

 जहा ं 5,6,7,....n    

(v) फÖड Įेणी (Pfund series) – यह Įेणी भी चरम अवरÈत ¢ेğ मɅ होती है तथा 
इस Įेणी कȧ रेखाओं के ͧलए – 

2 2

1 1 1
5

R
n

   
 

 जहा ं 6,7,8,....n    

इन ͪवͧभÛन Įेͨणयɉ को ऊजा[ èतर आरेख (energy level diagram) मɅ ͬचğ 14.4 
मɅ दशा[या गया। 

 
ͬचğ 14.4 H - परमाणु के èपेÈĚम मɅ ĤाÜत ͪवͧभÛन Įेͨणयɉ को ĤाÜत करने के ͧलये ऊजा[ èतर आरेख 

ɬयĚूाँन (Deutron) 
ɬयटूȣǐरयम परमाण ुजो ͩक हाइĜोजन का आइसोटोप (isotope) है, के आयन को 

ɬयĚूाँन कहत े है। ɬयटूȣǐरयम नाͧभक मɅ एक Ĥोटोन तथा एक ÛयĚूोन होता है इसे भारȣ 
(heavy) हाइĜोजन भी कहत े हɇ। रासायǓनक Ǻिçट से यह हाइĜोजन के समान हȣ यौͬगक 
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(compounds) बनाता है। हालांͩक इसकȧ रासायǓनक ͩĐया, हाइĜोजन कȧ तुलना मɅ धीमी 
होती है। इनसे ऊजा[ èतर हाइĜोजन के समान होत े है अत: ͪवͧभÛन Įेͨणया ंभी इसके समान 
होती हɇ।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. एकधा आयǓनत (singly ionised) हȣͧलयम  कȧ मूल अवèथा तथा 
 Ĥथम उ×तेिजत अवèथा मɅ ऊजा[ का मान ͧलͨखये। 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 
 ------------------------------------------------------------------------------------ 

 

14.4 ¢ारȣय परमाणु (Alkali Atom) 
ऐसे परमाण ुिजनके बाéय क¢ा मɅ केवल एक इलेÈĚॉन होता है, एक संयोजी परमाण ु

कहलात े हɇ। सभी ¢ारȣय परमाणुओं (alkali atoms) 
( 3), ( 11), ( 19), ( 37)Li z Na z k z Rb z     तथा ( 55)Cs z   कȧ बाéय क¢ाओं मɅ भी 

केवल एक इलेÈĚॉन हȣ होता है। इन सभी ¢ारȣय परमाणुओं के èपेÈĚम समान होते हɇ तथा 
इÛहɅ ¢ारȣय èपेÈĚम (alkali spectrum) कहत े हɇ। ¢ारȣय परमाणुओं के पǐरणामी कोणीय 
संवेग ͧसफ[  संयोजी इलेÈĚॉन के कारण ĤाÜत होत ेहɇ, Èयɉͩक पणू[त: भरे क¢ɉ के कारण क¢ीय 
या िèपन कोणीय संवेग मɅ कोई योगदान नहȣ ंहोता है। 

¢ारȣय परमाणओंु मɅ संयोजी s   इलेÈĚान को 1n   वाले हाइĜोजन समान परमाण ु
के कूलाम ¢ेğ (Coulomb field) मɅ गǓत करता हुआ माना जा सकता है। उदाहरण के ͧलए 
सोͫडयम परमाण ुको मलू अवèथा मɅ इलेÈĚॉǓनक अͧभͪवÛयास 2 2 6 11 2 2 3s s p s  होता है। इसमɅ 
संयोजी इलेÈĚॉन 3s  अवèथा मɅ होता है तथा 2 2 61 2 2s s p  अवèथाओं वाले इलेÈĚॉन, सोͫडयम 
परमाण ु के कोणीय संवेग मɅ योगदान नहȣ ंकरत े हɇ। ¢ारȣय परमाणओंु मɅ संयोजी इलेÈĚॉन, 
नाͧभक िजसका आवेश Ze  होता है तथा पणू[त: भरे क¢कɉ िजनका कुल आवेश ( 1)Z e   

होता है के पǐरणामी कूलाम ¢ेğ मɅ गǓत करता है। पणू[त: भरे क¢कɉ के इलेÈĚॉन, नाͧभक व 
संयोजी इलेÈĚॉन के बीच पǐररर¢ण (shield) का काय[ करत ेहɇ। जबͩक हाइĜोजन परमाण ुमɅ 
संयोजी इलेÈĚॉन व नाͧभक के बीच कोई पǐरर¢ण नहȣ ंहोता है। ¢ारȣय परमाणओंु मɅ पǐरर¢ण 
Ĥभाव (shield effect) के कारण हȣ ऊजा[ èतर कोणीय संवेग अथा[त क¢ीय Èवांटम संÉया   
पर भी Ǔनभ[र करत ेहɇ। हाइĜोजन परमाण ुके ऊजा[ èतर कोणीय संवेग या   पर Ǔनभ[र नहȣ ं
करत े हɇ अथा[त समान n वालȣ अवèथाओं लेͩकन ͧभÛन कोणीय संवेगɉ या ͧभÛन   वालȣ 
अवèथाओं के संगत ऊजा[ समान होती है। ͬचğ 14.5 मɅ हाइĜोजन, ͧलͬथयम तथा सोͫडयम 
¢ारȣय परमाणओंु के ͪवͧभÛन ऊजा[ èतरɉ को दशा[या गया है। ͬचğ से èपçट है ͩक हाइĜोजन के 
ͧलए 3 ,3s p  तथा 3d  èतरɉ के ͧलए एक हȣ ऊजा[ है, इसी Ĥकार 4 , 4 ,4 , 4s p d f  èतरɉ के 

 e
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ͧलए भी एक हȣ ऊजा[ है। लेͩकन Li तथा Na के ͧलए सभी èतरɉ 3 ,3 ,3s p d  तथा 
4 , 4 ,4 , 4s p d f  के संगत ͧभÛन ऊजा[एँ हɇ। 

 
ͬचğ 14.5 

èपेÈĚमी पद (Spectral series) 
यहा ँहम सोͫडयम ¢ारȣय परमाण ुके अनमुत संĐमण (allowed transitions) तथा 

èपेÈĚमी पदɉ कȧ åयाÉया कर रहे हɇ। जब सोͫडयम का 3s  इलेÈĚॉन उ×तेिजत होता है तो यह 
उÍच ऊजा[ èतरɉ जैसे 3 ,3 ,4 , 4 , 4 ,4 ...p d s p d f  मɅ पहु ँच जाता है। अãप समय ( 8~ 10

सैकÖड) पæचात यह उ×तेिजत इलेÈĚॉन Ǔनàन ऊजा[ èतर मɅ लौटता है तथा ͪवͩकरण उ×सिज[त 
करता है जो ͩक èपेÈĚोĒाफ ɮवारा èपेÈĚमी रेखा के Ǿप मɅ Ǒदखाई देते हɇ। उ×तेिजत अवèथा 
मɅ संĐमण, वरण Ǔनयम (selection rule) ɮवारा हȣ हो सकता है। केवल वो हȣ संĐमण 
(transitions) संभव या अनमुत (allowed) हɇ िजनमɅ क¢ीय Èवांटम संÉया मɅ पǐरवत[न 1  
हो अथा[त 1   । सोͫडयम परमाण ु के ͧलए अनमुत संĐमणɉ को ͬचğ 14.6 मɅ दशा[या 
गया है। 

नोट : परमाÖवीय èपेÈĚोèकोपी मɅ ͩकसी ऊजा[ èतर को (2 1)( ) s
jn l  पद ɮवारा åयÈत 

ͩकया जाता है। जहा ँ , ,n s l  व j  Đमश: मुÉय, िèपन, क¢ीय तथा कुल कोणीय संवेग 
Èवांटम संÉयाएँ हɇ। यहा ँ   को ,s p  या d  Đमश: 0, 1    या 2  के संगत ͧलखत े
हɇ। 



219 
 

 
ͬचğ 14.6 

¢ारȣय धातुओं से उ×सिज[त èपेÈĚम को मुÉय चार वगȾ मɅ ͪवभािजत ͩकया जा सकता 
है। Ĥ×येक Įेणी मɅ ͪवशेष èतर के संĐमण होत े हɇ जैसा ͩक आप हाइĜोजन èपेÈĚम कȧ 
Įेͨणयɉ के बारे मɅ जानत ेहɇ। 

(i) मुÉय Įेणी (Principal series) – जब इलेÈĚॉन ͪवͧभÛन P ऊजा[ èतरɉ से 
Ûयनूतम s èतर मɅ संĐमण करत ेहɇ तब इन संĐमणɉ से ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं कȧ Įेणी को 
मुÉय Įेणी कहत ेहɇ। सोͫडयम के ͧलये Ûयनूतम s èतर 3s है। 

(ii) èफुट Įेणी (Sharp series) – जब इलेÈĚॉन ͪवͧभÛन s ऊजा[ èतरɉ (Ûयनूतम s 
ऊजा[ èतर के अǓतǐरÈत) से Ûयनूतम p ऊजा[ èतर मɅ सĐंमण करत े है तब इन संĐमणɉ से 
ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं कȧ Įेणी को èफुट Įेणी कहत ेहɇ। सोͫडयम के ͧलए Ûयनूतम p èतर 3p 
है। 

(iii) अèफुट Įेणी (Diffuse series) – जब इलेÈĚॉन ͪवͧभÛन d ऊजा[ èतरɉ से Ûयनूतम 
p ऊजा[ èतर मɅ संĐमण करता है, इनसे ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं कȧ Įेणी अèफुट Įेणी कहलाती 
है। 

मूलाभ Įेणी (Fundamental series) या बज[मान Įेणी (Bergmann series) – 
जब इलेÈĚॉन ͪवͧभÛन f ऊजा[ èतरɉ से Ûयनूतम d ऊजा[ èतर मɅ संĐमण करता है तो इनसे 
ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं कȧ Įेणी मलूाभ Įेणी कहलाती है। सोͫडयम के ͧलए Ûयनूतम d èतर 
3d है। 

सोͫडयम धात ुके ͧलए सभी èपेÈĚमी Įेͨणयɉ को ͬचğ 14.6 मɅ दशा[या गया है। 
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14.5 सूêम संरचना (Fine Structure) 
जब हम सोͫडयम èपेÈĚम को ͩकसी उÍच ͪवभेदन ¢मता वाले èपेÈĚोमीटर ɮवारा 

देखत ेहɇ तो मुÉय Įेणी (principle series) तथा èफुट Įेणी (sharp series) कȧ Ĥ×येक 
रेखा दो रेखाओं मɅ ͪवभािजत Ĥतीत होती है िजÛहɅ ɮͪवक (doublet) कहत ेहɇ। ɮͪवक रेखाएँ 
बहु त पास–पास होती है तथा इसे èपेÈĚमी रेखाओं कȧ सूêम संरचना (fine structure) कहत े
है। 

14.5.1 िèपन – क¢ा यÊुमन (Spin – orbit coupling) 

¢ारȣय परमाण ुकȧ सूêम संरचना (fine structure) को िèपन – क¢ा यÊुमन के 
आधार पर समझा जा सकता है। ͩकसी परमाण ुके इलेÈĚॉन कȧ क¢ीय गǓत के कारण उ×पÛन 
चुàबकȧय आघणू[ L


 तथा इलेÈĚॉन के िèपन गǓत के कारण उ×पÛन चुàबकȧय आघणू[ s


 मɅ 

अÛयोÛय ͩĐया होती है। इस अÛयोÛय ͩĐया को िèपन – क¢ा यÊुमन (spin – orbit 
interaction) कहत ेहɇ। 

एक परमाण ु के नाͧभक पर यǑद कोई Ĥे¢क िèथत माना जाये तो उसके सापे¢ 
इलेÈĚॉन एक वतृाकार पथ मɅ पǐरĐमा करता हुआ Ĥतीत होता है िजसका कोणीय संवेग L


 है। 

ͬचğ 14.7 (अ) के अनसुार कȧ Ǒदशा पçृठ से बाहर, ऊपर कȧ ओर होगी। अब यǑद एक अÛय 
Ĥे¢क को इलेÈĚॉन पर िèथत मान लɅ तब उसे नाͧभक एक वतृाकार पथ मɅ गǓत करता हुआ 
Ĥतीत होगा। (ͬचğ 14.7 (ब))। अत: इलेÈĚॉन पर िèथत Ĥे¢क के ͧलए धनावेͧशत नाͧभक कȧ 
इस आभासी गǓत के कारण एक चुàबकȧय ¢ेğ B


 उ×पÛन हो जायेगा िजसकȧ Ǒदशा L


 के 

समाÛतर होगी। यह चुàबकȧय ¢ेğ ,B L
 

 के समानपुाती होगा। 

 
(अ) नाͧभक कȧ िèथǓत पर Ĥे¢क के ͧलये इलेÈĚॉन कȧ गǓत। 
(ब) इलेÈĚॉन पर िèथत Ĥे¢क के ͧलये नाͧभक कȧ गǓत। 

ͬचğ 14.7 
इलेÈĚॉन कȧ िèथǓत पर अनभुव ͩकये गये इस चुàबकȧय ¢ेğ तथा इलेÈĚॉन के िèपन 

चुàबकȧय आघणू[ s


 कȧ अÛयोÛय ͩĐया से इलेÈĚॉन कȧ अǓतǐरÈत िèथǓतज ऊजा[ होगी 
 .SL sE B 

 
      ...(14.1) 

चू ंͩक इलेÈĚॉन ɮवारा अनभुव ͩकया गया चुàबकȧय ¢ेğ èवय ंके क¢ीय कोणीय संवेग 
L के समानपुाती होता है। 
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2 38
ZeB L
mc r 

 
   

 
 

तथा s
eS
m

  


अत: 

2

2 2 3 .
8SL

ZeE S L
m c r 

 
   

 
     … (14.2) 

या  .SLE A S L
 

             …(14.3) 

जहा ं
2

2 2 38
ZeA
m c r 




 

उपरोÈत िèपन – क¢ा यÊुमन के कारण इलेÈĚॉन के ऊजा[ èतरɉ मɅ अãप पǐरवत[न हो 
जाता है। इस पराव[तन के कारण 0  वाले ऊजा[ èतर ͪवभÈत (spilt) होकर ɮͪवगुͨ णत 
(double) हो जात ेहɇ िजसके कारण, इन ऊजा[ èतरɉ से संĐमण से ĤाÜत èपेÈĚमी रेखाओं मɅ 
सिÛनकट ɮͪवक संरचना (doublet) ĤाÜत होती है। 

14.5.2 ɮͪवक संरचना (Doublet) 

िèपन – क¢ा यÊुमन के कारण इलेÈĚॉन कȧ अǓतǐरÈत िèथǓतज ऊजा[  

 .SLE A S L
 

 

इलेÈĚॉन का कुल कोणीय संवेग  J


 इलेÈĚान के क¢ीय कोणीय संवेग  L


 तथा 

िèपन कोणीय संवेग  S


 के योग के बराबर होता है। 

J L S 
  

      … (14.4) 

 2 2 2. 2 .J J J L S L S L S      
     

 

अत: 2 2 21. ( )
2

S L J L S  
 

           …(14.5) 

चू ंͩक ( 1) ; ( 1) ; ( 1)J j j L S s s          
जहा ं   क¢ीय कोणीय संवेग Èवांटम संÉया, s िèपन कोणीय संवेग Èवांटम संÉया 

तथा j कुल कोणीय संवेग Èवांटम संÉया है। 

 
2

. ( 1) ( 1) ( 1)
2

S L j j s s     
    

    
… (14.6) 

अत: समी (14.3) से 

 
2

( 1) ( 1) ( 1)
2SL j j s s       
  

   
...(14.7) 

यǑद n वीं अवèथा मɅ परमाण ु कȧ ऊजा[ n  है तब परमाण ु कȧ कुल ऊजा[ 

n SL     होगी। अत: SL  िèपन क¢ा यÊुमन के कारण कुल ऊजा[ मɅ पǐरवत[न है।  
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कुल कोणीय संवेग Èवांटम संÉया j  के मान Ǔनàन होते हɇ – 
j s   (जब L


 तथा S


 समाÛतर हɉ) 

तथा j s   (जब L

 तथा S


 ͪवपरȣत हɉ) 

(i) s  अवèथा के ͧलए, 0  1
2

s  तथा 1
2

j s  

समी (14.7) से िèपन – क¢ा यÊुमन ऊजा[ 

 
2

( 1) ( 1) 0
2SL s s s s      


 

अत: िèपन – क¢ा यÊुमन का Ĥभाव s अवèथा कȧ ऊजा[ पर कोई Ĥभाव नहȣ ंहोता है 
तथा s अवèथाएँ एकल (single) हȣ रहती हɇ। 

(ii) p अवèथा के ͧलए, 1,  1 ,
2

s   1
2

j   या 3
2
 

(iii) d अवèथा के ͧलए, 1,  1 ,
2

s   3
2

j   या 5
2
 

अत: p या d अवèथाओं के ͧलए #0  तथा  
1
2

j    
 


 

या 1
2

  
 
  व 3( 1)

4
s s    होगा। 

 
ͬचğ 14.8 
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इनका उपयोग समी (14.7) मɅ करने पर िèपन – क¢ा यÊुमन के कारण #0 ऊजा[ 
èतर कȧ ऊजा[ओं मɅ Ǔनàन पद जुड़ जायेगा। 

2

2SL  
   जब 1

2
j    

तथा  
2

( 1)
2SL    
   जब 1

2
j    

इस Ĥकार इलेÈĚॉन के उन ऊजा[ èतरɉ मɅ अÛतर आयेगा, िजनके ͧलये , 1n  समान 
होते हु ए भी j  मɅ अÛतर हो। ,n ÈवाÛटम संÉयाओं वाला Ĥ×येक ऊजा[ èतर, दो ऊजा[ èतरɉ 

1
2

j    
 
  और 1

2
j    

 
  मɅ ͪवभÈत (spilt) हो जायेगा, जैसा ͩक ͬचğ 14.7 मɅ 

Ǒदखाया गया है। इन ऊजा[ èतरɉ से इलेÈĚॉन के Ǔनàन ऊजा[ èतर (lower energy level) 
पर संĐमण से, èपेÈĚमी रेखा मɅ ɮͪवरेखी संरचना ĤाÜत होती है िजसे सूêम संरचना कहत ेहɇ। 
अवèथा के इन ͪवपाǑटत (splitted) ऊजा[ èतरɉ के बीच ऊजा[ अÛतराल है– 

2 1
2

     
 

   23
2

   

िèपन क¢ा यÊुमन के कारण èपेÈĚमी रेखाओं मɅ सूêम संरचना का एक उदाहरण 
सोͫडयम D  रेखायɅ है। सोͫडयम वाçप लेàप से ĤाÜत पीले Ĥकाश ¢ेğ मɅ तरंगदैÚय[ 

0
5890    पर पायी जाने वालȣ èपेÈĚमी रेखा वाèतव मɅ ɮͪवक संरचना (doublet) यÈुत 

होती है। इसमɅ 
0

5897.6    तथा 
0

5891.6    वालȣ दो èपेÈĚमी रेखायɅ होती है, इनमɅ 

अÛतर 
0

1 2 6        होता है। ये रेखायɅ, इलेÈĚॉन के सोͫडयम परमाण ुमɅ 3s  मɅ 
संĐमण से ĤाÜत होती हɇ। िèपन क¢ा यÊुमन से Ĥभाͪवत ऊजा[ èतर ͬचğ 14.8 मɅ Ǒदखाये 
गये हɇ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. िèपन क¢ा युÊमन से सभी Èवांटम अवèथाएं दो मɅ ͪवपाǑटत (spilt) हो जाती 
 है लेͩकन अवèथा ͪवपाǑटत नहȣं होती है, Èयɉ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
4. एकल इलेÈĚॉन परमाणुओं मɅ ɮͪवक संरचना (doublet) ĤाÜत होने के ͧलए 
 वरण Ǔनयम (selection rules) ͧलͨखये। 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––––––– 

s 
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 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
5. सोͫडयम èपेÈĚम मɅ पीले Ĥकाश कȧ दो रेखाएं कौनसी Įेणी के संगत 
 ĤाÜत होती है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– – 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

उदाहरण 14.1 सोͫडयम परमाण ु के दो p   ऊजा[ èतरɉ मɅ ऊजा[ अÛतराल यǑद 
0.00214eV  है तो दोनɉ ɮͪवक D   रेखाओं के बीच तरंगदैÚय[ अÛतराल £ात कȧिजये। 

0

0( 5893 )    
हल : ऊजा[ अÛतराल 0.00214eV    

3 192.14 10 1.6 10      

 आविृ×त अÛतराल 
22

34

2.14 1.6 10
6.62 10

v
h





  
  


 

लेͩकन cv


   
2

2

cdv d



   

या 
2dvd

c





  

 
2v

c





   

22 2 2 0

34 8

2.14 1.6 10 (5893 10 ) 5.987
6.62 10 3 10

 



  
   

 
  

उदाहरण 14.2 सोͫडयम के पीले Ĥकाश कȧ èपेÈĚमी रेखाएं 3  से 3S  मɅ संĐमण से 
ĤाÜत होती हɇ। इन संĐमणɉ के Ĥ×येक ऊजा[ èतर के पदɉ को ͧलͨखये। 

हल : (i) 3S  अवèथा के ͧलए 
1
2

s   तथा 0  

 
1
2

j s    

अत: 3S  अवèथा के ͧलए पद 2
1/23 S  है। साधारणतया पद को (2 1)( ) s

jn L  ɮवारा 

åयÈत ͩकया जाता है। 

(ii) 3  अवèथा के ͧलए 
1 , 1
2

s    तथा 

3
2

j s    या 
1
2
 

अत: दोनɉ अवèथाओं के संगत पद Đमश: 
2

3/23   तथा 
2

1/23   हɇ। 
अनमुत संĐमण के ͧलए वरण Ǔनयम 0,j   1  है। 

D 
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(i) 0j   से हम 1D  रेखा ĤाÜत करत ेहɇ िजसमɅ संĐमण 2 2
1/2 1/23 3 S   होता है। 

(ii) 1j    से हम 2D  रेखा ĤाÜत करत ेहɇ िजसमɅ संĐमण 2 2
3/2 1/23 3 S   होता 

है।  

14.6 सारांश (Summary) 
 ĥेÛक–हɪ[ज Ĥयोग ɮवारा परमाणओंु मɅ ͪवͪवÈत ऊजा[ èतरɉ कȧ Ĥायोͬगक पिुçट होती 

है। 
 हाइĜोजन परमाण ु के èपेÈĚम मɅ लाइमन Įेणी, 2n   से  ɮवारा 1n   मɅ 

संĐमण से ĤाÜत होती है। 
 ¢ारȣय परमाणुओं मɅ पणू[त: भरे क¢कɉ के इलेÈĚान, नाͧभक व संयोजी इलेÈĚॉन के 

बीच पǐरर¢ण का काय[ करत ेहɇ िजससे इनके ऊजा[ èतर n  के साथ साथ   पर भी 
Ǔनभ[र करत ेहɇ। 

 ¢ारȣय परमाण ुमɅ अनमुत संĐमण के ͧलए वरण Ǔनयम 1   तथा 0, 1j    है। 

 0j   से 0j   अवèथा मɅ संĐमण विज[त होता है। 
 ¢ारȣय धातुओं के èपेÈĚम को चार Įेͨणयɉ मुÉय Įेणी, èफुट Įेणी, अèफुट Įेणी तथा 

मूलाभ Įेणी मɅ वगȸकृत ͩकया गया है। 
 िèपन–क¢ा यÊुमन के कारण इलेÈĚॉन कȧ ऊजा[ मɅ पǐरवत[न 

 
2

( 1) ( 1) ( 1)
2SL j j s s       
  

 
 िèपन–क¢ा यÊुमन के कारण ऊजा[ èतरɉ मɅ ͪवपाटन हो जाता है िजससे èपेÈĚमी 

रेखाओं मɅ सूêम संरचना ĤाÜत होती है।  

14.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
परमाÖवीय èपेÈĚा Atomic spectra 
ͪवͪवÈत ऊजा[ Discrete energy 
×वǐरत Accelerate 
मंदक ͪवभव Retarding potential 
पारे कȧ वाçप Mercury vapour 
एकल Single 
वण[Đम Spectrum 
चरम पराबɇगनी Extreme ultraviolet 
अवरÈत Infrared 
Ǻæय Visible 
एकधा आयǓनत Singly ionised 
¢ारȣय परमाण ु Alkali atoms 
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पǐरर¢ण Ĥभाव Shield effect 
अनमुत संĐमण Allowed transitions 
वरण Ǔनयम Selection rules 
मुÉय Įेणी Principle series 
èफुट Įेणी Sharp series 
अèफुट Įेणी Diffuse series 
मूलाभ Įेणी Fundamental series 
सूêम सरंचना Fine structure 
िèपन–क¢ा यÊुमन Spin–orbit coupling 
ͪवपाटन Spiltting 
ɮͪवक Doublet 
ɮͪवगुͨ णत Double 

14.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
एस.एस रावत एव ं
सरदार ͧसहं 

Ĥारिàभक Èवांटम 
यांǒğकȧ एव ंèपेÈĚोèकोपी 

कॉलेज बकु हाउस,  
जयपरु 

M.Alonso and 
E.J.Finn 

Fundamental 
University Physics 
Vol. III  

Addison– Wesley 
Publishing Company 

C.L. Arora Atomic and 
Molecular Physics 

S. Chand and  
Company Ltd. New 
Delhi 

14.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self–Assessment 
Questions) 

1. एकल इलेÈĚान परमाणुओं के ऊजा[ èतरɉ कȧ ऊजा[ का मान 
2 2

2 2 2 2 2
0

13.6
32n

mz e z eV
n n 



     


 

अत: हाइĜोजन ( 1)z   के Ĥथम, ɮͪवतीय तथा ऊजा[ èतरɉ कȧ ऊजा[एँ Đमश: 

1 213.6 , 3.4eV eV       तथा 3 1.51eV    

2. एकधा आयǓनत हȣͧलयम e  आयन के ऊजा[ èतर कȧ ऊजा[ का मान 
2

2 13.6n
Z eV
n

     ɮवारा £ात ͩकया जाता है। हȣͧलयम के ͧलए 2z   होता है। 

अत: e  आयन कȧ मूल अवèथा कȧ ऊजा[ 
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2

0 2

2 13.6
1

eV    54.4eV   तथा 

Ĥथम उ×तेिजत अवèथा मɅ ऊजा[ 
2

1 2

2 13.6 13.6
2

eVz eV       होती है। 

3. िèपन – क¢ा यÊुमन के कारण ऊजा[ पǐरवत[न है 

 
2

( 1) ( 1) ( 1)
2SL j j s s       
    

s  अवèथा के ͧलए 
1 1, 0,
2 2

s j     


2 1 1 1 11 0 1 0

2 2 2 2 2SL
                   

   

अत: िèपन क¢ा यÊुमन के Ĥभाव मɅ परमाण ुकȧ s  अवèथा कȧ कुल ऊजा[ मɅ कोई 
पǐरवत[न नहȣ ंहोता है।  

4. िजन परमाणुओं मɅ एक संयोजी इलेÈĚॉन होत े हɇ, उनके èपेÈĚम मɅ पाये जाने वाले 
ɮͪवक संरचना (Doublet) के ͧलए कुल कोणीय संवेग j  के वरण Ǔनयम हɇ – 
अनमुत संĐमण (allowed transition) तभी होगा जबͩक संĐमण के कारण j  मɅ 
पǐरवत[न 0, 1  या 1  हो। अथा[त ् 0, 1j    
लेͩकन 0j   से 0j   वालȣ अवèथा मɅ संĐमण संभव नहȣ ंहै। 

5. सोͫडयम èपेÈĚम मɅ पीले Ĥकाश कȧ दो D  रेखाएँ मुÉय Įेणी (principle series) 
के संगत होती है। 

14.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. िèपन क¢ा यÊुमन के Ĥभाव से s  ऊजा[ èतर Èयɉ नहȣ ंͪवपाǑटत (spilt) होत ेहɇ। 
2. सोͫडयम èपेÈĚम मɅ पीले Ĥकाश कȧ D  रेखाओं कȧ ऊजा[एँ ͧलͨखये। 
3. पǐरर¢ण Ĥभाव Èया होता है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. èपेÈĚमी रेखा कȧ सूêम सरंचना से आप Èया समझत े हɇ? ¢ारȣय परमाणुओं मɅ सूêम 

संरचना कȧ åयाÉया िèपन–क¢ा यÊुमन के आधार पर ͩकस Ĥकार होती है, ͧलͨखये। 
5. ¢ारȣय परमाणुओं के èपेÈĚम ल¢ण समझाइये। सोͫडयम के ऊजा[ èतरɉ का ͬचğ बनाइये 

तथा इसके èपेÈĚम के ल¢णɉ कȧ åयाÉया कȧिजये। सोͫडयम èपेÈĚम मɅ ĤाÜत ͪवͧभÛन 
Įेͨणयɉ के बारे मɅ ͧलͨखये।  

6. िèपन–क¢ा यÊुमन से Èया अͧभĤाय है? िèपन–क¢ा यÊुमन के कारण परमाण ुकȧ कुल ऊजा[ 
मɅ पǐरवत[न कȧ गणना कȧिजये। 

7. ĥɅ क–हɪ[ज Ĥयोग का वण[न करत ेहु ए ͧसƨ कȧिजये ͩक एकल इलेÈĚॉनी परमाण ुके ऊजा[ èतर 
ͪववÈत होत ेहɇ। 
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आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. सोͫडयम के p ऊजा[ èतरɉ मɅ ऊजा[ अÛतर 2.14meV  है तो इसकȧ D  रेखाओं के 

अÛतराल £ात कȧिजए यǑद 0 589.3nm   है।    [
0

5.987 A ] 
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इकाई–15 
आणͪवक èपेÈĚा 

(Molecular Spectra) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

15.0 उƧेæय 
15.1 Ĥèतावना 
15.2 अणुओं के ͧलए इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ का ͪवͪवÈत समुÍचय 
15.3 घणूȸ èपेÈĚा 

15.3.1 ɮͪवपरमाणुक अण ुके घणू[न ऊजा[ èतर 
15.3.2 वरण Ǔनयम 
15.3.3 घणूȸ èपेÈĚा – ͪववेचना 

15.4 कàपǓनक èपेÈĚा 
15.4.1 ɮͪवपरमाणुक – अण ुके कàपǓनक ऊजा[ èतर 
15.4.2 वरण Ǔनयम 
15.4.3 कàपǓनक èपेÈĚा – ͪववेचना 

15.5 èटन[ गरलेक Ĥयोग तथा इलेÈĚॉन चĐण 
15.6 साराशं 
15.7 शÞदावलȣ 
15.8 संदभ[ ĒÛथ 
15.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
15.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

15.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पɭने के बाद आप 

 रेͨखल एव ंबÖैड èपेÈĚम मɅ ͪवभेद समझ सकɅ गे; 
 आिÖवक बÖैड कȧ संरचना से पǐरͬचत हो सकɅ गे; 
 आिÖवक èपेÈĚा के Èवांटम ͧसƨाÛत से पǐरͬचत हो सकɅ गे; 
 Ǻढ़ घणूȸ व अण ुके परमाणओंु कȧ कàपǓनक गǓत को समझ सकɅ गे 
 आणͪवक èपेÈĚा को ͪवèततृ Ǿप से समझ सकɅ गे। 

15.1 Ĥèतावना (Introduction) 
अणुओं ɮवारा उ×सिज[त èपेÈĚम को आणͪवक èपेÈĚा कहते हɇ। सामाÛय èपेÈĚोèकोप 

मɅ आणͪवक èपेÈĚा एक सतत बÖैड कȧ भाँǓत Ǒदखाई देता है इसͧलए इसे बÖैड èपेÈĚम कहत े
हɇ। इस बÖैड मɅ दȣघ[ तरंगदैÚय[ वाला ͩकनारा अͬधक तीĭता का और लघतुरंगदैÚय[ वाले ͧसरे कȧ 
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ओर इसकȧ तीĭता ǓनरÛतर कम होती जाती है। उÍच ͪवभेदन ¢मता वाले èपेÈĚोèकोप से 
Ĥेͯ¢त करने पर आणͪवक बÖैड èपेÈĚा मɅ Ǔनàन ला¢ͨणक गणुधम[ Ĥेͯ¢त होत ेहै–  

(अ) Ĥ×येक बÖैड मɅ बहु त अͬधक संÉया मɅ èपेÈĚमी रेखायɅ होती है; िजनमɅ दȣघ[ 
तरंगदैÚय[ वाले ͧसरे पर ये रेखायɅ अǓत संकुͧलत (closely packed) होती है। इस ͩकनारे को 
बÖैड शीष[ कहा जाता है। बÖैड के दसूरे ͩकनारे कȧ ओर जाने पर रेखायɅ कम संकुͧलत और 
हãकȧ तीĭता कȧ होती जाती है। इस Ĥकार एक Ǔनयͧमत अनĐुम मɅ एक के बाद एक बÖैड 
ĤाÜत होत ेहै। इस बÖैड समूह को हȣ आणͪवक èपेÈĚा कहते हɇ। 

(ब) ͪवͧभÛन बÖैड समहूɉ कȧ åयवèथा Ǔनयͧमत होती है और इनकȧ िèथǓत बहु त पास 
पास हो सकती है। देͨखए ͬचğ 15.1। 

 
ͬचğ 15.1 

इस इकाई के अÛतग[त घणूȸ èपेÈĚा, कàपǓनक èपेÈĚा के पǐरणामɉ कȧ ͪववेचना करत े
हु ए इलेÈĚॉन चĐण कȧ संकãपना को समझɅगे। 

आणͪवक èपेÈĚा को समझने के ͧलये इसके ͪवͧभÛन ऊजा[ èतरɉ कȧ ͪववेचना अनÍुछेद 
15.2 मɅ कȧ गयी है। त×पæचात ɮͪवपरमाणकु अण ु के घणू[न ऊजा[ èतर, वरण Ǔनयम एव ं
ͪववेचना अनÍुछेद 15.3 मɅ ͧलखी गयी है। कàपǓनक èपेÈĚा के बारे मɅ अनÍुछेद 15.4 मɅ 
इÛहȣ ंउपरोÈत ǒबÛदओंु पर ͪवèतार से जानकारȣ दȣ गयी है। अÛत मɅ अनÍुछेद 15.5 मɅ èट[न 
गरलेक Ĥयोग तथा इलेÈĚॉन चĐण को समझाया गया है।  

15.2 अणुओ ंके ͧलए इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ का ͪवͪवÈत समुÍचय 
(Descret set of Electronics Energy for Molecules) 
परमाण ुकȧ भाँǓत अण ुमɅ भी ऊजा[ èतर ÈवाÖटȣकृत होत ेहɇ। अणुओं कȧ आÛतǐरक 

ऊजा[ मɅ अण ुकȧ èथानाÛतरण ऊजा[ के अǓतǐरÈत इसकȧ घणू[न ऊजा[, कàपǓनक ऊजा[ तथा 
इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ भी होती है। फलत: Ĥणुओं मɅ तीन Ĥकार के ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर होत ेहɇ– 

(अ) घणूȸ ऊजा[ èतर (rotational energy states) अणुओं के एक èवतंğ अ¢ के 
सापे¢ घणू[न करने के कारण अणुओं मɅ घणूȸ ऊजा[ होती हɇ। घणूȸ ऊजा[ मɅ ͪवͪवÈत ऊजा[ èतर 
होत ेहɇ । िजनके मÚय ऊजा[ अÛतराल 30 eV  कȧ कोǑट का होता है। 

(ब) कàपन ऊजा[ èतर (Vibrational energy states) अणुओं के परमाणओंु के 
मÚय बÛधन बल के संकुचन तथा तनन के कारण उ×पÛन ऊजा[ से सàबिÛधत ÈवाÖटȣकृत ऊजा[ 
èतरɉ को कàपन ऊजा[ èतर कहत े हɇ। इसमɅ ऊजा[ èतरɉ के मÚय ऊजा[ अÛतराल 110 eV  
कोǑट का होता है। 
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(स) इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ èतर (Electronic energy states) अण ुमɅ इलेÈĚॉनɉ कȧ 
ऊजा[ भी ͪवͪवÈत ऊजा[ èतरɉ मɅ होती हɇ। आणͪवक इलेÈĚोǓनक ऊजा[ èतरɉ मɅ ऊजा[ अÛतराल 
लगभग 5eV  कȧ कोǑट का होता है। देͨखये ͬचğ (15.2) । 

 
(अ) घूणȸ ऊजा[ èतर   (ब) कàपन ऊजा[ èतर  (स) इलेÈĚोǓनक ऊजा[ èतर 
यहा ँहमɅ यह समझ लेना चाǑहए ͩक घणूȸ ऊजा[ èतरɉ के मÚय संĐमण से अवशोͪषत 

या उ×सिज[त फोटॉन कȧ ऊजा[ 310 eV  कȧ होती है िजसके संगत तरंगदैÚय[ 1 सेमी से 0.1 
ͧममी. तक होती है (यह तरंगदैÚय[ चरम अवरÈत ¢ेğ मे होती है) जबͩक कàपǓनक ऊजा[ èतरɉ 
के संĐमण से 0.1eV  ऊजा[ का फोटॉन ͧमलता है जो अवरÈत ¢ेğ मɅ ͧमलता है। इसी Ĥकार 
इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ èतरɉ के मÚय संĐमण से èपेÈĚम पराबɇगनी तथा Ǻæय ¢ेğ मɅ Ǒदखाई देता 
है। इसके साथ साथ जब 0.1eV  के लगभग ऊजा[ का फोटॉन अण ु के साथ अÛयोÛय ͩकया 
करता है तो संĐमण घणूȸ ऊजा[ èतरɉ के मÚय भी हो जाता है। फलत: आणͪवक èपेÈĚा मɅ 
कàपन – घणूȸ èपेÈĚम ĤाÜत होता है। 

15.3 घूणȸ èपेÈĚा (Rotational Spectra) 
Ǻढ़ घणूȸ अणओंु मɅ घणू[न ऊजा[ èतरɉ के मÚय होने वाले संĐमणɉ से घणूȸ èपेÈĚा 

ĤाÜत होता है। घणूȸ èपेÈĚा सूêम तरंग ¢ेğ मɅ  0.1  ͧममी 1 सेमी) पाया जाता है। 
वèतुत: अणकु–पदाथ[ मɅ èथाई ɮͪवĢुव आघणू[ वाले अण ुͪवɮयतु–चुàबकȧय ͪवͩकरणɉ से अÛयोÛय 
ͩĐया कर èवय ंकȧ घणू[न गǓत को उ×तेिजत कर देते हɇ िजससे अण ुघणू[न ऊजा[ èतरɉ के 
मÚय संĐमण कर फोटॉन का उ×सज[न या अवशोषण करता है। इस Ĥकार ɮͪवĢुव आघणू[ यÈुत 
अण ुके ͪवͧभÛन घणू[न ऊजा[ èतरɉ के मÚय संĐमण से ĤाÜत èपेÈĚम को घणूȸ èपेÈĚा कहत े
हɇ। याǓन ͩक अĢुवी अण ु (िजनका पǐरणामी ɮͪवĢुव आघणू[ शूÛय होता है, उदाहरणाथ[, 

2 2 4, ,CO C  अण)ु घणूȸ èपेÈĚा नहȣ ंदेते हɇ। 

15.3.1 ɮͪवपरमाणुक अण ुके घणू[न ऊजा[ èतर (Rotational energy levels of a 
diatomic molecule) 

ɮͪवपरमाणुक अण,ु दोनɉ परमाणुओं को ͧमलाने वालȣ रेखा के लàबवत इनके ġåयमान 
केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के ĤǓत घणू[न करता है। यǑद 1m  तथा 2m  ġåयमान वाले 
परमाणुओं से बने अण ुकȧ अÛतर – परमाणͪवक दरूȣ r  हो तो ġåयमान केÛġ से गजुरने वालȣ 
परमाणुओं को ͧमलाने वालȣ रेखा के लàबवत ्गजुरने वालȣ अ¢ के ĤǓत अण ुका जड़×व आघणू[ 
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21 2

1 2

m m r
m m

 


 2r      … (15.1) 

होता है जहा ँ 1 2

1 2

,m m
m m

 


 अण ुका समानीत ġåयमान है। देͨखए ͬचğ (15.3)। 

 
ͬचğ 15.3 

यहा ँसमीकरण (15.1) यह åयÈत करता है ͩक ɮͪवपरमाणुक अण ुएक   ġåयमान 
वाले एकल Ǻढ़ घणूȸ कण कȧ भाँǓत है जो एक परमाण ुसे गजुरने वालȣ अ¢ से r  दरूȣ पर 
िèथत है। Ǔनसंदेह ɮͪवपरमाणकु–अण ुका åयवहार एक Ǻढ़ घणू[क जैसा होता है। èवतंğ अ¢ के 
ĤǓत घणू[न करने वाले Ǻढ़ घणूȸ (rigid rotator) कȧ घणू[न गǓतज ऊजा[ 

21 .
2 2r

J JE I
I

 
 

     
...(15.2) 

जहा ँ J I
 

 Ǻढ़–घणूȸ का कोणीय संवेग है। 
ͪवगत इकाईयɉ मɅ ÈवाÖटम यांǒğकȧय ͪववेचन के अÛतग[त हम देख चुके हɇ ͩक कोणीय 

संवेग एक ÈवाÖटȣकृत राͧश है, अत: यǑद Ǻढ़–घणू[क के कोणीय संवेग संकारक के आइगेन मान 
को घणू[न – ÈवाÖटम संÉया (rotational quantum number) J  ɮवारा Ĥदͧश[त करɅ तो  

  ( 1)J J J 



     

…(15.3) 

जहा ँघणू[न–ÈवाÖटम संÉया J  के मान 0, 1, 2, 3, .... हो सकत ेहɇ। इस Ĥकार समी 
(15.2) से घणू[न कर रहे ɮͪवपरमाणुक अण ुकȧ घणू[न ऊजा[ (ÈवाÖटȣकृत ऊजा[ èतर समुÍचय) 

2
2( 1) ( 1)

2 2r

J J J JE Ej
I I

     
 

  
… (15.4) 

अथा[त 0, 1, 2, 3, ....J   के आधार पर घणू[न ऊजा[ èतर ͪवͪवÈत ĤकृǓत के 
(ÈवाÖटȣकृत) ĤाÜत होत े हɇ। इन ऊजा[ èतरɉ के समÍुचय को घणू[न ऊजा[ èपेÈĚम कहत े हɇ। 
अथा[त ्ɮͪवपरमाणुक–अण ुके ͧलए घणू[न ऊजा[ èतर Đमश:  

0J   पर 0 0E   

1J   पर 
2 2

1 1(1 1)
2

E
I I

  
 
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2J   पर 
2 2

2
32(2 1)

2
E

I I
  
 

 

3J   पर 
2 2

3
63(3 1)

2
E

I I
  
 

 

4J   पर 
2 2

4
104(4 1)

2
E

I I
  
 

 

अत: घणूȸ ऊजा[ का Ûयनूतम ऊजा[ èतर 1J   पर ĤाÜत होता है। इसी Ĥकार दो 
Đमागत ऊजा[ èतरɉ के मÚय ऊजा[ अÛतराल  

1
J

J JE E E    

 

    

     

    

2 2

2

2 2

1 1 1 1
2 2

1 2 1
2

1 2 1
2

J J J J
I I

J J J J
I

J J J J
I I

     

    

     

 



 

 

अथा[त ्   
2

1JE J
I

  


    
…(15.4) 

अथा[त ्ऊजा[ èतरɉ के मÚय अÛतराल J  के बढ़ने के साथ बढ़ता जाता है। इसके 
अǓतǐरÈत कम जड़×व आघणू[ वाले अण ुमɅ ऊजा[ èतर–अÛतराल अͬधक और अͬधक जड़×व 
अघणू[ वाले अणुओं के ͧलए यह कम पाया जाता है। देͨखए ͬचğ (15.4) 

 
ͬचğ 15.4 ɮͪवपरमाणुक अणु कȧ घूणȸ ऊजा[ èतर 
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15.3.2 वरण Ǔनयम (Selection rule) 

घणूȸ –अण ुके सभी घणू[न ऊजा[ èतरɉ के मÚय संĐमण सàभव नहȣ ंहोता है। ÈवाÖटम 
यांǒğकȧ के अनसुार केवल वे आणͪवक संĐमण हȣ अनमुत (allowed) है िजनके ͧलए घणू[न 
ÈवाÖटम संÉयाओं का अÛतर 1  होता है। यह अनमुत संĐमणɉ का वरण Ǔनयम कहा जाता है 
अथा[त ्वरण Ǔनयम के अनसुार अनमुत सĐमण के ͧलए 

1J         … (15.5)  
यहाँ 1J    संĐमण फोटॉन का उ×सज[न और 1J    संĐमण फोटॉन का 

अवशोषण Ĥदͧश[त करता है। åयवहार मɅ घणूȸ èपेÈĚा अवशोषण वण[Đम ĤकृǓत का होता है 
िजसमɅ अण ु ÈवाÖटम संÉया J  वाले ऊजा[ èतर से फोटॉन का अवशोषण करने के बाद 
 1J   ÈवाÖटम संÉया वाले ऊजा[ èतर पर संĐͧमत होता है। 

15.3.3 घणूȸ èपेÈĚा–ͪववेचना (Rotational spectra–discussion) 

घणूȸ अवशोषण èपेÈĚा मɅ अण ुको J  ÈवाÖटम संÉया वाले घणू[न ऊजा[ èतर से 
 1J  वɅ ऊजा[ èतर पर संĐमण करने के ͧलए अवशोͪषत फोटॉन कȧ ऊजा[ 

 1J JE E E        .... (15.6) 

Đͧमक दो घणू[न ऊजा[ èतरɉ के मÚय ऊजा[ अÛतराल (समी. (15.4) कȧ भाँǓत)  

 
2

1E J
I

  


 

इस संĐमण  1J J   मɅ अवशोͪषत फोटॉन कȧ  

आविृ×त   1
2

Ev J
h I


  
   

या   2 1v B J   ..(15.7) 

जहा ँ
4

B
I




 घणू[न Ǔनयतांक (rotational constant) कहलाता है। घणू[न 

Ǔनयतांक B  का माğक हɪ[ज है िजसे सामाÛयत: z  या G z  मɅ åयÈत ͩकया जाता है। 
इस घणूȸ èपेÈĚा कȧ रेखा कȧ तरंग संÉया (wave number) 

   2 1
1

2
B Jvv J

c c Ic


   


   
... (15.8)  

जहा ँ
4

B
I


  है। 
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ͬचğ 15.5 

अवशोषण घणूȸ èपेÈĚा को ͬचğ (15.5) मɅ दशा[या गया है। घणूȸ èपेÈĚा मɅ समान 
अÛतराल से èपेÈĚमी रेखाएँ ĤाÜत होती है िजनकȧ आविृ×तयाँ 2 , 4 , 6 ...    होती है। इनमɅ 
समान अÛतराल 2  रहता है। Ĥायोͬगक Ǻिçट से घणू[न èपेÈĚा कȧ रेखाओं के मÚय अÛतराल 
को माप कर घणू[न Ǔनयतंाक   £ात ͩकया जाता है। Ǔनयतांक   के £ात होने पर बÛध 
लàबाई का Ǔनधा[रण ͩकया जा सकता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. बैÖड शीष[ पर अǓत संकुͧलत रेखाओं कȧ तीĭता कैसी होती है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––– 
2. घूणȸ ऊजा[ èतरɉ के मÚय ऊजा[ अÛतराल ͩकस कोǑट का होता है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
3. अĢुवी अणु घूणȸ èपेÈĚा Èयɉ नहȣं देत?े 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 15.1 एक ɮͪवपरमाणुक–अण ुका जड़×व आघणू[ 461.65 10 ͩकĒा मी 2  है। 
इसके Ĥथम दो घणू[न–ऊजा[ èतरɉ का Ǔनधा[रण कȧिजए। 

हल : घणू[न ऊजा[ मान 

 
2

1
2rE J J

I
 


 
यहा ँ  341.054 10   जूल – सेकÖड 

461.65 10    ͩकĒा – मी 2  

      
34

23
46

1.054 10
1 3.37 10 1

2 1.65 10rE J J J J






    

 
 जूल 

 
23

19

3.37 10 1
1.6 10

J J





 


 42.1 10 1J J eV    
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यहा ँ 1J   पर  4 4
1 2.1 10 1 1 1 4.2 10E eV       

2J   पर  4 4
2 2.1 10 2 2 1 12.6 10E eV       

उदाहरण 15.2 काब[न परमाण ुके दो अण ु 12 16C   तथा 16C  के ͧलए 0J   से 
1J   से ĤाÜत अवशोषण रेखा कȧ आवǓृतयॉ Đमश: 111.153 10 z   तथा 111.102 10 z   

हɇ। काब[न समèथाǓनक C  £ात कȧिजए। 
हल : घणूȸ èपेÈĚा मɅ रेखा कȧ Ûयनूतम आविृ×त  

2
v

I



 

16 12, ,C तथा C  का परमाÖवीय ġåयमान Đमश: 1, ,m m व 2m  मानने पर तथा 
घणुȸ èपेÈĚा मɅ ͩकसी एक रेखा कȧ आविृ×त का अनपुात 12 16 16C C   अणुओं के ͧलये– 

 
 11 1 1 2

2 2 2 2 1

/ 2
/ 2

m mv I I m m
v I I m m m m





   





 

 

 
 

11
2

11
2

2

2

12 161.153 10
1.102 10 12 16

16 1.102 28 2.23
1.153 23

m
m

m
m




 

 
 



 

या 2 13m amu  

अत: Ĥæनानसुार x  का मान 2 13m amu  है।  

15.4 कàपǓनक èपेÈĚा (Vibrational Spectra) 
ɮͪवपरमाणुक अण ुको ऊजा[ देने पर अण ुबÛध लàबाई (bond length) के लàबवत ्

अ¢ के ĤǓत घणू[न करने लगता है परÛत ुयǑद ताप मɅ अ×यͬधक वृͪ ƨ कȧ जाये तो अण ु के 
परमाणुओं के मÚय बÛधन बल ढȣले हो जात ेहɇ और अण ुघणू[न के साथ साथ कàपन गǓत भी 
करने लगता है। वèतुत: ɮͪवपरमाणुक अण ुको ͬचğ 15.6 मɅ दशा[ये अनसुार k  बल Ǔनयतांक 
कȧ िèĤगं के ͧसरɉ पर जुड े 1m  तथा 2m  ġåयमान के परमाणओंु से ͧमलकर बना हुआ मान 
सकत ेहɇ। 

 
ͬचğ 15.6 ɮͪवपरमाणुक अणु के कàपन 
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15.4.1 ɮͪवपरमाणुक अण ुके कàपन ऊजा[ èतर (Vabrational energy state of 
diatomic molecule) 

यǑद 0r  पारèपǐरक दरूȣ पर िèथत ɮͪवकण Ǔनकाय कȧ ͩकसी ¢ण कàपन गǓत के 
कारण पारèपǐरक दरूȣ r  हो जाती है तो सापेͯ¢क ͪवèथापन 0( )x r r   के ͧलए कàपǓनक 
गǓत का समीकरण ͬचरसàमत सरल आविृ×त गǓत (simple harmonic motion) के 
समीकरण के तुãय ĤाÜत होता है। अथा[त ्ɮͪवपरमाणुक अण ुकȧ कàपǓनक गǓत का समीकरण 

2
2
02 0d x x

dt
 

      
...(15.9) 

जहा ँ 0
k


  तथा 1 2

1 2

m m
m m

 


 = समानीत ġåयमान है। 

इस Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ 2 2 2
0

1 1( )
2 2

V x kx x   होगी, अत: कàपǓनक गǓत 

करने वाले एक ͪवमीय दोͧलğ का Įोͫडजंर समीकरण Ǔनàन होगा – 
2

2 2
02 2

2 1 0
2

d E x
dx
 

     
     

...(15.10) 

िजसकȧ ऊजा[ 

0
1
2vE V    

 


     
… (15.11) 

जहाँ 0, 1, 2, 3 ...V   कàपǓनक ÈवाÖटम Đमांक हɇ। अण ु कȧ कàपन ऊजा[ का 
Ûयनूतम मान 0V   पर होगा िजसे शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ कहत ेहɇ अत: 

0 0 0
1 1
2 2

E hv 
     

… (15.12) 

 
ͬचğ 15.7 
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Đͧमक ÈवाÖटम Đमांकɉ के संगत ͪवͧभÛन कàपǓनक ऊजा[ मान ͬचğ (15.7) मɅ 
दशा[ये गये हɇ। कàपǓनक ऊजा[ के Đमागत ÈवाÖटम Đमाकं वाले कàपन ऊजा[ èतरɉ के मÚय 
अÛतराल  

1 0 0
1 11
2 2V VE E V V 

            
   

   

0        ... (15.13)  
एक समान रहता है। यह अÛतराल अण ु के समानीत ġåयमान   तथा बÛधन बल 

Ǔनयतांक k  पर Ǔनभ[र करता है। 

15.4.2 वरण Ǔनयम (Selection rule) 

घणूȸ èपेÈĚा कȧ भाँǓत कàपǓनक èपेÈĚा मɅ भी कàपǓनक ऊजा[ èतरɉ मɅ केवल वे 
संĐमण हȣ अनमुत होते हɇ िजनमɅ कàपǓनक ÈवाÖटम Đमाकɉ मɅ अÛतर 1V    होता है। 
इसे कàपǓनक ऊजा[ èतरɉ का वरण Ǔनयम कहत ेहɇ। इस Ǔनयम के अनसुार जब 1V    
होता है तब अवशोषण कàपǓनक èपेÈĚा ĤाÜत होता है और जब 1V    होता है तब 
उ×सज[न कàपǓनक èपेÈĚा ͧमलता है। 

15.4.3 कàपǓनक èपेÈĚा ͪववेचना (Discussion of vibrational spectra) 

कàपǓनक ऊजा[ èतरɉ के मÚय संĐमण के ͧलए अवशोͪषत या उ×सिज[त फोटॉन कȧ 
ऊजा[ 

 1 0
1 11
2 2

v
v vE E E V V 

              
    

   

0       ... (15.14)  
तथा फोटॉन कȧ आविृ×त  

vEv
h


  

तथा कàपǓनक पद (कàपǓनक ऊजा[ को तरंग संÉया के Ǿप मɅ ͧलखने पर ĤाÜत पद) 
1( )
2

vEG v V v
hc

    
      

... (15.15)  

 
ͬचğ 15.8 
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कàपǓनक èपेÈĚा ͬचğ 15.8 मɅ दशा[या गया है। शुƨ कàपǓनक èपेÈĚम केवल ġवɉ 
ɮवारा हȣ ĤाÜत होता है िजनमɅ घणू[न सàभव नहȣ ंहो पाता है 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
4. कàपǓनक ऊजा[ का आइगेन मान ͩकतना है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
5. शूÛय ǒबÛदु ऊजा[ का Èया अथ[ है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 15.3 1 35Cl  अण ुका बल Ǔनयतांक 520Ûयटून/मीटर है। इसके Ĥथम दो 
कàपन ऊजा[ èतरɉ के ऊजा[ मान £ात कȧिजये। 

हल : अण ुके कàपन ऊजा[ èतर 
1
2v

kE V


   
 

  

जहा ँ  1 2

1 2

1 35 35
1 35 36

m m amu
m m

 
  

 
 

520 /k N m  

 34

27

1 5201.054 10 352 1.67 10
36

vE V 



     
   

 

 

20

20

19

15.96 10
2

5.9 10 1
1.6 10 2

10.372
2

V

V eV

V eV







    
 

      
   
 

 

अत: Ĥथम ऊजा[ èतर का ऊजा[ मान 1
10.372 0 0.186
2

E eV    
 

 

( 0V   पर) 

ɮͪवतीय ऊजा[ èतर का ऊजा[ मान  2
10.372 1 0.558
2

E eV    
 

 

( 1V   पर) 
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15.5 èटन[ गरलेक Ĥयोग तथा इलेÈĚॉन ĤचĐण (Stern–Gerlach 
Experiment and Electron Spin) 
सन ्1922 मɅ èटन[ (Stern) और गरलेक (Gerlach) नामक व£ैाǓनकɉ ने परमाण ुके 

चुàबकȧय ɮͪवĢुव आघणू[ को Ǔनधा[ǐरत करने के ͧलए एक Ĥयोग ͩकया था िजसे èटन[–गरलेक 
Ĥयोग कहत ेहɇ। इस Ĥयोग के पǐरणामɉ को समझने के ͧलए इलेÈटॉन के ĤचĐण अवधारणा 
का उपयोग ͩकया गया। 

ͧसƨाÛत (Theory) – जब परमाण ुको असमान अनĤुèथ चुàबकȧय ¢ेğ से गजुारा 
जाता है तो परमाण ुअपने पथ ले ͪवचͧलत हो जाता है। परमाण ुके पथ का ͪवचलन चुàबकȧय 

ɮͪवĢुव आघणू[ के z घटक तथा चुàबकȧय ¢ेğ कȧ Ĥवणता z

z



 पर Ǔनभ[र करता है। इस 

ĤͩĐया मɅ परमाण ुपÛुज के ͪवचलन को मापकर चुàबकȧय ɮͪवĢुव आघणू[ का Ǔनधा[रण ͩकया 
जाता है। 

Ĥायोͬगक åयवèथा (Experimental arrangement) – 
èटन[–गरलेक Ĥयोग के उपकरण का आरेखीय Ǿप ͬचğ 15.9 मɅ दशा[या गया है। इस 

Ĥयोग मɅ चाँदȣ के परमाणुओं का उपयोग ͩकया जाता है। एक भ͠ी F  मɅ चाँदȣ धात ुको गम[ 
कर उÍचदाब पर उदासीन परमाणुओं को वाçप Ǿप मɅ ĤाÜत करत ेहɇ िजÛहɅ िèलट 1S  तथा 2S  
से गजुार कर परमाण–ुपÛुज ĤाÜत करत ेहɇ। Ǔनयत वेग वाले इस परमाण ुपÛुज को दो चुàबकȧय 

Ģुवɉ ,N S  के मÚय से गजुारा जाता है िजससे चुàबकȧय ¢ेğ Ĥवणता z

z



 ĤाÜत होती है।  

 
ͬचğ 15.9 

इस असमान चुàबकȧय ¢ेğ से गजुरने के बाद, इस परमाण ुपÍुछ को एक ठÖडी Üलेट 
पर आपǓतत कराया जाता है जहाँ ये उदासीन परमाण ुजमा हो जात ेहɇ। जमा हु ए ये परमाण ु
Üलेट पर मोटȣ रेखा के Ǿप मɅ Ǒदखाई देते हɇ। सàपणू[ उपकरण को उÍच कोǑट के Ǔनवा[Ǔतत 
क¢ मɅ रखा जाता है। 

ͪववेचना (Discussion) – 
भ͠ी से Ǔनकले धात ु वाçप मɅ से ĤाÜत आपǓतत परमाण ु पुजं मɅ परमाणुओं का 

चुàबकȧय आघणू[ ͩकसी èवेÍछ Z  अ¢ के सापे¢ याǺिÍछक Ǿप से अͧभͪवÛयाͧसत होत ेहɇ 
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अत: ͬचरसàमत ͧसƨाÛत के अनसुार Üलेट पर परमाणुओं के जमा होने कȧ ĤͩĐया आपǓतत 
Ǒदशा के ऊपर और नीचे दोनɉ ओर समान Ǿप से ͪवतǐरत होना चाǑहए। देͨखए ͬचğ 15.10 
(अ)। लेͩकन Ĥयोग मɅ ĤाÜत पǐरणाम ͬचğ 15.10 (ब) जैसे ĤाÜत होत े है। अथा[त ्परमाणुओं 
का Üलेट पर जमाव अलग–अलग रेखाओं के Ǿप मɅ ͧमलता है। 

 
ͬचğ 15.2 

èपçट है ͩक Ĥायोͬगक पǐरणाम, ͬचरसàमत पǐरणामɉ से ͧभÛन है। èटन[ गरलेक Ĥयोग 
के इस पǐरणाम से यह Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक चुàबकȧय ¢ेğ ɮवारा पǐरभाͪषत अ¢ (Z 

Ǒदशा)के ĤǓत परमाणुक चुàबकȧय आघणू[ के घटक ÈवाÖटȣकृत होते हɇ। अथा[त ्चुàबकȧय आघणू[ 

2
z

z
eLM

m
  से 

क¢ीय कोणीय संवेग 

z lL m        ... (15.16)  
जहा 1m  चुàबकȧय ÈवाÖटम संÉया कहलाती है िजसका मान 1  से शूÛय सǑहत 1

तक कुल  2 1l   मान हो सकत े हɇ। अत: Üलेट पर  2 1l   लाइनɅ होनी चाǑहए। अथा[त ्
0  पर Üलेट पर एक लाइन होनी चाǑहए ओर 1l   पर Üलेट पर तीन रेखाऐं होनी चाǑहए। 

लेͩकन Üलेट पर केवल दो रेखाऐं ĤाÜत होती हɇ िजसके ͧलए  2 1 2l    तभी सàभव है 
जबͩक 

1
2

l    

यह अपणूाɍश मान ÈवाÖटम यांǒğकȧ के कोणीय संवेग के ÈवाÖटȣकरण ĤǓतबÛध से मेल 
नहȣ ंखाता है। इसे समझने के ͧलए इलेÈĚॉन िèपन कȧ कãपना कȧ जाती है। 

इलेÈĚॉन ĤचĐण (Electron Spin) 
गाउडिèमथ और उहलेनबेक नामक व£ैाǓनकɉ के अनसुार इलेÈĚॉन मɅ क¢ीय गǓत के 

साथ साथ इलेÈĚॉन के ĤचĐण गǓत भी होती है। इलेÈĚॉन का ĤचĐण एक नजै गणुधम[ है। 
इलेÈĚॉन ĤचĐण के कारण भी सàबƨ होता है। इलेÈĚॉन का नजै चुàबकȧय आघणू[ 

s
SM 


       

... (15.17) 

क¢ीय चुàबकȧय ÈवाÖटम संÉया 1m  कȧ भाँǓत चुàबकȧय िèपन ÈवाÖटम संÉया हो तो 

sm  के सàभव मान s  से शूÛय सǑहत s  तक (कुल 2 1s   मान) हो सकत ेहɇ। 
अब èटन[–गरलेक Ĥयोग मɅ ĤाÜत दो लाइनɉ का अथ[ है ͩक  

 2 1 2s    
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या 
1
2

s   

होने पर 1
2sm    तथा 1

2
  हो सकता है 

1
2sm    पर िèपन अप तथा 1

2sm    वाले इलेÈĚॉन को िèपन डाउन इलेÈĚॉन 

कहत ेहɇ। Ǔनçकष[त: इलेÈĚॉन के ͧलए िèपन Èवांटम संÉया 1
2
 तथा चुàबकȧय िèपन ÈवाÖटम 

संÉया 1
2sm    होता है। इसी कारण èटन[ गरलेक Ĥयोग मɅ दो रेखायɅ ĤाÜत होती है। 

15.6 सारांश (Summary) 
 अणुओं ɮवारा उ×सिज[त èपेÈĚम को आणͪवक èपेÈĚा कहत ेहɇ। 
 आणͪवक बÖैड èपेÈĚा मɅ अͬधक तीĭता वाले ͧसरे पर èपेÈĚल रेखाएँ अǓत संकुͧलत होती 

है। 
 आणͪवक बÖैड èपेÈĚा मɅ अͬधक तीĭता वाला ͧसरा बÖैड शीष[ कहलाता है। 
 सामाÛय èपेÈĚोमीटर मɅ बÖैड èपेÈĚा, सतत ĤकृǓत का Ĥतीत होता है अत: उÍच ͪवभेदन 

वाले èपेÈĚोमीटर ɮवारा हȣ इसे देखा जा सकता है। 
 घणूȸ ऊजा[ èतरɉ मɅ ऊजा[ èतरɉ का अÛतराल 310 eV  होता है। 
 कàपन ऊजा[ èतरɉ मɅ ऊजा[ èतरɉ का अÛतराल 0.1eV  होता है जबͩक इलेÈĚॉǓनक ऊजा[ 

èतरɉ का अÛतराल लगभग 5eV  होता है। 
 घणूȸ èपेÈĚा, Ģुवी अणुओं से ͧमलता है। 
 कàपǓनक èपेÈĚा, उÍच ताप पर बÛधन बलɉ के कमजोर होने के कारण अण ु के सरल 

आवǓृत दोͧलğ åयवहार के कारण ͧमलता है। 
 èटन[ गरलेक Ĥयोग से इलेÈĚॉन ĤचĐण संकãपना कȧ पिुçट होती है। 

15.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
इलेÈĚॉन ĤचĐण Electron spin 
कम संकुͧलत Less crowded 
कàपǓनक पद Vibrational term 
सरल आविृ×त दोͧलğ Simple harmonic oscillator 
वरण Ǔनयम Selection rule 
सूêम तरंग Micro wave 
Ǻढ़ घणूȸ Rigid rotator 
बÖैड शीष[ Band head 
हãकȧ Faint 
समानीत ġåयमान Reduced mass 
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15.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment 
Questions) 

1. बÖैड शीष[ पर अǓत संकुͧलत रेखाओं कȧ तीĭता अͬधक कȧ होती हɇ । 
2. 310 eV  के लगभग। 
3. Èयɉͩक अĢुवी अणुओं का ɮͪवĢुव आघणू[ शूÛय होता है। 

4. कàपǓनक ऊजा[ का आइगेन मान 0
1
2v V     

 
  होता है जहा ँ 0, 1, 2, 3 ...V   

5. कàपǓनक ÈवाÖटम Đमाकं 0V   के संगत कàपǓनक ऊजा[ 0 0
1
2

    को शूÛय ǒबÛद ु

ऊजा[ मान कहत ेहै 

15.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. आणͪवक èपेÈĚा के ल¢ण बताइए। 
2. ͩकस Ĥकार के अण ुघणूȸ èपेÈĚा दशा[त ेहɇ? 
3. अधुवी अण ुकौन से है। दो उदाहरण दȣिजए। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. èथाई ɮͪवĢुव आघणू[ वाले अण ु से घणूȸ ऊजा[ èतर ͩकस Ĥकार ĤाÜत होते हɇ? Ǻढ़–घणूȸ 

Ǔनकाय के ͧलए घणू[न ऊजा[ आइगेन मान का åयजंक ĤाÜत कȧिजए। 
5. ġव पदाथɟ के ɮͪवपरमाणकु–अण ुको अ×यͬधक ताप देने पर सरल आवत[ दोͧलğ कȧ भाँǓत 

åयवहार करत ेहै। समझाइए। इनके ͧलए आइगेन ऊजा[ का åयजंक बताइए। शूÛय ǒबÛद ुऊजा[ 
का अथ[ समझाइए। 

6. èटन[ गरलेक Ĥयोग का वण[न कर इलेÈĚॉन के ĤचĐण गणु कȧ ͪववेचना कȧिजए। 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
7. अण ु 1 35Cl तथा 2 35Cl अणुओं के बल Ǔनयतांक एक समान है तो Ûयनूतम कàपन ऊजा[ 

èतर के संगत कàपन आविृ×तयɉ का अनपुात संगͨणत कȧिजए। 
(उ×तर:1.4 :1)  
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8. अण ु 1 19F  के ͧलए Ûयनूतम कàपन ऊजा[ èतर 0.256eV  है। अण ुका बÛधन बल 
Ǔनयतांक £ात कȧिजए। 

(उ×तर: 966Ûयटून/मी) 
  



245 
 

 


