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आमखु 

आपकȧ आÚययन-सामाĒी भौǓतकȧ के ¢ेğ के ͪवɮयानɉ के एक Ǒटम ɮवारा ͪवकͧसत के 
गई है। यह आपके èवतंğ आÚययन मɅ सहायता Ĥदान करने के ͧलये Ǒदया गया एक ढाँचा है। 
Ǔनàनͧलͨखत पर Úयान देने से आप  इस अÚययन सामĒी का सवȾतम लाभ ले सकेगɅ। इस 
पèुतक को बी. एससी. पाट[-I कȧ भौǓतक ͪव£ान के पğ-2 (PH-02), दोलन एव ं तरंगɅ, के 
पाɫयĐम को Úयान मɅ रखकर तैयार ͩकया गया है पèुतक को कुल 5 खÖडɉ व 15 इकाइयɉ मɅ 
ͪवभÈत ͩकया गया है तथा Ĥ×येक खÖड मɅ पाɫयĐम के साथ[कता को Úयान मɅ रखकर 2, 3, व 
4 इकाइयɉ आईए समावेशन ͩकया गया है। Ĥ×येक इकाई (पाठ) के Ĥारàभ मɅ पाठ का शीष[क 
ǑहÛदȣ एव ंअĒɅजी मɅ Ǒदया गया है। यह आपको पाठगत सामĒी के ͪवषय मɅ एक सामाÛय ͪवचार 
Ĥदान करेगा। शीष[क के पæचत ्Ĥ×येक इकाई (पाठ) कȧ Ǿपरेखा दȣ गई है जो कȧ सàपणू[ पाठ का 
दप[ण है तथा पाठ मɅ सिàमͧलत सभी अनÍुछेदो का Đमचार उãलेख करती है। Ĥ×येक इकाई के 
पाɫय सामĒी को सरलतम ्भाषा मɅ सुगम एव ंसुèपçट Ǿप से ͧलखने का Ĥयास ͩकया गया है। 
Ĥ×येक पाठ (इकाई) मɅ एक अवधारणा (concept) पणू[ होने के पæचात कुछ बोध Ĥæन व हल 
ͩकये गये उदाहरण Ǒदये गये है। इनका उƧेæय आपके ɮवारा सीͨखए गई अवधारणा को पçुट 
करना और समèया हल करने कȧ तकनीक सीखना है जो भौǓतकȧ के अÚययन का एक अǓनवाय[ 
अंग है। 

Ĥ×येक पाठ के अÛत मɅ साराशं, शÞदावलȣ, संदभ[ ĒÛथ तथा अßयासाथ[ Ĥæन Ǒदये गए 
है। 

हमɅ आशा है ͩक इस पèुतक के अÚययन सामĒी अपने उƧेæय मɅ सफल होगी तथा 
ͪवɮयाͬथ[यɉ के ͧलये उपयोगी ͧसƨ होगी। 

हम, अपने साͬथयɉ एव ंͪवɮयाͬथ[यɉ से यह अनरुोध करते है ͩक वे इस पèुतक ͩक छपाई 
के ğǑुटयɉ एव ंअपने बहु मूãय सझुावɉ से अवगत कराकर हमɅ अनĒुǑहत करɅ िजससे पाɫय-सामĒी 
को आपकȧ आशा के अनरुोध बनाया जा सके। 
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इकाई 1 
दोलन–। 

(Oscillations–I) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
1.0 उƧेæय 
1.1 Ĥèतावना 
1.2 आवतȸ घटनाऐं 
1.3 सरल आवत[ गǓत का वण[न 
1.4 सरल आवत[ गǓत के अͧभल¢ण 
1.5 गǓत का समीकरण 
1.6 सामाÛय हल 
1.7 सरल आवत[ गǓत मɅ कण का 

1.7.1 वेग एंव ×वरण 
1.7.2 उजा[ 
1.7.3 औसत िèथǓतज एव ंगǓतज ऊजा[एं  

1.8 साराशं  
1.9 शÞदावलȣ 
1.10 संदभ[ ĒÛथ 
1.11 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
1.12 अßयासाथ[ Ĥæन 

1.0 उƧेæय (Objectives) 
आप इस इकाई को पɭने के बाद 
 दोलन Èया है, यह जान सकेगɅ; 
 तरंग गǓत के उदगम का बोध कर सकेगɅ;  
 आदश[ दोलक कȧ गǓत, जो ͩक सरल आवत[ गǓत होती है, कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर 

सकेगɅ; 
 सरल आवत[ गǓत के ͧलये आवæयक शतȾ एव ंइसके मह×व कȧ जानकारȣ कर सकेगɅ; 
 सरल आवत[ गǓत कर रहे कण के वेग एव ं ×वरण समय के साथ ͩकस Ĥकार 

पǐरवǓत[त होत ेहै, जान सकेगɅ 
 सरल आवत[ गǓत मɅ उजा[ संर¢ण का अÚययन कर इस गǓत मɅ गǓतज और 

िèथǓतज उजा[ का ͪवèथापन और समय के साथ पǐरवत[न को समझ सकɅ गे। 
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1.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आपने अपनी Ĥथम पèुतक (पğ–1)मɅ ͪवͧभÛन Ĥकार कȧ गǓतयो के बारे मɅ पढ़ा है, 

जैसे सरल रेखा मɅ गǓत, Ĥ¢ेÜय गǓत (projectile motion)तथा वतृाकार गǓत जो गǓत के पथ 
से Ǔनधा[ǐरत होती है। परÛत ुकुछ गǓतया ँऐसी भी है जो एक Ǔनयत कालाÛतर बाद दहुराती है। 
उदाहरण के ͧलए घड़ी कȧ सुइयɉ कȧ गǓत, झुले तथा लोलक के गोलक कȧ इधर–उधर कȧ गǓत। 
दैǓनक जीवन मɅ घǑटत ͪवͧभÛन आवत[ घटनाओं का सबसे सरलȣकृत Ǿप सरल आवत[ गǓत का 
अÚययन इस इकाई मɅ करɅगे। आप अनÍुछेद 1.2 मɅ आवतȸ घटनाओं के बारे मɅ सामाÛय 
जानकारȣ ĤाÜत करोगे। अनÍुछेद 1.3 मɅ दोलन के बारे मɅ पढɅगे। यहा ँयह भी समझने का 
अवसर ͧमलेगा ͩक ͩकस Ĥकार सरल आवत[ गǓत कर रहे कण के ͪवèथापन को, वतृाकार गǓत 
कर रहे कण के सǑदश ǒğÏय का åयास पर Ĥ¢ेप के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त ͩकया जाता है। अनÍुछेद 
1.4 मɅ सरल आवत[ गǓत के अͧभल¢णɉ के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत करɅगे। आगामी अनÍुछेद 
1.5 मɅ सरल आवत[ गǓत कर रहे कण कȧ अवकल समीकरण को åय×ुपÛन करना सीखोगे। 
अवकल समीकरण को दो अलग–अलग ͪवͬधयɉ से हल ͩकया गया है। यह आप अनÍुछेद 1.6 
मɅ पढɅगे। दसूरȣ ͪवͬध का उपयोग इकाई 5 व 7 मɅ भी होगा। अिÛतम अनÍुछेद 1.7 मɅ सरल 
आवत[ गǓत कर रहे कण या वèत ुके वेग, ×वरण एव ंउजा[ के åयजंक समय व ͪवèथापन के 
फलन के Ǿप मɅ ͧलखना सीख सकोगे। ͪवͧभÛन Ĥकार के अÛय दोलनɉ को आगामी इकाइयो मɅ 
अÚययन करोगे। 

1.2 आवतȸ घटनाऐं (Periodic events) 
दैǓनक जीवन मɅ आप कई ऐसी घटनाऐं देखते हɇ िजनकȧ Ǔनिæचत समय बाद 

पनुराविृ×त होती है। जैसे Ǔनिæचत समय बाद साइरन का बजना। समय के बढत ेĐम मɅ रͪववार 
के Ǒदन कȧ हर 7 Ǒदन बाद पनुराविृ×त होती है। ĤाकृǓतक एव ं कृǒğम ऐसी कई घटनाऐं हɇ 
िजनकȧ एक Ǔनिæचत समयाÛतराल बाद पनुराविृ×त होती है आवतȸ (periodic)घटनाऐं कहलाती 
हɇ। 

ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ आपने कण या वèत ुकȧ गǓत (motion)के बारे मɅ पढ़ा होगा। वèत ु
अथवा कण कȧ िèथǓत (position)समय के साथ ǓनरÛतर बढे या घटे, तो यह कण कȧ 
èथानाÛतरण गǓत कहलाती है। कुछ वèतुऐं अथवा कण एक Ǔनिæचत पथ पर चलकर, एक 
Ǔनिæचत समय बाद अपने Ĥारिàभक ǒबÛद ुपर आ जात ेहै, और इस Ĥकार अनवरत गǓत करत े
रहत ेहɇ। जैसे पØृवी का सूय[ का पǐरĐमण (orbiting)करना, सेकÖड कȧ सूई का घड़ी मɅ घमूना। 
पØृवी या सूई कȧ यह गǓत घणू[न (rotational)गǓत होते हु ये भी आवत[ गǓत (periodic 
motion)है Èयɉͩक इनके पǐरĐमण समय Đमश: 364¼ Ǒदन व 60 सेकÖड हɇ। 

अब आपका Úयान ऐसी घटना कȧ ओर आकͪष[त करत े हɇ िजसमɅ वèत ु परूा गोल 
चÈकर लगाने के èथान पर अपनी ͪवरामावèथा (equilibrium position)के ईद–ͬगद[ दोनɉ तरफ 
एक Ǔनिæचत दरूȣ तक Ǔनिæचत पथ पर गǓत करती है। जसेै – åयिÈत कȧ चलने से पहले भुजाऐं 
उÚवा[धर िèथर रहती है, जो चलने पर मÚयमान िèथǓत के सापे¢ गǓतमान हो जाती है; Ǒदल कȧ 
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धड़कन के उदाहरण मɅ Ǒदल अपनी माÚयावèथा के सापे¢ ͧसकुड़ता और फैलता है; èवǐरğ के 
उदाहरण मɅ, इसकȧ भुजाऐं सामाÛय िèथǓत मɅ िèथर रहती है जो बल लगाने पर सामाÛय िèथǓत 
के सापे¢ दोनɉ तरफ गǓत करने लगती हɇ। इस Ĥकार कȧ गǓत को दोलनी (oscillatory)गǓत 
कहत ेहै। कण या वèत ुका ͪवरामावèथा के सापे¢ दाँयी तरफ गǓत कर, पनु: बाँयी तरफ लौटना 
और बाँयी तरफ के अिÛतम छोर से पनु दाँयी तरफ गǓत करत ेͪवरामावèथा से गजुरना वèत ुया 
कण का दोलन (oscillation)कहलाता है। एक दोलन कȧ समािÜत पर दसूरा दोलन, ͩफर तीसरा, 
और यह Đम चलता रहता है। वèतुओं या कणɉ कȧ इस दोलन गǓत को आवत[ गǓत (harmonic 
motion)कहत ेहै। 

अब हम कुछ अÛय उदाहरणɉ का उãलेख करɅगे, िजÛहɅ आप आगामी क¢ाओं मɅ पढ़Ʌगे, 
जैसे ठोसɉ मɅ परमाणुओं के कàपन (vibration), ͪवͩकरत (radiating)या Ēाहȣ 
(receiving)ऐिÛटना मɅ इलेÈĚोनɉ के दोलन, Ǻæय Ĥकाश मɅ चुàबकȧय और ͪवɮयतुीय ¢ेğɉ के 
कàपन इ×याǑद।  

कण के दोलन के कारण माÚयम मɅ एक ͪव¢ोभ (disturbance)उ×पÛन होता है और 
यह ͪव¢ोभ माÚयम मɅ वेग ͪवशेष से गǓत करने लगता है। यǑद दोलन लगातार हो रहे हɉ तो 
ͪव¢ोभ भी ǓनरÛतर उ×पÛन होकर गमन करता रहेगा। इसे हȣ माÚयम मɅ ͪव¢ोभ का सचंरण 
(propogation)अथवा तंरग (wave)गǓत कहत ेहɇ। इस सàबÛध मɅ ͪवèततृ जानकारȣ आपको 
इकाई 12 मɅ ͧमलेगी। 

ͪवͧभÛन दोलनी गǓतयɉ (जो आप आगे पढेगɅ)मɅ सरल आवत[ गǓत (simple 
harmonic motion)का ͪवͧशçट èथान है, Èयɉͩक:– 

1. सभी भौǓतक तंğɉ मɅ दोलन सरल आवत[ होत ेहɇ अथवा इसके Ǔनकट होते हɇ; 
2. जǑटल दोलनɉ (complex oscillations)को सरल आवत[ दोलनɉ ɮवारा समझाया 

जा सकता है; 
3. तरंग गǓत को समझने या समझाने के ͧलये इसका £ान आवæयक है। अगले 

अनÍुछेद 1.3 मɅ आप सरल आवत[ गǓत के बारे मɅ ͪवèतार से पढ़Ʌगे।  

1.3 सरल आवत[ गǓत का वण[न (Description of simple 
 harmonic motion) 

सरल आवत[ गǓत दोलन तंğ कȧ Ĥ×याèथता (elastisity)और जड×व (inertia)जैसे 
गणुɉ पर आधाǐरत है। इसे समझने के ͧलये एक गोलक (bob)का उदाहरण लेत े है जो एक 
ġåयमान रǑहत डोरȣ से लटका हुआ है। ͬचğ 1.1(a)मɅ इसे साàयावèथा (ͪवरामावèथा)मɅ Ǒदखाया 
गया है। लोलक पर काय[ कर (बल Ĥदान कर)इसे एक अÛय िèथǓत x = a पर लाया जाता है, 
ͬचğ 1.1(b)। इस िèथǓत मɅ लोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ हो जाती है। जैसे हȣ लोलक को 
इस िèथǓत (x = a)से छोड़ा जाता है, यह Ĥ×यानयन बल के कारण अपनी Ûयनूतम उजा[ कȧ 
िèथǓत (x = 0)कȧ ओर अĒͧसत होने लगता है। Ĥ×यानयन बल उͬचत माğा मɅ ऋणा×मक वेग 
Ĥदान करता है। साàयावèथा कȧ िèथǓत (x = 0)पर पहु ँचने पर लोलक का वेग अͬधकतम हो 
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जाता है और गǓत के जड×व के कारण इस िèथǓत पर Ǿकने मɅ असमथ[ रहता है, ͬचğ 1.1 (c)। 
पǐरणामèवǾप, लोलक बाँयी और अĒͧसत होने लगता है। इस िèथǓत मɅ लोलक पर लगने वाला 
Ĥ×यानयन बल धना×मक होकर इसकȧ गǓत के जड×व का ͪवरोध करता है, िजसके कारण अÛतत: 
वेग घटकर शूÛय हो जाता है। अब तक लोलक बाँयी Ǒदशा मɅ ͪवèथापन a तय कर चुका होता है 
ͬचğ 1.1(d)। इस समय तंğ कȧ उजा[ पनु: वह हȣ हो जाती है जो लोलक को Ĥारàभ मɅ a दरूȣ से 
ͪवèथाͪपत करने मɅ दȣ गयी थी (यह तब हȣ सभंव है जब लोलक कȧ िèथǓत +a से –a के बीच 
गǓत मɅ ͩकसी Ĥकार कȧ उजा[ हाǓन न हɉ)। लोलक, िèथǓत –a से +a तक पनु: उसी Ĥकार गǓत 
करता हुआ माÚय िèथǓत से गजुरता हुआ एक दोलन परूा करता है। 

 
ͬचğ 1.1 

यǑद इस एक दोलन मɅ ͩकसी Ĥकार कȧ ऊजा[ हाǓन न हो तो लोलक सदैव एक Ǔनयत 
आयाम से दोलन करता रहेगा। इस Ĥकार के दोलन को èवतÛğ दोलन कहत ेहɇ और यह इसकȧ 
आदश[ अवèथा है। 

उपरोÈत ͪवæलेषण से आपको यह £ात हुआ ͩक Ĥ×याèथता और गǓत का जɬ×व जैसे 
गणु लोलक कȧ दोलनी गǓत के ͧलये ͩकस Ĥकार आवæयक है। लोलक कȧ यह गǓत सरल 
आवत[ गǓत कहलाती है। साàयावèथा कɅ  सापे¢ लोलक कȧ ͩकसी ¢ण िèथǓत को x(t)या x से 
Ĥदͧश[त करत ेहै। उपरोÈत ͪववरण मɅ आपने यह भी देखा ͩक अͬधकतम ͪवèथापन a है, इस 
अͬधकतम ͪवèथापन को लोलक का आयाम (amplitude)कहत ेहɇ। एक दोलन मɅ िजतना समय 
लगता है, उसको लोलक का दोलन काल या आव[त काल (time period)कहत ेहɇ। एक सेकÖड 
मɅ सàपÛन दोलनɉ कȧ संÉया लोलक कȧ आविृ×त (frequency)कहलाती है। 

सरल आव[त गǓत को, एक समान वेग से व×ृताकार पथ पर गǓत कर रहे कण का, 
उसके åयास पर Ĥ¢ेप (projection)के Ǿप मɅ भी Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता हɇ। मान लȣिजये 
ͩक कोई कण P, समान चाल v से a ǒğÏया के व×ृताकार पथ पर गǓत करता है। ͬचğ 1.2 
देखɅ। P से एक लàब PN, åयास BOB’ पर डाला जाता है। अब आप N कȧ गǓत पर ͪवचार 
करɅ, जब कण P वामावत[ (anticlockwise)Ǒदशा मɅ A से Ĥारàभ होकर व×ृताकार पथ पर 
गǓत करता है। जब ǒबÛद ुP, A पर होता है तब N कȧ िèथǓत O पर है, जब कण P, B पर 
पहु ँचता है तब N भी OB के अनǑुदश चलकर B से सàपाती हो जाता है। इसी Ĥकार, जब 
कण P पǐरͬध पर गǓत कर B से B' पर पहु ँचता है, ǒबÛद ुN भी åयास BB' के अनǑुदश 
चलकर B' पर पहु ँच जाता है। अÛत मɅ, कण P के B' से A पर पहु ँचने पर, N भी åयास के 
अनǑुदश चलकर B' से Ĥारिàमक ǒबÛद ुO पर पहुृ ँच जाता है। 
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ͬचğ  

उपरोÈत ͪववरण से आपको èपçट हो गया होगा ͩक जब कण P व×ृताकार पथ पर A 
से चलकर एक पणू[ चÈकर लगाता है, उसी समय ǒबÛद ुN, O से Ĥारàम होकर åयास BB' के 
अनǑुदश दो बार गǓत कर पनु: O पर पहु ँच जाता है। ǒबÛद ुN कȧ O के सापे¢ यह गǓत N 
कȧ सरल आवत[ गǓत है। 

एक दोलन काल के समय मɅ कण P का åयास BB' पर Ĥ¢ेप, ON का मान £ात 
करत ेहै। माना ͩक ͩकसी समय t पर घणू[न सǑदश OP, रेखा OA के साथ  कोण बनाती 
है। अत: Ĥ¢ेप ON िजसे ǒबÛद ुN का O के सापे¢ ͪवèथापन y ͧलखɅ तो 

siny a         …(1.1) 
यǑद कण का कोणीय वेग   हो तो, t   
अत: siny a t         …(1.2) 
èपçट है ͩक यहा ँa, N का आयाम है। समी. (1.2)N ǒबÛद ुके ͪवèथापन कȧ समय पर 

Ǔनभर[ता को Ĥदͧश[त करती है। 
यǑद t=0 समय पर कण A पर न होकर ͩकसी अÛय ǒबÛद ुपर होता तब समय t पर 

कोण का मान t   होता और ͪवèथापन 
sin( )y t         …(1.3) 

+ ͬचÛह तब ĤयÈुत होगा जब Ĥारàम मɅ ǒबÛद ुP, A से आगे हो तथा – ͬचÛह, जब 
A के पीछे हो। कोण   िजसका मापन OA रेखा के सापे¢ ͩकया जाता है, कण कȧ Ĥारिàमक 
कला (phase)के Ǿप मɅ जाना जाता है। 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
1. आवत[काल और आवृ ि×त मɅ Èया संबंध है?  
 ------------------------------------------------------------------------------------- 

1.4 सरल आवत[ गǓत के अͧभल¢ण (Characteristies of simple 
 harmonic motion) 

अब आप सरल आवत[ गǓत के ͧलये आवæयक शतȶ एव ं अͧभल¢णɉ के बारे मɅ 
जानकारȣ करɅगे। ये Ǔनàन है :– 

(i) सरल आवत[ गǓत करत ेहु ए कण कȧ गǓत आवतȸ होती है। 
(ii) सरल आवत[ गǓत कर रहे कण का ×वरण अथवा बल इसके ͪवèथापन के 

अनĐुमानपुाती होता है। 
×वरण   ͪवèथापन 
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(iii) सरल आवत[ गǓत कर रहे कण के ×वरण या बल कȧ Ǒदशा सदैव हȣ साàयावèथा 
के ǒबÛद ुकȧ तरफ होती है। 

(iv) सरल आवत[ गǓत मɅ आयाम का मान +a या –a होता है, जो समय के साथ नहȣ 
बदलता है। 

(v) सरल आवत[ गǓत कर रहे कण का आवत[काल, वह Ûयनूतम समय है, िजसके बाद 
कण अपनी पवू[ िèथǓत मɅ आ जाता है। 

यǑद समी. (1.3)मɅ समय t से बढकर 
2't t 


   
 

 हो जावɅ तो ͪवèथापन का मान 

2( ') siny t a t  


        
 

  sin 2a t      

  sina t    
 ( )y t   

  

अथा[त 2


 वह समय है जब कण अपनी पवू[ िèथǓत मɅ आ जाता है। अत: कण का 

आवत[काल 
2T 



       

…(1.4) 

T  का मान भी Ǔनयत रहता है। यहाँ  को सरल आवत[ गǓत कȧ कोणीय आविृ×त 
कहत ेहै।  

(vi) समी. (1.3)मɅ t   को गǓत कȧ कला कहत े हɇ। Ǔनयतांक   को Ĥारिàमक 
कला या कला Ǔनयतांक कहत ेहै। ͩकसी भी ¢ण, दोलनी तंğ कȧ कला हमɅ इस बात से अवगत 
कराती है ͩक उस समय इसकȧ िèथǓत और गǓत कȧ Ǒदशा Èया हɇ? Ǔनयतांक   इस बात का 
£ान कराता है ͩक समय 0t   पर कण साàयावèथा के सापे¢ कहा ँपर िèथत है। 

1.5 गǓत का समीकरण (Equation of motion) 
सरल आवत[ गǓत कȧ पǐरभाषानसुार, कण पर लगने वाले Ĥ×यानयन (restoring)बल 

F  को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है; 
F ky          …(1.5) 

यहा ँ y , कण का ͪवèथापन है तथा k एक बल Ǔनयतांक है िजसका मान दोलक 

(oscillator)के Ĥ×याèथता गणु पर Ǔनभ[र करता है। èवाभाͪवक है, ͩक इस k का मान अलग 
अलग दोलक के ͧलये ͧभÛन ͧभÛन होगा। उपरोÈत समी. (1.5)से आप देख सकत ेहɇ ͩक इसकȧ 
इकाई Ûयटून / मीटर है। 
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आप Ûयटून के ɮͪवतीय Ǔनयम से जानत ेहɇ ͩक ġåयमान m  वालȣ वèत ुपर लग रहे 
बल F  के कारण इसमɅ ×वरण f  उ×पÛन हो जावे तो इन राͧशयɉ को Ǔनàन संबधं से ͧलखा 
जाता है। 

F mf   
2

2

d yF m
dt

         …(1.6) 

समी. (1.6)का मान समी. (1.5)मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर 
2

2

d ym ky
dt

   

2

2 0d y k y
dt m

 
      

 …(1.7) 

 
यह सरल आवत[ गǓत कȧ अवकल समीकरण है। 
अनÍुछेद 1.3 मɅ समी. (1.3)ɮवारा सरल आवत[ गǓत को Ĥदͧश[त ͩकया गया था, अत: 

यह समी. (1.7)का हल होना चाǑहए। 
समी. (1.3)को t  के सापे¢ दो बार अवकलन करने पर 

2
2

2

d y y
dt

          ...(1.8) 

समी. (1.8)से 
2

2

d y
dt

 का मान समी. (1.7)मɅ रखने पर 

 2 ky y
m

   

या 2 k
m

   

k
m

 
       

 …(1.9) 

समी. (1.9)से, समी. (1.7)को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है। 
 

2
2

2 0d y y
dt

 
     

 ...(1.10) 

 यह सरल आवत[ गǓत कȧ अवकल समीकरण है। 

1.6 अवकल समीकरण का सामाÛय हल (General solution of 
 differential equation 

अनÍुछेद 1.3 मɅ हमने पढ़ा ͩक कण कȧ सरल आवत[ गǓत को कण कȧ व×ृताकार पथ 
पर गǓत के उसी व×ृत पर Ĥ¢ेपɉ कȧ गǓत के Ǿप मɅ समझा जा सकता है, तथा ͩकसी ¢ण इस 
गǓत मɅ कण के ͪवèथापन का मान Ǔनàन समीकरण ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है। 

×वरण 
dvf
dt


 

वेग 

dyv
dt


 

अंत  :×वरण  
d dyf
dt dt
   
   

2d y


 

2
2

2

2

sin

cos

sin

y a t
dy a t
dt
d y a t
dt

y
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2
2 2 2

2 2

2 2

( )dy a y
dt

dy a y
dt

dy dt
a y







    
 

 




 

exp ( t )समय कȧ सभी 
घातɉ को समाͪवçट कर 
लेता है। सीमा बंधन 
लगाने पर माğ वे घातɅ 
शेष रह जाती हɇ जो हल 
मɅ उपयोगी है । 

 

sin( )y a t    
यह एक सरलȣकृत åयवèथा है। अब हम अवकल समीकरण को हल करने कȧ दो 

ͪवͬधयɉ का वण[न करɅगे। 
Ĥथम ͪवͬध 

सरल आवत[ गǓत कȧ अवकल समीकरण 
2

2
2 0d y y

dt
   

को 2 dy
dt

 
 
 

 से गणुा करने पर 

 

2
2

2

2
2 2

2
2 2

2 2 0

0

0

dy d y dyy
dt dt dt

d dy d y
dt dt dt

d dy y
dt dt







      
  

    
 
      
     

अतः 
2

2 2dy y
dt

    
 

 Ǔनयतांक ̀      ...(1.11) 

जब कण का ͪवèथापन y a  हो तब इसका वेग dy
dt

 शूÛय होता है। इनका समी. 

(1.11)मɅ उपयोग करने पर 
Ǔनयतांक 2 2a   …(1.12) 

समी. (1.12)से Ǔनयतांक का मान समी. (1.11)मɅ रखने पर 
2

2 2 2 2dy y a
dt

     
 

 

या
2 2

dy dt
a y




       …(1.13) 

समी. (1.13)का समाकलन करने पर 
1sin y t

a
      

 
 

या  sin( )y a t   …(1.14) 
यह सरल आवत[ गǓत के अवकल समीकरण का हल है। 

ɮͪवतीय ͪवͬध 
माना समी. (1.10)का हल 

exp( )y c t  है।       ...(1.15) 
यहा ँ c  व   दोनɉ हȣ Ǔनयतांक है िजÛहɅ हमɅ £ात करना है। 

आप जानते है ͩक  

 
0dy

dt
  

तब y  Ǔनयतांक 

 

 
 

1sin
2 2

1sin /

sin

dy y
aa y

dt t

y a t

y a t
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समी. (1.15)का दो बार अवकलन करने पर 
2

2
2

d y y
dt

         …(1.16) 

समी. (1.16)से 
2

2

d y
dt

 का मान समी. (1.10)मɅ रखने पर 
2 2 0y y    

या i    
α के दो मान +iω व –iω, £ात राͧश (ω) के Ǿप मɅ ĤाÜत हु ये है, अंत: हल मɅ दोनɉ 

का हȣ Ĥयोग करने पर 
1 2exp( ) exp( )y c i t c i t     …(1.17) 

1c  व 2c  Ǔनयतांक हɇ, और इÛहɅ £ात करने के ͧलये सीमा बधंन (boundary 
condition)का उपयोग करेगɅ। दोलक कȧ िèथǓत 0y   से समय कȧ गणना करɅ तो सीमा 
बधंन होगा 

0t   पर 0y   

इसका उपयोग समी. (1.17)मɅ करने पर 
1 2 0c c   या 1 2c c   

इसका उपयोग पनुः समी. (1.17)मɅ करने पर 
 1 exp( ) exp ( )y c i t i t     

12 siny ic t        …(1.18) 

दोलक के अͬधकतम ͪवèथापन कȧ िèथǓत y a  पर पहु ँचने पर समय
4
T  गजुर चकुा 

है, अतः t  का मान
2
  हो जायेगा, इस सीमा बधंन का उपयोग समी. (1.18)मɅ करने पर 

1 12 sin 2
2

a ic ic
   

समी. (1.18)मɅ 12ic  के èथान पर a ͧलखने पर 
siny a t        …(1.19) 

यǑद समय कȧ गणना अͬधकतम ͪवèथापन कȧ िèथǓत से कȧ जावɅ तो समी. 
(1.10)का हल cosy a t  ĤाÜत ͩकया जा सकता है। 

यǑद समय कȧ गणना माÚय िèथǓत से ठȤक पीछे या आगे वालȣ िèथǓत से ͩकया जावे 
तो समी. (1.10)का हल sin( )y a t    ĤाÜत होगा। 

expdy c t
dt

 

2
2

2

2

expd y c t
dt

y

 







 

exp
cos sin

i t
t i t

 




 
तथा exp-iωt= 
Cos ωt- i sin ωt 

2
4 2
Tt

T
 

  

 

अंत: sin 1
2
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cos( )a t 
2 2 2sin ( )a a t   
2 2a y   

 

1.7 सरल आवत[ गǓत का वेग, ×वरण एवं ऊजा[ (Velocity, 
 acceleration and energy of simple harmonic motion) 

1.7.1 वेग एव ं×वरण (Velocity and acceleration) 

आप èवयं सरल आवत[ गǓत कȧ अवकल समीकरण को हल कर चकेु हɇ और जानत ेहɇ 
ͩक कण का ͪवèथापन Ǔनàन समीकरण से Ǒदया जाता है। 

sin( )y a t    
इस समीकरण का समय के साथ अवकलन करने पर आप सरल आवत[ गǓत कर रहे 

कण का वेग ĤाÜत कर सकत ेहɇ। 

cos( )dyv a t
dt

      …(1.20) 

 2 2a y          …(1.21) 

समी. (1.20)व समी. (1.21)कण के वेग को Đमश: समय व ͪवèथापन के पदɉ मɅ 
åयÈत करता है। यहा ँआप देख सकत ेहɇ ͩक माÚय िèथǓत ( 0)y   पर वेग a  है जो 
अͬधकतम है, तथा अͬधकतम ͪवèथापन कȧ िèथǓत मɅ वेग शूÛय है। 

समी. (1 .20)का समय के साथ एक बार और अवकलन करने पर ×वरण 
2

2 2
2 sin( )d yf a t y

dt
        

    
…(1.22) 

×वरण का अͬधकतम मान y a   तथा Ûयनूतम मान साàयावèथा कȧ िèथǓत 
( 0)y   पर ĤाÜत होगा। यहाँ समी. (1.22)से èपçट है ͩक ×वरण सदैव हȣ कण के ͪवèथापन 
से ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काय[कारȣ रहेगा। इसके अͬधकतम व Ûयनूतम मान Đमश: 2a  व शूÛय 
हɉगे।  

सरल आवत[ गǓत कर रहे कण के ͪवèथापन, वेग व ×वरण को ͬचğ 1.3 मɅ समय के 
साथ Ĥदͧश[त ͩकया गया है। ͬचğ 1.3 से तथा इनकȧ Ǔनàन समीकरणɉ 

siny a t  

cos sin
2

v a t a t        
 

 

तथा 
2 2sin sin( )f a t a t         
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ͬचğ 1.3 ͪवèथापन, वेग व ×वरण का समय के साथ आलेख 

से èपçट है ͩक वेग व ͪवèथापन मɅ कलाÛतर 
2
  है, अथा[त वेग कȧ कला ͪवèथापन 

कȧ कला से
2
  आगे है। इसी Ĥकार, ×वरण व ͪवèथापन कȧ कलाओं मɅ   का अÛतर है, 

अथा[त ×वरण कȧ कला ͪवèथापन कȧ कला से   आगे है। 
उदाहरण 1.1 एक सरल आवत[ गǓत कर रहे कण का आयाम 0.1 सेमी व साàयावèथा 

से गजुरते समय वेग 3 मी / से है। इसकȧ आविृ×त Èया होगी? 

हल: हम जानत ेहɇ ͩक maxv a   
Ǒदया हुआ है, maxv = 3 मी / से तथा 0.1a   सेमी 310 मी 

 अतः 
3

max 10v    
 33 10   
 33 10    रेͫडयन /से 

अत: आविृ×त 

33 10 477.3
2 2

f 
 


  

 हɪ[ज 
उदाहरण 1.2 एक ͪपÖड Ǔनàन संबधं के अनसुार सरल आवत[ गǓत करता है। 

 10sin 2
6

y t    
 

 ͧममी 

इसकȧ कोणीय आवǓृत, आयाम व Ĥारिàमक कला बताइये। समय 2t   सेकÖड पर 
ͪवèथापन, वेग एव ं×वरण Èया हɇ?  

हल: Ĥæन मɅ दȣ गयी समीकरण को sin( )y a t    से तुलना करने पर 
10a   ͧममी 

 2   रेͫडयन/से 

6


   (साàयावèथा से दाँयी तरफ) 
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अतः 2t   सेकंड पर, ͪवèथापन 

10sin 2 2
6

y     
 

 ͧममी 

 10sin 4
6
   

 
 ͧममी 

10sin
6


  ͧममी 

110
2

   ͧममी = 5 ͧममी 

2t   सेकÖड पर वेग 2 2v a y    
 2 100 25 2 75     
 10 3  ͧममी/से 
 23 10    मी/से 

2t   सेकÖड पर ×वरण 2a y   
  22 (5)   

 220   ͧममी/सेଶ 
 2 22 10     मी/सेଶ 

1.7.2 उजा[ (Energy) 

सरल आवतȸ दोलक को Ĥारàभ मɅ दȣ गयी उजा[ हȣ इसकȧ कुल उजा[ है, जो इसमɅ 
िèथǓतज उजा[ के Ǿप मɅ संĒǑहत रहती है। इस उजा[ का मान £ात करने के ͧलये हम दोलक 
को साàयावèथा ( 0)y   कȧ िèथǓत से आयाम y a  तक ͪवèथाͪपत करने मɅ ͩकये गये 
काय[ W  कȧ गणना करɅगे। 

अथा[त ् 2 2

0 0
0

1 1.
2 2

a
a a

W F dy kydy ky ka      

(काय[ करने के ͧलये दोलक के Ĥ×यानयन बल F ky   के ͪवǾƨ F ky  बल 

लगाना होगा तब हȣ काय[ कर पाना संभव है)। अत: Ĥारàभ मɅ संĒǑहत उजा[ 21
2

ka  है। जैसे 

हȣ दोलक को अͬधकतम ͪवèथापन ( )y a  वालȣ िèथǓत से छोड़ा जाता है, इस िèथǓतज उजा[ 

का मान 21 ,
2

ka y  के घटने के साथ कम होता जाता है, परÛत ुसाथ हȣ दोलक कȧ गǓतज उजा[ 

21
2

mv  वेग बढने से बढती चलȣ जाती है। माÚय िèथǓत ( 0)y   पर िèथǓतज उजा[ शूÛय व 

गǓतज उजा[ अͬधकतम हो जाती है। इस साàयावèथा कȧ िèथǓत से आगे दोलक के बढने पर 

sin(4 ) sin   

sin sin 30
6 2
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आप जानते है ͩक 
2 2sin cos 1  

इस तØय का अÚययन 
आप पğ-I कȧ इकाई 4 मɅ 
और ͪवèतार से कर 
सकɅ गे। 

ͪवèथापन ऋणा×मक (दसूरȣ ओर या पहले ͪवèथापन से ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ ͪवèथापन)होने पर भी 
िèथǓतज उजा[ बढती हु ई अͬधकतम तथा गǓतज उजा[ घटती हु ई शूÛय हो जाती है। 

अत: आप देख सकत ेहɇ ͩक पथ के Ĥ×येक ǒबÛद ुपर ͪवèथापन y  के कारण िèथǓतज 

उजा[ 21
2

ky , तथा वेग v  के कारण गǓतज उजा[ 21
2

mv  होती है। अब हम पहले िèथǓतज 

उजा[ का मान £ात करɅगे। 
21

2
PE U ky   

   21 sin
2

k a t    
 

(समी. (1.14)से) 

  2 21 sin
2

ka t  
  

2 k
m

  
 
  

  2 2 21 sin
2

ma t     

ͬचğ 1.4 मɅ िèथǓतज ऊजा[ का ͪवèथापन के साथ पǐरवत[न को दशा[या गया है। इसी 
Ĥकार, गǓतज उजा[ K  

 2 2 21 1
2 2

mv m a y 
 को ͬचğ 1.4 मɅ ͪवèथापन के साथ पǐरवत[न (......)से 

दशा[या गया है  

 2 2 21 cos
2

ma t   
  

अत: दोलक कȧ कुल उजा[ E KE PE    

   2 2 2 21 sin cos
2

ma t t           
2 2 21 1

2 2
ma ka 

    
         ͬचğ 1.4 

 
  

इससे आपको यह èपçट हो गया होगा ͩक सरल आवत[ गǓत मɅ कुल उजा[ संरͯ¢त 
रहती है, परÛत ुिèथǓतज व गǓतज उजा[ आपस मɅ èथाÛतǐरत होती रहती हɇ। 

उदाहरण 1.3 एक दो ͩकलोĒाम ġåयमान के सरल आवत[ दोलक कȧ ͪवरामावèथा मɅ 
उजा[ 5 जूल है। यǑद इसकȧ कुल उजा[ 9 जूल तथा आयाम 0.01 मी है तो दोलन के आवत[ 
काल कȧ गणना करो। 

हल: Ǒदया हुआ है 
आयाम 0.01a   मी 
ͪवरामावèथा मɅ उजा[ = 5 जूल 
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कुल उजा[ = 9 जूल 
अत: दोलक कȧ उजा[ = 9 5 4    जूल 

21 4
2

ka   

 21 0.01 4
2

k   

48 10k    Ûयटून / मी 

दोलनकाल 
2 mT

k


 

4

22
8 10




 

2

12
2 10




 

23.14 10   
.0314  सेकÖड 

1.7.3 औसत िèथǓतज एव ं गǓतज ऊजा[एं (Average potential and kinetic 
 energies) 

एक दोलन मɅ िèथǓतज / गǓतज उजा[ का मान शूÛय से अͬधकतम दो बार हो जाता 
है। हर ¢ण इनका मान बदलता रहता है। यǑद आप से कहा जाये ͩक एक दोलन मɅ औसत 
िèथǓतज / गǓतज उजा[ का मान ͩकतना होगा? आप Èया करɅगे? संभवतया आप एक दोलन 
काल के Ĥ×येक ¢ण कȧ िèथǓतज / गǓतज उजा[ का योग कर, एक आवत[ काल का भाग 
लगायɅगे। 

ऐसा करने पर एक आवत[ काल या एक दोलन मɅ औसत िèथǓतज उजा[ 

0

1 ( )
T

U U t dt
T

   

 2 2 2

0

1 1 sin
2

T

m a tdt
T

    

  2 2 2

0

1 sin
2

T

m a tdt
T

    

  2 2 2 21 1.
2 2 4

Tm a m a
T

  
 

तथा औसत गǓतज उजा[ 

0

1 ( )
T

K K t dt
T

   

2sin tdt  

0

(1 cos 2 )
2

T t dt
  

0

1 sin 2
2 2

Ttt 


    

 
 1

2 2
TT   
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2 2 2

0

1 1 cos
2

T

m a tdt
T

    

 2 2 2

0

1 cos
2

T

m a tdt
T

    

 2 2 2 21 1.
2 2 4

Tm a m a
T

    

इससे आप èवयं समझ गये हɉगे ͩक एक दोलन काल मɅ औसत गǓतज व िèथत उजा[ 
बराबर है तथा इनका मान कुल उजा[ का आधा है। 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. सरल आवतȸ दोलक को Ĥारंभ मɅ दȣ गयी उजा[ उसमɅ ͩकस Ǿप मɅ संĒǑहत होती 
 है? 
  _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

1.8 सारांश (Summary) 
 सरल आवत[ गǓत के ͧलये तंğ के जड़×व एव ंĤ×याèथता जैसे गणु आवæयक है। 
 सरल आवत[ गǓत कर रहे कण का ×वरण इसके ͪवèथापन के समानपुाती एव ं

ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होता है। 
 उपरोÈत गणु रखने वाले तंğ को सरल आवतȸ दोलक कहत ेहɇ। 
 सरल आवतȸ दोलनɉ को वतृाकार पथ पर समान चाल से गǓत कर रहे कण के 

सǑदश ǒğÏय के वतृ के åयास पर Ĥ¢ेपɉ कȧ गǓत के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त ͩकया जा 
सकता है। 

 सरल आवत[ गǓत कर रहे कण का 

आवत[काल 
2T 


  

आविृ×त 
1

2
v

T



   

ͪवèथापन sin( )y a t    

वेग 2 2cos( )v a t a y        

×वरण 2 2sin( )f a t y         

िèथǓतज उजा[ 2 2 2 21 1sin ( )
2 2

U m a t ky      

गǓतज उजा[ 2 2 2 21 1cos ( )
2 2

T m a t mv      

 सरल आवतȸ गǓत मɅ कण कȧ यांǒğक उजा[ संरͯ¢त रहती है। 

2

0

cos
2

T Ttdt 
आप èवयं हल करे 
। 
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 समय के सापे¢ एक आवत[काल मɅ औसत िèथǓतज उजा[ और गǓतज उजा[ का 
मान समान होता है। 

 औसत गǓतज उजा[ = औसत िèथǓतज उजा[ 21
4

ka  

 आवत[काल T  का मान आयाम पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है। 

1.9 शÞदावलȣ (Glossary) 
अवकल Differential 
आवत[काल Time period 
आविृ×त  Frequency 
आवतȸ  Periodic, harmonic 
आयाम  Amplitude 
कàपन Vibration 
कला Phase 
गǓत Motion 
गǓतज उजा[  Kinetic energy 
Ēाहȣ Receiving 
गोलक Bob 
घणू[न Rotational 
जड़×व Inertia 
×वरण Acceleration 
तरंग Wave 
दोलन Oscillation 
दोलक Oscillator 
दोलनी Oscillatory 
Ĥ×यानयन बल  Restoring force 
Ĥ×याèथता  Elastic 
पǐरĐमण  Orbiting 
वामावत[  Anticlockwise 
वेग  Velocity 
ͪवͩकरत  Radiating 
ͪवरामावèथा  Rest position 
ͪवèथापन  Displacement 
ͪव¢ोभ  disturbance 
संचरण  Propogation 



22 
 
सरल आवत[ गǓत  Simple harmonic motion 
िèथǓतज उजा[  Potential energy 

1.10 संद[भ Ēंथ (Reference books) 
1. N. K. Bajaj The Physics of WavesTata and 

Oscillations 
McGraw–Hill Publishing 
Co. Ltd, New Delhi 

2. D.S. Mathur Elements of Properties of Matter S. Chand & Company 
Ltd, New Delhi 

3. एम.पी सÈसेना,  
पी.आर. ͧसहं,  
एस.एस. रावत 

दोलन एव ंतरंगɅ कॉलेज बकु हाउस, जयपरु 

1.11 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
 questions) 

1. 
1v
T

  

2. सरल आवतȸ दोलक के Ĥारàभ मɅ दȣ गयी ऊजा[ उसमɅ िèथǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ संĒǑहत 
 होती है।.  

1.12 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. एक दोलन मɅ लगे समय को Èया कहत ेहै? 
2. सरल आवत[ गǓत करत ेहु ए कण का माÚय िèथǓत पर ×वरण Èया होगा? 
3. सरल आवत[ गǓत करत ेहु ए कण कȧ अवकल समीकरण का सरलतम हल ͧलͨखये।  
4. सरल आवत[ गǓत मɅ कण कȧ एक आवत[काल मɅ औसत िèथǓतज व गǓतज ऊजा[एं Èया 

हɉगी? 
5. दोलन ͩकसे कहत े है? ͩकसी भी दोलन करत ेतंğ मɅ Ĥ×याèथता व जड़×व का गणु 

ͩकस Ĥकार सहायक है, समझाइये। 
6. सरल आवत[ गǓत के ल¢ण Èया है? 
7. सरल आवतȸ दोलक Èया होता है? इसके ͧलये अवकल समीकरण कȧ èथापना करो। 
8. ͧसƨ कȧिजये ͩक sin( )y a t    सरल आवतȸ दोलक कȧ अवकल समीकरण का 

हल है। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
9. सरल आवतȸ दोलक के वेग, ×वरण एव ंआवत[काल के ͧलये सुğ åय×ुपÛन कȧिजये।  
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10. सरल आवत[ गǓत कर रहे कण कȧ गǓतज उजा[ और िèथǓतज उजा[ को समय और 

ͪवèथापन के फलन के Ǿप मɅ åय×ुपÛन करो। यह भी ͧसƨ ͩकिजये ͩक कण कȧ यांǒğक 
उजा[ सरंͯ¢त रहती है। 

11. (a) ͧसƨ करो ͩक आवतȸ दोलक कȧ औसत िèथǓतज और औसत गǓतज उजा[ एक 
आवत[ काल मɅ बराबर होती है। 

 (b) यǑद औसत समय के èथान पर िèथǓत के सापे¢ ͧलया जावɅ तो िèथǓतज उजा[ 

 21
3

ka  तथा गǓतज उजा[ 21
6

ka  होती है, ͧसƨ कȧिजये। 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
12. ͩकसी सरल आवतȸ दोलक का अͬधकतम ×वरण   तथा अͬधकतम वेग   है तो 

दोलक का आयाम व आव[तकाल Èया होगा? 

(उ×तर:
2 2,a T 

 
  ) 

13. t  तथा 2t  समय पर सरल आवतȸ गǓत कर रहे कण का ͪवèथापन. Đमश : P  व 
Q है। दोलन के आवत[काल कȧ गणना करो। 

(उ×तर: 
 1

2
cos / 2

tT
Q P


 ) 

14. सरल आवत[ गǓत करत ेएक कण का आयाम 4 सेमी तथा आविृ×त 5 हट[ज है। समय 
0t   पर कण साàयावèथा मɅ है। 

(i) ͪवèथापन का समीकरण समय के फलन के Ǿप मɅ ͧलͨखये। 

(ii) ͪवèथापन, वेग व ×वरण का मान 10
3

t   सेकÖड पर Èया होगा? 

(उ×तर: ( ) 4sin 4i y t  सेमी; ( ) 2 3ii   सेमी; 20  सेमी/से; 200 3 सेमी/सेଶ) 
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इकाई–2 
दोलन–II 

(Oscillations – II) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
2.0 उƧेæय 
2.1 Ĥèतावना 
2.2 एक èवेÍछ ͪवभवकूप मɅ दोलन 
2.3 िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय – ¢ैǓतज अवèथा 
2.4 िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय – उÚवा[धर अवèथा 
2.5 साधारण लोलक 
2.6 मरोड़ी दोलक 
2.7 साराशं 
2.8 शÞदावलȣ 
2.9 संदभ[ ĒÛथ 
2.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
2.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

2.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप 
 एक èवेÍछ ͪवभवकूप मɅ होने वाले दोलनɉ कȧ ĤकृǓत का £ान ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 अãप आयाम के दोलनɉ के ͧलये कण कȧ गǓत (िजसे सरल आवत[ गǓत माना जा 

सकता है)का बोध भी कर सकɅ गे; 
 िèथǓतज ऊजा[ वĐ के उन ǒबÛदओंु को िजन पर िèथत कण पर बल शूÛय है, 

£ात कर सकɅ गे; 
 िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय (¢ैǓतज एव ंउÚवा[धर)मɅ दोलन ͩकस Ĥकार से होत ेहै, को 

समझने तथा इस Ǔनकाय कȧ आवǓृत एव ंआवत[काल कȧ गणना करने मɅ स¢म हो 
सकɅ गे; 

 सरल लोलक एव ंमरोडी दोलक कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर इनकȧ अवकल समीकरणɅ, 
आवत[काल एव ंआवǓृत £ात करने मɅ समथ[ हो सकɅ गे। 

2.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई–1 मɅ आप सरल आवतȸ गǓत कर रहे कण का आवत[काल, ͪवèथापन, वेग, 

×वरण और ऊजा[ के बारे मɅ ͪवèतार से अÚययन कर चुके हɇ। यह गǓत Ĥ×यानयन बल 
F ky   के Ĥभाव मɅ होती है। बल कȧ इस ĤकृǓत के कारण हȣ इसकȧ िèथǓतज ऊजा[ 
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21
2

ky  होती है तथा इसका ͪवèथापन y  के साथ लेखाͬचğ एक परवलय (parabola)होता है। 

यǑद लेखाͬचğ परवलय से ͧभÛन हो तो उस िèथǓत मɅ Èया कण कȧ गǓत सरल आवतȸ गǓत 
होगी? यǑद नहȣ ंतो ͩकन पǐरिèथǓतयɉ मɅ इस िèथǓतज ऊजा[ फलन मɅ कण सरल आवतȸ गǓत 
कर सकेगा? इन पǐरिèथǓतयɉ का अÚययन आप अनÍुछेद 2.2 मɅ करɅगे। आप पढ़Ʌगे ͩक ͩकसी 
भी िèथǓतज ऊजा[ फलन मɅ अãप आयामी दोलनɉ (small oscillations)के ͧलये कण कȧ गǓत 
सरल आवतȸ गǓत मानी जा सकती है। सरल आवतȸ दोलनɉ के उदाहरण – िèĤगं ġåयमान 
Ǔनकाय (¢ैǓतज अवèथा), िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय (उÚवा[धर अवèथा), सरल लोलक (simple 
pendulum), मरोडी दोलक (torsional pendulum)के बारे मɅ आप Đमश: अनÍुछेद 2.3, 
2.4, 2.5 व 2.6 मɅ अÚययन कर सकɅ गे। उपरोÈत सभी उदाहरणɉ मɅ इन तंğɉ कȧ गǓत कȧ 
समीकरण åय×ुपÛन कȧ गयी हɇ िजनसे यह èपçट होता है ͩक अãप आयामी दोलनɉ के ͧलये 
इनकȧ गǓत सरल आवतȸ गǓत होती है। इसके अǓतǐरÈत उपरोÈत सभी उदाहरणɉ मे सàबिÛधत 
Ǔनकाय (दोलक)के आवत[काल, आवǓृत एव ंकोणीय आवǓृत का पǐरकलन ͩकया गया है। 

2.2 एक èवेÍछ ͪवभवकूप मɅ दोलन (Oscillations in arbitrary 
 potential well) 

ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ आप यह अÚययन कर चुके हɇ ͩक संर¢ी बल ¢ेğ मɅ कण पर लग 
रहे बल F


 एव ंउसकȧ िèथǓतज ऊजा[ U  के बीच Ǔनàन संबधं होता है– 

F U 
 

        … (2.1) 

या  

^ ^ ^U U UF i j k
x y z

   
      



      ... (2.2) 
यह संबधं कण कȧ ǒğͪवमीय गǓत (three dimensional)से संबंͬ धत है यǑद कण कȧ 

गǓत ǒğͪवमीय न होकर केवल एक हȣ Ǒदशा y  के अनǑुदश हो तो समी. (2.2)का èवǾप 
Ǔनàन होगा –  

^UF j
y


 




        …(2.3) 

समी. (2.3)को अǑदश Ǿप मɅ ͧलखने पर 
U dUF

y dy


   
       

 ...(2.4) 

उपरोÈत समी. (2.4)से èपçट है ͩक िèथǓतज ऊजा[ U , दरूȣ y  का कोई सतत फलन 
होना चाǑहये। ͬचğ 2.1 मɅ संर¢ी बल ¢ेğ मɅ िèथǓतज ऊजा[ U  का दरूȣ y  के साथ 
एक èवेÍछ फलन Ǒदखाया गया है। वĐ (curve)के ͩकसी ǒबÛद ु पर Ĥवणता 
(slope)उस ǒबÛद ुपर िèथत कण पर लग रहे काय[कारȣ बल के पǐरमाण के बराबर है। 
Èया आप बता सकत ेहɇ ͩक वĐ के , , ,O P Q R  व S  ǒबÛदओंु पर िèथत कणɉ कȧ 

Ĥवणता का मान ͩकतना होगा? इन ǒबÛदओंु पर èपश[ रेखाएं (tangent lines) y  अ¢ 
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के समाÛतर होने के कारण Ǔनकटèथ ǒबÛदओंु के मÚय दरूȣ dy होते हु ये भी ऊजा[ dU  

मɅ कोई पǐरवत[न न होने से dU
dy

 का मान शूÛय होगा। अथा[त, कण यǑद इन ǒबÛदओंु मɅ 

से ͩकसी एक पर िèथत है तो उस पर बल शूÛय होगा। यहा ँयह तØय ͪवचारणीय है ͩक 
इन ǒबÛदओंु पर ऊजा[ या तो अͬधकतम है अथवा Ûयनूतम। कण कȧ वे िèथǓतया ँिजन 
पर कण पर लग रहे बल का मान शूÛय हो, सÛतलुन कȧ िèथǓतया ँ (equilibrium 
positions)कहलाती हɇ। 

 
ͬचğ 2.1 िèथǓतज उजा[ वĐ 

यǑद कण ǒबÛद ु P  पर िèथत है और इसे दाँयी और ͪवèथाͪपत ͩकया जाये तो कण 

पर एक बल dUF
dy

   लगेगा। यहा ँ dU
dy

 का मान ऋणा×मक होने से F  का मान 

धना×मक होगा। इस कारण कण Q कȧ ओर बढने लगेगा। इसी Ĥकार यǑद कण को ǒबÛद ु P  
से बाँयी ओर ͪवèथाͪपत ͩकया जावɅ तो कण पर बल ऋणा×मक Ǒदशा मɅ लगेगा और कण ǒबÛद ु
O कȧ तरफ गǓत करेगा। R  ǒबÛद ुपर िèथत कण के ͧलये भी ऐसा हȣ होगा। अत: वĐ के 
P  व R  ǒबÛदओंु पर कण कȧ िèथǓतयɉ को अèथायी सÛतलुन कȧ िèथǓतया ँ(positions of 
unstable equilibrium)कहत े हɇ। इन ǒबÛदओंु पर िèथत कण पर ͩकसी भी Ǒदशा मɅ 
अǓतअãप माğा मɅ बल लगने पर भी कण अपनी पवू[ िèथǓत पर कभी वाͪपस नहȣ ंआता है, 
इसी कारण इन संतुलन कȧ िèथǓतयɉ को अèथायी कहा गया है। ये वे ǒबÛद ुहɇ जहाँ पर िèथǓत 
ऊजा[ का मान अͬधकतम है। इसके ठȤक ͪवपरȣत, ,O Q और S  ǒबÛदओंु पर िèथत कण को 
ͩकसी भी Ǒदशा मɅ ͪवèथाͪपत कर छोड़ने पर बल इस Ĥकार काय[ करता है ͩक कण पनु: अपनी 
पवू[ िèथǓत कȧ ओर गǓत करने लगता है। इस कारण ,O Q  व S  ǒबÛदओंु कȧ िèथǓतयɉ को 
èथायी संतलुन कȧ िèथǓतया ँ(positions of stable equilibrium)कहत ेहɇ। ऐसे ǒबÛदओंु पर 
कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ Ûयनूतम होती है। उपरोÈत ͪववरण से आप इस Ǔनçकष[ पर पहु ँच सकत े
हɇ ͩक कण कȧ दोलनी गǓत के ͧलए कण कȧ èथायी सÛतलुन कȧ िèथǓत हȣ उपयोगी है। 

इसकȧ और èपçटता के ͧलये आप कãपना कȧिजये ͩक कण èथायी संतुलन कȧ िèथǓत 
O पर है। अब कण को ͪवèथाͪपत कर ǒबÛद ु B  तक ले जाते हɇ। ऐसा करने पर कण कȧ 
ऊजा[ BU  Ûयनूतम ऊजा[ OU  (माना ͩक कण कȧ ǒबÛद ुO पर ऊजा[ OU  है।)से अͬधक होगी। 
ǒबÛद ु B  पर िèथत कण पर लग रहा ऋणा×मक बल इसे èथायी संतुलन कȧ िèथǓत O कȧ 
ओर गǓत Ĥदान करता है। ǒबÛद ुO पर आने पर कण का वेग अͬधकतम होने से कण बाँयी ओर 
गǓत करता हुआ िèथǓत A तक पहु ँच जाता है जहा ँइसकȧ ऊजा[ ,A BU U  के बराबर है। यह Đम 
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ǓनरÛतर बना रहता है और कण ǒबÛद ु A व B  के बीच Ǔनिæचत आवत[काल से गǓत करता 
रहता है। इस पǐरबƨ ¢ेğ (bound region) AOB  को एक ͪवमीय ͪवभवकूप कहत ेहɇ। यǑद 
कण ͪवभवकूप मɅ हȣ सीͧमत है तो यह कण कȧ बƨ अवèथा कहलाती है। कण को बƨ अवèथा 
से मुÈत करने के ͧलये ͪवभवकूप के शीष[ (top)व तल (bottom)कȧ िèथǓतज ऊजा[ओं के अÛतर 
के बराबर ऊजा[ चाǑहये। अत: ͪवभवकूप के शीष[ व तल कȧ िèथǓतज ऊजा[ओं के अÛतर को कण 
कȧ बÛधन ऊजा[ कहत ेहɇ। ͬचğ 2.1 देखकर आप कह सकत ेहै ͩक AOB  ͪवभवकूप मɅ गǓत कर 
रहे कण कȧ बधंन ऊजा[ P OU U  है। 

Ûयनूतम ऊजा[ OU  के ǒबÛद ुO के पास के ǒबÛदओंु पर िèथǓतज ऊजा[ ( )U y yo  
को टेलर Ĥमेय (Taylor’s theorem)से Ĥसार करने पर 

 
0 0

2
2

0 0 0 0 02

1( ) ( ) ( )
2y y y y

U UU y y U Y y y y y
y y 
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3
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1 ( ) ........
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U y y
y




  


     ... (2.5) 

ǒबÛद ु ( )O y yo  पर 

0y y

U
y 




 का मान शूÛय है; 

0

2

2
y y

U
y






 का मान सदैव धना×मक है; 

0

3

3
y y

U
y






 का मान धना×मक, ऋणा×मक या शूÛय हो सकता है। 

इनके मान Đमश: 0 , k तथा 1k  ͧलखने पर समी. (2.5)का èवǾप Ǔनàन होगा– 

     2 3
0 0 0 0 1 0

1 1( )
2 3

U y y U y k y y k y y         ...(2.6) 

मूल ǒबÛद ुको ǒबÛद ु O पर èथानाÛतǐरत करने पर 0 0y   तथा OU  को भी शूÛय 
मानने पर समी. (2.6)को ͧलखा जा सकता है। 

  2 3
1

1 1
2 3

U y ky k y 
    

 ... (2.7) 

उपरोÈत समी. (2.7)से यह पणू[ Ǿपेण èपçट है ͩक िèथǓतज ऊजा[  U y  को मलू 
ǒबÛद ु(साàयावèथा ǒबÛद)ुसे ͪवèथापन y  कȧ ͪवͧभÛन घातɉ के पदɉ के योग के Ǿप मɅ ͧलखा 
जा सकता है। यǑद ͪवèथापन y  का मान कम हो, अãप हो, उस िèथǓत मɅ 3y  व अÛय उÍच 
घातɉ के पदɉ को छोड़ा जा सकता है। 

अत: कण के अãप ͪवèथापन के ͧलये 

  21
2

U y ky
      

 ... (2.8) 
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समी. (2.8)से èपçट है ͩक यह एक परवलय का समीकरण है। अत:   21
2

U y ky

 एक परवलǓयक ͪवभवकूप को Ĥदͧश[त करता है। इसे सरल आवतȸ ͪवभवकूप भी कहत ेहै। ऐसे 
ͪवभवकूप मɅ कण सरल आवतȸ गǓत करता है। 
अत: ͪवभवकूप कȧ िèथǓतज ऊजा[  U y , ͪवèथापन y  का कैसा भी फलन Èयɉ न हो, यǑद 

दोलन आयाम लघ ुया अãप है तो कण कȧ गǓत को सरल आवत[ गǓत माना जा सकता है। 
उदाहरण 2.1 यǑद ͩकसी कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ को 

2

b cU a
y y

    

के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सके तो èथायी साàय िèथǓत तथा लघ ुआयाम के दोलनɉ 
के ͧलये बल Ǔनयतांक £ात कȧिजये। ,a b  व c सभी धना×मक है। 

हल: Ĥæन मɅ दȣ गयी िèथǓतज ऊजा[ से, कण पर लग रहा 

बल 2 3

2b cF
y y

 
   

 
 

साàय िèथǓत 0( )y y  के ͧलये आवæयक है ͩक यह बल शूÛय हो, अत: 

2 3

2 0b c
y y

   

 या 0
2cy
b

  

समी. (2.6)पर Úयान दɅ तो आप देखɅगे ͩक बल Ǔनयतांक 

0

2

2
y y

Uk
y







  

अत:  3 4
2

2 6
cy

b

b ck
y y



 
   
 

 

4

3

1
8

bk
c

  

अत: èथायी साàय कȧ िèथǓत 0
2cy
b

  तथा लघ ुआयामɉ के ͧलये बल Ǔनयतांक 

4

3

1
8

bk
c

  है। 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 

1. उपरोÈत उदाहरण 2.1 मɅ  पर कण पर लग रहे बल का मान तो शूÛय 

 है परÛतु Èया यह èथायी संतुलन कȧ अवèथा मɅ  है? 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

0
2cy
b
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2.3 िèĤंग ġåयमान Ǔनकाय–¢ैǓतज अवèथा (spring mass 
 system– horizontal position) 

सरल आवतȸ दोलक कȧ भाँǓत åयवहार करने वाले भौǓतक Ǔनकायɉ के बारे मɅ आप इस 
व आगामी अनÍुछेदɉ मɅ पढɅगे। इस अनÍुछेद मɅ िèĤगं ġåयमान (¢ैǓतज अवèथा)Ǔनकाय के बारे 
मɅ ͪवèतार से अÚययन करɅगे। 

एक घष[ण रǑहत (frictionless)¢ैǓतज तल पर रखे m  ġåयमान के Þलॉक 
(block)को एक ġåयमान रǑहत िèĤगं से जोड़ रखा है। िèĤगं का दसूरा ͧसरा Ǻढ़ आधार से 
बधंा हुआ है। यह Ǔनकाय िèĤगं ġåयमान तंğ कहलाता है। देͨखये ͬचğ 2.2 (a)। यह Ǔनकाय 
इस तल पर िèĤगं कȧ लàबाई l  के अनǑुदश (along)गǓत करने को èवतÛğ है। ͬचğ 2.2 
(a)कȧ िèथǓत मɅ िèĤगं तनावरǑहत (relaxed or stretchless)है, अथा[त ् अताǓनत 
(unstretched)है। Þलॉक कȧ यह िèथǓत, इसकȧ साàय िèथǓत कहलाती है तथा इस िèथǓत 
को 0y   से ǓनǾͪपत करत ेहɇ। यǑद Þलॉक को िèĤगं लàबाई के अनǑुदश थोड़ा खींचा अथा[त 
ͪवèथाͪपत ͩकया जाता है (देखɅ ͬचğ 2.2(b))तब रैͨखक िèĤगं मɅ उ×पÛन Ĥ×यानयन बल F  
को ͪवèथापन y  के पद मɅ Ǔनàन Ǿप से åयÈत ͩकया जा सकता है। 

 
ͬचğ 2.2 

F ky          …(2.9) 
यहा ँ k को िèĤगं Ǔनयतांक या कठोरता (stiffness)Ǔनयतांक कहत े है। इसकȧ इकाई 

Ûयटून/मीटर है। ऋणा×मक ͬचÛह से èपçट होता है ͩक Ĥ×यानयन बल ( )F  कȧ Ǒदशा 
ͪवèथापन कȧ Ǒदशा के ͪवपरȣत है।  

Þलॉक को इसकȧ ͪवèथाͪपत िèथǓत से मुÈत करने पर Ĥ×यानयन बल के कारण अपनी 
साàयावèथा ( 0)y   कȧ ओर गǓत करने लगता है। Þलॉक, वेग के कारण साàयावèथा पर न 
Ǿककर बाँयी तरफ िèĤगं को संपीͫडत (compressed)करता हुआ एक अÛय िèथǓत मɅ पहु ँच 
जाता है जहा ँइसका वेग शूÛय हो जाता है। (देखɅ ͬचğ 2.2(c))। यहा ँसे पनु: दाँयी ओर गǓत 
करता है तथा साàयावèथा ( 0)y   से गजुरता हुआ ͬचğ 2.2(b)कȧ िèथǓत मɅ पहु ँच जाता है। 
इस Ĥकार ͪपÖड अपनी साàयावèथा के इधर–उधर ¢ैǓतज Ǒदशा के अनǑुदश गǓत करता है। चू ंͩक 

ͬचğ 2.2 ( )a  मɅ 
Þलाक पर ¢ैǓतज 
Ǒदशा मɅ कोई बल 
नहȣ ं लग रहा हɇ । 
ऊÚवा[धर Ǒदशा मɅ 
Þलाक ɮवारा लगाया 
गया गुǽ×वीय बल 
mg , तल ɮवारा 
ĤǓतͩĐया )reac-
tionary)बल से 
संतुͧलत है । 
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ͬचğ 2.3 
जब िèĤगं को बल आरोͪपत 
कर सपंीͫडत या ͪवèतǐरत 

ͩकया जाता है तब आरोͪपत 
बल का संपीडन एवं 
ͪवèतारण के मÚय संबध 
ͬचğ 2.3 मɅ दशा[या गया 
है आम तौर पर संबध 
रैͨखक नहȣं है, परÛतु 

अãप ͪवèथापन AB  के 
ͧलये रैͨखक ͧलया जा 
सकता है । 

Þलॉक Ĥ×यानयन बल F ky   के Ĥभाव मɅ गǓत करता है अत: यह गǓत सरल आवतȸ गǓत 

है। यǑद Þलॉक के ×वरण को 
2

2

d y
dt

 से åयÈत करे तो Ûयटून के Ǔनयम से 
2

2

d ym ky
dt

   

या 

2

2

d y k y
dt m




 
2k

m
  मान ͧलये जाने पर 

2
2

2 0d y y
dt

         …(2.10) 

उपरोÈत समी. (2.10)Þलॉक कȧ गǓत का अवकल समीकरण है, जो ġåयमान– िèĤगं 
Ǔनकाय कȧ सरल आवतȸ गǓत को दशा[ता है। 
इस समीकरण का हल (Ĥथम इकाई के अनÍुछेद 1.6 से)होगा, 

sin( )y a t          …(2.11) 

(यहा ँa िèĤगं का अͬधकतम ͪवèथापन है, इसे आयाम कहते है); 
आवत[काल  

2 2 ;mT
k





         …(2.12) 

आविृ×त  
1 ;

2
kv
m

         …(2.13) 

तथा कोणीय आविृ×त  

2 ;kv
m

          ...(2.14) 

होगी।  

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. यǑद िèĤंग ġåयमान तंğ मɅ  ġåयमान का ͪवèथापन अãप न होकर अͬधक हो 
 तो Èया यह तंğ सरल आवतȸ गǓत करेगा? 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __  
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2.4 िèĤंग ġåयमान Ǔनकाय– ऊÚवा[धर अवèथा (Spring mass 
 system vertical position) 
अनÍुछेद 2.3 मɅ आपने िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय को ¢ैǓतज अवèथा मɅ रखकर इसके सरल 
आवतȸ दोलनɉ का अÚययन ͩकया। अब इस Ǔनकाय को उÚवा[धर अवèथा मɅ रखकर इसमɅ 

 
(a) (b) (c) (d) 

ͬचğ 2.4 
मानाͩक एक ġåयमान रǑहत िèĤगं, िजसकȧ लàबाई l  तथा िèĤगं Ǔनयतांक k है, को 

Ǻढ आधार से लटकाया जाता है। यह िèĤगं उÚवा[धर अवèथा मɅ िèथर रहेगी। आप देखɅ ͬचğ 
2.4(a)। िèĤगं को ġåयमान रǑहत मानने से इस पर गǾु×वीय बल काय[ न करने के कारण 
इसमे कोई Ĥसरण नहȣ ंहोगा। अब िèĤगं के èवतÛğ ͧसरे से m  ġåयमान का कोई एक ͪपÖड 
लटाकत ेहɇ। आप का यह सोचना सहȣ है ͩक ऐसा करने से िèĤगं कȧ लàबाई मɅ Ǔनिæचत हȣ 
Ĥसार हो गया है। इस Ǔनकाय मɅ बलɉ का ͪवæलेषण करने पर आप देखɅगे ͩक ͪपÖड ɮवारा 
गǾु×वीय बल mg  नीचे कȧ तरफ काय[ करने से िèĤगं Ĥसाǐरत होने लगती है और तब तक 
Ĥसार होता रहता हे जब तक Ĥसरण के कारण उ×पÛन Ĥ×यानयन बल, गǾु×वीय बल mg  के 
बराबर नहȣ ंहो जाता। èपçट है ͩक Ĥ×यानयन बल उÚव[ Ǒदशा मɅ उपर कȧ ओर है। अतः यǑद 
Ĥसाǐरत लàबाई 0y  है तो बलɉ के संतुलन कȧ इस साàयावèथा मɅ 

0ky mg  

या 0

k g
m y


       ... (2.15) 
यह ġåयमान m  कȧ èथैǓतक (static)साàय िèथǓत है। देͨखये ͬचğ 2.4(b)। ġåयमान 

ͪपÖड को इस साàय अवèथा से y  दरूȣ तक नीचे कȧ तरफ खींचकर छोड़ने पर Èया होगा? 
देͨखये ͬचğ 2.4(c)। y  दरूȣ (ͪवèथापन)तक खींचने के कारण िèĤगं ɮवारा ͪपÖड पर एक 
Ĥ×यानयन बल F ky   इसकȧ èथैǓतक साàयावèथा कȧ ओर आरोͪपत होगा जो इसे ऊपर ले 
जायेगा। ͬचğ 2.4(b)कȧ िèथǓत से गजुरता हुआ ͬचğ 2.4(d)कȧ िèथǓत मɅ पहु ँच जायेगा। पनु: 
Ĥ×यानयन बल F ky   के Ĥभाव मɅ ͪपÖड èथैǓतक साàयावèथा से गजुरता हुआ 2.4(c)वालȣ 

ͬचğ 2.4(b) मɅ दशा[यी 
साàय िèथǓत जे सापे¢ 
उÚवा[धर Ǒदशा के अनुǑदश 
नीचे वाले ͪवèथापन को 
घना×मक एवं उधर वालȣ 
ͪवèथापन को ऋणा×मक 
Ǒदशा माना गया है।   
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िèथǓत मɅ पहु ँचेगा। यह Đम ǓनरÛतर चलता रहेगा। अथा[त, आपने देखा ͩक y  दरूȣ के 
ͪवèथापन के कारण ͪपÖड अपनी èथैǓतक साàय िèथǓत के सापे¢ दोलन करने लगता है। 

अब हम ͬचğ 2.4(c)वालȣ िèथǓत मɅ ͪपÖड पर आरोͪपत बलɉ का ͪवæलेषण करत ेहɇ। 
ͪपÖड पर लगने वाला कुल Ĥ×यानयन बल 

 1 0F k y y    

ͪपÖड पर गǾु×वीय बल 

2F mg  
ͪपÖड पर पǐरणामी बल 

1 2F F F   

 0k y y mg     

समी. (2.15)से हम जानते है ͩक 0'mg ky  अत:  

 0 0F k y y ky     

F ky          ...(2.16) 

अत: ġåयमान ͪपÖड कȧ गǓत Ĥ×यानयन बल F ky   के Ĥभाव मɅ इसकȧ èथैǓतक 
साàयावèथा के सापे¢ होगी। 

ͪपÖड मɅ उ×पÛन ×वरण
2

2

d y
dt

 हो तो Ûयटून के ɮͪवतीय Ǔनयम से 
2

2

d ym ky
dt

   

या 

2

2 0d y k y
dt m

 
 

k
m  के èथान पर 2  ͧलखने पर 

2
2

2 0d y y
dt

        ... (2.17) 

यह सरल आवतȸ गǓत का समीकरण है अत: आप कह सकत े है ͩक िèĤगं ġåयमान 
Ǔनकाय उÚवा[धर अवèथा मɅ हो तो इसमɅ उ×पÛन दोलन सरल आवतȸ दोलन हɉगे। ͪपछलȣ इकाई 
मɅ अनÍुछेद 1.6 से आप जानते हɇ ͩक इस समीकरण का हल 

 siny a t         ... (2.18) 

(यहा ँa इसका अͬधकतम ͪवèथापन है, िजसे आयाम कहतɅ हɇ); 
आवत[काल  

2 2 ;mT
k





        …(2.19) 

आविृ×त 
1 ;

2
kv
m

        …(2.20) 
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तथा कोणीय आविृ×त  
1

2
k
m




        …(2.21) 

होगी। 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
3. उपरोÈत िèĤंग ġåयमान Ǔनकाय मɅ आवत[काल £ात करने के ͧलये ġåयमान  
 तथा िèĤंग Ǔनयतांक  का मान £ात होना चाǑहये।  ġåयमान ͪपÖड को 
 लटकाने पर िèĤंग मɅ ͪवèतरण  है। माğ यह £ात होने पर भी Èया 
 आवत[काल £ात ͩकया जा सकता है? यǑद हाँ, तɉ इसका मान £ात कȧिजये। 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

उदाहरण 2॰2 ġåयमान रǑहत एक िèĤगं कȧ उÚवा[धर अवèथा मɅ 0.2 ͩकĒा का 
ġåयमान लटकाकर इसमɅ दोलन कराये जात ेहै। 0.2 ͩकĒा का ġåयमान लटकाने पर िèĤगं मɅ 
ͪवèथापन 0.1 मीटर हो तथा 10g   मी/सेଶ हो तो आवत[काल कȧ गणना कȧिजये। 

हल: हम जानत ेहै ͩक आवत[काल 

02 yT
g

   

Ĥæनानसुार   0 0.1y   मीटर ,तथ 
10g   मी/सेଶ, 

अत:  
.12
10

T   

2
10


  

2 3.14 0.628
10


   सेकÖड 

अतः आवत[काल का मान 0.628 सेकÖड होगा। 

2.5 साधारण लोलक (Simple pendulam) 
िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय कȧ भाँǓत हȣ साधारण लोलक भी लघ ुआयामी दोलनɉ के ͧलये 

सरल आवत[ गǓत का एक उ×तम उदाहरण है। यहा ँइसकȧ गǓत रैͨखक (liner)पथ पर न होकर 
व×ृताकार चाप के अनǑुदश (कोणीय गǓत)होती है साधारण लोलक एक ǒबÛद ु ġåयमान वाला 
आदश[ ͪपÖड है जो एक हãकȧ अͪवताÛय (inextensible)डोरȣ से लटका रहता है। जब इसे 
इसकȧ साàयावèथा से एक ओर ͪवèथाͪपत कर छोड़ा जाता है तो लोलक गǾु×वीय बल के Ĥभाव 
मɅ एक उÚवा[धर तल मɅ गǓत करने लगता है। इसकȧ यह गǓत आवतȸ तथा दोलनीय होती है। 
अब आप इसकȧ गǓत का समीकरण, आवत[काल इ×याǑद £ात करने के बारे मɅ पढेगɅ।  

m
k m

0y

⎩
⎨

⎧ 0mg ky

अत: 0yk
m g


⎭
⎬

⎫
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समी॰ )2.22(मɅ Ĥ×यानयन  बल F 

कोणीय ͪवèथापन   के 

समानुपाती न होकर sin   के 
है । अत  :इस बल के Ĥभाव मɅ 
गǓत सरल आवत[ गǓत नहȣं हो 

सकती हɇ ।   के Ûयून मानɉ 

के ͧलये हȣ sin   को   
)रेͫडयन(के  Ǿप मɅ ͧलखा जा 

सकता है । 

 
ͬचğ 2.5 

ͬचğ 2.5 मɅ एक l  लàबाई का लोलक िजसके कण या गोलक का ġåयमान m  है, 
को उÚवा[धर से  कोण पर दशा[या गया है। m  ġåयमान पर लगने वाले बल गǾु×वीय बल 
mg  तथा डोरȣ मɅ तनाव T  है। अब गǾु×वीय बल को दो लàबवत अ¢ɉ (चाप के अनǑुदश 
तथा ǒğÏया के अनǑुदश)मɅ ͪवयोिजत (resolve)करत े हɇ। इसकȧ ǒğÏय घटक (radial 
component)पǐरमाण मɅ cosmg   व èपश[ रेखीय घटक sinmg   होगा। बल का ǒğÏय 
घटक व×ृताकार चाप पर चलने के ͧलये आवæयक अͧभकेÛġȣय ×वरण Ĥदान करता है। èपश[ 
रेखीय घटक, कण पर लगने वाला Ĥ×यानयन बल है जो इसे ͪवरामावèथा मɅ लाने का Ĥयास 
करता है। अत: Ĥ×यानयन बल  

sinF mg          …(2.22) 
आप Ǔनàन सारणी का अवलोकन करɅ और देखɅ ͩक sin ,    के अãप मानɉ के 

ͧलये ͩकतना स×य है। 
सारणी–1 

    (रेͫडयन) sin  ĤǓतशत अÛतर  

5  0.0873 0.0872 0.11 
10  0.1745 0.1736 0.51 
15  0.2618 0.2588 1.14 
20  0.3490 0.3420 2.00 
25  0.4363 0.4226 3.14 

यǑद कोणीय ͪवèथापन  अãप हो तो sin   (रेͫडयन), तथा चाप के अनǑुदश 

ͪवèथापन y  के पद मɅ y
l

   ͧलखने पर 

mgy mgF y
l l


  

     
 …(2.23) 

अत: लघ ु आयामी दोलनɉ के ͧलये Ĥ×यानयन बल F  रैͨखक ͪवèथापन y  के 
समानपुाती एव ंइसके ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ है। यह सरल आवत[ गǓत के ͧलये शत[ है। 

यǑद लोलक का ×वरण 
2

2

d y
dt

 हो तो Ûयटून के ɮͪवतीय Ǔनयम से 
2

2

d y mgm y
dt l
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Úयान देने योÊय तØय 
यह है ͩक आवत[कल या 
आविृ×त का मान गोलक 
के ġåयमान पर Ǔनभ[र 
नहȣं करता है । ͩकसी 
èथान पर इसका मान 
लàबाई पर Ǔनभ[र करता 
है। 

या 
2

2 0d y g y
dt l

   

g
l
का मान 2  मानने पर उपरोÈत समीकरण को 

2
2

2 0d y y
dt

 
      

…(2.24) 

ͧलखा जा सकता है जो सरल आवतȸ गǓत कȧ समीकरण है ͪपछलȣ इकाई के अनÍुछेद 
1.6 से हम जानत ेहै कȧ इस समी. (2.24)का हल होगा, 

sin( )y a t          …(2.25) 

(यहाँ a लोलक अͬधकतम ͪवèथापन या आयाम कहलता है); 
आवत[काल 

2 2 ;lT
g





 

      
…(2.26) 

आविृ×त  
1

2
gv
l


      

  …(2.27) 

तथा कोणीय आविृ×त 
g
l

   …(2.28) 

है। 
उदाहरण 2.3 एक 0.2 मीटर लàबाई के सरल लोलक कȧ आविृ×त कȧ गणना कȧिजये, 

(g=9.8 मी/सेଶ)यǑद आयाम 0.1 मीटर हो तो ͪवèथापन समय संबधं £ात कȧिजये। 
हल: Ĥæनानसुार 0.2l   मी 

    9.8g   मी/सेଶ 
    0.1a   मी 

अतः कोणीय आविृ×त 

g
l

 
 

9.8 7
0.2

   रेͫडयन / सेकÖड 

तथा ͪवèथापन 0.1sin(7 )y t    मीटर 
अत: कोणीय आविृ×त 7 रेͫडयन/सेकÖड तथा ͪवèथापन समय संबधं 

0.1sin(7 )y t    मी है। 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
4. सरल लोलक कȧ लàबाई बढ़ाने पर आवत[काल ͩकस Ĥकार Ĥभाͪवत होगा? 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _   
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 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

2.6 मरोड़ी दोलक (Torsional oscillator) 
मरोड़ी दोलक कȧ गǓत के अÚययन से पहले यह जानना आवæयक है ͩक यह ͩकस 

Ĥकार का दोलक है, तथा ͩकस Ĥकार सरल लोलक से ͧभÛन है। इसमɅ ͩकसी चकती के 
ġåयमान केÛġ को डोरȣ के èथान पर घाि×वक (metallic)तार से जोड़कर Ǻढ़ आधार से 
लटकाया जाता है। तार को उÚवा[धर अ¢ मɅ रखत े हु ये चकती को ͩकसी कोण से मरोड़ 
(twist)देकर छोड़ा जाता है। इसके पǐरणामèवǾप इसमɅ घणूȸ दोलन (rotatory 
oscillations)उ×पÛन होत ेहɇ। इस तरह के दोलक को मरोड़ी दोलक कहत ेहɇ। यह दोलक ͩकस 
Ĥकार कȧ गǓत करता है, यह आपको Ǔनàन ͪवæलेषण से èपçट होगा। 

 
ͬचğ 2.6 

मरोड़ी दोलक कȧ साàयावèथा मɅ चकती पर एक ǒğÏय रेखा इसके केÛġ O से P  तक 
खींचत े है जैसा ͩक ͬचğ 2.6 मɅ दशा[या गया है अब इसे  कोणीय ͪवèथापन देकर नयी 
िèथǓत Q पर ले आत े है ऐसा करने पर तार मɅ मरोड़ी उ×पÛन हो जाती हɇ, िजसके कारण 
इसमɅ एक बलयÊुम (torque)लगता है, जो इसे छोड़त ेहȣ Ĥभावी हो जाता है। बलयÊुम मरोड़ी 
दोलक को साàयावèथा P  मɅ लाने का Ĥय×न करता है। यह Ĥ×यानयन बल आघणू[ है। कम 
कोणीय ͪवèथापनɉ के ͧलये Ĥ×यानयन बल आघणू[  , कोणीय ͪवèथापन के अनĐुमानपुाती (हु क 
का Ǔनयम)होता है। 

C           …(2.29) 
यहा ँC ĤǓत एकांक ऐंठन (मरोड़)के ͧलये बलयÊुम का मान है, तथा यह तार के गणु 

पर Ǔनभ[र करता हɇ, इसे मरोड़ी Ǔनयतांक कहत ेहै। ऋणा×मक ͬचÛह यह Ĥदͧश[त करता है ͩक 
बलयÊुम कोणीय ͪवèथापन के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ है। चू ंͩक यह घणूȸ दोलन है अत. बलयÊुम को 

दोलक के जड×व आघणू[ I  एव ं ͪवèथापन कȧ िèथǓत मɅ उ×पÛन कोणीय ×वरण 
2

2

d
dt
  के 

गणुनफल के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है। 
2

2

dI C
dt


   

2

2 0d C
dt I


   …(2.30) 
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C
I
 के èथान पर 2  ͧलखने पर 

2
2

2 0d
dt


  
     

  …(2.31) 

यह समी. (2.31)सरल आवतȸ गǓत के अवकल समीकरण के तुãय है, अत: मरोड़ी 
दोलक के दोलन सरल आवत[ होते हɇ। आप जानते हɇ ͩक इस तरह के समीकरण का हल 

0 sin( )t            …(2.32) 

से åयÈत ͩकया जा सकता है। (यहा ँ 0 , अͬधकतम कोणीय ͪवèथापन अथवा कोणीय 
आयाम है); 

आवत[कल 
2 2 ;IT

C





         …(2.33) 

आविृ×त  
1 ;

2
Cv
I

         …(2.34) 

तथा कोणीय आविृ×त 
C
I

 
      

  …(2.35) 

होगी 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
5. मरोड़ी दोलक मɅ कोणीय ͪवèथापन  यǑद अãप न हो, तब भी Èया उपरोÈत 
 हल को सहȣ माना जाये अथवा नहȣं? कारण भी ͧलखɅ। 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

उदाहरण 2.4 – एक चकती िजसका ġåयमान 0.025 ͩकĒा तथा अध[åयास 0.1 मीटर 
है, को एक तार से लटकाकर मरोड़ी दोलन करवाने पर इसका आवत[काल एक सेकÖड ĤाÜत 
होता है। यǑद इस चकती को हटाकर इसी ġåयमान कȧ दसूरȣ चकती िजसका अध[åयास 0.2 
मीटर हो, लȣ जावे तो अब आवत[काल ͩकतना होगा?  

हल: Ĥथम चकती का जड×व आघणू[ 
2

1
1
2

I mr  

 
21 (0.025)(0.1)

2
  

 
41.25 10  ͩकĒा × मीଶ 

ɮͪवतीय चकती का जड़×व आघणू[  
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2
2

1 (0.025)(0.2)
2

I   

 
45 10   ͩकĒा × मीଶ 

मरोड़ी दोलक के ͧलये  

2 IT
C

  

दोनɉ चकǓतयɉ के ͧलये एक हȣ तार ĤयÈुत हुआ है अत: C समान रहेगा। यǑद हम 
इनका आवत[काल Đमश: 1T  व 2T  ले तɉ  

2
2 1

1

IT T
I

   

4

4

5 10 1 2
1.25 10






  


 सेकÖड 

अब आवत[काल का मान 2 सेकÖड होगा।  

2.7 सारांश (Summary) 
 संर¢ी बल ¢ेğ मɅ कण पर लग रहे बल F  व िèथǓतज ऊजा[ U  मɅ एक 

ͪवमीय संबधं 
dUF
dy

 
 

 िèथǓतज ऊजा[ – ͪवèथापन वĐ मɅ कणɉ कȧ वह िèथǓतया ँजहाँ पर कण पर 
लगने वाला बल शूÛय हो संतलुन कȧ िèथǓतया ँकहलाती हɇ। ͪवरामावèथा से 
अãप ͪवèथापन के बाद कण अपनी पवू[ िèथǓत मɅ आ सके तो यह संतुलन 
कȧ èथायी िèथǓत कहलाती है। यǑद कण अपनी पवू[ िèथǓत मɅ न आ सके तो 
यह संतुलन कȧ अèथायी िèथǓत कहलाती है। 

 एक ͪवमीय ͪवभवकूप मɅ कण कȧ िèथǓतज ऊजा[, ͪवèथापन y  का कैसा भी 
फलन Èयɉ न हो, लघ ुआयामी दोलनɉ के ͧलये कण सरल आवतȸ गǓत 
करेगा। 

 सरल लोलक ǒबÛद ुġåयमान का एक आदश[ ͪपÖड है जो एक हãकȧ अͪवताÛय 
(inextensible)डोरȣ से लटका हो। 

 िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय एक ऐसा Ǔनकाय है िजसमɅ िèĤगं का एक ͧसरा Ǻढ 
आधार से तथा दसूरा ͧसरा ͩकसी ġåयमान से जुड़ा हो। 

 मरोड़ी दोलक एक ऐसा दोलक है िजसमɅ ͩकसी चकती का ġåयमान केÛġ एक 
Ǻढ आधार से एक धाि×वक तार ɮवारा जुड़ा रहता है। 

2.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अताǓनत Unstretched 
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अͧभकेÛġȣय Centripetal  
अͪवताÛय  Inextensible 
अèथायी  Unstable 
घणूȸ Rotational 
चकती Disc 
टेलर Ĥमेय  Talyor’s Theorem 
धाि×वक Metallic 
परवलय  Parabola 
पǐरबƨ ¢ेğ Bound region 
Ĥवणता Slope 
बल यÊुम  Torque 
मरोड़ी  Twist 
मरोड़ी दोलक  Torsional oscillator 
लघ ुदोलन  small oscillation 
ͪवयोजन Resolve 
ͪवæलेषण Analysis 
सरल लोलक  Simple pendulum 
संर¢ी  Conservative 
èथायी Stable 
èपश[ रेखीय घटक  Tangential component 
èपश[Ïया Tangent 
èवेÍछ Arbitrary  
ǒğÏय घटक  Radial component 
ǒğͪवमीय Three–dimensional 
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2.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment 
 questions) 

1. 2cy
b

  पर ǒबÛद ुèथायी सतंुलन अवèथा मɅ है Èयɉͩक 
2

2

d y
dt

 का मान धना×मक 

है। (यǑद मान ऋणा×मक होता तो उस िèथǓत मɅ इस ǒबÛद ुकȧ अवèथा को अèथाई संतुलन 
अवèथा कहत ेहै।) 

2. िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय मɅ ġåयमान का ͪवèथापन यǑद अãप न होकर अͬधक हो तो 
Ǔनकाय कȧ गǓत सरल आवतȸ गǓत नहȣं होगी। अͬधक ͪवèथापन कȧ िèथǓत मɅ िèĤगं का 
Ĥ×यानयन बल F ky   नहȣं होता है। ͬचğ 2.3 देखɅ। 

3. हाँ, चूँͩक आवत[कल  

2 mT
k

  

समी. (2.15)से आप जानत ेहै ͩक 

0

m g
k y
  

अतः 02 yT
g

  से आवत[ काल कȧ गणना कȧ जा सकती है। 

4. लàबाई बढाने पर आवत[काल के मान मɅ वृͪ ƨ होगी। 
5. नहȣ,ं कोणीय ͪवèथापन अͬधक होने कȧ िèथǓत मɅ मरोड़ी दोलक सरल आवतȸ गǓत 

नहȣ ंकरेगा। ऐसी पǐरèथǓत मɅ C    कȧ पालना नहȣ ंहोती है।  

2.11 अßयसाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓत लघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. सरल आवत[ गǓत करने वाले ͩकÛहȣ दो Ǔनकायɉ के नाम ͧलͨखये। 
2. कण के èथायी संतुलन कȧ िèथǓत मɅ कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ Ûयनूतम होती है अथवा 

अͬधकतम? 
3. ġåयमान – िèĤगं Ǔनकाय के ͧलये आवत[काल का सूğ ͧलͨखये। 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. ¢ैǓतज अवèथा मɅ रखɅ िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय कȧ सरल आवतȸ गǓत का वण[न करत े

हु ये इसकȧ अवकल समीकरण åय×ुपÛन कȧिजये। इसका आवत[काल भी £ात कȧिजये। 
5. सरल लोलक Èया है? सरल लोलक कȧ गǓत का वण[न करत े हु ये अवकल समीकरण 

åय×ुपÛन कȧिजये। इसका आवत[काल भी £ात कȧिजये। 
6. मरोड़ी दोलक Èया है? मरोड़ी दोलक कȧ गǓत का वण[न करत े हु ये अवकल समीकरण 

åय×ुपÛन कȧिजये। यह èपçट कȧिजये ͩक 
0 sin( )t      
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इसका एक हल है। इसका आवत[काल, जड×व आघू [ण पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करता है? 
7. ͪवभवकूप मɅ कण कȧ बÛधन ऊजा[ से Èया ता×पय[ है? िèथǓतज ऊजा[–ͪवèथापन वĐ मɅ 

कण कȧ èथायी तथा अèथायी संतलुन कȧ िèथǓतयɉ कȧ ͪववेचना कȧिजये। 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. एक 0.01 ͩकĒा ġåयमान का कण Ǔनàन िèथǓतज ऊजा[ ¢ेğ मɅ गǓतशील है– 

2( ) 0.08V y y  जूल/ͩकĒा 
यहा ँ y  मीटर मɅ है। यǑद कण कȧ कूल ऊजा[ 68 10  जूल हो तो समय ͪवèथापन 
संबधं £ात कȧिजये।  

(उ×तर– 0.1sin(.4 )y t   ) 
9. उस सरल लोलक कȧ लàबाई £ात कȧिजये िजसका आवत[काल एक सेकÖड है। 

(उ×तर – 0.25 मीटर) 
10. एक 4.0 ͩकĒा ġåयमान के ͪपÖड को एक िèĤगं पर लटकाने से इसकȧ लàबाई मɅ 

0.16 मीटर कȧ वृͪ ƨ हो जाती है। इस ͪपÖड को हटाकर 0.5 ͩकĒा के अÛय ġåयमान 
को इसी िèĤगं से लटकाया जाता है। इसे दोͧलत करे तो इसका आवत[काल Èया होगा? 

(उ×तर – 0.28 सेकÖड) 
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इकाई – 3 
आवत[ दोलनɉ का अÚयारोपण –1 

(Superpostion of Harmonic Oscillations–I) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा  
3.0 उƧेæय 
3.1 Ĥèतावना 
3.2 अÚयारोपण ͧसƨाÛत एव ंरैͨखकता 
3.3 समान आविृ×त वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ का अÚयारोपण 
3.4 असमान आविृ×तयɉ वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ का अÚयारोपण 
3.5 साराशं 
3.6 शÞदावलȣ 
3.7 संदभ[ Ēथं 
3.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
3.9 अßयासाथ[ Ĥæन  

3.0 उƧेæय (Objectives) 
आप इस इकाई को पढ़ने के बाद 
 रैͨखक व अरैͨखक अवकल समीकरण मɅ भेद करना सीख सकोगे; 
 अÚयारोपण का ͧसƨाÛत Èया है तथा यह ͩकस Ĥकार कȧ अवकल समीकरण के 

ͧलये यथाथ[ है, समझ सकोगे; 
 दो समान या असमान आविृ×तयɉ कȧ दो संरेख आवतȸ दोलनɉ के अÚयारोपण के 

फलèवǾप उ×पÛन पǐरणामी गǓत का ͪवæलेषण करने मɅ स¢म हो सकɅ गे। 

3.1 Ĥèतावना (Introduction) 
Ĥथम दो इकाइयɉ मɅ आपने कण कȧ एक ͪवमीय सरल आवत[ गǓत के बारे मɅ 

उदाहरणɉ सǑहत ͪवèतार से अÚययन ͩकया। ĤकृǓत मɅ कई ऐसी घटनाऐं है िजनमɅ कण पर दो 
या दो से अͬधक सरल आवत[ दोलन एक साथ काय[रत रहत ेहɇ। ÚवǓनकȧ मɅ ऐसे ͬचरपǐरͬचत 
उदाहरण माइĐोफोन डायाĥाम (microphone diaphragm)या मानव कण[Ĝम (eardrum)है। 
इन पर ͪवͧभÛन आविृ×तयɉ के दोलन एक साथ पहु ँचत े हɇ। डायाĥाम अथवा कण[Ĝम कȧ 
पǐरणामी गǓत इन ͪवͧभÛन दोलनɉ के अÚयारोपण (superposition)के कारण होती है। अत: 
इÛहɅ समझने के ͧलये अÚयारोपण ͧसƨाÛत और उसके अनĤुयोग (application)का £ान 
आवæयक है। इस इकाई मɅ इसी से सàबिÛधत £ान अिज[त करेगɅ। 

अÚयारोपण ͧसƨाÛत Èया है? इसका Ĥयोग ͩकस Ĥकार कȧ अवकल समीकरणɉ के ͧलये 
ͩकया जा सकता है? इन Ĥæनɉ के उ×तर आप अनÍुछेद 3.2 मɅ जान सकेगɅ। अनÍुछेद 3.3 मɅ 
अÚयारोपण ͧसƨाÛत का Ĥयोग करत ेहु ये दो संरेख (collinear)सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ 
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कण कȧ पǐरणामी गǓत का अÚययन कर सकोगे। यहा ँ इन दोनɉ सरल आवत[ गǓतया ँ कȧ 
आविृ×तयाँ समान है। अिÛतम अनÍुछेद 3.4 मɅ उपरोÈत ͪवæलेषण उन िèथǓतयɉ के ͧलये ͩकया 
गया है जब दोनɉ सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×तयाँ असमान हɇ। आप यह भी पढ़Ʌगे ͩक यǑद 
असमान आविृ×तयɉ मɅ अÛतर Ûयनू है तो यह ͪवèपÛद कȧ िèथǓत उ×पÛन करत ेहɇ। 

3.2 अÚयारोपण का ͧसƨाÛत एबं रैͨखकता (Superposition 
principle and linearity) 
पवू[ इकाइयɉ 1 व 2 मɅ आप ने एक ͪवमीय दोलन करने वाले Ǔनकायɉ का ͪवæलेषण 

ͩकया िजसमɅ गǓतशील कण या ͪपÖड सदैव साàयावèथा के इद[–ͬगद[ गǓत करता है। लघ ु
आयामी दोलनɉ के ͧलये Ĥ×यानयन बल F  सदैव ͪवèथापन y  के समानपुाती एव ं ͪवपरȣत 
Ǒदशा मɅ रहने के कारण पǐरणामी दोलन सरल आवतȸ रहत े हɇ। दोलनɉ कȧ अवकल गǓत 
समीकरणɉ मɅ आपने देखा होगा ͩक इन मɅ माğ दो हȣ पद है, और कोई अÛय पद नहȣ ंहै जो 

y  या 
2

2

d y
dt

 कȧ उÍचतम घात (higher power)को Ĥदͧश[त करता हो। इस Ĥकार कȧ 

समीकरण को रैͨखक (linear)समीकरण कहा जाता है। इकाई–2 मɅ सरल लोलक के उदाहरण मɅ 
यǑद आयाम लघ ुन हो तो उस िèथǓत मɅ sin  के èथान पर   नहȣ ंͧलखा जा सकता है। 
sin  को   के पदɉ मɅ Ǔनàन तरȣके से ͧलखा जाता है। 

3 5

sin ......
3 5
 

       

अथा[त, Ĥ×यानयन बल का मान   के अǓतǐरÈत   कȧ उÍच घातɉ पर भी Ǔनभ[र 
करेगा। इस िèथǓत मɅ Ĥ×यानयन बल रैͨखक न होकर अरैͨखक (nonlinear)हो जायेगा तथा 
गǓत कȧ समीकरण को अरैͨखक समीकरण कहɅगे। 

रैͨखक अवकल समीकरण का एक मह×वपणू[ गणु यह है ͩक “इसके ͩकÛहȣ ंदो हलɉ का 
योग भी इसका एक हल होता है।'' यह अÚयारोपण ͧसƨाÛत का कथन है। अÚयारोपण ͧसƨाÛत 
रैͨखक अवकल समीकरण के ͧलये हȣ वधै है। इसे अरैͨखक अवकल समीकरण के ͧलये लाग ू
नहȣ ंकर सकत े हɇ। अथा[त ्अरैͨखक अवकल समीकरण के दो ͪवͧभÛन हलɉ का योग इसी 
समीकरण का एक अÛय हल नहȣ ंहो सकता है। इन कथनɉ को ͧसƨ करने के ͧलये आप एक 
साधारण अरैͨखक अवकल समीकरण का अवलोकन करɅ। माना एक तंğ के दोलन एक Ǒदशा मɅ 
Ǔनàन अरैͨखक अवकल समीकरण से Ǒदये जात ेहɇ। 

2
2 2 3

2

d y y y y
dt

           …(3.1) 

समी. (3.1)एक अरैͨखक समीकरण है Èयɉͩक इसमɅ y  के उÍच घात वाले पद 2y  व 
3y उपिèथत हɇ।   व   Ǔनयतांक हɇ। इस समीकरण को हल करना आसान नहȣ ंहै, ͩफर भी 

यǑद ͩकसी जǑटल तरȣके से हल कर ͧलया जाये और ĤाÜत दो हल Đमश: 1y  और 2y  है तो ये 
दोनɉ हल समी. (3.1)को संतुçट करɅगे। अत: 
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2
2 21 3

1 1 12

d y y y
dt

y
       

तथा 
2

2 22 3
22 2 2

d y y y
dt

y
        

इनका योग करने पर हमɅ Ǔनàन समीकरण ĤाÜत होती है। 
       1 2

1 2

2
2 2

1 2 1
2 3 3

22

d
y y y y

y y
y y

dt
     


     …(3.2) 

अब हम इसके एक अÛय हल y  जो ͩक हल 1y  व 2y  के योग के बराबर है, पर 
ͪवचार करत े हɇ। यǑद 1 2y y y   समी. (3.1)का हल है तो यह समी. (3.1)को संतçुट 
करेगा। 

       
22

31 2 2
2 2

2
1 2 1 2 1 2

y y
d y y

y y y y yd
dt dt

  


     …(3.3) 

उपरोÈत समी. (3.2)व (3.3)कȧ यथा[तथा माğ तब हȣ सभंव है जब Ǔनàन शतȶ परूȣ 
हɉ। 

  2
2 2 2

1 2 1
2 2 2

d y y d y d
dt d dt

y
t


       ...(3.4a) 

 2 2
2 2 2

1 1 yy y y           ...(3.4b) 

   2 2 2
1 2 1 2y y y y         ...(3.4c) 

   3 3 3
1 2 1 2y y y y         ...(3.4d) 

Ĥथम दो शतȶ जो समी. (3.4a)तथा (3.4b)मɅ दशा[यी गयी हɇ, स×य है। शेष दो शत[ 
जो समी. (3.4c )व (3.4d)ɮवारा दशा[यी गयी हɇ, केवल तब हȣ स×य हɉगी जब   व   के 
मान शूÛय हɉ। 

दसूरे शÞदɉ मɅ, हमारȣ यह अͧभकãपना ͩक 1 2y y  भी एक अरैͨखक समीकरण का 
हल है, तब तक संभव नहȣ ंहै, जब तक ͩक अरैͨखक समी. (3.1)मɅ   व   का मान शूÛय 
न हो। अत: हम इस Ǔनçकष[ पर पहु ँचत े है ͩक ͩकसी समीकरण के दो हलɉ का अÚयारोपण 
अपने आप मɅ एक अÛय हल तब हȣ हो सकता है जब समीकरण रैͨखक हɉ। अरैͨखक समीकरण 
के ͧलये अÚयारोपण का ͧसƨाÛत लाग ूनहȣ ंͩकया जा सकता है। 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
1. अवकल समीकरण मɅ ͩकन पदɉ के कारण इसे रैͨखक तथा अरैͨखक कहते 
 है? 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
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ǒğकोणͧमǓत से 
sin( )   

sin cos 
cos sin   

3.3 समान आविृ×त वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ का 
 अÚयारोपण(Superposition of two collinear harmonic 
 oscillation of same frequency) 

मानाͩक एक कण दो सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करता हɇ। सरलता कȧ 
Ǻिçट से इन दोनɉ आवत[ गǓतयɉ के कारण कण का ͪवèथापन एक हȣ Ǒदशा के अनǑुदश लेत ेहɇ, 
और यह Ǒदशा y  अ¢ के अनǑुदश है। इन दोलनɉ कȧ आविृ×तयाँ समान हɇ परÛत ुआयाम व 
कला Ǔनयतांक अलग अलग है। इन आवत[ गǓतयɉ के कारण ͪवèथापन Đमश: 1y  व 2y  हो 
तो ͪवèथापन–समय संबधं Ǔनàन तरȣके से ͧलखे जा सकत ेहɇ। 

 1 1 1siny A t         …(3.5) 

 2 2 2siny A t         …(3.6) 

यहा ँ 1A , 2A  आयाम व 1 , 2  कला Ǔनयतांकɉ को Ĥदͧश[त करत ेहɇ। 
कण कȧ पǐरणामी गǓत £ात करने के ͧलये अÚयारोपण ͧसƨाÛत का उपयोग करने पर, 

पǐरणामी ͪवèथापन 
1 2y y y   

समी. (3.5)तथा (3.6)से 
   1 1 2 2sin siny A t A t        

1 1 1 1 2 2 2 2sin cos cos sin sin cos cos sinA t A t A t A t            
   1 1 2 2 1 1 2 2cos cos sin sin sin cosA A t A A t          ...(3.7) 

मानͩक  1 1 2 2cos cos cosA A A        ...(3.8) 
तथा  1 1 2 2sin sin sinA A A         ...(3.9) 
A व   Ǔनयतांक है िजÛहɅ £ात करना है। 
समी. (3.8)व (3.9)का उपयोग कर समी. (3.7)को ͧलख सकत ेहै 

sin cos cos siny A t A t      

 siny A t         …(3.10) 

समी. (3.10)सरल आवत[ गǓत को Ĥदͧश[त करता है। अ£ात Ǔनयतांक A £ात करने 
के ͧलये समी. (3.8)व (3.9)का वग[ कर योग करने पर 

 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 22 cos cos sin sinA A A A A        

या   2 2
1 2 1 2 1 22 cosA A A A A          ...(3.11) 

समी. (3.9)मɅ समी. (3.8)का भाग लगाने पर Ǔनयतांक   का मान £ात ͩकया जाता 
है। 

1 1 2 2

1 1 2 2

sin sintan
cos cos

A A
A A
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या 1 1 1 2 2

1 1 2 2

sin sintan
cos cos

A A
A A

 
 

  
   

    …(3.12) 

अत: एक हȣ आवǓृत कȧ दो संरेख सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ कण कȧ गǓत एक 
सरल आवत[ गǓत है िजसका ͪवèथापन – समय संबधं Ǔनàन है।  

 2 2 1 1 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

sin sin2 cos . sin tan
cos cos

A Ay A A A A t
A A

 
  

 
  

          ...(3.13) 
समी. (3.13)से èपçट है ͩक कण के आयाम और कला मɅ पǐरवत[न है परÛत ुआवǓृत 

का मान अपǐरवत[नीय' है। 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. दो संरेख सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ गǓत कर रहे कण का अͬधकतम 
 आयाम ͩकतना हो सकता है? 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ 
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  
 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

उदाहरण 3.1 एक कण दो समान आवǓृत वाले दो सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ 
एक हȣ Ǒदशा मɅ गǓत करता है, Ĥ×येक कȧ आवǓृत 5 हट[ज है। यǑद इनके आयाम Đमश: 
0.005 मीटर व 0.002 मीटर हɉ तथा कलाÛतर 45  हो तो पǐरणामी गǓत का आयाम तथा 
कलाÛतर £ात कȧिजये। पǐरणामी ͪवèथापन – समय संबधं का åयजंक भी ͧलͨखये। 

हल: मानाͩक Ĥथम सरल आवत[ गǓत कȧ कला शूÛय है, अत: Ĥæनानसुार ɮͪवतीय 
सरल आवत[ गǓत कȧ कला 45  होगी। 

अथा[त  1 0   

2 45    

Ĥæनानसुार, Ĥथम गǓत का आयाम 1 0.005A   मीटर 
   ɮͪवतीय गǓत का आयाम 2 0.002A   मीटर 

पǐरणामी गǓत का आयाम  

 2 2
1 2 1 2 2 12 cosA A A A A       

   2 20.005 0.002 2 0.005 0.002 cos 45        

643.14 10   

अतः  
36.57 10A    मीटर 

पǐरणामी गǓत का कला Ǔनयतांक 

1 1 1 2 2

1 1 2 2

sin sintan
cos cos

A A
A A
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1 0.005 sin 0 0.002 sin 45tan
0.005 cos0 0.002 cos 45

         
 

 1tan 0.2205  

12.5
14.4
    

Ĥ×येक आवत[ गǓत कȧ आविृ×त 5 हट[ज है, अत: पǐरणामी गǓत कȧ आविृ×त भी 5 
हट[ज हȣ होगी। 

5v   हट[ज 

कोणीय आविृ×त 2 v   
2 5   
10  रेͫडयन सेकÖड–1 

,A   व   के इन मानɉ से कण का ͪवèथापन – समय संबधं Ǔनàन होगा – 
36.57 10 sin 10

14.4
y t      

 
 

यहा ँͪवèथापन y  मीटर मɅ तथा समय t  सेकÖड मɅ है।  

3.4 असमान आविृ×तयɉ वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ का 
 अÚयारोपण (Superposition of two collinear harmonic 
 oscillations for unequal frequencies) 

आगामी इकाइयɉ मɅ आप कई भौǓतक घटनाओं से अवगत होगɅ िजसमɅ तंğ का 
गǓतशील भाग ͪवͧभÛन आविृ×तयɉ के दो सरल आवतȸ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करता है। तंğ 
कȧ पǐरणामी गǓत का ͪवæलेषण करने हेत ुहम दो आवतȸ दोलनɉ पर ͪवचार करत ेहै। सरलता 
कȧ Ǻिçट से इन गǓतयɉ के कला Ǔनयतंाक शूÛय लेत ेहै। मानाͩक इनके आयाम Đमश: 1A  तथा 

2A  है तथा कोणीय आविृ×तयाँ Đमश: 1  व 2  हɇ। 
इन दो आवतȸ गǓतयɉ को आप Ǔनàन Ĥकार से ͧलख सकत ेहै– 

1 1 1siny A t       …(3.14) 

2 2 2siny A t       …(3.15) 

अÚयारोपण ͧसƨाÛत से, कण कȧ पǐरणामी गǓत के ͧलये Ǔनàन समीकरण ͧलखी जा 
सकती है। 

1 2y y y   

1 1 2 2sin sinA t A t        …(3.16) 

समी.(3.16)को हल करने के उƧेæय से 
2 1

2 a
  

 (औसत आविृ×त)(average frequency) 
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cos sin

 

तथा 2 1

2 m
  

 (मॉडुͧलत आविृ×त)(modulate frequency) 

मानने पर 

1 a m     
तथा 2 a m      

1  व 2  के ये मान समी. (3.16)मɅ रखने पर  

   1 2sin sina m a my A t A t        

   1 2 2 1sin cos cos sina m a mA A t t A A t t         ...(3.17) 

मानाͩक  1 2 cos cosm m mA A t A        ...(3.18) 

तथा  2 1 sin sinm m mA A t A        ...(3.19) 

अतः  sinm a my A t         ...(3.20) 

समी. (3.18)व (3.19)का वग[ कर योग करने पर  
2 2
1 2 1 22 cos 2m mA A A A A t       …(3.21) 

तथा समी. (3.19)मɅ समी. (3.18)से भाग देने पर  

1 2 1

2 1

tan tanm m
A A t
A A

    
     

    ...(3.22) 

का मान ĤाÜत ͩकया जा सकता है। यहा ँ mA  को मॉडुͧलत आयाम(modulate 
amplitude)तथा m  का मॉडुͧलत कला (modulate phase)कहत े हɇ। समी. (3.20)को 
देखने पर ऐसा Ĥतीत होता है ͩक यह एक सरल आवत[ गǓत के ͧलये ͪवèथापन – समय संबधं 
है, परÛत ुयह यथा[थ (correct)नहȣ ं है। इसका Èया कारण हो सकता है? वèतुत: इसका मलू 
कारण मॉडुͧलत आयाम mA  तथा मॉडुͧलत कला m  मɅ ǓनǑहत हɇ। mA  तथा m  एक 
Ǔनयतांक न होकर Đमश: समी. (3.21)तथा समी. (3.22)के अनसुार समय के फलन है, जो 
समय के साथ पǐरवǓत[त होत े रहत े हɇ। हाँ, इस दोलन को औसत आविृ×त a  का आवत[ 
(periodic)फलन अवæय हȣ समझा जा सकता है। 

ͬचğ 3.1 मɅ (a)व (b)मɅ दो आविृ×तयɉ 1  व 2  के ͧलये ͪवèथापन–समय वĐ 
दशा[या गया है। ͬचğ 3.1 (c)मɅ इन दोनɉ के अÚयारोपण के कारण उ×पÛन दोलन दशा[ये गये 
हɇ। ये दोलन आवत[ (periodic)तो है पर सरल आवत[ (harmonic)नहȣं। 

Cos2ωmt-sin2ωmt 
= cos 2ωmt 
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यǑद 2m   तथा 
200a   हो तो इनके 

आव×त[काल Đमश : mT   
1 से तथा .01 सेकÖड हɉगɅ 
। माडुͧलत आयाम mA  के 
आव×त[काल 0.5 सेकÖड कȧ  
तुलना मɅ औसत आविृ×त 

a  से संबͬधत 
आव×त[काल 0.01सेकÖड हɇ। 
अत:  0.01  सेकÖड से कम 
समय के ͧलये माडुͧलत 
आयाम को Ǔनयत माना जा 
सकता है । 

 
ͬचğ 3.1 

 

समी.(3.16) 1 2 1 1 2 2sin siny y y A t A t      

का समी. (3.20)  sinm a my A t     
मɅ ǾपाÛतरण कȧ भौǓतकȧ मɅ उपोयोͬगता पर ͪवचार कȧिजये। यǑद कोणीय आविृ×तयाँ 

1  व 2  लगभग बराबर परंतु 2 , 1  से अͬधक हो तब 

2 1 2 1,      

या m a   
अथा[त इन पǐरिèथǓतयɉ मɅ मॉडुͧलत आयाम mA  तथा मॉडुͧलत कला m  जो ͩक 

मॉडुͧलत आविृ×त m  के फलन हɇ, का समय ( )t  के साथ पǐरवत[न अǓत Ûयनू होगा। इÛहɅ 

अãप समयाÛतराल 
2

a




 के ͧलये Ǔनयत माना जा सकता है। अत: समी. (3.20), कोणीय 

औसत आविृ×त a  से आवत[ दोलन को Ĥदͧश[त करेगा। जब दो सरल आवत[ गǓतया ँिजनकȧ 
कोणीय आवǓृतयां लगभग समान हो, एक दसूरे पर अÚयारोͪपत होती है तो इनके ɮवारा 
पǐरणामी गǓत िजस घटना को Ĥदͧश[त करत ेहɇ, ͪवèपÛद (beats)कȧ घटना कहलाती है। 

पǐरणामी गǓत का आयाम mA  अͬधकतम  1 2A A  होगा जब 
cos 2 1 cos 2mt m      (m का मान 0,1,2...आǑद) 

या 2 2mt m   
   2 1 2 12 2t v v t m        

2 1

mt
v v


   2 1 2 1 2 1

1 2 3, , ,...
v v v v v v
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sin sin   

2sin .cos
2 2

    
  

अतः उपरोÈत समयɉ पर आयाम का मान अͬधकतम  1 2A A  होता है। ͩकÛहȣ ंभी 

दो Đमागत उिÍचçठɉ (maximas)मɅ समयाÛतराल
2 1

1
v v

 है। अत: अͬधकतम आयाम कȧ 

आविृ×त 2 1v v  है। 
पǐरणामी गǓत का आयाम Ǔनàन अवèथाओं मɅ Ûयनूतम  2 1A A  रहता है। 

जब   cos2 1 cos 2 1mt       {m=0,1,2…..} 

 2 2 1mt m    

2 1

2 1 1
2

mt
v v




  2 1 2 1

1 1 3 1, ,...
2 2v v v v

 
   

 

उपरोÈत सभी समयɉ पर आयाम का मान Ûयनूतम होगा। ͩकÛहȣ भी दो Đमागत 

Ǔनिàनçठɉ (minimas)के मÚय समयाÛतर 
2 1

1
v v

 है। अत: Ûयनूतम आयाम कȧ आविृ×त 

2 1v v है। 
आप देख सकत ेहै ͩक ͩकÛहȣ दो उिÍचçठɉ के बीच एक Ǔनिàनçठ है। दो सरल आवतȸ 

गǓतयɉ के अÚयारोपण के कारण पǐरणामी गǓत के आयाम मɅ आवत[ (periodic)पǐरवत[न कȧ 
घटना को ͪवèपÛद कहत ेहै। आयाम के एक उिÍचçठ के बाद एक Ǔनिàनçठ आने कȧ घटना को 
व£ैाǓनक शÞदावलȣ मɅ ͪवèपÛद कहा जाता है। दो Đमानगुत ͪवèपÛदɉ के समयाÛतराल को 
ͪवèपÛद काल कहत ेहै और इसे Ǔनàन åयजंक से ͧलखत ेहै 

2 1

1
bt v v



 

तथा ͪवèपÛद आविृ×त  
2 1bv v v   

अत: उपरोÈत ͪववरण से आप यह Ǔनçकष[ Ǔनकाल सकते हो ͩक ͪवèपÛद आविृ×त 
घटक आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×तयɉ के अÛतर के तुãय है। 

उदाहरण 3.2 एक रेखा के अनǑुदश दो दोलनɉ को Ǔनàन समीकरणɉ से Ĥदͧश[त ͩकया 
जाता है। 

1 0.03sin10y t  

2 0.03sin12y t  
यहाँ 1y  व 2y  मीटर मɅ तथा t  सेकÖड मɅ है। पǐरणामी गǓत को Ĥदͧश[त करने वालȣ 

समीकरण ĤाÜत कȧिजये। ͪवèपÛद आविृ×त का मान ͩकतना होगा? 
हल: अÚयारोपण ͧसƨाÛत से पǐरणामी गǓत को Ǔनàन समीकरण से ͧलखा जा सकता 

है 
1 2y y y   

 0.03 sin10 sin12t t    
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0.06sin11 cost t   
0.06cos sin11t t   

यह समीकरण sinm ay A t  के तुãय है िजसमɅ 
0.06cosmA t  
11a   

ͪवèपÛद आविृ×त = 2 1v v  

 2 1
1

2
 


   

 1 12 10 1
2

 


    हɪ[ज 

अतः पǐरणामी गǓत का समीकरण 
 0.06cos sin11y t t   

तथा ͪवèपÛद आविृ×त 1 हɪ[ज। 

3.5 सारांश (Summary) 
 अÚयारोपण के ͧसƨाÛत के अनसुार ͩकसी रैͨखक अवकल समीकरण के दो 

हलɉ का योग भी इस समीकरण का अÛय हल होता हɇ। 
 अरैͨखक अवकल समीकरण मɅ पद y  के अǓतǐरÈत y  के उÍच घातɉ वाले 

पद भी उपिèथत रहत ेहै, तथा इसके ͧलये अÚयारोपण का ͧसƨाÛत लाग ूनहȣ ं
ͩकया जा सकता है।  

 दो समान आविृ×त वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ के अÚयारोपण के फलèवǾप 
पǐरणामी गǓत सरल आवत[ गǓत होती है। इसकȧ आविृ×त घटक गǓतयɉ कȧ 
आविृ×त के तुãय होती है परÛत ुआयाम व कला मɅ पǐरवत[न समी. (3.11)व 
समी. (3.12)के अनसुार होत ेहै।  

 असमान आवǓृत वाले दो संरेख आवतȸ दोलनɉ के अÚयारोपण के फलèवǾप 
पǐरणामी गǓत सरल आवत[ गǓत नहȣ ंहोती है। 

 यǑद असमान आविृ×तयɉ मɅ अÛतर इनके योग कȧ तुलना मɅ Ûयनू हो, उस 
िèथǓत मɅ ͪवèपÛद कȧ घटना घǑटत होती है। 

 ͪवèपÛद आविृ×त, असमान आवǓृतयɉ के अÛतर के तुãय होती है। 

3.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
अÚयारोपण  Superposition 
अनĤुयोग  Application 
अरैͨखक  Non linear 
उÍचतम घात  Higher power 
उिÍचçठɉ Maximas 

ቐ
Ĥæनानसुार
ωଶ = 12π
ωଵ = 10π

ቑ 
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औसत आविृ×त  Average frequency 
कण[Ĝम  Eardrum 
Ǔनिàनçठɉ  Minimas 
माइĐोफोन डायाĥाम  Microphone diaphragm 
मॉडुͧलत आविृ×त  Modulate frequency 
रैͨखक  Linear 
ͪवèपÛद  Beat 
संरेख  Collinear 
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3.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
 questions) 

1. यǑद अवकल समीकरण मɅ
2

2

d y
dt

 पद के अǓतǐरÈत एक अÛय पद मɅ y  हो तो 

रैͨखक समीकरण कहलाती है। यǑद y  के अǓतǐरÈत 2y  या / और 3y  जैसे अÛय उÍच घात 
वाले पद भी उपिèथत हɉ तो ऐसी अवकल समीकरण अरैͨखक कहलाती हɇ। 

2. दो संरेख सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ गǓत कर रहे कण का अͬधकतम 
आयाम घटक आवत[ गǓतयɉ के आयाम के योग के बराबर होता है। यह तब ĤाÜत होता है जब 
घटक आवत[ गǓतया ँका Ĥारिàमक कलाÛतर शूÛय हो। 

3.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (very short answer type questions ) 
1. ͪवèपÛद आविृ×त को घटक आविृ×तयɉ के पदɉ मɅ ͧलͨखये। 
2. ͪवèपÛद काल का सूğ ͧलͨखये। 
3. रैͨखक व अरैͨखक अवकल समीकरणɅ ͧलͨखये। 
4. ͪवèपÛद ͩकसे कहत ेहɇ? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
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5. अÚयारोपण ͧसƨाÛत का कथन ͧलͨखये तथा ͧसƨ कȧिजये ͩक यह माğ रैͨखक अवकल 

समीकरण के ͧलये हȣ स×य है। 
6. दो संरेख सरल आवत[ गǓतयɉ को Ǔनàन Ǿप से Ǒदया जाता है। 

1 1 sin ,y A t  2 2 siny A t    
ͧसƨ कȧिजये ͩक इनके ɮवारा ͩकसी कण कȧ पǐरणामी गǓत सरल आवत[ गǓत है। 
पǐरणामी गǓत के आयाम और कला Ǔनयतांक के ͧलये भी åयजंक 1A , 2A व   के पदɉ 
मɅ £ात कȧिजये।  

7. एक समान आयाम एंव अãपाÛतर वालȣ आविृ×तयɉ कȧ दो सरल आवत[ गǓतया ँसमय 
0t   पर एक हȣ कला मɅ ͩकसी कण पर काय[रत है। 

(a)पǐरणामी ͪवèथापन–समय संबधं £ात कȧिजये। 
(b)Ĥ×येक सरल आवत[ गǓत तथा पǐरणामी गǓत के ͪवèथापन – समय वĐ बनाइये 
तथा इसमɅ ͪवèपÛदकाल दशा[इये। 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. एक कण पर एक साथ काय[रत दो संरेख सरल आवत[ गǓतया ँǓनàन Ǿप से दȣ जाती 

हɇ– 
1 0.3sin 2y t  

 2 0.2sin 2 / 3y t    
यहा ँ y  सेमी मɅ तथा t  सेकÖड मɅ है। कण के ͧलये पǐरणामी ͪवèथापन – समय  

संबधं £ात कȧिजये।   (उ×तर: 770.44sin 2
180

y t    
 

 सेमी) 

9. एक हȣ Ǒदशा के अनǑुदश दो दोलनɉ को Ǔनàन समीकरणɉ से Ĥदͧश[त ͩकया जाता है– 
1 0.05sin 8y t  
2 0.05sin10y t  

यहा ँ y  मीटर मɅ तथा t  सेकÖड मɅ है। पǐरणामी गǓत कȧ समीकरण ĤाÜत कȧिजये।  
ͪवèपÛद काल का मान भी £ात कȧिजये। 

(उ×तर:  0.1cos sin9y t t   मीटर,1 
हट[ज) 

10. Ǔनàन मɅ से Ĥ×येक कȧ संयÈुत गǓत कȧ कोणीय आविृ×त £ात कȧिजये। 

(a)  sin 2 / 4 cos 2t t     

(b)    sin 10 cos 11 / 4t t     

(c)  cos2 sin 2 / 3a vt b vt    (उ×तर: (a)2 ,(b)10.5 ,(c)2 v ) 
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इकाई–4  
आवत[ दोलनɉ का अÚयारोपण – 11 

(Superposition of Harmonic Oscillations–II) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
4.0 उƧेæय 
4.1 Ĥèतावना 
4.2 समान आविृ×तयɉ के दो लàबवत आवतȸ दोलनɉ का अÚयारोपण 
4.3 असमान आविृ×तयɉ के दो लàबवत आवतȸ दोलनɉ का अÚयारोपण 
4.4 साराशं 
4.5 शÞदावलȣ 
4.6 संदभ[ ĒÛथ 
4.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
4.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

4.0 उƧेæय (Objectives) 
आप इस इकाई को पढ़ने के बाद 
 कण पर आरोͪपत समान आविृ×त कȧ दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ के कारण 

कण कȧ पǐरणामी गǓत के पथ (जो ͩक सामाÛय Ǿप से दȣघ[व×ृत होता है)को समझ 
सकɅ गे; 

 दो लàबवत ्सरल आवत[ गǓतयɉ के अÚयारोपण से ĤाÜत पǐरणामी पथ कȧ आकृǓत 
पर दोनो सरल आवत[ गǓतयɉ के मÚय कलाÛतर के Ĥभाव कȧ जानकारȣ कर सकɅ गे; 

 सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×तयɉ का अनपुात 2 : 1 होने पर पǐरणामी गǓत का 
समीकरण £ात करने मɅ स¢म हो सकɅ गे; 

 पǐरणामी गǓत का पथ £ात करने के ͧलए Ēाफȧय ͪवͬध का Ĥयोग करना सीख 
सकोगे । 

4.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई–3 मɅ आपने पढ़ा था ͩक ͩकसी कण पर दो सरल आवत[ गǓतयाँ एक साथ 

ͩकसी एक Ǒदशा ͪवशेष मɅ काय[रत हो तो पǐरणामी गǓत भी एक सरल आवत[ गǓत होती हɇ । यहा ँ
इसका आयाम व कला Ĥारिàभक िèथǓतयɉ पर Ǔनभ[र करता है । यǑद सरल आवत[ गǓतयाँ कण 
पर एक Ǒदशा के अनǑुदश न होकर लàबवत Ǒदशा मɅ हो तब पǐरणामी गǓत ͩकस Ĥकार कȧ 
होगी? इस Ĥæन का उ×तर जानने के ͧलये आवæयक है ͩक इस तरह कȧ िèथǓत का गͨणतीय 
ͪवæलेषण ͩकया जावे । इस इकाई मɅ आप दो लàबवत ्सरल आवत[ गǓतयɉ के कण पर एक साथ 
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काय[रत रहने पर कण कȧ पǐरणामी गǓत का ͪवèतार से अÚययन करɅगे । पǐरणामी गǓत से बनी 
आकृǓतयɉ को ͧलसाज ूआकृǓतयाँ कहते हɇ । 

अनÍुछेद 4.2 मɅ कण पर समान आविृ×तयɉ कȧ दो सरल आवत[ गǓतयɉ के परèपर 
लàबवत ्Ǒदशा मɅ एक साथ काय[ करने पर कण कȧ पǐरणामी गǓत £ात करने के ͧलये आवæयक 
समीकरण åय×ुपÛन करɅगे । यǑद आवत[ गǓतयɉ मɅ कलाÛतर हो तो पथ ͩकस Ĥकार से पǐरवǓत[त 
होता है यह भी आप पढ़Ʌगे । आगामी अनÍुछेद 4.3 मɅ सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×त का 
अनपुात 2 : 1 होने कȧ िèथǓत मɅ गͨणतीय ͪवæलेषण के साथ–साथ Ēाफȧय ͪवͬध ɮवारा पǐरणामी 
पथ £ात करेगɅ ।  

4.2 समान आवǓृतयɉ के दो लàबवत आवतȸ दोलनɉ का अÚयारोपण 
(Superposition of two perpendicular harmonic 
oscillations having equal frequencies) 
मान लȣिजये ͩक बराबर आविृ×त के दो लàबवत ् आवत[ गǓतयɉ के सम¢ͨणक 

(simultaneous)Ĥभाव मɅ कोई कण गǓत करता है । इसमɅ एक x  अ¢ के तथा दसूरȣ y अ¢ 
के अनǑुदश है तथा इनके आयाम Đमश: a तथा b हɇ । सरलता कȧ Ǻिçट से हम यह मान लेते 
हɇ ͩक x अ¢ के अनǑुदश दोलन का कला Ǔनयताकं δ है तथा y अ¢ के अनǑुदश दोलन का कला 
Ǔनयतांक शूÛय है । अत: आप यह कह सकत ेहɇ ͩक इन दोलनɉ के मÚय कलाÛतर है । इन दो 
लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ को Ǔनàन Ǿप से åयÈत ͩकया जाता है । 

x= a sin (ωݐ +  δ)    ….(4.1)   
Y= b sin ߱(4.2)……      ݐ 

यहाँ x व y दो परèपर लàबवत ् Ǒदशाओं मɅ सरल आवत[ गǓत कर रहे कण के 
ͪवèथापनɉ का मान है । अब आप कण कȧ पǐरणामी गǓत के बारे मɅ अÚययन करेगɅ । कण 
ɮवारा अनगुͧमत (followed)पथ समीकरण (4.1)तथा (4.2)मɅ समय t को ͪवलोͪपत कर 
अनरेुͨखत (trace)ͩकया जा सकता है । ऐसा करने पर आपको एक ऐसा åयजंक ĤाÜत होगा 
िजसमɅ x, y व δ हɉगे । समी (4.1)मɅ Ïया (sine)के कोणांक (argument)का ͪवèतार करने 
पर 

x
a
 = sin ߱ݐ cos δ + ߱ݐ cos sin δ     …..(4.3) 

परÛतु समी (4.2)से ݐ߱ ݊݅ݏ =
y
b
 

अत: cos ωݐ = 2

2

1 y
b

  

Sin ωݐ तथा cos ωݐ के ये मान समी. (4.3)मे रखने पर 
2

2cos 1 sinx y y
a b b

     

... sin (ߙ +  (ߚ
= sin ߙ +  ߚ
+ cos ߚ ݊݅ݏ ߙ 
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या  
2

2cos 1 sinx y y
a b b

     

दोनो तरफ वग[ करने पर 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2cos cos sin sinx y xy y
a b ab b

        

या  
2 2

2
2 2

2 cos sinx y xy
a b ab

       …(4.4) 

 
यह एक ऐसे दȣघ[व×ृत (ellipse)कȧ सामाÛय समीकरण है िजसकȧ अ¢ Ǔनदȶशांक अ¢ से 

δ कोण पर आनत (inclined)है । अत: हम कह सकते है ͩक समान आवǓृतयɉ कȧ दो लàबवत ्
सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ कण ɮवारा अनगुͧमत पथ, सामाÛय Ǿप, से एक दȣघ[व×ृत होता 
है ।  

अब आप कला Ǔनयतांक δ के कुछ ͪवͧशçट मानɉ के ͧलये इन बÛद वĐɉ कȧ आकृǓत के 
सàबÛध मɅ अÚययन करɅगे । 

(a) ઼ = 0 
इस िèथǓत मɅ समी. (4.4)Ǔनàन समीकरण मɅ लघकृुत/पǐरवǓत[त हो जाती है ।  
(cos δ=1,sin δ=0) 

2 2

2 2

2 0x y xy
a b ab

    

या  
2

0x y
a b

   
 

 

या  
2

0by x
a

   
        

…(4.5) 

यह समी (4.5)संपाती (coincidence)सरल रेखाओं के यÊुम (pair)को Ĥदͧश[त करती 

है, िजसकȧ Ĥवणता (slope) b
a
धना×मक है तथा मूल ǒबÛद ुसे गजुरती है । पǐरणामी गǓत सरल 

रेखीय (rectilinear)तथा 2a व 2b भुजाओं वाले आयत के ͪवकण[ (diagonal)के अनǑुदश होती 
है । गǓत इस Ĥकार होती है ͩक ͪवèथापन x व y के ͬचÛह एक जसेै होते है, दोनो धना×मक 
अथवा दोनɉ ऋणा×मक । यहाँ आप ͬचğ 4.1 देखɅ । Èया आप यह बता सकते है ͩक कण रेखा 
PQ पर ͩकस समय कहाँ रहता है? यह जानने के ͧलये समीकरण (4.1)व (4.2)को δ=0 रखने 
के बाद पनु: ͧलखते हɇ तो, 

 
X= a sin ωݐ 
Y= b sin ωݐ  

2

2

sin
cos 1
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इनसे पनु: आप by x
a

 ĤाÜत कर सकत ेहɇ, जो ͩक 
b
a
 Ĥवणता वालȣ सरल रेखा का 

समीकरण है । समय t = 0 पर x व y का मान शूÛय है, अत: समय t = 0 पर कण कȧ 
िèथǓत O पर है । 

 

 
ͬचğ 4.1 

जैसे जैसे समय åयतीत होता है Ïया (sine)का मान बढ़ता जाता है और 
2

t   पर x 

का मान a तथा y का मान  
b हो जाता है । अत: इस समय कण O से Ĥारàभ होकर P तक पहु ँचता है । इस 

समय के बाद, x व y का मान कम होने लगता है और ωݐ=π पर पनु: ǒबÛद ुO पर पहु ँच जाता 

है । ωݐ = π से 3
2


समय मɅ कण O से Q तक पहु ँचता है और ωݐ का मान 
3
2


से 2π होने 

पर कण पनु: Q से O ǒबÛद ुपर आ जाता है । इस Ĥकार कण सरल रेखा POQ के अनǑुदश 
गǓत करता है । इसे हȣ Ĥकाͧशकȧ मɅ रेखा Ģु ͪवत कàपन (linearly polarized 
vibration)कहते हɇ । 

(b)
2


   

इस िèथǓत मɅ समीकरण (4.4)Ǔनàन Ǿप ले लेती है– 
2 2

2 2 1x y
a b

  …. (4.6) 

यह समी (4.6)एक दȣघ[व×ृत कȧ है िजसकȧ मुÉय (principal)अ¢ [दȣघ[ (Mojor)एव ं
लघ ु (minor)अ¢] x व y अ¢ के अनǑुदश है, जैसा ͩक ͬचğ 4.2 मɅ दशा[या गया है । कण 
दȣघ[व×ृतीय पथ पर गǓत करता है । इसकȧ गǓत कȧ Ǒदशा £ात करने के ͧलये समीकरण (4.1) 
 

तथा )4 . 2( मɅ 2


 
रखने पर 

X = a sin=(߱ݐ + π/2)=a cos߱ݐ 
Y = b sin=߱ݐ  
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इन समीकरणɉ से भी दȣघ[व×ृत कȧ समीकरण (4.6)पनु: ĤाÜत कȧ जा सकती है । समय 
t = 0 पर x = a तथा y = 0 है, अत: कण समय t=0 पर ǒबÛद ुP पर है । अब समय के 
बढ़ने पर x के मान मɅ कमी तथा y के मान मɅ वृͪ ƨ होने लगती है और ߱ݐ =π/2 पर इनके 
मान Đमश: 0 व 3 हो जाते हɇ । 

 
ͬचğ 4.2 

इस समय मɅ कण P से ǒबÛद ु Q पर पहु ँच गया है । कण कȧ परवतȸ 
(subsequent)ए गǓत को ͬचğ 4.2 मɅ तीर से Ǒदखाया गया है । कण वामावत[ 
(anticlockwise)Ǒदशा मɅ एक दȣघ[व×ृत अनरेुͨखत करता है , इसे हȣ Ĥकाͧशकȧ मɅ वामावत[ 
दȣघ[व×ृतीय Ģु ͪवत कàपन (left handed elliptically polarized vibration)कहते हɇ । 
ͪवɮयतु चुàबकȧय तरंग का घणूȸ ͪवɮयतु सǑदश (rotating electric field vector)हȣ एक तल 
मɅ सीͧमत रहत ेहु ये इसकȧ नोक (tip)वामावत[ Ǒदशा मɅ एक दȣघ[व×ृत अनरेुͨखत करती है । 

यǑद x Ǒदशा के अनǑुदश आयाम a,y Ǒदशा के अनǑुदश आयाम b के बराबर हो तब 
कण के पथ मɅ ͩकस Ĥकार का पǐरवत[न अपेͯ¢त है? 

समीकरण (4.6)मɅ a=b रखने पर 
X2+y2=a2       …(4.7) 

ĤाÜत होगा । यह एक व×ृत का समीकरण है, तथा कण वामावत[ व×ृताकार पथ पर गǓत 
करेगा । 

अत: “समान आयामɉ एंव आविृ×तयɉ के दो लàबवत आवत[ दोलनɉ, जो π/2 कलाÛतर मɅ 
है, अÚयारोपण के कारण उ×पÛन गǓत, एक समान व×ृताकार गǓत के तुãय. है िजसमɅ व×ृत कȧ 
ǒğÏया दोलन के आयाम के बराबर है'' । ͪवलोमत: (conversely), एक समान व×ृताकार गǓत 
को ऐसे दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ मɅ ͪवयोिजत ͩकया जा सकता है िजनके आयाम व 
आवǓृतयाँ बराबर हɇ परÛत ुकला मɅ π/2 का अÛतर है । 

(c) ࢾ = π 
इस िèथǓत मɅ समीकरण (4.4)Ǔनàन Ǿप मɅ पǐरवǓत[त हो जाती है– 

2 2

2 2

2 0x y xy
a b ab

    

या  
2

0x y
a b

   
         

…(4.8) 
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समीकरण (4.8)संपाती सरल रेखाओं के यÊुम को Ĥदͧश[त करती है, िजनकȧ Ĥवणता 
b
a

 है, जो ऋणा×मक है । ये मलू ǒबÛद ुसे गजुरती है । पǐरणामी गǓत सरल रेखीय है ।  

 
ͬचğ 4.3 

ͬचğ 4.2 मɅ दशा[या गया कण का दȣघ[व×ृताकार पथ, सरल रेखा मɅ पǐरवǓत[त हो गया है, 
देखɅ 4.3।  

(d) δ = 3
2
  

इस िèथǓत मɅ समीकरण (4.4)Ǔनàन समीकरण मɅ पǐरवǓत[त हो जाती है– 
2 2

2 2 1x y
a b

   

तथा समी. (4.1)और (4.2)से 
3sin cos
2

x a t a t      
 

 

siny b t  
से भी इसे ĤाÜत ͩकया जा सकता है । यहा ँभी िèथǓत (b)ߜ+π/2 कȧ तरह कण का पथ 

एक दȣघ[व×ृत है परÛतु इसकȧ गǓत कȧ Ǒदशा दͯ¢णावत[ है । Ĥकाͧशकȧ मɅ इस तरह के कàपन 
को दͯ¢णावत[ दȣघ[व×ृतीय Ģु ͪवत (right handed elliptically polarised)कàपन कहते है । 

शूÛय से 2π कलाÛतर परास ߜ के कुछ अÛय मानɉ के ͧलये बढ़ते Đम मɅ कण का गǓत 
पथ ͬचğ 4.4 मɅ दशा[या गया है । 
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ͬचğ 4.4 

बोध Ĥæन (Self assessement questions) 
1. दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव मɅ एक कण गǓत कर रहा है । 
 इनका Ĥारिàभक कलाÛतर α है तथा वामावत[ Ǒदशा मɅ  कण कȧ गǓत है । 
 ͩकतने Ûयूनतम कलाÛतर के बाद कण दͯ¢णावत[ Ǒदशा मɅ उसी Ĥकार के पथ 
 पर गǓत करेगा?  
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  
2. एक कण x2+y2=a2 पथ पर गǓत कर रहा है । Èया इसे दो लàबवत सरल 
 आवत[ गǓतयɉ का संयोजन माना जा सकता है? यǑद हȣं तो संभाͪवत घटकɉ के 
 समीकरण ͧलͨखये । 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –   

उदाहरण 4.1 दो लàबवत ् सरल आवत[ गǓतयɉ x= 4 sin߱t मीटर तथा y= 
3sin(ωt+ α)के पǐरणामी गǓत पथ का समीकरण £ात कȧिजये जब α=0, π/2 तथा π हो ।  

हल : Ĥæनानसुार सरल आवत[ गǓतयɉ के समीकरण है– 
X = 4 sin ߱t 
Y = 3 sin(ωt+ α) 
Y =(sinωt cosα +cos ߱t si݊α) 

 3 sin cos cos siny t t      
2

3 cos 1 .sin
4 16
x xy  

 
   
  

 

1/23 cos 3 1 sin
4 16
x xy          

   
 

दोनɉ तरफ वग[ करने पर 
2 23 cos 9 1 sin

4 16
x xy  

      
   

 

 
હ=0 पर 

2 23 9 1 0 0
4 16
x xy
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या  
3 0
4
xy    

या 
3
4

y x  

अत: α=0 पर एक सरल रेखा ĤाÜत होगी िजसकȧ Ĥवणता 
3
4
 है । 

હ= π/2 पर 
2 23 0 9 1 1

4 16
x xy

        
   

 

या  
2

2 9 1
16
xy

 
  

 
 

या  
2 2

1
9 16
y x

    

α= π/2 पर एक दȣघ[व×ृत ĤाÜत होता है िजसकȧ अƨ[ दȣघ[ अ¢ 4 मीटर व अƨ[ लघ ुअ¢ 
3 मीटर है । 

  π पर =ࢻ

 
2 23 1 9 1 0

4 16
x xy

           
  

या  
23 0

4
xy   

 
 

या    3
4
xy    

अत: α= π पर एक सरल रेखा ĤाÜत होती है, िजसकȧ Ĥवणता 
3
4

  है ।  

4.3 असमान आविृ×तयɉ के दो लàबवत ्आवतȸ दोलनɉ का 
अÚयारोपण (Superposition of two perpendicular 
harmonic oscillations having unequal frequencies) 
जब दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×तयाँ बराबर होती है तब कण का पथ 

सरल रेखा या दȣघ[व×ृत या Ǔतय[क दȣघ[व×ृत हो सकता है । यह इस बात पर Ǔनभ[र करेगा ͩक 
दोनɉ गǓतयɉ मɅ Ĥारिàमक कलाÛतर ͩकतना है? परÛतु यǑद आविृ×तयाँ असमान हɉ तो पǐरणामी 
गǓत बहु त हȣ जǑटल होती है िजसका गͨणतीय ͪवæलेषण कǑठन है तथाͪप हम कुछ ͪवͧशçट 
उदाहरणɉ से यह Ĥदͧश[त करेगɅ ͩक कण ɮवारा तय ͩकया गया पथ ͩकस Ĥकार का है । जे. ए 
ͧलसाजू (1822–1880)ने इस तरह कȧ गǓतयɉ पर ͪवèततृ अÚययन ͩकया था । उस के नाम पर 
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इन पथɉ को ͧलसाजू आकृǓतयाँ कहते है । अब आप उस िèथǓत मɅ अÚयारोपण का अÚययन 
करेगɅ जब दो सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ आविृ×तयɉ का अनपुात 2 : 1 है । 

जब आविृ×तयɉ का अनुपात 2 : 1 हो– 
हम यहाँ यह मानते है ͩक x–अ¢ के अनǑुदश सरल आवत[ गǓत कȧ आविृ×त ω2,y अ¢ 

के अनǑुदश सरल आवत[ गǓत कȧ आविृ×त ω1 से दो गनुा है । अथात ्[ ω1= ω और ω2=2 ω 
अब दो सरल आवत[ गǓतयɉ को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है:– 

X = a sin (2 t + δ)     ...(4.10) 
Y = b sin t      …(4.11) 

यहाँ a व b Đमश: उनके आयाम है तथा δ उनके मÚय कलाÛतर है । ͧलसाजू आकृǓत 
का ͬचğ ͪवæलेषीय (analytical)ͪवͬध या आलेखी/Ēाफȧ (graphical)ͪवͬध से £ात ͩकया जा 
सकता है । ͪवæलेषीय ͪवͬध मɅ उपरोÈत समी. (4.10)व समी. (4.11)से समय t को ͪवलोͪपत 
करते हɇ । समी. (4.10)मɅ Ïया के कोणाकं का ͪवèतार करने पर 

x
a
=sin2tcos tcosδ+cos2 t sinδ 

=2sintcos tcosδ+(2cos2 ωt–1)sinδ 
 
समी. (4.11)से  

sin yt
b

   तथा 
2

2cos 1 yt
b

    

अत:  
2 2

2 22 1 cos 2 1 1 sinx y y y
a b b b

 
  

      
  

 

2 2

2 2

2 2sin 1 cos sinx y y y
a b b b

       
 

 

2
2 2

2

2 2sin sin 1 / .cosx y y y b
a b b

       
 

 

दोनो तरफ वग[ कर सरल करने पर 
2 4 2

2
4 2

4 4sin sin sin sinx y y x
a b b a

            
   

 

     

2 4
2 2

2 4

4 4cos cosy y
b b

    
2 4 2

2 2
4 2

4 4sin sin sin cos 0x y y x
a b b a

              
   

 

2 2 2

2 2

4sin sin 1 0x y y x
a b b a

 
        

       
…(4.12) 
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यह समी. (4.12)चतुथ[ कोǑट कȧ है । आम तौर पर, ऐसी समीकरण दो बÛद पाशɉ 
(loops)को Ĥदͧश[त करती है । δ के ͩकसी भी मान के ͧलये समी. (4.12)को Ǔनदȶशांक Ïयाͧमती 
कȧ सहायता से अनरेुͨखत ͩकया जा सकता है । δ = 0 मान के ͧलये समीकरण एक सरल Ǿप ले 
लेती है ।  

2 2 2

2 2 2

4 1 0x y y
a b b

 
   

 
      ….(4.13) 

यह समी (4.13 )अंĒेजी के आठ के अंक (8 )जैसा ͬचğ बनाते हु ये 2 पाश बनाती है 
(ͬचğ 4.5 देखɅ)। 

 
ͬचğ 4.5 

δ =π तथा 2π पर भी पǐरणामी गǓत δ =0 जैसा हȣ ͬचğ (आठ का अकं)बनाती है ।  
δ =π/2 पर समी (4.12)Ǔनàन समीकरण मɅ ǾपाÛतǐरत हो जाती है । 

 
2

2

2
by x a
a


 

     
……(4.14) 

जो एक परवलय का समीकरण है िजसका शीष[ (vertex)(a,0)है । देखɅ ͬचğ 4.6 ।  

 
ͬचğ 4.6 

जैसा ͩक आपने देखा ͩक ͪवæलेषीय ͪवͬध अ×यÛत कǑठन है अत: कुछ िèथǓतयɉ 
(δ=0 व δ = π/2)के ͧलये हम Ēाफȧय ͪवͬध से पǐरणामी गǓत को समझने का Ĥयास करते हɇ । 
Ēाफȧय ͪवͬध (Graphical method) 

इकाई–1 मɅ आपने पढ़ा था ͩक एक समान कोणीय चाल से गǓत करते कण कȧ व×ृतीय 
गǓत के, व×ृत के åयास पर Ĥ¢ेप सरल आवत[ गǓत करते हɇ । सरल आवत[ गǓत का आयाम 
व×ृत कȧ ǒğÏया ɮवारा तथा सरल आवत[ गǓत कȧ आविृ×त कण कȧ कोणीय चाल ɮवारा Ĥदͧश[त 
होती है । समय के साथ दोनɉ व×ृतɉ मɅ कण कȧ िèथǓत के संयÈुत Ǿप से x–y तल पर ǓनǾͪपत 
करने कȧ ͪवͬध को Ēाफȧय ͪवͬध कहत ेहɇ । 

मान लȣिजये ͩक एक सरल आवत[ गǓत x अ¢ के अनǑुदश है िजसका आयाम a तथा 
कोणीय आविृ×त 2ω है । दसूरȣ सरल आवत[ गǓत y अ¢ के अनǑुदश है िजसका आयाम b तथा 
कोणीय आविृ×त ω है । इनको Đमश: a ǒğÏया के व×ृत P तथा b ǒğÏया के व×ृत Q से ͬचğ 
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4.7 मɅ Ǒदखाया गया है । व×ृत P को चार बराबर भागɉ मɅ तथा व×ृत Q को आठ बराबर भागɉ 
मɅ बाँटा गया है । ͪवͧभÛन कलाÛतर कȧ िèथǓतयाँ Ǔनàन Ĥकार से हɇ । 
(a) शूÛय कलाÛतर (δ=0) 

Ĥारàभ मɅ दोनɉ गǓतयɉ मɅ कलाÛतर शूÛय होने के कारण t=0 समय पर दोनɉ व×ृतɉ पर 
कण अपनी–अपनी शूÛय िèथǓत मɅ है, इसके कारण संयोिजत गǓत करने वाले कण कȧ िèथǓत 
A(0,0)ǒबÛद ुपर होगी ।  

 
ͬचğ 4.7 

समय जैसे–जैसे बढ़ता है कण कȧ िèथǓत दोनɉ व×ृतɉ मɅ 0 से बढ़कर 1 हो जाती है । 
व×ृत P मɅ कोणीय चाल व×ृत Q कȧ तुलना मɅ दो गनुा है अत: व×ृत P कȧ पǐरधी पर तय कȧ 
गयी दरूȣ व×ृत Q कȧ तुलना मɅ दो गनुा होगी । इस Ĥकार व×ृतɉ पर कण कȧ िèथǓत (1,1)होगी 
िजसके कारण संयÈुत गǓत को B पर दशा[या गया है । समय गजुरने पर जब व×ृत P मɅ कण 
अध[व×ृत पार कर लेता है, व×ृत Q मɅ कण चौथाई व×ृत हȣ पार करता है । ͬचğ मɅ यह िèथǓत 
(2,2)है । इसके कारण संयÈुत गǓत को C ǒबÛद ुसे दशा[या गया है । इस Ĥकार व×ृतɉ P व Q 
कȧ (3,3), (4,4)... िèथǓतयɉ से बना वĐ ABCDEFGA, िजसकȧ आकृǓत अंक 8 कȧ जसैी है, 
ͬचğ 4.7 मɅ देखा जा सकता है ।  

 
ͬचğ 4.8 

(a) π/2 कलाÛतर 
यǑद दोनɉ गǓतयɉ मɅ कलाÛतर π/2 हो तो इस िèथǓत को ͬचğ 4.8 मɅ दशा[या गया है । 

ͬचğ 4.7 से तुलना करने पर आप पायेगɅ ͩक व×ृत P मɅ दशा[यी कण कȧ (x कȧ Ǒदशा मɅ)गǓत 
वामावत[ Ǒदशा मɅ व×ृत Q मɅ दशा[यी कण कȧ (x Ǒदशा मɅ)आवत[ गǓत से π/2 कलाÛतर मɅ अͬधक 
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है । Ĥारàभ मɅ कण व×ृतɉ पर 0 कȧ िèथǓत मɅ होत ेहै । इस कारण पǐरणामी गǓत को A(0,0)से 
दशा[या गया है । इस Ĥकार, समय åयतीत होने के साथ व×ृत पर िèथǓतयां (1,1), (2,2), (3, 
3)…...(8, 8)होती हɇ िजससे किàपत कण कȧ िèथǓतयाँ B,C,B,A,D,E,D तथा A होगी । इस 
पǐरिèथǓत मɅ ͧलसाज ूआकृǓत दो संपाती परवलयɉ को Ĥदͧश[त करती है । शूÛय से π कलाÛतर 
परास मɅ ߜ के कुछ अÛय मानɉ के ͧलये बढ़ते Đम मɅ कण कȧ गǓत का पथ आविृ×त अनपुात 2 
: 1 के ͧलये Ǔनàन ͬचğ 4.9 मɅ दशा[या गया है ।  

 
ͬचğ 4.9 आविृ×त 2:1 

 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. उपरोÈत ͬचğ 4.9 से कौनसा एक ͪवशेष तØय Ǻिçटगोचर होता है, बताइये । 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  
4. अनुÍछेद 4.3 मɅ 2 : 1 अनुपात वालȣ सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत 
 का ͪवæलेषण ͩकया गया है यǑद अनुपात 1 : 2 हो तो ͩकस Ĥकार का पǐरवत[न 
 अपेͯ¢त है? 
  – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 

4.4 सारांश (Summary) 
 समान आविृ×तयɉ कȧ दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ के Ĥभाव कण ɮवारा 

अनगुͧमत पथ, सामाÛय Ǿप से एक दȣघ[व×ृत होता है । 
 समान आविृ×तयɉ कȧ दो लàबवत ्सरल आवत[ गǓतयɉ के मÚय ͪवशेष कलाÛतर 

 होने पर दȣघ[व×ृत एक रेखा मɅ ǾपाÛतǐरत हो जाता है ।(या π 0=ߜ)
 समान आविृ×तयɉ कȧ दो लàबवत ्सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत मɅ , 

दȣघ[व×ृत पर कण कȧ गǓत का वामावत[ या दͯ¢णावत[ होना, दोनɉ आवत[ 
गǓतयɉ के कलाÛतर पर Ǔनभ[र करता है । 

 यǑद आविृ×तयाँ 2 : 1 अनपुात मɅ हो तो ऐसी िèथǓत मɅ दो लàबवत ्सरल 
आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत दो बÛद पाश (लूप)बनाती है । 

 यǑद आविृ×तयाँ 2 : 1 अनपुात मɅ हो तथा लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ मɅ 
कलाÛतर Ĥ π/2 हो तो पǐरणामी गǓत का पथ एक संपाती परवलय होता है । 

4.5 शÞदावलȣ (Glossary) 
अनरेुख Trace 
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अनगुͧमत Followed 
आनत Inclined 
कोणाकं Argument 
Ēाफȧय Graphical 
Ïया Sine 
दȣघ[ Major 
दȣघ[व×ृत Ellipse 
परवतȸ Subsequent 
Ĥवणता Slope 
पाश Loop 
मुÉय Principal 
यÊुम Pair  
लघ ु Minor 
रेखा Ģु ͪवत Ĥकाश Linearly polarised light 
वामावत[ Anticlockwise, left handed 
ͪवकण[ Diagonal 
ͪवɮयतु ¢ेğ सǑदश Electric field vector 
ͪवलोमत: Conversely 
ͪवæलेषा×मक Analytical 
शीष[ Vertex 
सम¢ͨणक Simultaneous 
सरलरेखीय Rectilinear 
संपाती Coincident 

4.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
N.K Bajaj The Physics of Waves and 

Oscillations 
Tata Mc Graw–Hill Publishing 
Company Ltd.New Delhi. 

N. Subrahmanyam and 
Brij Lal 

A Text Book of Sound Vikash Publishing HousePvt 
Ltd., New Delhi. 

4.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to Self assessment 
questions) 
1. यǑद Ĥारिàभक कलाÛतर ߙ है तो ߙ+π कलाÛतर पर उसी Ĥकार का पथ ĤाÜत होगा 

परÛत ु कण कȧ Ǒदशा पहले से ͪवपरȣत हो जायेगी। अत: यǑद ߙ कलाÛतर पर 
वामावत[ Ǒदशा है तो ߙ+π पर उसी तरह के पथ क ͧलए दͯ¢णावत[ Ǒदशा होगी ।  
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2. हाँ, संभाͪवत घटक Ǔनàन होगɅ । 
X = a sin ωt 
Y = a sin (ωt +  π /2) 

3. 4.9 ͬचğ से यह èपçट होता है ͩक आवǓृत अनपुात 2 : 1 होने पर y–Ǒदशा मɅ कण 
का पथ Ĥ×येक कलाÛतर के ͧलये y अ¢ पर दो बार èपश[ करता है ।  

4. यǑद आवǓृत अनपुात 2 : 1 के èथान पर 1 : 2 कर Ǒदया जावे तो कण का पथ 
ͬचğ 4.9 मɅ Ǒदखाये पथ जैसा हȣ होगा परÛतु 900 से घूͨ ण[त होगा ।  

4.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
लघ×ुतरा×मक Ĥæन (Short answer type questions)  

1. एक हȣ Ǒदशा मɅ काय[रत समान आविृ×त कȧ दो सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ समीकरण 

ͧलͨखये जो 
4


 कलाÛतर मɅ हɉ ।  

2. लàबवत Ǒदशा मɅ काय[रत दो समान आविृ×त कȧ सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ समीकरण 
ͧलͨखये िजनका कलाÛतर π हो । 

3. लàबवत Ǒदशा मɅ काय[रत दो सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ समीकरण ͧलͨखये िजनके आयाम 

व आवǓृत दोनɉ का अनपुात 2 : 1 तथा कलाÛतर 
4


 हो ।  

ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. समान आविृ×त कȧ दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत कȧ åयाÉया 

कȧिजये । 
5. 2 : 1 अनपुात आविृ×त कȧ दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत कȧ 

ͪववेचना कȧिजये । 
6. ͧसƨ कȧिजये ͩक ͩकसी कण पर समान आविृ×त एव ंसमान आयाम कȧ लàबवत ् दो 

सरल आवत[ गǓतयɉ कȧ पǐरणामी गǓत का पथ व×ृताकार होगा । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

7. दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ के आयाम 1 : 2, आविृ×त 1 : 2 अनपुात मɅ हɇ तथा 
कलाÛतर ना π/2 है । इनके ɮवारा पǐरणामी गǓत का पथ £ात कȧिजए । 

8. दो लàबवत सरल आवत[ गǓतयɉ x=4cosωt मीटर तथा y=3cos(ωt +  के पǐरणामी(ߙ
गǓत कȧ पथ कȧ समीकरण £ात कȧिजये जब 0=ߙ, π/2 तथा π/ हो ।  

(उ×तर
2 23 30 : , / 2 : 1,: : )

4 16 9 4
x yy y x    


        

9. उपरोÈत Ĥæन मɅ Ĥ×येक िèथǓत के ͧलये कण के पथ कौ आलेͨखत कȧिजये और बताइये 
ͩक कण पथ पर ͩकस Ǒदशा मɅ गǓत करता है? 
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इकाई–5 
अवमंǑदत दोलन–I 

(Damped Oscillations–I) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
5.0 उƧेæय 
5.1 Ĥèतावना 
5.2 अवमंदन बल 
5.2.1 अवमंदन बल के Ĥभाव मɅ कण कȧ गǓत 
5.3. अवमंǑदत आवतȸ दोलक 
5.4 अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ गǓत का समीकरण व इसका हल  
5.5 साराशं 
5.6 शÞदावलȣ 
5.7 संदभ[ ĒÛथ 
5.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
5.9 अßयासाथ[ Ĥæन 

5.0 उƧेæय (Objective) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप 
 अवमंदन बलɉ कȧ अवधारणा के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 अवमंदन बलɉ के Ĥभाव मɅ कण कȧ गǓत के अवमंदन कȧ åयाÉया कर सकɅ गे;  
 आवत[ गǓत करते हु ए ͪपÖड या कण (आवतȸ दोलक)कȧ अवमंǑदत गǓत का अÚययन 

कर सकɅ गे; 
 अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ ͪवͧभÛन अवमंदन कȧ िèथǓतयɉ मɅ गǓत कȧ ͪवशेषताओं 

कȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे । 

5.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाईयɉ मɅ आपने आवतȸ, सरल आवतȸ गǓत तथा दोलन के बारे मɅ जानकारȣ 

ĤाÜत कȧ है । यह सभी गǓतयां एक Ǔनयत कालाÛतर के बाद दहुराती है । इकाई–3 व इकाई–4 मɅ 
आपने इन सरल आवत[ गǓतयɉ के अÚयारोपण के Ĥभाव का भी अÚययन ͩकया । इस इकाई मɅ 
आप अवमंǑदत दोलनɉ कȧ जानकारȣ कर उनकȧ गǓत का ͪवͧभÛन पǐरिèथǓतयɉ मɅ अÚययन 
करɅगे। इसी संदभ[ मɅ अनÍुछेद 5.2 मɅ अवमंदन बल जसेै–æयान बल, घष[ण बल कȧ åयाÉया कर 
उनके Ĥभाव मɅ कण कȧ गǓत का ͪववेचन ͩकया गया है । अनÍुछेद 5.3 मɅ आप अवमंǑदत 
आवतȸ दोलक कȧ गǓत का अÚययन करɅगे, जबͩक अनÍुछेद 5.4 मɅ इस आवतȸ दोलक कȧ गǓत 
का अÚययन ͪवͧभÛन अवमंदन कȧ िèथǓतयɉ मɅ ͩकया गया है । 
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5.2 अवमÛदन बल (Damping force) 
िजन बलɉ के Ĥभाव मɅ, आवतȸ दोलन करते हु ए कणɉ या ͪपÖडɉ कȧ गǓत का अवमÛदन 

(damping)हो जाता है या यह कहɅ ͩक उनके आयाम समय के साथ धीरे–धीरे कम होते जाते हɇ, 
तो इन बलɉ को अवमÛदन बल कहते हɇ । 

सामाÛय Ǿप से जब कोई कण या ͪपÖड ͩकसी माÚयम मɅ गǓत करता है तो माÚयम के 
सàपक[  मɅ आत ेहȣ उस कण या ͪपÖड पर घष[ण बल (frictional force)व æयान बल (viscous 
force)लगने लगत ेहɇ । ये बल असरं¢ी ĤकृǓत के होते हɇ तथा ͪपÖड कȧ गǓत मɅ अवरोध या 
ĤǓतरोध उ×पÛन करते हɇ । ͪपÖड को अपनी पवू[ गǓत बनाये रखने के ͧलये इन बलɉ के ͪवǾƨ 
कुछ काय[ करना पड़ता है । इस ĤͩĐया मɅ ͪपÖड के वेग व गǓतज ऊजा[ मɅ सतत ्कमी होती 
रहती है और अÛतत: ͪपÖड अपनी गǓत कȧ अवèथा से िèथर अवèथा मɅ आ जाता है । यहȣ 
कारण है ͩक æयान बल व घष[ण बलɉ को अवमÛदन बल भी कहा जाता है । 

घष[ण बल का मान कण या ͪपÖड के वेग पर Ǔनभ[र करता है । परÛतु अãप वेग वाले 
ͪपÖडɉ के ͧलये इन अवमÛदन बलɉ का मान ͪपÖड के वेग के अनĐुमानपुाती होता है । यǑद ͩकसी 
¢ण ͪपÖड पर लगने वाले अवमÛदन बल का मान F व उसका वेग v हो तो  

F∝v 
या F=– v        ….(5.1) 
यहाँ   एक धना×मक Ǔनयतांक है । इसे अवमÛदन गणुाकं कहते हɇ । समी. (5.1)मɅ 

ऋण ͬचÛह यह दशा[ता है ͩक अवमÛदन बल, गǓत के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काय[ करता है ।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. अवमंदन बल Èया होते हɇ?  
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
2. ͩकसी ͪपÖड के वेग बढ़ने का उस पर लगने वाले अवमंदन बलɉ पर Èया Ĥभाव 
 पड़ता है? 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 

5.2.1 अवमÛदन बलɉ के Ĥभाव मɅ कण कȧ गǓत (Motion of paricle under the 
 influence of damping forces) 

यǑद ͩकसी v वेग से गǓत करत ेहु ए m ġåयमान के कण पर घष[ण या æयान बल के 
अǓतǐरÈत कोई अÛय बल न लग रहा हो तो समी (5.1)से l  

F=– v 
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या 
dvm v
dt

   

या 
dv dt
v m


   

समाकलन करने पर  

loge v t c
m


 
      

….(5.2) 

यहाँ C एक समाकलन Ǔनयतांक है ।C का मान £ात करने के ͧलये Ĥारàभ मɅ अथा[त ्t 
= 0 पर कण के वेग के मान v=v0 का Ĥयोग करɅगे । 

समी. (5.2)से,  
C=loge v0 

C का मान समी. (5.2)मɅ रखने पर 

0log loge ev t v
m


    

या 
0

loge
v t
v m

 
  

 

loge
y

y x
x e

 
 

 


 

या 0

t
mv v e



 …(5.3) 

समी. (5.3)से यह £ात होता है ͩक अवमÛदन बल के 
Ĥभाव मɅ ͪपÖड का वेग समय के साथ चरघातांकȧ 
(exponential)Ǿप से कम होता है । ͬचğ 5.1 मɅ वेग के समय के 
साथ पǐरवत[न को दशा[या गया है । 

समी. (5.3)मɅ m


 कȧ ͪवमा समय आती है ।  

अत  :यǑद 

mt



हो तो 

1 0
0

vv v e
e

 
होगा ।  

अत: समय का वह मान िजसके ͧलये कण के वेग का मान अपने Ĥारिàभक मान 

(v0)का 1
e
 हो जाता है, ͪवĮािÛत काल (relaxation time)कहलाता है । अत: िजतने समय मɅ 

ͪपÖड का वेग अपने Ĥारिàमक वेग का 36.8% रह जाता है, वह ͪवĮािÛत काल कहलाता है । 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. ͪवĮािÛत काल ͩकसे कहते है ?  
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –   
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5.3 अवमंǑदत आवतȸ दोलक (Damped harmonic oscillator) 
ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने पढ़ा है ͩक घष[ण व æयान बल कȧ अनपुिèथǓत मɅ जब कोई 

कण या दोलक गǓतमान होता है तो उसका आयाम तथा ऊजा[ दोनो हȣ समय के सापे¢ Ǔनयत 
रहते हɇ। आपने यह भी पढ़ा ͩक वाèतव मे ͩकसी भी माÚयम (वाय ुया ġव)मɅ गǓत करने वाले 
दोलक या कण पर Ĥ×यानयन बल, जो ͩक उसकȧ गǓत बनाये रखने के ͧलये उ×तरदायी होता है 
के साथ–साथ घष[ण व æयान बल भी काय[ करते हɇ । इन बलɉ के Ĥभाव मɅ दोलक के आयाम 
तथा ऊजा[ मɅ ǓनरÛतर कमी होती जाती है । इस Ĥकार के दोलक को अवमंǑदत आवतȸ दोलक 
कहते है ।  

5.4 अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ गǓत का समीकरण व इसका हल 
 (Equation of motion of damped harmonic oscillator 
 and its solution) 

अवमंǑदत आवतȸ दोलक पर èपçटत: उपरोÈत वͨण[त दो बल काय[रत है:– 
(i) Ĥ×यानयन बल (Restoring force) 

यह बल FR दोलक के ͪवèथापन, y, के समानपुाती होता है तथा सदैव माÚय िèथǓत 
कȧ ओर लगता है, 

अथा[त ्FR =–ky 
यहाँ k दोलक का बल Ǔनयताकं है । 

(ii) अवमंदन बल (Damping force) 
यह बल सदैव माÚयम के घष[ण व æयानता के कारण दोलक पर काय[रत रहते हɇ तथा 

दोलन मɅ सदैव Ǿकावट डालते हɇ । ये बल Fr वेग v के अनĐुमानपुाती होते हɇ, अथा[त ् 
Fd =– v 

यहाँ   अवमÛदन गणुाकं है । 
∴ दोलक पर काय[रत पǐरणामी बल  

F = FR+Fd 
dyF ky
dt

    

अत: सरल आवत[ गǓत करते m ġåयमान के दोलक (कण)पर अवमंदन बल कȧ 
उपिèथǓत मɅ गǓत का समीकरण Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जा सकता है :– 

2

2

d y dym ky
dt dt

     

 
2

2 0d y dy k y
dt m dt m


   

      
...(5.4) 

dyv
dt

   

ͪवèथापन के पǐरवत[न कȧ 
दर वगे के बराबर होगी  

 

बल= ġवमान x तथा 

×वरण =
dy
dt  

1

2

d dy d y
dt dt dt
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समी. (5.4)मे 1 2r
m



   

तथा 2
0

k
m

  रखने पर 
2

2
02 2 0d y dyr y

dt dt
  

     
….(5.5) 

यहा ँ  ͪवĮािÛतकाल, r अवमÛदन Ǔनयताकं व ω0 दोलक कȧ आविृ×त है । 
समी. (5.5)अवमंǑदत सरल आवतȸ दोलक का अवकल समीकरण है । इस Ĥकार का 

समीकरण अÛय Ǔनकायɉ जैसे: वाय ुमɅ सरल दोलक का दोलन, बलेैिèटक गãैवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ 
का दोलन इ×याǑद मɅ भी ĤाÜत ͩकया जा सकता है । 

समी. (5.5)का हल ĤाÜत करने के ͧलये मान लȣिजये दोलन के ͩकसी समय पर 
ͪवèथापन y को Ǔनàन Ǿप से Ĥदͧश[त ͩकया जाता है: 

t

t

y e
dy e y
dt



 



  
 

तथा 
2

2 2
2

td y e y
dt

    

उपरोÈत समी. (5.5)मɅ , dyy
dt

 व
2

2

d y
dt

 के मान रखने पर 

 2 2
02 0tr e           …(5.6) 

समी. (5.6), t के सभी मानɉ के ͧलये यथाथ[ है । अत: 0,te  िजससे 
2 2

02 0r           …(5.7) 

या 2 2
0r r      

यहाँ α के दो मान सàभव है  
2 2

1 0r r      

तथा 2 2
1 0r r      

अत: समी.(5.5)का åयापक हल Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है 
   2 2 2 2

0 0r r t r r t
y Ae Be

      
      …(5.8) 

यहाँ A व B दो Ǔनयतांक है, िजनके मान दोलक कȧ Ĥारिàभक िèथǓत से £ात ͩकये जा 
सकते हɇ ।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
4. अवमिÛदत आवतȸ दोलक ͩकसे कहते हɇ? 

  समीकरण 

2 0x bx c     मे 

2 4
2

b b acx
a
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 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  

r  तथा ω0 के ͪवͧभÛन मानɉ के ͧलये Ǔनàनͧलͨखत तीन मह×वपणू[ सàभावनाऐं हो 
सकती हɇ: 

(i) 0r   (ii) 0r   (iii) 0r   
(i) अǓत–अवमंदन गǓत (Over damped motive) 

जब 0r   हो तो दोलक पर लगने वाला अवमंदन बल उस पर काय[रत Ĥ×यानयन बल 

से अͬधक होगा । इस िèथǓत मे 2 2
0r   का मान धना×मक होता है ।  

यǑद 2 2
0r     हो तो समी.  ) 5.8)से 

   r t r ty Ae Be       
rt t te Ae Be      ...(5.9) 

या        
2 2

t t t t
rt

e e e e
y e A B A B

     
    
    

 या     cosh sinhrty e A B t A B t       …(5.10)  
 0 sinhty y e t          ...(5.11)  

समी. (5.11)यह èपçट है ͩक अǓत अवमÛदन कȧ िèथǓत मɅ ͪवèथापन चरघांताकȧ 
(exponential)Ǿप मɅ कम होता जाता है अथा[त ्दोलनी गǓत नहȣं होती है और ͪवèथापन Ĥारàभ 
मɅ शीēता से कम होकर त×पæचात ् धीरे–धीरे कम होता है । इस Ĥकार कȧ गǓत अदोलनी 
(aperiodic)या Ǿɮवरोल (deed beat)गǓत कहलाती है । ͬचğ 5.2 मɅ ͪवèथापन को समय के 
साथ दशा[या गया है [वĐ (a)] । 
(ii) ĐािÛतक–अवमÛदन गǓत (Critically damped motion) 

जब 0r   हो–  

इस िèथǓत मɅ अवमंदन Ǔनयतांक r लगभग ω0 के बराबर होता है तथा 2 2
0r   के 

मान को हम अǓत लघ ुराͧश h≈0 के Ǿप मɅ ͧलख सकते हɇ । अत: समी. (5.8)से–  
rt ht hty e Ae Be          

...(5.12) 

या     1 ... 1 ...rty e A ht B ht          

  rty e C Dt       …(5.13) 
यहां C+(A+B) 
तथा D=(A–B)h 

समी.(5.10)मे यǑद  

0

0

sinh
cosh

A B y
A B y




 
 

 हो तो, 

0

sinh cosh
cosh sinh

t
y

t
 
 

 
 
   

 0 sinhy t    

h के अǓत लघु  
होने के कारण  
h2,h3 … आǑद 
को छोड़ा जा  
सकता है । 
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समी (5.13)से Ĥकट होता है ͩक दोलनɉ के Ĥारàभ मɅ t के लघमुानɉ के ͧलये, ͪवèथापन 
का मान इस समीकरण के ɮͪवतीय पद (D t)के कारण थोड़ा बढ़ता है तथा t के अͬधक मान के 
ͧलये rte Ĥभावी होने लगता है तथा ͪवèथापन शीēता से कम होता हुआ शÛूय हो जाता है । इस 
दशा मɅ दोलन कȧ गǓत अदोलनी (aperiodic)होती है िजसे ͬचğ 5.2 मɅ वĐ (b)से दशा[या गया 
है । 

 
ͬचğ 5. 2 ͪवèथापन व समय मɅ अवमंǑदत दोलक के ͧलये आलेख 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का ͪवèथापन समय के साथ ͩकस Ĥकार 
 पǐरवǓत[त होता है ।  
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  
6. ĐािÛतक अवमÛदन आप ͩकसे कहते हɇ? 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –– 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  
  

उदाहरण 5.2 एक दोलक का दोलन काल 2 सेकÖड तथा उसका आयाम 80 है । 5.0 
सेकÖड पæचात ्उसका आयाम 40 रह जाता है, तो अवमंदन Ǔनयतांक कȧ गणना कȧिजये । 

हल: Ĥæनानसुार Ĥारिàमक आयाम a0 = 80 
5.0 सेकÖड पæचात ्आयाम a = 40 

अवमंदन Ǔनयतांक (r) 
t सेकÖड पæचात ्दोलन का आयाम 

0
rta a e  

अथा[त ् 54 8 r
e
  

5 2re   
5r=loge2 = 0.693 

0.693
5

r  /सेकÖड 

=0.14 ĤǓत सेकÖड 
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Ûयनू अवमÛदन गǓत (Under damped motion) 

जब, 0r   हो– 
इस िèथǓत मɅ दोलक पर काय[शील अवमंदन बल का मान या अवमंदन Ǔनयतांक r का 

मान ω0 से कम होता है तथा  
2 2 2 2

0 01r r i        

जबͩक एक धना×मक राͧश है । समी. (5.8)का मान रखने पर 2 2r   का मान 
रखने पर  

   r i t r i ty Ae Be          …(5.14) 
 r i trt i te Ae Be         

   cos sin cos sinrte A t i t B t i t          

   cos sinrty e A B t i A B t          
...(5.15) 

यहा ँy एक वाèतͪवक राͧश (real quantity)है इसͧलये (A+B)व i (A–B)भी वाèतͪवक 
राͧशयाँ होनी चाǑहये । 

माना A + B =y0 sin      ...(5.16) 
– i  (A + B)= yo cos     …(5.17) 

समी. (5.16)व (5.17)के मान समी (5.15)मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर 
Y = 0 sin( )rty e t   )    ...(5.18) 

समी. (5.18)से यह èपçट है ͩक Ûयनू अवमÛदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक सरल आवत[ 
गǓत करता है तथा दोलक का आवत[काल 

2 2
0

2 2T
r

 
 

 
      

...(5.19) 

होगा । 
समी. (5.19)से £ात होता है ͩक Ûयनू अवमदंन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का आवत[काल, 

मुÈत दोलक के आवत[काल 
0

2


 
 
 

 कȧ तुलना मɅ अͬधक होता है अथा[त ्अवमÛदन के कारण 

आविृ×त घटती है । यǑद अवमÛदन का मान अ×यãप हो तो 0   होगा । 
समी. (5.18)मɅ ͪवèथापन (y)को यǑद समय (t)के साथ आलेͨखत ͩकया जाये तो ͬचğ 

5.2(c)मɅ दशा[या गया वĐ ĤाÜत होगा । इस वĐ से यह £ात होता है ͩक दोलक का आयाम जो 
ͩक 0

rty e  के बराबर है, समय के साथ चरघाताकंȧ Ǿप से कम होता है यɮयͪप दोलक कȧ गǓत 
सरल आवत[ है । 

पनु: समी (5.18)मɅ यǑद 
1 2t
r

  हो तो इस समय पर अवमंǑदत दोलक का आयाम होगा– 
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0
00.368ya y

e
   

अत: िजतने समय मɅ दोलक का आयाम अपने Ĥारिàमक मान का 36.8% रह जाता है, 
उस समय को आयाम का ͪवĮािÛतकाल (–amplitude relaxation time)कहते हɇ ।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. Ûयून अवमÛदन कȧ िèथǓत मे दोलक कȧ गǓत होती है ? 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – 
8. Ûयून अवमिÛदत दोलक के आयाम मे समय के साथ ͩकस Ĥकार पǐरवत[न होता 
 है ?  
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –– 
 – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –  

उदाहरण 5.3 समीकरण 
2

2. 2 5 0d y dy y
dt dt

    

का हल £ात कȧिजये, जबͩक t =0 पर y =5 तथा 3dy
dt

   

हल: Ĥæन मɅ Ǒदया गया समीकरण एक अवमंǑदत दोलक– कȧ गǓत का समीकरण है 
िजसमɅ  

2 2r
m

    

तथा 2
0 =5 

माना समीकरण का हल 
 cos sinrty e A t B t    है 
2 2
0 5 1 2r       

सीमाÛत ĤǓतबÛध के अनसुार t = 0 पर y = 5 से  
A = 5 

इसी Ĥकार t =0 पर 3dy
dt

   से B=1 

  1 5cos 2 sin 2y e t t   

5.5 सारांश (Summary) 
 अवमंदन बल वह बल है िजनके Ĥभाव मɅ कण या दोलन का आयाम समय के 

साथ धीरे–धीरे कम होता जाता है । 
 घष[ण व æयान बल असरं¢ी ĤकृǓत के होते हɇ तथा ͪपÖड कȧ गǓत मɅ अवरोध 

या अवमंदन उ×पÛन करते हɇ । 
 अवमंदन बल का मान ͪपÖड के वेग के अनĐुमानपुाती होता है । 

cos0
5

sin 0
t A

e
B

  
  

   

3dy
dt

   तथा A=5 

–3=–AO + 2B –A 
2 = 2B 
या B=1 
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 अवमंदन बलɉ के Ĥभाव मɅ ͪपÖड का वेग समय के साथ चरघातांकȧ Ǿप से कम 
होता है। 

 समय का वह मान िजसके ͧलये कण या ͪपÖड के वेग का मान अपने 

Ĥारिàभक मान का 
1
e
 हो जाता है, ͪवĮािÛत काल कहलाता है । 

 अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ ऊजा[ एव ंआयाम ǓनरÛतर समय के साथ कम होत े
जाते हɇ। 

 अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अवमंǑदत आवतȸ दोलक का ͪवèथापन चरघाताकंȧ 
Ǿप मɅ कम होता जाता है और गǓत दोलनी नहȣं होती है । यह गǓत अदोलनी 
गǓत या Ǿƨदोल गǓत भी कहलाती है । 

 ĐािÛतक अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का ͪवèथापन Ĥारàभ मɅ थोडा बढ़ता है 
त×पæचात ्समय के साथ शीēता से कम होता हुआ शूÛय हो जाता है । 

 Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अवमंǑदत आवतȸ दोलक का आयाम समय के 
साथ चरघाताकंȧ Ǿप से कम होता जाता है तथा दोलक कȧ गǓत सरल आवत[ 
गǓत होती है । 

 Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ ͩकसी अवमंǑदत आवतȸ दोलक का आयाम िजतने 
समय मɅ अपने Ĥारिàभक आयाम का 36.8% हो जाता है वह आयाम का 
ͪवĮािÛत काल कहलाता है । 

5.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
अवमÛदन बल Damping force 
अǓतअवमंǑदत Overdamped 
आयाम Amplitude 
ĐांǓतक Critical 
घष[णबल Frictional force 
चरघाताकंȧ Exponential 
ͪवĮािÛतकाल Relaxation time 
Ûयनूअवमंदन Under damped 
æयानबल Viscous force 

5.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
H.S Hans & S.P. Puri Mechanics Tata Mc Graw Hill, 

New Delhi. 
N.K.Bajaj The Physics of Waves 

and Oscillation 
Tata Mc Graw Hill Pub 
slishing Company Ltd., 
New Delhi 

एम .पी.सÈसेना पी.आर ͧसहं , एस .
एस .रावत  

दोलक एव ंतंरगɅ कॉलेज बकु हाउस, जयपुर 



78 
 

5.8 बोध Ĥæन के उ×तर (Answers to self assessment 
 questions) 

1. िजस बलɉ के Ĥभाव मे ͪपÖड कȧ गǓत का अवमंदन हो जाता है, अवमदंन बल कहलाते 
है । 

2. ͩकसी ͪपÖड के वेग बढ़ने कȧ िèथǓत मे उस पर लगने वाले भी लगते है, Èयɉ ͩक यह 
बल वेग के अनĐुमानपुाती होते है  

3. ͩकसी गǓतशील कण या ͪपÖड का वेग िजस समय मे अपने Ĥारिàभक मान का 36.8% 
रह जाये वह समय ͪवĮािÛत काल कहलाता है  

4. अवमंǑदत आवतȸ दोलक वह दोलक है िजसका आयाम व ऊजा[ समय के साथ ǓनरÛतर 
कम होते जाते हɇ । 

5. अǓतअवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का ͪवèथापन समय के साथ चरघातांकȧ Ǿप से कम 
होता जाता है । 

6. ĐांǓतक अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का ͪवèथापन पहले थोड़ा बढ़ता है त×पæचात 
शीēता से कम होकर शूÛय हो जाता है । 

7. Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक कȧ गǓत सरल आवत[ होती है । 
8. Ûयनू अवमंǑदत दोलक का आयाम समय से साथ चरघाताकंȧ Ǿप से कम होता जाता है । 

5.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type question): 

1. अवमंदन बलɉ का एक उदाहरण दȣिजये? 
2. अवमंदन बलɉ के Ĥभाव मɅ ͪपÖड कȧ गǓत मɅ कौन–कौन सी राͧशयɉ समय के साथ कम 

होती जाती है? 
3. ͩकसी ͪपÖड के वेग बढ़ने पर उस पर लगने वाला अवमंदन, बल घटता है या बढ़ता है? 
4. वह समय, िजसमɅ ͩकसी ͪपÖड का वेग अपने Ĥारिàमक मान का 38.8% हो जाये, Èया 

कहलाता है? 
5. अǓतमंदन कȧ िèथǓत मɅ आवतȸ दोलक कȧ गǓत ͩकस Ĥकार कȧ होती है? 
6. Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ आवतȸ दोलक ͩकस Ĥकार कȧ गǓत करता है? 

ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Easy type questions) 
7. ͧसƨ कȧिजये ͩक अवमंदन बलɉ के Ĥभाव मɅ ͩकसी कण या ͪपÖड का वेग चरघातांकȧ 

Ǿप मɅ कम होता है । 
8. अवमंǑदत सरल आवतȸ दोलक ͩकसे कहत े हɇ? इसके ͧलये अवकल समीकरण कȧ 

èथापना कȧिजये । 
9. एक अवमंǑदत दोलक के ͧलये अǓत–अवमंदन व ĐांǓतक अवमंदन कȧ िèथǓतयɉ मɅ दोलन 

कȧ गǓत कȧ ͪववेचना कȧिजये । 
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10. एक अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ गǓत कȧ åयाÉया Ûयनू–अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ कȧिजये। 
11. ͧ सƨ कȧिजये ͩक अǓतÛयनू–अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अवमंǑदत आवतȸ दोलक का 

ͪवèथापन 0 0sin
2

ty y e t



  से Ǒदया जाता है, जबͩक 0  दोलक कȧ èवाभाͪवक 

आविृ×त तथा   ͪवĮािÛत काल है । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

12. एक 10 Ēाम के गǓतशील कण का वेग अवमंदन बलɉ के Ĥभाव मɅ 20 सेकÖड मɅ 4 
सेमी/से. से 2 सेमी/से. हो जाता है । अवमÛदन Ǔनयताकं का मान £ात कȧिजये ।  

(उ×तर: 0.346 Ēाम से) 
13. एक सरल दोलक का अवत[काल 1 सेकÖड व आयाम 100 है । 10 दोलनɉ के पæचात ्

इसका आयाम 50 हो जाता है । इस दोलक का ͪवĮािÛत काल £ात कȧिजये । 
(उ×तर: 14.43 सेकÖड) 

14. एक अवमंǑदत दोलक ͪवरामावèथा से Ĥारàभ करके पहला आयाम 50 सेमी ĤाÜत करता 
है और 100 दोलन के पæचात ् यह 5 सेमी हो जाता है । यǑद दोलन का अवमंदन 
Ǔनयतांक 00.1 ĤǓत सेकÖड हो तो अवमंदन कȧ अनपुिèथǓत मɅ आवत[काल तथा आयाम 
का पǐरकलन कȧिजये ।  

(उ×तर: 2.3 से, 50.29 सेमी) 
15.  एक ͩकलोĒाम का एक ġåयमान एक 24 Ûयटून / मी बल Ǔनयताकं वालȣ िèĤगं से 

लटकाया गया है । यǑद दोलक कȧ अवमंǑदत आविृ×त, अनवमǑदत आविृ×त कȧ 3
2

 

गनुा है तो अवमंदन गणुांक £ात कȧिजये ।  
(उ×तर: 5 ͩकĒा / सेकÖड) 
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इकाई–6  
अवमंǑदत दोलन–II 

(Damped Oscillations–II) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
6.0 उƧेæय 
6.1 Ĥèतावना 
6.2 अãप अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ 
6.3 ͪवशेषता गणुांक के Ǿप मɅ अवमंदन 
6.4 अवमंǑदत दोलनɉ के उदाहरण 
6.4.1 L C R पǐरपथ 
6.4.2 चल कुÖडलȣ गãैवनोमीटर 
6.5 साराशं 
6.6 शÞदावलȣ 
6.7 संदभ[ ĒÛथ 
6.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
6.9 अßयासाथ[ Ĥæन 

6.0 उƧेæय (Objectives) 
आप इस इकाई को पढ़ने के बाद 
 अãप अवमंǑदत दोलक कȧ गǓतज ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[ तथा कुल माÚय ऊजा[ का 

£ान अिज[त कर सकɅ गे; 
 दोलक के ͪवशेषता गणुांक एव ंअवमंदन के बीच सàबÛध èथाͪपत कर सकɅ गे;  
 अवमंǑदत दोलनɉ के उदाहरण के Ǿप मɅ एक L–C–R पǐरपथ कȧ आवेशन ͪवधा मɅ 

आवेश के दोलनी åयवहार का अÚययन कर सकɅ गे; 
 चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गेãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ के दोलनɉ के आयामɉ मɅ समय के साथ 

ǓनरÛतर आने वालȣ कमी के Ĥकार कȧ जानकारȣ कर सकɅ गɅ; 
 लोगेǐरØमीय अप¢य कȧ जानकारȣ भी कर सकɅ गे । 

6.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई–5 मɅ आपने अवमंदन बलɉ व उनके Ĥभाव मɅ दोलक कȧ आवतȸ गǓत का अÚययन 

ͩकया । आपने इस इकाई मɅ यह समझने का Ĥयास भी ͩकया ͩक ͩकस Ĥकार ͩकसी अवमंǑदत 
आवतȸ दोलक के आयाम का समय के साथ चरघातंाकȧ ¢य होता है । इकाई–6 मɅ आप इसी 
अवमंǑदत आवतȸ दोलक से सàबिÛधत अÛय राͧशयɉ का अÚययन करेगɅ। इसी संदभ[ मɅ इकाई के 
अनÍुछेद 6.2 मɅ अãप अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ (गǓतज, िèथǓतज तथा कुल)का वण[न ͩकया 
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गया है तथा इसी अनÍुछेद मɅ कुल ऊजा[ के औसत (माÚय)मान का पǐरकलन भी ͩकया गया है । 
अनÍुछेद 6.3 मɅ दोलक के ͪवशेषता गणुाकं का सàबÛध अवमंदन से जुड़ी राͧश (ͪवĮािÛत 
काल)से åय×ुपÛन ͩकया गया है । अवमंǑदत दोलक के उदाहरणɉ के Ǿप मɅ अनÍुछेद 6.4 मɅ L–
C–R पǐरपथ का आवेशन व Ǔनरावेशन ͪवधा मɅ व चलकुÖलȣ Ĥ¢ेप गेãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ के 
दोलनɉ का ͪवèतार से वण[न ͩकया गया है ।  

6.2 अãप अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ (Energy of a weakly 
 damped oscillator) 

इकाई–5 मɅ आपने यह पढ़ा ͩक अवमंǑदत आवतȸ दोलक के ͧलए Ûयनू–अवमंदन कȧ 
िèथǓत मɅ दोलक का आयाम, जो ͩक Yoe–rt के बराबर होता है, समय के साथ चरघातांकȧ Ǿप से 
कम होता है यɮयͪप दोलक कȧ गǓत सरल आवतȸ रहती है । इसके अǓतǐरÈत इस िèथǓत मɅ 
दोलक का आवत[काल, मुÈत दोलक के आवत[काल कȧ तलुना मɅ अͬधक होता है, अथा[त ् Ûयनू 
अवमंदन के कारण दोलक कȧ आविृ×त भी मुÈत दोलक कȧ आविृ×त कȧ तुलना मɅ कम होती है । 
इस अनÍुछेद मɅ हम अãप अवमंǑदत दोलक कȧ गǓतज ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[ व कुल ऊजा[ का 
वण[न करɅगे । 

आप जानते हɇ ͩक अãप (Ûयनू)अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का ͪवèथापन Ǔनàन 
सàबÛध ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है– 

Y=yoe–rtsin(߱ݐ + ∅)….(6.1) 

जहाँ 2 2
0 r    है । 

(i) गǓतज ऊजा[ (Kinetic energy) 
समी. (6.1)का समय के साथ अवकलन करने पर अãप अवमंǑदत दोलक के ͧलये समय 

के पदɉ मɅ वेग ĤाÜत ͩकया जा सकता है ।  

∴ dy
dt

 = yo.e–rt[ωcos(ωt + ∅)–r.sin(ωt + ∅)] 

चू ंͩक अãप अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ गǓतज ऊजा[ (k)का वेग dy
dt

 
 
 

 के पदɉ मɅ मान 

21
2

dyK m
dt

   
       

…(6.2)
 

होता है । 
 

अत: 
2 2 . 2 2
0

2 2

1 cos ( )
2

sin ( ) . sin(2 2 )

r tK my e t

r t r t

  

    

  

    

    …(6.3) 

अब यǑद अवमंदन का मान Ûयनू है तो एक दोलन काल मɅ दोलक के आयाम yoe–r.t के 
मान मɅ होने वालȣ कमी को उप¢ेणीय (negligible)माना जा सकता है । इस पǐरिèथǓत मɅ 

 2 cos(ωt +  ∅) 
sin (ωt + ∅) 
= sin(2ωt + 2∅) 
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दोलक के एक दोलन काल मɅ आयाम का मान लगभग िèथर रहता है । अत: एक दोलन मɅ लगे 
समय के ͧलये माÚय गǓतज ऊजा[ 

 
2 2 . 2 2
0

2 2

1 cos ( )
2

sin ( ) . sin(2 2 )

r tK my e t

r t r t

  

    

     

       

 
   

…(6.4) 

हम जानते हɇ ͩक एक दोलन काल के ͧलये 
2 2 1cos sin

2
     

इसी Ĥकार <sin20=<ߠ 

 माÚय गǓतज ऊजा[ 2 2 . 2 2
0

1 ( )
4

r tK my e r  
   

…(6.5) 

आप यह भी जानते हɇ ͩक 
2 2
0 r    

या 2 2 2
0r         …..(6.6) 

2 2 2 .
0 0

1 .
4

r tK my e          …(6.7) 

समी. (6.7)से èपçट है ͩक अãप अवमंǑदत दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ भी समय के 
सापे¢ चरघांताकȧ Ǿप से कम होती जाती है । 
(ii) िèथǓतज ऊजा[ (Potential energy) 

अब हम अãप अवमंǑदत आवतȸ दोलक के ͧलये माÚय िèथǓतज ऊजा[ का मान £ात 
करɅगे । अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ (U)का मान ͪवèथापन (y)के पदɉ मɅ Ǔनàन 
सàबÛध से Ǒदया जाता है :–  

2 2
0

1
2

U m y  

y का मान समी. (6.1)से ĤǓतèथाͪपत करने पर 
2 2 2 . 2
0 0

1 sin ( )
2

r tU m y e t   
    

….(6.8) 

चूँͩक अवमंǑदत आवतȸ दोलक के आयाम मɅ एक दोलन काल मɅ होने वालȣ कमी को 
उपे¢णीय माना जा सकता है, इसͧलए एक दोलन काल मɅ दोलक के आयाम को Ǔनयत मान 
सकते हɇ । अत: एक दोलन काल मɅ माÚय िèथǓतज ऊजा[ का मान 

2 2 2 . 2
0 0

1 sin ( )
2

r tU m y e t        

पनु:  2 1sin
2

   

2

2

sin 2

sin 2
o

o

d

d







 



 






 

  2

0

1 cos 2
2
0

  



 

 

2cos  
2

2

0
2

0

cos
x

x

d

d

 







2

0
2

0

(1 cos 2 )
2

x

x

d

d

 










 

2

0

1 2 1 sin
2 2 2 2

 
 
          

1 10
2 2
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2 2 2 .
0 0

1
4

r tU m y e          ….(6.9) 

समी. (6.7)व (6.9)के Ǔनरȣ¢ण से यह èपçट है ͩक Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ 
अवमंǑदत दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ उसकȧ माÚय िèथǓतज ऊजा[ के बराबर होती है । 

 

या 2 2 2
0 0

1 .
4

rtK U m y e    ...(6.10) 

(iii) कुल ऊजा[ (Total energy) 
हम अब माÚय गǓतज व िèथǓतज ऊजा[ओं कȧ सहायता से अवमंǑदत आवतȸ दोलक कȧ 

कुल माÚय ऊजा[ <E> का मान £ात करɅगे ।  
हम जानते हɇ ͩक कुल माÚय ऊजा[ का मान माÚय गǓतज ऊजा[ व माÚय िèथǓतज ऊजा[ 

के योग के बराबर होता है । 
E K U           …(6.11) 

समी. (6.7)व (6.9)से 
2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

1 1.
4 4

rt rtE m y e m y e      

 
2 2 2 .
0 0

1 .
2

r tm y e       ....(6.12) 

समी (6.12)से यह èपçट है ͩक अवमंǑदत दोलक कȧ कुल औसत ऊजा[ भी समय के 
साथ चर घाताकंȧ Ǿप से कम होती जाती है । 

समी. (6.12)मɅ 1
2

t
r

   हो तो 

या max
max0.368EE E

e
 

      

अथा[त ्िजतने समय मɅ दोलक कȧ कुल ऊजा[ अपने Ĥारिàमक मान कȧ 
1
e
या 36.8% 

रह जाती है, वह समय ऊजा[ ͪवĮािÛत काल कहलाता है । 
 

∴ ऊजा[ ͪवĮािÛत काल = 1
2r

 
     

…(6.13) 

अब यǑद आप समी. (6.7), (6.9)व (6.12)को Úयान से देखɅ तो आपको आæचय[ होगा 
ͩक इन समीकरणɉ ɮवारा åयÈत ͩकये गये गǓतज, िèथǓतज व कुल ऊजा[ के औसत मानɉ मɅ 
समय (t)का पद (e–2r.tके Ǿप मɅ)समाǑहत है, जबͩक यह औसत मान ͪवͧभÛन समयɉ पर ऊजा[ओं 
के मानɉ का औसत लेकर हȣ £ात ͩकया गया हɇ । ऐसा इसͧलये हɇ ͩक हम अवमंǑदत दोलक कȧ 
गǓत को कई दोलन–चĐɉ पर Ĥेͯ¢त कर केवल एक चĐ के ͧलये ͩकसी समय t पर औसत मान 
£ात कर रहɅ हɇ । 
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चूँͩक दोलक कȧ कुल ऊजा[ का ¢य, ऊçमा के Ǿप मɅ Ĥकट होता है, इसͧलए यह 
अपेͯ¢त है ͩक Ïयɉ–Ïयɉ दोलक अͬधक चĐ परेू करता जायेगा ×यɉ–×यɉ हȣ दोलक कȧ एक चĐ 
पर औसत ऊजा[ का मान कम होता जायेगा । 
(iv) शिÈत ıास (Power dissipation) 

ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ आप पढ़ चुके हɇ ͩक काय[ करने कȧ दर शिÈत (Power)के बराबर 
होती है, अत: शिÈत का ıास, ऊजा[ के मान मɅ होने वालȣ कमी कȧ दर से åयÈत ͩकया जाता हɇ। 

अवमंǑदत दोलक कȧ कुल औसत ऊजा[ के मान मɅ समय के सापे¢ कमी हो रहȣ है तथा 
यह दोलक कȧ माÚय शिÈत के ıास को ǓनǾͪपत करती हɇ, 

∴ दोलक कȧ माÚय शिÈत का ıास  
dP E
dt

    
     

...(6.14) 

समी. (6.12)से <E> का मान समी (6.14)मɅ रखनɅ पर, 
2 2 2 .
0 0

1 .
2

r tdP m y e
dt

      
 

 

2 2 2 .
0 0

12 .
2

r tr m y e    
 

 

2r E        ….(6.15) 
परÛतु समी. (6.13)से ͪवĮािÛत काल 

1
2r

   

EP


 
   

समी. (6.16)से यह èपçट है ͩक अवमंǑदत दोलक के ͧलये एक दोलन काल मɅ हो रहȣ 

औसत शिÈत का ıास कुल ऊजा[ के माÚय के 
1

गनुा के बराबर होता है । अत: दोलक का शिÈत 

, अवमंदन Ǔनयतांक r के अनĐुमानपुाती तथा ͪवĮािÛत काल के åय×ुĐमानपुाती होता है ।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. ऊजा[ ͪवĮािÛत काल से आप Èया समझते है? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
2. अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ के औसत मान मɅ भी समय का पद उपिèथत रहता 
 है, Èयɉ?  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………….……………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………… 
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6.3 ͪवशषेता गुणांक के Ǿप मɅ अवमंदन (Damping in the form 
 of quality factor) 

अनÍुछेद 6.2 मɅ आपने अãप अवमंǑदत दोलक कȧ कुल औसत ऊजा[ तथा दोलक के 
माÚय शिÈत के ıास के बारे मɅ अÚययन ͩकया । अब हम इस Ĥकार के दोलक के ͧलये अवमंदन 
का अÚययन ͪवशेषता गणुांक (Q)के Ǿप मɅ करɅगɅ । ͩकसी दोलनी Ǔनकाय के ͧलए ͪवशेषता 
गणुांक (quality factor)एक åयापक Ǿप मɅ उपयोगी (widely used)पद (term)है । यह ͪवशेष 
Ǿप से Ĥ×यावतȸ धारा वɮैयतु (electrical)Ǔनकायɉ कȧ शÞदावलȣ (terminology)मɅ Ĥचͧलत है, 
परÛतु सभी अãप अवमंǑदत दोलनी तÛğɉ के ͧलए उपयोÏय (applicable)है । 

ͩकसी दोलक तÛğ का ͪवशेषता गणुांक, Q, उसके– ɮवारा एक आवत[काल मɅ संĒǑहत 
औसत ऊजा[ हाǓन के अनपुात के 2π गनेु के बराबर होता है, अथा[त ्

Q = 2π.
संĒǑहत औसत ऊजा[ 

एक आवत[ काल मɅ माÚय ऊजा[ कȧ हाǓन
 

या 
2 EQ
T P
  


 

....(6.17) 

परÛतु समी. (6.16)से हम जानते हɇ ͩक  
EP


 
   

 
2Q
T


       ….(6.18) 

उपरोÈत ͪववेचना अãप मंǑदत दोलक के ͧलये यथाथ[ है तथा इस िèथǓत मɅ 

0         ...(6.19) 
अत:  0Q          ….(6.20) 
समी. (6.20)एक अãप अवमंǑदत दोलक के ͪवशेषता गणुाकं को åयÈत करता है । अब 

यǑद दोलक पर लगने वाले अवमंदन बल के मान मɅ कमी होती है तो ͪवĮािÛत काल ( )व 
ͪवशेषता गणुांक (Q)दोनɉ के हȣ मान मɅ वृͪ ƨ होगी । यǑद अवमंदन का मान नगÛय या शूÛय (

0r  )है तो   व Q दोनɉ हȣ अनÛत हɉगे । इस Ĥकार का दोलक मुÈत दोलक (free 
oscillator)कहलाता है । इस दोलक का आयाम व ऊजा[ दोनɉ हȣ समय के सापे¢ Ǔनयत हɇ । 
परÛत ु जसेै–जैसे दोलक पर अवमंदन (damping)बढ़ता जाता है, उसका ͪवĮािÛत काल व 
ͪवशेषता गणुाकं कम होता जाता है तथा उसके आयाम व ऊजा[ मɅ कमी उतनी हȣ शीēता से होती 
जाती है । दसूरे शÞदɉ मɅ यह कहा जा सकता हɇ ͩक दोलक का ͪवशेषता गणुांक (Q)उसके दोलनɉ 
के अवमंदन से मुÈत होने कȧ सीमा (extent)को दशा[ता है । 

उदाहरण के ͧलये ͪपयानɉ (Piano), उ×तिेजत परमाणु (excited atom)व Fe57 के 
उ×तेिजत नाͧमक (excited nucleus)के ͧलये Q के मान Đमश: 103, 107' तथा 3x1012 होत े
हɇ ।  
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बोध Ĥæन (Self assessment question) 
3. यǑद अवमंदन का मान नगÛय या शूÛय हो तो इस Ĥकार के दोलक को Èया 
 कहते हɇ? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 

उदाहरण 6.2 एक सरल लोलक का आवत[ काल 1 सेकÖड तथा आयाम 10o है । 10 
दोलन पणू[ कर लेने के पæचात ्इसका आयाम 5o हो जाता है । इस लोलक के ͧलये ͪवĮािÛत 
काल व ͪवशेषता गणुांक Èया हɉगे? 

हल : अवमंǑदत सरल आवतȸ दोलक का आयाम = .
0 . r ty e  

 दोलक को 10 दोलन पणू[ करने मɅ लगा समय =10आवत[काल =101 = 10 से 
Ĥæनानसुार t= 0 पर आयाम 0y = 10o 
  t = 10 पर आयाम = 10

0 . ry e = 5o 
अत:  5 10e–10.r  
या  e10.r = 2 
या  10r = 2.303log10 2 = 0.693 
  r= 0.0693 

अत: ͪवĮािÛत काल 
1 14.43 7.21
2 2r

     सेकÖड 

 ͪवशेषता गणुांक 
2 7.21 45.33

1
Q  
   

6.4 अवमंǑदत दोलनɉ के उदाहरण (Examples of damped 
 oscillations) 

ͩकसी झलेू (swing)पर झूलता बÍचा, जबͩक झूले का आयाम अपनी माÚय िèथǓत के 
सा¢ेप ǓनरÛतर कम होता जाता है, अवमंǑदत आवतȸ दोलक का एक सरलतम उदाहरण है । इसी 
Ĥकार एक èवǐरğ कȧ भजुाऐं असमान आयाम से कàपन करती है जो ͩक अवमंǑदत कàपनɉ को 
दशा[ती हɇ । कàपनɉ के आयाम मɅ èथायी Ǿप से (steadily)ǓनरÛतर कमी का कारण èवǐरğ कȧ 
धातु मɅ आÛतǐरक घष[ण तथा कàपन गǓत पर माÚयम (वाय ु जल इ×याǑद)कȧ मंदक ͩĐया 
(retarding action)का उपिèथत होना है । 

इसके अǓतǐरÈत ͪवɮयतु दोलनी पǐरपथ, िजसमɅ एक Ĥेरक×व (L)व एक संधाǐरğ 
(C)समाÛतर Đम मɅ जुड ेहोत ेहै, अवमंǑदत आवतȸ दोलनɉ का एक उदाहरण है । इस पǐरपथ मɅ 
यǑद संधाǐरğ (C)व Ĥेरक×व (L)आदश[ हɉ एव ं संयोजन तारɉ का ĤǓतरोध भी शूÛय हो तो 
ͧसƨाÛतत: इससे ĤवाǑहत दोलनी धारा Ǔनयत आयाम कȧ होती है । परÛतु åयवहार मɅ Ĥेरक×व व 
संयोजन तारɉ के कारण पǐरपथ मɅ ĤǓतरोध उपिèथत रहता है िजससे ऊजा[ के ऊçमा के Ǿप मɅ 
हाǓन के कारण पǐरपथ मɅ धारा का आयाम समय के साथ घटता जाता है और इस Ĥकार कȧ 
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धारा अवमंǑदत दोलनी धारा कहलाती है । अत: एक पǐरपथ िजसमɅ Ĥेरक×व (L), संधाǐरğ (C)व 
ĤǓतरोध (R)ĮेणीĐम मɅ जुड़े हो अवæय Ǿप से एक अवमंǑदत दोलक कȧ भाँǓत हȣ åयवहार करेगा। 
एक चल–कुÖडलȣ गãैवनोमीटर मɅ भी कुÖडलȣ के दोलनɉ के आयाम मɅ समय के साथ कमी भी 
अवमंǑदत दोलनɉ को हȣ पǐरलͯ¢त करती है । इस अनÍुछेद 6.4 मɅ अब हम अवमंǑदत दोलनɉ के 
उदाहरण के Ǿप मɅ L–C–R पǐरपथ व चल कुÖडलȣ गãैवनोमीटर का ͪवèततृ वण[न करɅगे । 

6.4.1 Ĥेरक×व. सधंाǐरğ व ĤǓतरोध Įेणी पǐरपथ (Inductance, capacitance and 
 resistance series circuit) 

अब हम एक ऐसे पǐरपथ (ͬचğ 6.1)के संदभ[ मɅ ͪवचार करɅगे, िजसमɅ Ĥेरक×व (L), 
संधाǐरğ (C), व ĤǓतरोध (R), Įेणी कम मɅ लगे हु ए हɇ तथा पǐरपथ को एक कंुजी कȧ सहायता 
से एक Ǔनयत ͪवɮयतु वाहक बल के İोत से जोड़ा गया है । इस पǐरपथ के åयवहार का अÚययन 
आप दो भागɉ मɅ करɅगे । पहले भाग, 

 
ͬचğ 6.1 

िजसे आवेशन ͪवधा (charging mode)कहɅगे, मɅ कंुजी (K)को दबाकर बटैरȣ (B)के 
ɮवारा पǐरपथ मɅ धारा ĤवाǑहत करɅगे । दसूरे भाग मɅ कंुजी (K)को हटाकर हम बटैरȣ को पǐरपथ 
से अलग कर देगɅ । इस अवèथा को Ǔनरावेशन ͪवधा (discharging mode)कहɅगे । 
(a) जब पǐरपथ आवेशन ͪवधा मɅ है :–  

आवेशन ͪवधा मɅ पǐरपथ (ͬचğ 6.1)मɅ धारा ĤवाǑहत कȧ जाती है िजससे सधंाǐरğ 
(C)आवेͧशत होने लगता है तथा L,C,R के ͧसरɉ पर ͪवभवाÛतरɉ का योग बटैरȣ के ͪवɮयतु 
वाहक बल के बराबर होता है । यǑद पǐरपथ मɅ बहने वालȣ धारा का मान I, संधाǐरğ पर आवेश 
का मान Q तथा इसकȧ धाǐरता C हो, तो ͪवɮयतु वाहक बलɉ का Ǔनàन समीकरण होगा – 

dI QL RI E
dt C

  
     

…(6.21) 

यहाँ 
dIL
dt

 Ĥेरक×व के ͩकनारɉ पर उ×पÛन ͪवभवाÛतर है । आवेश Ĥवाह कȧ दर पǐरपथ 

मɅ ĤवाǑहत धारा के तुãय होती है, 

अथा[त 
dQI
dt

  

तथा 
2

2

dI d Q
dt dt
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I व 
dI
dt

 के मान समी. (6.21)मɅ रखने पर  
2

2

d Q dQ QL R E
dt dt C

  
    

…(6.22) 

या 
2

2

d Q R dQ Q E
dt L dt LC L

    

या 
2

2
02 2d Q dQ Er Q

dt dt L
  

    
…(6.23) 

जबͩक  2 Rr
L

  तथा 2
0

1
LC

        (6.24) 

समी. (6.23)को पनु ͧलखने पर 
2

2
02 2

0

2 0d Q dQ Er Q
dt dt L




 
    

 
     ...(6.25) 

समी. (6.25)मɅ यǑद 

2
0 '
E dy dQy Q
L dt dt

    तथा 
2 2

2 2

d y d Q
dt dt

  

हो तो इसका Ǿप होगा – 
2

2
02 2 0d y dyr y

dt dt
        ....(6.26) 

समी. (6.26), 'इकाई–5 मɅ ĤाÜत समी. (5.5)जैसा हȣ है जो ͩक अवमंǑदत सरल आवतȸ 
दोलक का अवकल समीकरण हɇ । समी (6.26)का हल ठȤक उसी Ĥकार से £ात ͩकया जा सकता 
है िजस Ĥकार समी. (5.5)के ͧलये £ात ͩकया गया था । अथा[त ्समी (6.26)का åयापक हल भी 
Ǔनàन Ǿप से ͧलखा जा सकता है –  

   2 2 2 2
0 0. .

r r t r r t
y A e B e

      
      …(6.27) 

यहाँ A व B दो èवेÍछ Ǔनयताकं हɇ िजनके मान आप पǐरसीमा ĤǓतबÛध (boundary 
conditions)लगाकर £ात करɅगɅ। 

2
0 .
Ey Q

L
    

2
0 .
EQ y

L
    

   2 2 2 2
0 0

2
0 .

r r t r r tE Ae Be
L

 


     

    

   2 2 2 2
0 0. .

r r t r r t
EC Ae B e

      
    

अब यǑद कुछ समय पæचात èथायी आवेश 0Q  हो जाता है तो  

0Q EC  
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अत:    2 2 2 2
0 0

0 . .
r r t r r t

Q Q A e B e
      

        ...(6.28) 
अब t=0, पर Q=0 

00 Q A B     या 0A B Q    
समी. (6.28)का समय के सापे¢ अवकलन करने पर  

       2 2 2 2
0 02 2 2 2

0 0. .
r r t r r tdQI A r r e B r r e

dt
 

 
     

          

तथा t=0, I =0 

   2 2 2 2
0 00 A r r B r r         

 

 
    2 2

0r A B A B r        

  2 2
0 0rQ A B r      

 

0
2 2

0

rQA B
r 

   तथा 0A B Q    

तथा  0
2 2

0

1
2

Q rB
r 

 
   
  

 

  2 2
0

0 0 2 2
0

1 1 .
2

r r trQ Q Q e
r





   
   
  

 

 2 2
0

0 2 2
0

1 1 .
2

r r trQ e
r





   
  
  

   ....(6.29) 

यहाँ भी इकाई–5 के समान हȣ r तथा߱o के ͪवͧभÛन मानɉ के ͧलये Ǔनàनͧलͨखत तीन 
िèथǓतयाँ सàभव हो सकती है :– 

(i)r > ߱o (ii)r ≈ ߱o तथा  (iii)r < ߱o  

िèथǓत I– जब r2> ߱o
2, या 

2

2

1
4 '
R
L LC

  तो समी (6.29)को Q के ͧलये और आगे 

सरल नहȣ ंबनाया जा सकता तथा आवेश समय के साथ ǓनरÛतर बढ़ता जाता है जब तक ͩक यह 
èथायी मान 0Q  ĤाÜत नहȣं कर लेता है। [ͬचğ 6.2 (a)] । 

िèथǓत II– r2=߱o
2 ,यह अवèथा ĐांǓतक अवèथा है, जबͩक आवेश न तो Ǿƨदोल 

(dead beat)और न हȣ दोलनी (oscillatory)होगा [ͬचğ 6.2(b)] । 
िèथǓत III– जब r2< ߱o

2 ,यह िèथǓत बहु त मह×वपणू[ है, Èयɉͩक इस िèथǓत मɅ दोलन 

Ĥारàभ हो जाते है [ͬचğ 6.2(a)] । यहाँ r2– ߱o
2 ऋणा×मक होगा, अत: 2 2

0r  काãपǓनक 

(imaginary)राͧश है ।  
2 2 2 2 2 2

0 0 01r r i r         

2
0

1
LC

 

 

2
0

1.L
C

   

 

∴ √−1 = i 
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इस िèथǓत मɅ,  

 2 2
0

0 0 2 2
0

1 1 .
2

r i r trQ Q Q e
i r





   
   
  

 

 2 2
0

0 2 2
0

1 1 .
2

r i r trQ e
i r





   
  
    

2 2 2 2
0 0. .

0 1
2

i r t i r t
n e eQ e

   


           
2 2 . 2 2.
0 0

2 2
0

2

i t i te r e rr
ir

 



           
 

2 2
0 2 2 2 20

0 0 02 2
0 00

.1 cos . sin .
rt re rQ r t r t
r

  
 

         
     

 

 2 20
0 02 2

0

1 cos .rtQ e r t
r

  



 
    
  

   …(6.30) 

जहा ँ
2 2
0

tan r
r





      

...(6.31) 

समी. (6.30)एक अवमंǑदत दोलनी आवेश को ǓनǾͪपत करता है, िजसके अनसुार आवेश 
बारȣ– बारȣ (alternately)से 0Q  से अͬधक व कम होता रहता है जब तक ͩक यह èथायी मान 

0Q ĤाÜत नहȣं कर लेता है । आवेश के दोलन के आयाम 0 0 2
2 2 2 2
0 0

.
R

rt Le e t
r r

 

 

 
 

 

होगɅ तथा अãप ĤǓतरोध के पǐरपथ मɅ आयाम का ¢य बहु त धीरे–धीरे होगा, R=0 पर 
.

2
R t
Le


= 

1 होगा व दोलन सरल आवतȸ हो जायɅगे । यहाँ यह Úयान देने योÊय है ͩक अͬधकतम आदेश का 
मान èथायी (steady)आवेश 0Q  से बहु त अͬधक होगा तथा संधाǐरğ कȧ Üलेटɉ के ͪवभवाÛतर 
को इतना अͬधक बढ़ा देगा ͩक Üलेटɉ के बीच के रोधन का भंजन हो सकता है । इस िèथǓत को 
रोकने के ͧलये पǐरपथ मɅ Ĥारàभ मɅ एक ĤǓतरोध को सिàमͧलत ͩकया जाता है िजसे बाद मɅ 
हटाया जा सकता है, परÛतु यह दोलनɉ का अवमंदन करेगा । 
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ͬचğ 6.2 L,C व R पǐरपथ मɅ आदेश का समय के साथ पǐरवत[न 

मान, धारा :– ͩकसी ¢ण पǐरपथ मɅ ĤवाǑहत धारा का 
आवेश के åयजंक का समय के साथ अवकलन करके ĤाÜत 
ͩकया जा सकता है । 

 2 2
0 0 0sin .rtdQI Q e r t

dt
       

 2 20
0 02 2

0

. cos .rtrQ e r t
r


 


  


 

 
2 . 2 2

2 20 0 0
02 2

00

sin .
r tQ e r r t
r

 
 



  
 

 
 

 2 2
0

0

cos .r w r t
w

    
 

 
2 .

2 20 0
02 2

0

sin .
r tQ e r t
r








 
     

…(6.32) 

  
 

Èयɉͩक  
2 2
0

tan r
r







 

 
दोलन काल – चूँͩक आवेश व धारा के åयजंक Ïया व कोÏया फलन के Ǿप मɅ åयÈत 

ͩकये गये है तथा इनका पनुरावत[न कला मɅ 2π पǐरवत[न के साथ होगा । आवत[काल  

2 2 2
0

2

2 2
1

4

T
r R

LC L

 


 




    ....(6.33) 
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होगा । यǑद R = 0 हो तो T = 2π LC  तथा आविृ×त 
1 1

2
f

T LC
       …(6.34) 

(b) जब पǐरपथ Ǔनरावेशन ͪवधा मɅ है :–  
ͬचğ 6.1 मɅ जब पǐरपथ से बटैरȣ (B)को हटा Ǒदया जाता है, तो ͪवɮयतु बाहक बल का 

समीकरण होगा– 

0dI QL RI
dt C

    ...(6.35) 

या  
2

2 0d Q dQ QL R
dt dt C

    

या  
2

2 0d Q R dQ Q
dt L dt CL

    

या  
2

2
02 2 0d Q dQr Q

dt dt
    …(6.36) 

जहाँ  2 Rr
L

  तथा 2
0

1
LC

   

समी. (6.36)का èवǾप समी. (5.5)जैसा है । इस समीकरण का हल हम समी. (5.5)के 
हल के Ǿप मɅ £ात कर चकेु हɇ । इस हल के अनसुार  

   2 2 2 2
0 0. .

r r t r r t
Q A e B e

      
   ...(6.37) 

हम जानत ेहɇ ͩक Ǔनरावेशन के समय, t=0 पर पǐरपथ मɅ आवेश का मान 0Q Q  
होगा । t=0 समय वह समय है जब सधंाǐरğ Ǔनरावेͧशत होने लगता हɇ तथा पǐरपथ कȧ धारा 
शूÛय हो जाती है । 

अब t=0 0Q Q  (Ǔनयत)...(i) 

तथा  0 0dQdQI
dt dt

    …(ii) 

A व B के मान समी. (6.37)मɅ रखने पर समीकरण का हल होगा – 

   2 2 2 2
0 00

2 2 2 2
0 0

1 1
2

r r t r r tQ r rQ e e
r r

 

 

        
       
         

 ...(6.38) 

यहां भी सभी. (6.29)के समान हȣ r तथा 0  के ͪवͧभÛन मानɉ के ͧलये Ǔनàन ͧलͨखत 
तीन िèथǓतयाँ सàभव हो सकती है :– 

(i)r > ߱o , (ii)r ≈ ߱o तथा  (iii)r < ߱o  

िèथǓत I – जब r > ߱o या 
2

2

1
4 '
R
L LC

  तो समी. (6.38 )को Q  के ͧलये और आगे 

सरल नहȣं बनाया जा सकता तथा आवेश समय के साथ ǓनरÛतर कम होता जावेगा जब तक ͩक 
यह शूÛय नहȣं हो जाता । [ͬचğ 6.3(b)] 

समी.(6.37)मɅ ĤǓतबÛध (i)व 
(ii)करने पर 
A- B = Q0 

0
2 2

0

rQA B
r 

 


 

0
2 2

0

1
2

Q rA
r 

 
  
  

या

0
2 2

0

1
2

Q r
r 
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िèथǓत II– जब r = ߱o या 
2

2

1
4
R
L LC

  तो यह ĐांǓतक िèथǓत हɇ और आवेश न तो 

दोलनी होगा और नहȣ ंǾƨदोल। इस िèथǓत मɅ । [ͬचğ 6.3(b)] आवेश Ûयनूतम समय मɅ शूÛय 
हो जाता है । 

िèथǓत III– जब r < ߱o या 2 2
0r   या 

2

2

1
4
R
L LC

  हो तो यह िèथǓत बहु त 

मह×वपणू[ है Èयोͩक इस िèथǓत मɅ दोलन Ĥारàभ हो जात ेहɇ (ͬचğ 6.3 (c))।  

यहȣ,ं 2 2
0r   ऋणा×मक होगा, अत: 2 2

0r   एक काãपǓनक राͧश होगी –  
2 2 2 2 2 2

0 0 01r r i r         
इस िèथǓत मɅ, 

 
   2 2 2 2

0 0

0 2 22 2
00

1 11 1 .
2 2

r i r t r i r tr rQ Q e e
i ri r

 



     
                     

2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0. . .

0 2 2
0

.
2 2

i r t i r t i r t i r t
rt e e r e eQ e

ir

   



     

                   

 

   2 2 2 2
0 0 02 2

0

. cos sinrt rQ e r t r t
r

 



      

  
 

   
2 2
0 2 2 2 20 0

0 02 2
0 00

. . cos sin
rt rQ e rr t r t

r

  
 

       
   

 

 2 20 0
02 2

0

cos .
rtQ e r t

r


 




  
     

…(6.39) 

जबͩक 
2 2
0

tan r
r





      

…(6.40) 

समी. (6.39)अवमंǑदत दोलनी Ǔनरावेशन को åयÈत करता है तथा ͬचğ 6.3(c)मɅ दशा[या 
गया है । 
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ͬचğ 6.3 Ǔनरावेशन िèथǓत मɅ आवेश का समय के साथ पǐरवत[न 

धारा – ͩकसी ¢ण धारा का मान £ात करने के ͧलए आवेश के åयजंक को समय के 
सापे¢ अवकलन करने पर । 

   2 2 2 20 0
0 0 02 2

0

sin . cos .
rt

rt Q redQI Q e r t r t
dt r

    




         

  
 

दोलन काल:– उपरोÈत ͪववरण मɅ चूँͩक आवेश व धारा के åयजंक Ïया व कोÏया फलना 
के पदɉ मɅ åयÈत ͩकये गये हɇ िजनका पनुरावत[न 2π कला पǐरवत[न के पæचात ्होगा । 

अत: दोलन काल, 

2 2 2
0

2

2 2
1

4

T
r R

LC L

 


 




...(6.41) 

जब 0, 2R T LC   

तथा आविृ×त 
1

2
tf

T LC
   

इस िèथǓत मɅ आवेश का समीकरण 

0 0 0 0cos cos tQ Q t Q
LC

 
   

...(6.42) 

होगा तथा दोलन सरल आवतȸ हɉगे । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
4. यǑद L,C व R पǐरपथ मɅ आवेशन ͩक ͪवधा मɅ  R=O हो जावे तो Èया होगा? 
 . ......... ......... .............. ...... .......... ......... ......... .......... ......... .............
 . ......... ......... .............. ...... .......... ......... ......... .......... ......... .............
 ...... ......... ......... .......... ......... .............. ... ......... .............. ...... ....   
5. L,C व R पǐरपथ मɅ Ǔनरावेशन ͩक ͪवधा मɅ  यǑद R का मान शूÛय हो जावे 
 तो आवेश के दोलन ͩकस Ĥकार के हɉगे? 
 . ......... ......... .............. ...... .......... ......... ......... .......... ......... .............  
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उदाहरण 6.2 एक 0.25 माइĐो फैरड के संधाǐरğ को पहले एक Ǔनिæचत ͪवभव तक 

आवेͧशत ͩकया जाता है तब उसे 
1

10
हेनरȣ के Ĥेरक×व तथा 100 ओम के ĤǓतरोध के ɮवारा 

Ǔनरावेͧशत ͩकया जाता है । Ǔनरावेशन कȧ आविृ×त £ात कȧिजये। 

हल : यहाँ 
 
 

22
5

22

100
2.5 10

4 4 0.1
R
L

  


 

तथा 7
6

1 1 4.0 10
0.1 0.25 10LC   

   

 
2

2

1
4
R
L LC

  

अत: Ǔनरावेशन दोलनी है तथा उसकȧ आविृ×त  
2

7 5
2

1 1 1 4 10 2.5 10
2 4 2

Rf
LC L 

       

= 1000 कàपन /सेकÖड 
उदाहरण 6.3 यǑद एक L–C–R पǐरपथ मɅ R= 400 ओम, L= 0.1 हेनरȣ तथा C=1 

माइĐो फैरड हो तो बताइये ͩक Èया संधाǐरğ का Ǔनरावेशन दोलनी होगा ? 

हल: यहाँ 
2

6
2

400 400 4 10
4 4 0.1 0.1
R
L


  

 
 

तथा 7
6

1 1 10
0.1 1 10LC  

   

 
2

2

1
4
R
L LC

  

अत: Ǔनरावेशन दोलनी होगा । 

6.4.2 चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर (Moving coil ballistic galvanometer) 

चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर अवमंǑदत आवतȸ दोलक का एक मह×वपणू[ उदाहरण है 
। इस गãैवनोमीटर मɅ एक कुÖडलȣ फॉèफर–Ħांज के तार ɮवारा चुàबकȧय Ģुवɉ के मÚय अÛतराल 
मɅ लटकȧ होती है । चालक (conducting)कुÖडलȣ मɅ जब आवेश ĤवाǑहत ͩकया जाता है तो 
¢ण–माğ के ͧलये कुÖडलȣ मɅ घणू[न उ×पÛन हो जाता हɇ । इस घणू[न के फलèवǾप लटकन तार 
मɅ घणू[न के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ मरोड़ी बलयÊुम उ×पÛन हो जाता है । इसे Ĥ×यानयन बल–यÊुम 
(restoring couple)कहते है । यǑद लटकन तार मɅ एकाकं ऐंठन (twist)के ͧलये बल यÊुम का 
मान C हो तथा तार मɅ ऐंठन का का मान ߠ हो तो ऐंठन बल–यÊुम आघणू[ –C ߠ होगा । यहाँ  

4

21
rC 


      

...(6.43) 

जबͩक 1 तार कȧ लàबाई, r उसकȧ ǒğÏया तथा  तार के पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुांक 

(modulus of rigidity)है । कुÖडलȣ मɅ Ĥ×यानयन बल यÊुम के अǓतǐरÈत दो अÛय बल–यÊुम 
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भी ͪव¢ेपक बल यÊुम (deflecting couple)के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काय[ करत ेहɇ । इन बल यÊुमɉ 
का वण[न हम अब करɅगे । 

(i) खलेु पǐरपथ मɅ कुÖडलȣ कȧ गǓत का अवमंदन करने वाले वाय ुĤǓतरोध एव ंæयान 
बलɉ के कारण बल यÊुम लगते हɇ । इन बलɉ का आघणू[ (moment of forces)कुÖडलȣ कȧ 
गǓत के कोणीय वेग के अनĐुमानपुाती होता है, अथा[त ् 

यांǒğक अवमंदन बलाघणू[ = d
dt


  

यहा ँ  अवमंदन गणुांक है । यह अवमंदन यांǒğक अवमदंन कहलाता है ।  
(ii) बÛद पǐरपथ मɅ कुÖडलȣ कȧ गǓत का अवमंदन ͪवɮयतु–चुàबकȧय बल के कारण 

लगने यÊुम यह वाले बल से होता है । ͪवɮयतु–चुàबकȧय बल कुÖडलȣ मɅ Ĥेरण–धाराओं से उ×पÛन 
होते हɇ । इन बलɉ का बलापणू[ पǐरपथ के ĤǓतरोध (R)के åय×ुĐमानपुाती तथा कोणीय वेग 

अनĐुमानपुाती होता है । अत : ͪवɮयतु–चुàबकȧय बलाघणू[ का मान 
m d
R dt


  होगा, जहाँ m एक 

Ǔनयतांक है जो कुÖडलȣ के ¢ेğफल तथा चुàबकȧय ÝलÈस पर Ǔनभ[र करता है । यह अवमदंन 
ͪवɮयतु–चुàबकȧय अवमंदन (electro–magnetic damping)कहलाता है । 

अत: कुÖडलȣ पर लगने वाला पǐरणामी बलाघणू[ ( ), 
d m dC
dt R dt
 

           ....(6.44) 

यǑद कुÖडलȣ का जड़×व आघणू[ I हो तो कुÖडलȣ के घणू[न गǓत का समीकरण होगा–  
2

2

d d m dI C
dt dt R dt
  

      

या  
2

2

1 0
1

d C m d
dt I R dt
 

       
 

 

या  
2

2

1 0d m d C
dt I R dt I
 

      
 

 

माना  1 2m r
I R

   
 

 तथा 2
0

C
I


 

 
2

2
02 2 0d dr

dt dt
 

        ...(6.45) 

समी. (6.45)का èवǾप इकाई–5 कȧ समी (5.5)जैसा हȣ है केवल रेͨखक ͪवèथापन y 
का èथान, कोणीय ͪवèथापन ߠ ले लेता है अत: समी. (6.45)का हल भी समी. (5.5)के Ĥकार 
का हȣ होगा । 

माना समी. (6.45)का हल Ǔनàन है– 
   2 2 2 2

0 0r r t r r t
Ae Be

 


     
     ...(6.46) 

कोणीय वेग  
d
dt
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यहाँ A व B पनु: दो èवेÍछ Ǔनयतांक हɇ िजनके मान आप पǐरसीमा ĤǓतबÛध लगाकर 
£ात करɅगे । 

यǑद यह माना जाये ͩक t=0 पर 0=ߠ है तो समी. (6.46)से 
A+B=0  या B= –A 

 
2 22 20 0n t r t rAe e e

 


 

     
    ...(6.47) 

अब पनु: यहाँ तीन िèथǓतयाँ उ×पÛन होती हɇ, 
अथा[त ् (i)r > ߱o , (ii)r ≈ ߱o तथा (iii)r < ߱o  
िèथǓत I– 2 2

0r   या 0r   

या 2m CI
R

   
 

 

इस िèथǓत मɅ कुÖडलȣ कȧ गǓत अदोलनी या Ǿƨदोͧलत (dead beat)होती है और 
उसके पæचात ्कुÖडलȣ ǒबना दोलन ͩकये चरघाताकंȧ–ͪवèथापन ¢य के ɮवारा िèथर अवèथा मɅ आ 
जाती है । (ͬचğ 6.4) 

ͬचğ 6.4 से èपçट है ͩक अवमंदन के बढ़ने से अͬधकतम कोणीय ͪवèथापन  max का 

मान पहले के मान से कम हो जायेगा । 

 
ͬचğ 6.4 

िèथǓत II– जब r = ߱o, गãैवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ ĐांǓतक Ǿप से अवमंǑदत होगी । 
ĐांǓतक अवमंदन के ͧलये 

2m CI
R

   
 

 

इस िèथǓत मɅ कुÖडलȣ अͬधकतम θ से ͪव¢ेͪपत होकर Ûयनूतम समय मɅ ǒबना दोलन 
ͩकये िèथर अवèथा मɅ आ जाती है । 

िèथǓत III– जब r < ߱o या Ûयनू अवमदंन के ͧलये  

. 2m CI
R

   
 

 

इस िèथǓत मɅ 
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   2 2 2 2
0 0i r t i r trt

rt i t i t

Ae e e

Ae e e

 

 


  

 

 
  

 
   

 

=  0 . sinrte t 

    ...(6.48) 

जहाँ 2 2
0

2r
T


     तथा 0ߠ अवमंदन कȧ अनपुिèथǓत मɅ कुÖडलȣ कȧ आवतȸ 

गǓत का आयाम है । अत: इस िèथǓत मɅ कुÖडलȣ आवेश ĤवाǑहत हो जाने के पæचात ्दोलन 
Ĥारàभ कर देती है । परÛतु यह तभी सàभव है जब r का मान नगÛय हो, अथा[त कुÖडलȣ का 
जड़×व आघणू[ (I)व ĤǓतरोध (R)अͬधक होना चाǑहये । इसके अǓतǐरÈत यांǒğक तथा ͪवɮयतु 
चुàबकȧय Ǔनयताकं  तथा m दोनɉ कम होने चाǑहये ।  

 
(ͬचğ 6.5) 

समी. (6.36)से दोलनी (Ĥ¢ेप)गǓत मɅ आयाम 0 . rte   है । अत: t=0 पर आयाम = 0  
इसी Ĥकार – 

4
Tt   पर आयाम 4

1 0.
rT

e 


  

3
4
Tt   पर आयाम 

3
4

2 0.
rT

e 


  

5
4
Tt   पर आयाम 

5
4

3 0.
rT

e 


   

यǑद ͬचğ 6.5 मɅ देखा जाये तो ͪवͧभÛन समयɉ पर कोणीय आयाम का मान समय बढ़ने 
के साथ ǓनरÛतर कम होता जा रहा है,  

अथा[त ् 1 2 3 ...... n         

अत: 31 2 2

2 3 4

....
rT

e d 
  

          ...(6.49) 
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जहाँ d अवमंǑदत दोलनɉ मɅ दो Đमागत आयामɉ का अनपुात है । इसे अप¢य 
(decrement)कहत े है । इस अप¢य का यǑद लॉग (log)ले ͧलया जाये तो यह लोगेǐरØमीय 
अप¢य (logarithmic decrement)कहलाता हɇ । यǑद loged को   से ǓनǾͪपत करɅ तो – 

2log log
2

4

rT

e e
rTd e

T






  


    

…(6.50) 

यǑद Ĥथम आयाम 1ߠ, £ात कर ͧलया जाये तो अवमंदन कȧ अनपुिèथǓत मɅ 0ߠ भी 
£ात ͩकया जा सकता है । 
हम जानते है कȧ 

4
Tt   पर, 8

1 0

T

e      

 
/20

1

T
Ste e


        ...(6.51) 

4

0 1
11 _ ....

2 2! 4
 

 
 

    
 

 

या 0 1 1
2
     

 
      …(6.52) 

लोगेǐरØमीय अप¢य ( )का मान £ात करने के ͧलये हम Ĥथम व n वा आयाम £ात 
करɅगे । 

 13 11 1 2

2 3 4

...... nn

n n

e    
    

     

या   11 loge
n

n 



 

 

 1 1
10

2

1 2.303log log
( 1) ( 1)e

nn n
 


 

 
      

  ...(6.53) 

Ĥयोगशाला मɅ   का मान £ात करने के ͧलये Ĥथम व ÊयारहवɅ आयाम के Ĥे¢ण लेत े
है, 

तब 1

11

1 log
10 e





 

  
 

 

उ×तरो×तर आयामɉ 1 2 3, ,   ..... को सबसे अÍछȤ तरह से एक समकोͨणक सͪप[ल 

(equiangular spiral)के ɮवारा Ēाफȧय Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है । जब दोलन सरल 

आवतȸ होते है, तो इनको एक घणूȸ सǑदश OA


 के एक Ǔनयत åयास (BOB’)के वतृ पर Ĥ¢ेपɉ 
के ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है । इस िèथǓत मɅ OB,OB’,OB इ×याǑद उ×तरो×तर 

हम जानते है 

12



 
1

2 4
r


    

  यहाँ ͪवĮािÛत काल 
है। 
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आयाम हɉगे । परÛत ुयǑद दोलनɉ के आयाम ǓनरÛतर कम हो रहे हɇ तो घणूȸ सǑदश 

OA


 मɅ एक Ǔनयत दर से ͧसकुड़न होती जायेगी और आयाम ͬचğ 6.6 मɅ Ǒदखाये अनसुार हɉगे। 

 
ͬचğ 6.6 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गैãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ कȧ गǓत अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत 
 मɅ ͩकस Ĥकार कȧ होती है? 
 ................................................................... ........................
 ................................................................... ................ ........
 .............................................................. ............................ 
7. एक Ĥ¢ेप गैãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ कȧ, अवमंदन कȧ अनुपिèथǓत मɅ, गǓत 
 ͩकस Ĥकार कȧ होती है? 
 ................................................................... ....................... 
8. Ĥ¢ेप गैãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ के अवमंǑदत दोलन के दो Đमागत आयामɉ के 
 अनुपात का लॉग (log)Èया कहलाता है?  
 .................................................... ....................................... 

उदाहरण 6.4 एक दोलन कर रहȣ Ĥ¢ेप धारामापी कुÖडलȣ के Ĥथम व ÊयारहवɅ ͪव¢ेप 
Đमश: 25 सेमी तथा 5 सेमी है। लोगेǐरØमीय अप¢य £ात कȧिजये । 

हल : Ĥæनानसुार,  θ1=25 सेमी 
    θ 11=5 सेमी 

 
 

1
10

11

2.303 log
1n





 

    
 

 
10

10

2.303 25log
10 5

0.23.3log 5
0.16







 

उदाहरण 6.5 एक Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर के लोगेǐरØमीय अप¢य का मान 0.30 है तथा 
Ĥथम ͪव¢ेप 10 सेमी हɇ । t=0 पर ͪव¢ेप का मान £ात कȧिजये । 
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हल : Ĥæनानसुार, 0.30   
1 10   सेमी 

      0 1 1
2
     

 
 

  0.3010 1
2

   
 

 

  =10(1+0.15) 
  =10 × 1.15 
  = 11.5 सेमी 

6.5 सारांश (Summary) 
 अãप अवमंǑदत दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ समय के साथ चरघांताकȧ Ǿप से 

कम होती है । 
 Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक कȧ माÚय िèथǓतज ऊजा[ उसकȧ माÚय 

गǓतज ऊजा[ के बराबर होती है । 
 िजतने समय मɅ दोलक कȧ कुल ऊजा[ अपने Ĥारिàभक मान कȧ 36.8% रह 

जाती है, वह समय ऊजा[ ͪवĮािÛत काल कहलाता है । इसे  से Ĥदͧश[त करत े
है, जबͩक 

1 |
2r

   

 ͩकसी अãप अवमंǑदत दोलक का शिÈत éयास, अवमंदन Ǔनयतांक r 
अनĐुमानपुाती तथा ͪवĮािÛत काल ( )के åय×ुĐमानपुाती होता है । 

 दोलक का ͪवशेषता गणुांक (Q)उसके दोलनɉ के अवमंदन से मुÈत होने कȧ 
सीमा को दशा[ता है । 

 L–C–R पǐरपथ कȧ आवेशन ͪवधा मɅ, r < ߱ िèथǓत मɅ, आवेश के अवमंǑदत 
दोलन होते है । दोलनɉ का आयाम बारȣ–बारȣ से एक èथायी मान Qo से तब 
तक अͬधक व कम होता रहता है जब तक यह èथायी मान Qo ĤाÜत नहȣ ंकर 
लेता। 

 चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर मɅ ¢ͨणक आवेश ĤवाǑहत करने पर कुÖडलȣ कȧ 
गǓत यांǒğक व ͪवɮयतु–चुàबकȧय बलाघणूȾ के Ĥभाव मɅ अवमंǑदत हो जाती है 
तथा, r < ߱o कȧ िèथǓत मɅ ये कुÖडलȣ अवमंǑदत आवतȸ गǓत करने लगती है। 
कुÖडलȣ के Đमागत आयामɉ का अनपुात अप¢य कहलाता है तथा इसके लॉग 
को लोगेǐरØमीय अप¢य (logarithmic decrement)कहत ेहɇ । 

6.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
अप¢य Decrement 
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अवमंदन Damping 
आयाम Amplitude 
आवेशन ͪवधा  Charging mode 
उप¢ेणीय Negligible 
गǓतज ऊजा[  Kinetic energy  
चरघाताकंȧ  Exponential 
Ǔनरावेæन ͪवधा Discharging mode  
ĤǓतरोध Resistance 
Ĥेरक×व Inductance 
मंदक ͩĐया  Retarding action  
Ǿƨ दोल Dead beat 
ͪवशेषता गणुांक  Quality factor 
 ͪवĮािÛत काल Relaxation time  
शिÈत Power 
संĒǑहत Stored 
संधाǐरğ Condenser 
èथायी Ǿपसे  Steadily  
िèथǓतज ऊजा[ Potential energy 

6.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
N.S. Khare & Test Book of Magnetism Atma Ram & Sons 
S.S. Srivastava & Electricity New Delhi 
F.S. Craw Ford Jr, Waves & Oscillations Mc–Graw–Hill Intenational 
 Berkeley Physics Book Co., Singapore 
 Course Vol III  
एम. पी. सÈसेना, दोलन व तरंगे कॉलेज बकु हाउस, जयपरु 
पी. आर. ͧसहं   
व एस. एस. रावत    

6.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment 
 questions) 

1. िजतने समय मɅ दोलक कȧ कुल ऊजा[ अपने Ĥारिàमक मान का 36.3 ĤǓतशत रह जाती 
है, वह समय ऊजा[ ͪवĮािÛत काल कहलाता है । 
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2. अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ के औसत मान मɅ भी समय का पद उपिèथत रहता है Èयɉͩक 
अवमंǑदत दोलक कȧ गǓत को कई दोलन–चĐɉ पर Ĥेͯ¢त कर केवल एक चĐ पर ͩकसी समय t 
पर औसत मान £ात करते है । 

3. यǑद अवमंदन का मान नगÖय या शूÛय हो तो इस Ĥकार के दोलक को मुÈत दोलक 
(free oscillator)कहते है । 

4.  यǑद L,C, व R पǐरपथ मɅ आवेशन कȧ ͪवधा मɅ R=0 हो जावे तो आवेश के दोलन 
सरल आवतȸ हो जात ेहɇ । अͬधकतम आवेश का मान èथायी आवेश Q0 बहु त अͬधक होगा तथा 
संधाǐरğ कȧ Üलेटɉ के बीच ͪवभवाÛतर को इतना अͬधक बढ़ा देगा ͩक Üलेटɉ के बीच का रोघन Ǿ 
सकता है । 

5. दोलन सरल आवतȸ हɉगे । 
6. अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ कȧ गǓत अदोलनी या Ǿƨ 

दोल होगी तथा कुÖडलȣ अͬधकतम ͪव¢ेप ĤाÜत करने के पæचात ्िèथर अवèथा मɅ आ जावेगी । 
7. कुÖडलȣ कȧ गǓत आवतȸ होगी । 
8. लोगेǐरØमीय अप¢य (logarithmic decrement)कहलाता है । 

6.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. अãप अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ ͩकस Ǿप मɅ कम होती है? 
2. ͩकसी अãप अवमंǑदत दोलक का ͪवशेषता गणुांक Èया दशा[ता है ? 
3. अवमंदन का मान शूÛय होने पर दोलक को Èया कहते हɇ? 
4. चल कुÖडलȣ Ĥ¢ेप गेãवनोमीटर कȧ कुÖडलȣ के अवमंǑदत दोलन के दो Đमागत आयामɉ 

का अनपुात Èया कहलाता है ? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
5. एक अãप अवमंǑदत दोͧलğ के दोलनɉ कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ तथा िèथǓतज ऊजा[एं £ात 

कȧिजये । 
6. एक अãप अवमंǑदत दोͧलğ के Q से Èया ता×पय[ है? यह अवमंदन से ͩकस Ĥकार 

Ĥभाͪवत होता है? 
7. ͪवĮािÛत काल से आप Èया समझत ेहै? अãप अवमंǑदत दोलक के ͧलये ͧसƨ कȧिजये 

ͩक ͪवशेषता गणुांक 0.Q    जबͩक ߱o दोलक कȧ èवाभाͪवक आविृ×त तथा 

ͪवĮािÛत काल है । 
8. अवमंǑदत दोलनɉ के उदाहरण के Ǿप मɅ एक L,C व R पǐरपथ के आवेशन ͪवधा मɅ 

आवेश कȧ वृͪ ƨ के (i)r > ߱o  ,  (ii)r ≈ ߱o तथा )iii(r < ߱o िèथǓतयɉ मɅ åयजंक 
ĤाÜत कȧिजये?  

9. एक L,C व R पǐरपथ के Ǔनरावेशन ͪवधा मɅ आवेश के समय के साथ पǐरवत[न को 
समझाइये । दोलन का आवत[काल भी £ात कȧिजये । 
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आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
10. एक लोलक का आवत[काल 2 सेकÖड है तथा आयाम 4o है । 100 सेकÖड पæचात ्

उसका आयाम 20 रह जाता है तो ͪवĮािÛत काल व ͪवशेषता गणुांक कȧ गणना कȧिजये। 
(उ×तर : 72.6 सेकÖड, 227.52) 

11. एक 5.0 माइĐो फैरड के संधाǐरğ को पहले एक Ǔनिæचत ͪवभव तक आवेͧशत ͩकया 
जाता है तब उसे 1 हेनरȣ के Ĥेरक×व तथा 100 ओम के ĤǓतरोध के ɮवारा Ǔनरावेͧशत 
ͩकया जाता है । Ǔनरावेशन कȧ आविृ×त £ात कȧिजये । 

(उ×तर : 71 कàपन/से) 
12. यǑद एक L–C–R पǐरपथ मɅ R   = 100 ओम, L = 1 हेनरȣ तथा C= 10 माइĐोफैरड 

तो बतलाइये ͩक Èया सधंाǐरğ का Ǔनरावेश दोलनी होगा? 
(उ×तर : हाँ दोलनी होगा( 

13. एक दोलन कर रहȣ Ĥ¢ेप गेãवनोमीटर कुÖडलȣ कȧ माÚय िèथǓत के एक हȣ तरफ दो 
सतत ्ͪव¢ेप Đमश :25 तथा 24.9 सेमी  .है । लोगेǐरथ ् मीय अप¢य £ात कȧिजये । 

(उ×तर : 1.96x10–3) 
14. एक Ĥ¢ेप गãैवनोमीटर के लोगेǐरØमीय अप¢य का मान 0.01 है तथा Ĥथम ͪव¢ेप 25 

सेमी . है । t=0 पर ͪव¢ेप का मान £ात कȧिजये । 
(उ×तर : 25.125 सेमी( 
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इकाई –7  
ĤणोǑदत आवतȸ दोलक 

(Driven Harmonic Oscillator) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
7.0 उƧेæय 
7.1 Ĥèतावना 
7.2 अãप अवमंǑदत ĤणोǑदत दोलक 
7.2.1 गǓत का समीकरण एव ंइसका हल 
7.2.2 आयाम कȧ चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता 
7.2.3 कला कȧ चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता 
7.3 साराशं 
7.4 शÞदावलȣ 
7.5 संदभ[ ĒÛथ 
7.6 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
7.7 अßयासाथ[ Ĥæन 

7.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 

 अवमंǑदत दोलक पर बाéय आवतȸ बल के Ĥभाव को समझ सकɅ गे; 
 ĤणोǑदत दोलक कȧ कला कȧ बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता कȧ 

åयाÉया कर सकɅ गे; 
 ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓत का समीकरण åय×ुपÛन कर इसका हल £ात कर 

सकɅ गे;  
 ĤणोǑदत दोलक के आयाम कȧ बाéय आवतȸ बल (external periodic 

force)ͩक आविृ×त पर Ǔनभ[रता का अÚययन कर सकɅ गे । 

7.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आपने इकाई–5 व 6 मɅ एक ͪवमीय आवतȸ दोलक एव ंइसकȧ गǓत का समीकरण, इसका 

हल तथा कुछ उदाहरणɉ का अÚययन ͩकया है । आपने देखा है ͩक अãप अवमंǑदत दोलक का 
आयाम व उजा[ अवमंदन के कारण चरघातंाकȧ ǽप से कम होत े जाते है, एवम ् दोलक कȧ 
आविृ×त, èवभाͪवक आविृ×त से कम हो जाती है तथा कुछ समय पæचात ्दोलक ͪवराम अवèथा 
मɅ आ जाता है । आयाम व उजा[ का Ǔनयत मान ĤाÜत करने के ͧलये यǑद आप दोलक पर बाéय 
आवतȸ बल (यह आवæयक नहȣं है ͩक आवतȸ बल कȧ आविृ×त दोलक कȧ èवाभाͪवक आविृ×त के 
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बराबर हȣ हो)आरोͪपत करɅ तो आप देखɅगे ͩक सĐंमण काल (transient period)से गजुरने के 
पæचात ्èथायी अवèथा मɅ दोलक Ǔनयत आयाम से दोलन करता है । 

 
इस इकाई के अनÍुछेद 7.2 मɅ आप अãप अवमंǑदत आवतȸ दोलक पर बाéय आवतȸ 

बल, िजसे चालक बल (driving force)भी कहते हɇ, के Ĥभाव का अÚययन करɅगे । यहाँ दोलक 
Ĥ×यानयन, अवमंदन व बाéय आवतȸ बलɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करता है । इस दोलक के आयाम 
कȧ बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता का अÚययन अनÍुछेद 7.2 मɅ करɅगे और आप 
देखɅगे ͩक दोलक का आयाम चालक बल कȧ आविृ×त मɅ वृͪ ƨ करने पर (i)आविृ×त के Ûयनूमानɉ 
पर Ĥ×यानयन बल पर (ii)èवाभाͪवक आविृ×त के पास अवमंदन बल पर तथा (iii)आविृ×त के 
अͬधक मानɉ के ͧलये दोलक के ġåयमान तथा आविृ×त पर Ǔनभ[र करता है । इसी अनÍुछेद मɅ 
दोलक कȧ कला का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न का अÚययन करɅगे िजसमɅ आप 
देखɅगे ͩक संपणू[ आविृ×त परास मɅ कलाÛतर शूÛय से बढ़कर π हो जाता है । 

दोलक के आयाम तथा कला कȧ बाéय बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता का अÚययन भी 
आप दोलक कȧ ͪवͧभÛन अवमंदन पǐरèथǓतयɉ मɅ इन अनÍुछेदɉ मɅ कर सकɅ गे ।  

7.2 अãप अवमंǑदत ĤणोǑदत दोलक (weakly damped forced 
 harmonic oscillator) 

आपने इकाई–5 मɅ पढ़ा है ͩक अãप अवमंǑदत दोलक का आयाम, अवमंदन के Ĥभाव मɅ 
समय के साथ कम होता हुआ अÛतत: शूÛय हो जाता है व उसकȧ आविृ×त èवभाͪवक आविृ×त से 
कम हो जाती है । बाहय आवतȸ बल आरोͪपत करने पर इस दोलक मɅ दो Ĥभाव Ǻिçटगोचर– एक 
आयाम मɅ व दसूरा इसकȧ आविृ×त मɅ । अवमंदन बल गǓत मɅ अवरोध उ×पÛन कर आयाम को 
कम करता है तथा बाहय आवतȸ बल गǓत मɅ सहायक बनकर इसमɅ वृͪ ƨ* करता है । अवमंदन 
के कारण दोलक कȧ आविृ×त èवभाͪवक आविृ×त से कम हो जाती है तथा बाéय आवतȸ बल कȧ 
आविृ×त से Ĥभाͪवत होने लगती, है । उपरोÈत दो ĤͩĐयाओं के फलèवǾप आयाम व आविृ×त 
Ǔनयत होने मɅ कुछ समय लगता है । दोलक कȧ वह अवèथा िजसमɅ दोलक का आयाम व 
आविृ×त पǐरवǓत[त होते रहत े हɇ अथा[त ् Ǔनयत नहȣं हो पाते, ¢ͨणक अवèथा (transient 
state)कहलाती है । जब आयाम व आविृ×त का मान Ǔनयत हो जाता है तो उस अवèथा को 
èथायी अवèथा कहते हɇ । èथायी अवèथा मɅ इस दोलक कȧ आविृ×त बाéय आवतȸ बल कȧ 
आविृ×त के बराबर हो जाती है, इस Ĥकार के दोलक को चाͧलत अथवा ĤणोǑदत दोलक (Driven 
or forced) (oscillator)कहते है । बाéय बल िजसके Ĥभाव मɅ दोलक Ǔनयत आयाम के दोलन 
करता है, चालक बल (driving froce)कहते हɇ । 

झूले पर झलूता बÍचा अवमंǑदत आवतȸ दोलक का सरलतम उदाहरण है । इस उदाहरण 
मɅ झूले का आयाम Ǔनयत रखने के ͧलये, आपको जमीन पर खड़े रहकर बार बार झलेू को 
यथोͬचत धÈके के Ǿप मɅ बाéय आवतȸ बल आरोͪपत करना होता है । इस उदाहरण मɅ आपके 

(*सामाÛयत: दोलक ͩक कला 
बाéय आवतȸ बल कȧ से 
ͧभÛन होती है ।) 
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ɮवारा Ǒदया गया धÈका चालक बल का काय[ करता है तथा झूला चाͧलत (ĤणोǑदत)दोलक कȧ 
तरह । 
बोध Ĥशन (Self assessment questions) 
1. अãप अवमंǑदत दोलक पर एक Ǔनिæचत आवतȸ का बाıा आवतȸ बल लगाने पर 
 दोलक के आयाम मɅ Èया पǐरवǓत[त होगा ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2. यǑद ĤणोǑदत दोलक आर काय[रत बाıा आवतȸ बल हटा Ǒदया जाए तो दोलक के 
 दोलनɉ पर Èया Ĥभाव पड़ेगा? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
3. ĤणोǑदत दोलक कȧ èथायी अवèथा से आप Èया समझते हɇ ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

7.2.1 गǓत का समीकरण एव ंइसका हल (Equation of motion and its solution) 

एक m ġåयमान वाले अवमंǑदत दोलक पर आप ͪवचार कȧिजये । आप जानते हɇ ͩक 
इस Ĥकार का दोलक दो बलɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करता है– Ĥ×यानयन बल तथा अवमदंन बल । 
अब इस दोलक पर कोणीय आविृ×त का एक बाéय आवतȸ बल आरोͪपत करते है । इन तीनɉ 
बलɉ के Ĥभाव मɅ दोलक कȧ गǓत के समीकरण के अÚययन से पवू[ इन बलɉ कȧ ĤकृǓत समझना 
आवæयक है ।  

(i) Ĥ×यानयन बल  
FR = – Ky 

यहाँ k बल Ǔनयतांक है । यह बल ͪवèथापन y, के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काय[ करता है । 
(ii) अवमंदन बल  

Fd=– v=– dy
dt

 

 यहा  अवमंदन Ǔनयतांक व v दोलक का वेग है । यह बल भी वेग कȧ Ǒदशा के 
ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काय[ करता है । 

(iii) बाéय आवतȸ बल (चालक बल) 
 Fe=F0 sin t 

यहȣं F0 बाéय बल का आयाम तथा ɷ इसकȧ आविृ×त है । Fe,sin ɷt का फलन है जो ͩक 
आवतȸ फलन होने का Ĥतीक है । 
दोलक कȧ गǓत का समीकरण £ात करने के ͧलये दोलक पर काय[रत पǐरणामी बल होगा –  

F=FR+ Fd+Fe      .....(7.1) 
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चू ंͩक दोलक का ġåयमान m है अत: Ûयटून के Ǔनयमानसुार उस पर लगने वाले 
पǐरणामी बल का मान 

F=m
2

2

d y
dt

       ...(7.2) 

होगा । समी (7.1)तथा (7.2)कȧ सहायता से दोलक कȧ गǓत के समीकरण को आप 
Ǔनàन Ĥकार से ͧलख सकते हɇ– 

2

02 sind y dym ky F t
dt dt

         …(7.3) 

 या  
2

2 sinofd y dy k y t
dt m dt m m


       …(7.4) 

 माना   2
0,

12 kr
m m





   तथा 0
0

F f
m

  ...(7.5) 

यहाँ   ͪवĮािÛत काल ɷ0 दोलक कȧ èवाभाͪवक आविृ×त व f0 बाéय आवतȸ बल के 
कारण उ×पÛन अͬधकतम ×वरण है । 

अत: समी. (7.4)से 
2

2
0 02 sind y dy y f t

dt dt
         ….(7.6) 

यह समीकरण ĤणोǑदत दोलक का अवकल समीकरण कहलाता है । 
समीकरण का हल– 
मान लȣिजये ͩक चाͧलत दोलक के èथायी अवèथा मɅ समी (7.6)का हल Ǔनàन है:  

Y=yo sin (ɷt–)     ... (7.7) 
यहाँ yo चाͧलत दोलक का आयाम है तथा  आवतȸ बल व ͪवèथापन के मÚय 

कलाÛतर है । आयाम y0 व कलाÛतर  £ात करने के ͧलये समी (7.7)को समय के साथ 
अवकलन करने पर 

dy
dt

ɷyo cos (ɷt– )     ….(7.8) 

समी. (7.8)का एक बार पनु: अवकलन करने पर  

 
2

2
22 sind y y t

dt
         ... (7.9) 

y, dy
dt

 तथा 
2

2

d y
dt

 – के मान समी. (7.6)मɅ रखने पर 

–ɷ2yo sin (ɷt–)+ 2rɷyo cos (ɷt–) 
+ɷ2o y0 sin (ɷt–) = fo sin (ɷt)   …(7.10) 

= fo sin(ɷt–+) 
या   (ɷ20– ɷ2)yo sin (ɷt–)+2rɷy0 cos (ɷt–) 
  = fo sin(ɷt–)cos +fo cos(ɷt –)sin    ...(7.11) 
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यह समीकरण समय t से सभी मानɉ के ͧलये यथाथ[ है । अत: उपरोÈत समी … (7.11) 
के दोनɉ ओर sin(ɷt–)व cos(ɷt –)के गणुाकंɉ कȧ तलुना करने पर 

(ɷo2– ɷ2)yo = fo cos      ....(7.12) 
2rɷyo= fo sin     ...(7.13) 

समी. (7.13)मɅ (7.12)का भाग देने पर   

2 2
0

2tan r


 



  

        ….(7.14) 

 
1

2 2
0

2tan r


 
  

   
     …(7.15) 

 समी.(7.12)व (7.13)का वग[ करके जोड़ने पर 

 22 2 2 2 2 2
0 0 04r y f       

    …(7.16) 

अत:  
 

0
0 1/222 2 2 2

0 4

fy
r  


    

    ....(7.17) 

समी. (7.17)से (7.15)से  का मान समी (7.7)मɅ रखने पर 

 
0

1/2 2 222 2 2 2 0

2sin tan
4

f ry t
r


   

 
           

...(7.18) 

समी (7.18)ĤणोǑदत दोलक के èथायी अवèथा मɅ ͪवèथापन को åयÈत करता है । 
इस समीकरण से हम Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत करते हɇ: 
(i) èथायी अवèथा मɅ ĤणोǑदत दोलक कȧ आविृ×त दोलक कȧ èवभाͪवक आविृ×त ɷo के 

बराबर न होकर, चालक बल कȧ आविृ×त के बराबर हो जाती है । 
(ii) दोलक का आयाम समय t पर Ǔनभ[र नहȣं होने के कारण आयाम समय के सापे¢ 

Ǔनयत रहता है परÛत ु चालक बल के कारण उ×पÛन ×वरण fo, चालक बल कȧ 
आविृ×त ɷ तथा अवमंदन बल पर Ǔनभ[र करता है । 

(iii) दोलक के ͪवèथापन व आरोͪपत बल के मÚय कलाÛतर का मान 
1

2 2
0

2tan r


 



 

के बराबर है तथा यह अवमंदन व चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[र करता 
बोध Ĥæन)Self assessment questions) 
4. ĤणोǑदत दोलक पर काय[रत बलɉ के नाम बताइये। 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
5. ĤणोǑदत दोलक कȧ अवकल समीकरण ͧलͨखये। 
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  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
6 ĤणोǑदत दोलक कȧ èथायी अवèथा मɅ  ĤाÜत ͪवèथापन के सूğ को ͪवĮािÛत कल 
 के पदɉ मɅ  ͧलͨखये।  
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
  –––––––––––– –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
  ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 7.1 ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓत के समीकरण का पणू[ हल ͧलͨखये तथा उसकȧ 
åयाÉया कȧिजये । 

हल: आप जानते हɇ ͩक ĤणोǑदत आवतȸ दोलक के गǓत का अवकल समीकरण Ǔनàन 
होता है– 

2
2

0 02 2 sind y dyr y f t
dt dt

     

 इस समीकरण का पणू[ हल Ǔनàन Ĥकार से Ǒदया जा सकता है– 
 Y=y1+y2 

यहाँ y1 ¢ͨणक अवèथा मɅ अवमंǑदत दोलक के गǓत का ͪवèथापन तथा y2 èथायी 
अवèथा मɅ दोलक के ͪवèथापन को åयÈत करता है तथा इनका मान  

  2 2
1 0

rty ce r t 
    

तथा  2 0 siny y t    
Y1 व y2 का मान रखने पर पणू[ हल  

    2 2
0 0sin sinrty ce r t y t         

ɮवारा Ǒदया जा सकता है । 
चरघाताकंȧ ĤकृǓत के कारण y1 का मान समय के साथ कम होने लगता है । अत: 

दोलक के ͪवèथापन का मान y2 के ɮवारा हȣ Ǔनधा[ǐरत होता है । इस िèथǓत मɅ दोलक चालक 
बल कȧ आविृ×त ɷ से दोलन करता है । 

उदाहरण 7.2 एक ͩकलोĒाम ġåयमान के एक ͪपडं को 1000 Ûयटून /मीटर बल 
Ǔनयतांक वालȣ िèĤगं से लटकाते हɇ । यǑद दोलक का अवमंदन गणुांक 50 X 10–3 ͩकĒा / 
सेकÖड है तथा l F=25 sin 2 ɷ0t Ûयटून बल ɮवारा दोͧलत करायɅ तो दोलनɉ के आयाम तथा 
कलाÛतर का पǐरकलन कȧिजये । 

हल: Ĥæनानसुार  
M= 1 ͩकĒा 
k =103Ûयटून / मी 
= 50 X 10–3, ͩकĒा / से l 
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F= 25 sin 200 ɷot 

अत: 
 

2 3
0 10k

m
    

तथा  
m


=2r= 50X10–3 

  r= 25X10–3 
चालक बल F =25 sin2 ɷot F= F0 sinɷt से तलुना करने पर  
 Fo=25 तथा ɷ =2 ɷ0 

अत: 0
0 25FF

m
    

आप जानते हɇ ͩक ĤणोǑदत दोलक का ͪवèथापन 

 
0

0 22 2 2 2
0 4

fy
r  


 

 

=
 22 2 6 2

0 0 0

25

4 2500 10 4      
 

=
4 2 2

0 0

25
9 10 

 

=
6 2 3

25
9 10 10 10  

 

=
6

3

25
9 10 10

25
3 10

 




 

=8.33X10–3 मी 

कलाÛतर = tan–1 = 2 2
0

2r
 

 

चू ंͩक  0
2 2 2 2

0 0 0

42 4
4 3o

rr r
    


 

 
 

3
34 25 10 1 1.05 10

30 31.63 1000


 

      


 

अत:  =tan –1(–1.05X10–3)=0.10 
ĤणोǑदत दोलक का ͪवèथापन 8.33 X 10–3 मी. तथा कलाÛतर – tan–1(–105 X10–

3)या 
0.10 हɇ । 
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7.2.2 आयाम कȧ चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता (Dependence of amplitude on 
 frequency of driving force ) 

समी (7.17)से आप जानते हɇ ͩक चाͧलत दोलक का आयाम 

 
0

0 22 2 2 2
0 4

fy
r  


 

     

...(7.19) 

समय पर Ǔनभ[र नहȣं करने के कारण चालक बल कȧ Ǔनिæचत आविृ×त पर Ǔनयत रहेगा । 
अवमंदन को Ǔनयत परÛत ु Ûयनू मानकर हम दोलक के आयाम का चालक बल कȧ आविृ×त 
पǐरवǓत[त करके भी अÚययन कर सकते हɇ । 

ͪवæलेषण कȧ Ǻिçट से चालक बल कȧ आविृ×त को तीन भागɉ मɅ ͪवभािजत करते हɇ । 
0, 0, 0( ) ( ) ( )i ii iii        

इन ͪवͧभÛन िèथǓतयɉ मɅ आयाम कȧ चालक बल पर Ǔनभ[रता Ǔनàन Ĥकार समझायी जा 
सकती हɇ । 
(i) Ûयनू आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ<< ɷ0):  

इस िèथǓत मɅ ɷo2कȧ तुलना मɅ ɷ2 नगÖय है तथा 4r2 ɷ2भी Ûयनू अवमंदन तथा Ûयनू 
आविृ×त के कारण नगÖय है अत: समी. (7.19)से दोलक का आयाम  

  0
0 2

0
o

fy
  

  

0 0
2

0

mf F
m k

 
       

(7.20) 

अथा[त ्इस िèथǓत मɅ दोलक का आयाम चालक बल के आयाम Fo तथा बल Ǔनयतांक k 
पर Ǔनभ[र करता है । 
(ii) ĐांǓतक आविृ×त कȧ िèथǓत ( 0   ): 

इस िèथǓत मɅ समी. (7.19)से दोलक का आयाम  
0 0 0

0
02 2

of mf F fy
r mr   

     

(mf0=F0,2rm= तथा=0)     
(7.21) 

समी. (7.21)से èपçट है ͩक ɷ= ɷo िèथǓत मɅ दोलक का आयाम माğ अवमंदन पर 
Ǔनभ[र करता है । अवमंदन गणुाक  Ûयनू होने पर आयाम अͬधकतम होगा । 

(iii) अǓत आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ>> ɷo) 
इस िèथǓत (ɷ>> ɷo)मɅ  

(ɷ2O– ɷ2)2 ɷ4 
तथा   4r2 ɷ2 0 (Èयɉͩक r अãप है) 
अत: समी. (7.19)से दोलक का आयाम 
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0 0
0 2 2

f Fy
m 

 
     

...(7.22) 

यहाँ दोलक का आयाम दोलक के ġåयमान के åय×ुकमानपुाती तथा चालक बल कȧ 
आविृ×त के वग[ के है । åय×ुकमानपुाती अथा[त ्आप देख सकते है ͩक दोलक का ͪवèथापन, 
दोलक के Ĥ×यानयन बल से अĤभाͪवत है । बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त अͬधक होने पर 
आयाम कम होगा । 

Ûयनू अवमंदन को िèथǓत मɅ चालक बल कȧ आविृ×त के साथ ĤणोǑदत दोलक के 
आयाम मɅ पǐरवत[न को ͬचğ 7.1 ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

 
ͬचğ 7.1 आयाम का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

उपरोÈत ͬचğ 7.1 से èपçट है ͩक चालक बल कȧ आविृ×त शूÛय होने पर भी दोलक का 
आयाम Fo/k है जो ͩक शÛूय नहȣं है । अब चालक बल कȧ आविृ×त  का मान धीरे–धीरे बढ़ाने 
पर आयाम मɅ वृͪ ƨ होती है तथा एक आविृ×त पर अͬधकतम हो जाता है । िजस आविृ×त पर 
आयाम का मान अͬधकतम हो जाता है, अननुादȣ आविृ×त कहलाती है । ɷ का मान और अͬधक 
बढ़ाने पर आयाम का मान तजेी से कम हो जाता है । 

अͬधकतम आयाम ĤाÜत 'करने के ͧलये समी (7.19)पर ͪवचार करते हɇ । अͬधकतम 

आयाम कȧ िèथǓत मɅ   22 2 2 2
0 4r     का मान Ûयनूतम होना चाǑहये, अथा[त ɷ के 

सापे¢ अवकलन करने पर इसका मान शूÛय होना चाǑहये । 

  22 2 2 2
0 4 0d r

d
  


    

  2 2 2
02 2 8 0r        

2 2
0 2r     

ɷ के इस मान ɷR Ĥदͧश[त करते हɇ । अत' ɷR 2 2
0 2r   आविृ×त पर ĤणोǑदत 

दोलक का आयाम अͬधकतम होता है । समी. (7.23)से यह èपçट होता है ͩक ĤणोǑदत दोलक के 
ͧलये अͬधकतम आयाम का मान ɷ= ɷ0 पर ĤाÜत न होकर (िजसका मान ɷ0 कम होता हɇ)पर 
ĤाÜत होता है । आविृ×त ɷR को अननुादȣ आविृ×त (resonant frequency) कहते हɇ । अवमंदन 
गणुांक के मान मɅ वृͪ ƨ होने पर अननुादȣ आविृ×त Ûयनू आविृ×त कȧ ओर  ͪवèथाͪपत होती है 
जैसा ͩक ͬचğ 7.2 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 
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ͬचğ 7.2 आयाम का ͪवͧभÛन अवमंदन िèथǓतयɉ मɅ चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

अͬधकतम आयाम £ात करने के ͧलये समी. (7.19)मɅ रखने पर  

 

2 2
0

0
max 2 2

0

2

2

R

o

r
fy

r r

  



  


     .....(7.24)

 

इकाई–6 मɅ अपने पढ़ा हɇ 

Q= 0

2Q


 

या  
2

2
r

Q


  

r का मान समी .(7.24)मɅ रखने पर  
0

0 max 1/22
2 0
0 2

( )

4

fy

Q Q
 


 

 
 

 

1/2

0
2 2
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11
4

f Q
Q


 

  
 

 

Q का मान अͬधक होने पर ɮͪवपद Ĥमेय से 

  0
0 .......2 2max

0

11
8

f Qy
Q

 
  

 
 

  0
0 2max

11
8

f Qy
k Q

 
 

 
     ……(7.25) 

 समी (7.20)से  

 
0

0
0

Fy
k 

      …..(7.26). 

  समी (7.25)से 

 
 

   

 

0
0 max 22 2 2 2

0

0
22 2 2 2 2 2

0 0 0

0
4 2 2 4
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0

0 0 2max

11
8

y y Q
Q 

  
  

     
... (7.27) 

यǑद Q अ×यͬधक हो अथा[त ्अत Q>>1 तो 

    
0

0
0 0max

F Qy y Q
k  

   ...(7.28) 

अत: अͬधकतम आयाम का मान (जो ͩक अननुादȣ आविृ×त पर ĤाÜत होता है )Ûयनू 
चालक आविृ×त (ɷ<< ɷo)कȧ िèथǓत मɅ आयाम का Q गनुा होता है । 

शूÛय अवमदंन कȧ िèथǓत मɅ (r=O), Q का मान अनतं होता है इसͧलये समी. 
(7.25)से दोलक का आयाम अनÛत होगा । परÛत ुजसेै जसेै अवमंदन गणुांक मɅ वृͪ ƨ होती है , 
Q के मान मɅ कमी होती है और दोलक का अͬधकतम आयाम कम हो जाता है । 

उपरोÈत सभी पǐरणामɉ के आधार पर ĤणोǑदत दोलक के आयाम कȧ चालक बल कȧ 
आविृ×त पर Ǔनभ[रता ͬचğ 7.2 ɮवारा Ĥदͧश[त कȧ जा सकती है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
7. ĤणोǑदत दोलक का आयाम ɷ>> ɷo कȧ िèथǓत मɅ चालक बल कȧ आवृ ि×त पर 
 ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
8. अवमंदन बल मɅ वृ ͪƨ होने पर अनुनादȣ आवृ ि×त के मान मɅ Èया पǐरवत[न होता 
 है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 7.3 एक ĤणोǑदत दोलक का ͪवशेषता गणुांक 50 है, ɷ=0.99 ɷ0 आविृ×त पर 
दोलक का आयाम तथा अͬधकतम आयाम के अनपुात कȧ गणना कȧिजये । 

हल : हम जानते हɇ ͩक ĤणोǑदत दोलक का आयाम  
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तथा अवमंदन गणुांक 2r= 0

Q


 

ɷ =0.99 ɷ0 आविृ×त पर दोलक का आयाम  
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0

2
222

0
0.991 0.99

f

Q



 

   
 

 

समी. (7.28)से आप जानते हɇ ͩक अͬधकतम आयाम 

  0 0 0
0 2 2max
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F mf Q f Qy Q
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Ĥæनानसुार Q= 50 
 

 
  

0

2
0 2max

1

0.9950 1 0.99
50

y
y


    
 

 

 
1

50 0.000396 0.000392



 

0.72  
अत: वांǓछत अनपुात 0.72 है । 
उदाहरण 7.4 एक ĤणोǑदत दोलक का Ûयनू चालक आविृ×त पर आयाम 0.01 ͧमलȣमीटर 

है । 100 दोलन ĤǓत सेकÖड पर इसका मान 5 ͧमलȣमीटर हो जाता है, जो अͬधकतम है । 
Ǔनàन कȧ गणना कȧिजये: (i)ͪवशेषता गणुाकं (ii)ͪवĮािÛत काल । 

हल : (i)Q>>1 कȧ िèथǓत मɅ समी. (7.28)से हम जानते हɇ ͩक' 
 
 

0

0 max

0

y
Q

y
 

  

Ĥæनानसुार (yo)max = 5 ͧममी 
तथा (yo) 0   = 0.01 ͧममी 

अत: Q 5
0.01

=500  

(ii)  0
0

QQ   


    

 0
500 2 100

2 100
  


   


 

=
5

2
 0.8 सेकÖड 

अत: Q = 500 तथा  0.8 सेकÖड 



117 
 
7.2.3 कला कȧ चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता (Dependence of phase on 
 frequency of driving force) 

समी (7.7)से आप जानते हɇ ͩक ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓत मɅ ͪवèथापन का मान 
 0 siny y t    

से Ǒदया जाता है, जब ͩक उस पर काय[रत बाéय आवतȸ बल का मान F=Fo sin ɷt 
आ ɮवारा Ǒदया जाता है । 

उपरोÈत समीकरणɉ के आधार पर आप यह कह सकते हɇ ͩक दोलन के ͪवèथापन व 
चालक बल मɅ कलाÛतर  है, जहाँ  का मान समी. (7.15)1] होगा– 

2 2
0

2tan r

        

...(7.29) 

Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ कलाÛतर  कȧ चालक बल कȧ आविृ×त ɷ पर Ǔनभ[रता का 
ͪवæलेषण करने के ͧलये आविृ×त को अनÍुछेद 7.2.2 कȧ भाँǓत आविृ×त को तीन भागɉ मɅ 
ͪवभािजत करते हɇ । 
(i) Ûयनू आविृ×त . कȧ िèथǓत (ɷ<< ɷo ): 

इस िèथǓत मɅ ɷ व 2r दोनɉ अãप हɇ अत: 2r ɷ= 0 
अब समी (7.29)से, tan  = अत:     .....(7.30) 

अथा[त इस िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक व चालक बल एक हȣ कला मɅ हɉगे । 
(ii) ĐांǓतक आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ  ɷ0)_ 

इस िèथǓत मɅ ɷ2o   ɷ2=0 
अत: समी. (7.29)से 

tan

2




 


      ... (7.31) 

इस िèथǓत मɅ दोलक के ͪवèथापन कȧ कला चालक बल से  /2 पीछे रहती है । 
(iii) अǓत आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ>> ɷo):  

इस िèथǓत मɅ ɷ20 को ɷ2 कȧ तलुना मɅ नगÖय माना जा सकता है । अत: समी. 
(7.29)से 

2tan 0r





   

या            ...(7.32) 
इस िèथǓत मɅ ͪवèथापन कȧ कला चालक बल से   कोण से पीछे रहती है । अत: 

सàपणू[ आविृ×त परास मɅ दोलक के ͪवèथापन कȧ कला  का मान शÛूय से बढ़कर   हो जाता 
है तथा हमेशा धना×मक होता हɇ । जब आविृ×त का मान शÛूय से ɷ0 के मÚय पǐरवǓत[त होता है 

तब कलाÛतर  का मान शूÛय से बढ़कर आविृ×त ɷ= ɷ0 पर
2
  हो जाता है । ɷ का मान ɷo से 

*ͪवèथापन चालक बल 
से कला मɅ पीछे रहता 
है। 
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अͬधक बढ़ाने पर  का मान 
2
  से बढ़कर आविृ×त ɷ=  पर   हो जाता है इस पǐरवत[न 

कला मɅ पीछे रहता को (Ûयनू अवमंदन के ͧलये)ͬचğ 7.3 ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है ।। 

 
ͬचğ 7.3 कलाÛतर का चालक बल कȧ आविृ×त 

के साथ पǐरवत[न 
ͬचğ 7.4 कलाÛतर का ͪवͧभÛन अवमंदन कȧ िèथǓतयɉ 

मɅ चालक बल कȧ आविृ×त के साथ 
पǐरवत[न 

इसके अǓतǐरÈत इस पǐरवत[न को ͪवͧभÛन अवमंदन कȧ िèथǓतयɉ मɅ ͬचğ 7.4 के  
(i) जब अवमंदन का मान शÛूय होता है तो ɷ के मान मɅ वृͪ ƨ करने पर  का मान ɷ 

0 आविृ×त से ठȤक पहले तक शूÛय रहता है ͩफर एकाएक   हो जाता है तथा ɷ० से और अͬधक 
बढ़ाने पर भी   हȣ रहता है । 

(ii) अãप अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ कला मɅ यह पǐरवत[न (0 से  )ɷ0 आविृ×त पर 
एकाएक न होकर धीरे होता है । 

(iii) अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अãप अवमंदन कȧ अपे¢ा यह पǐरवत[न कम आविृ×त 

पर हȣ Ĥारàम हो जाता है तथा ɷ= ɷo पर 
2
  से होता हुआ उÍच आविृ×त पर   हो जाता है । 

अत: सभी अवमंदन िèथǓतयɉ मɅ ͪवèथापन, चालक बल से कला मɅ पीछे रहता है तथा 
यह कलाÛतर 0 से   के मÚय पǐरवǓत[त होता है । 
बोध Ĥæन (Self assessement questions) 
9. अवमंदन गुणांक Ûयून होने पर Ûयून आवृ ि×त कȧ िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक व 
 बाéय चालक बल के मÚय कलाÛतर का मान Èया होता है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
10. उपरोÈत Ĥæन मɅ Ûयून आवृ ि×त के èथान पर ĐांǓतक तथा अǓत चाͧलत आवृ ि×त 
 हो तो कलाÛतर का मान Èया होगा? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
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7.3 सारांश (Summary) 
 अवमंǑदत आवतȸ दोलक पर बाéय आवतȸ बल लगाकर Ǔनयत आयाम के दोलन 

ĤाÜत कर सकत ेहɇ । 
 जब ͩकसी अवमंǑदत आवतȸ दोलक पर बाéय आवतȸ बल लगाया जाता है तो वह 

कुछ समय पæचात ्आवतȸ बल कȧ आविृ×त से दोलन करने लग जाता है तथा 
उसका आयाम Ǔनयत हो जाता है इस Ĥकार के दोलक को ĤणोǑदत दोलक कहते हɇ। 

 दोलक पर बाéय चालक बल आरोͪपत करने के ¢ण से दोलक के èथायी अवèथा 
ĤाÜत करने तक के समय अंतराल को संĐमण काल कहते हɇ । 

 आवतȸ बल लगाने के पæचात ्दोलक जब आविृ×त बल कȧ आविृ×त से दोलन करने 
लग जाता है, उस अवèथा, को èथायी अवèथा कहते हɇ । 

 ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓत का समीकरण Ǔनàन होता है  
2

02 sind y dym ky F t
dt dt

      

यहाँ F0 sin ɷt बाéय आवतȸ बल (चालक बल)है । 
 
 èथायी अवèथा मɅ चाͧलत दोलक का èथायी हल Ǔनàन समीकरण ɮवारा Ǒदया जाता 

है। 
 0 siny y t    

यहाँ y0 चाͧलत दोलक का आयाम है िजसका मान 

 
0

0 1/222 2 2 2
0 4

fy
r  


    

 

होता है ।  आवतȸ बल व ͪवèथापन के मÚय कलाÛतर को åयÈत करता है तथा 

इसका मान 1
2 2

2tan
o

r


 



 होता है । 

 èथायी अवèथा मɅ दोलक का आयाम 
(i) समय के साथ Ǔनयत रहता है । 
(ii) चालक बल कȧ आविृ×त ɷ व अवमदंन r पर Ǔनभ[र करता है । 

 तीन ͪवͧभÛन आविृ×त पǐरिèथǓतयɉ (ɷ<< ɷ, ɷ= ɷ0 )तथा ɷ >> ɷ0 मɅ Ûयनू 
अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक के आयाम कȧ चालक बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता 
के अÚययन से Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत होते हɇ– 
(i) Ûयनू आविृ×त कȧ िèथǓत मɅ दोलक का आयाम चालक बल के आयाम F0 तथा 

बल Ǔनयतांक k पर Ǔनभ[र करता है । 
(ii) ĐांǓतक आविृ×त कȧ िèथǓत मɅ अवमंदन मɅ वृͪ ƨ होने पर आयाम कम हो जाता 

है । 
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(iii) अǓत आविृ×त कȧ िèथǓत मɅ Ĥ×यानयन बल दोलक कȧ गǓत को Ĥभाͪवत नहȣं 
करता है तथा आयाम चाͧलत आविृ×त ɷ के वग[ के åय×ुकमानपुाती होता है । 

 चालक बल कȧ एक ͪवͧशçट आविृ×त के मान ɷ= 2 2
0 2 Rr      पर 

दोलक का आयाम अͬधकतम होता है । इस आविृ×त को अननुादȣ आविृ×त कहते हɇ। 
अवमंदन अãप होने पर ɷR का मान Ûयनू आविृ×त को ओर अĒसर होता है तथा 
इस आविृ×त पर अͬधकतम आयाम का मान – 

  0
0 max 2 2

02
fy

r r



 होता है । 

 ĤणोǑदत दोलक कȧ कला  का मान 0 से  के मÚय पǐरवǓत[त होता है व हमेशा 
धना×मक होता है । 

 अवमंदन को Ûयनू मानकर ͪवͧभÛन आविृ×त िèथǓतयɉ मɅ ĤाÜत दोलक के ͪवèथापन 
व चाͧलत बल के मÚय कलाÛतर के अÚययन से Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत होत ेहɇ । 
(i) Ûयनू आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ<< ɷ0)मɅ ĤणोǑदत दोलक व चालक बल एक 'हȣ 

कला मɅ होते हɇ । 
(ii) ĐांǓतक आविृ×त कȧ िèथǓत मɅ (ɷ= ɷ0)दोलक का ͪवèथापन चालक बल से  /2 

पीछे रहता है । 
(iii) अǓत आविृ×त कȧ िèथǓत (ɷ>> ɷ0 )मɅ ͪवèथापन चालक बल से   कोण से 

पीछे रहता है । 
 अवमंदन शूÛय होने पर, ɷ के मान मɅ धीरे–धीरे वृͪ ƨ करने पर  का मान ɷ= ɷ0 

तक शूÛय रहता है ͩफर एकाएक   हो जाता है तथा ɷ< ɷ0 पर भी हȣ r रहता है । 
अãप अवमंदन पर यह पǐरवत[न धीरे–धीरे होता है तथा अǓत अवमंदन पर अãप 
अवमंदन कȧ अपे¢ा पǐरवत[न शीēता से होता है । 

7.4 शÞदावलȣ (Glossary) 
अननुाद Resonance 
ĐांǓतक Critical 
चालक बल Driving force 
चाͧलत या ĤणोǑदत दोलक  Driven or forced oscillator 
ĤणोǑदत आविृ×त  Forced Frequency 
ĤणोǑदत दोलन Forced oscillation 
बाéय आवतȸ बल  External periodic force 
èथायी अवèथा  Steady state 
¢ͨणक अवèथा  Transient state 
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7.6 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
 questions) 
1. अãप अवमंǑदत दोलक पर एक Ǔनिæचत आविृ×त का बाéय बल आरोͪपत करने पर 

दोलक का आयाम Ǔनयत हो जाता है । 
2. यǑद ĤणोǑदत दोलक पर से बाéय चालक बल हटा Ǒदया जाये तो दोलक के दोलन 

अवमंदन के कारण ¢Ǔयत हो जाते हɇ । 
3. यह वह अवèथा है, िजसमɅ ĤणोǑदत दोलक, चालक बल कȧ आविृ×त से दोलन करता है 

तथा उसका आयाम Ǔनयत रहता है । 
4. ĤणोǑदत दोलक पर Ĥ×यानयन बल, अवमंदन बल तथा बाéय आवतȸ बल काय[ करत े

हɇ।  
5. ĤणोǑदत आवतȸ दोलक का अवकल समीकरण 

 
22

0 02 2 sind y dyr y f t
dt dt

     

6. ĤणोǑदत दोलक कȧ èथायी अवèथा मɅ ͪवèथापन को ͪवĮािÛत काल   के पदɉ मɅ 
Ǔनàन Ĥकार से ͧलखते हɇ । 

  
10

1/2 2 22 2 2 2
0

/sin tan
/ o

fy t  
    

 
       

 

7. ĤणोǑदत दोलक का आयाम, ɷ>> ɷ0 िèथǓत मɅ चालक बल कȧ आविृ×त के वग[ के 
åय×ुकमानपुाती होता है । 

8. अवमंदन बल के मान मɅ वृͪ ƨ होने पर अननुादȣ आविृ×त कम हो जाती है तथा Ûयनू 
आविृ×त कȧ ओर ͪवèथाͪपत हो जाती है । 
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9. अवमंदन Ûयनू होने पर, Ûयनू आविृ×त कȧ िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक व बाéय चालक 

बल के मÚय य कलाÛतर शÛूय होता है अथा[त दोलक व चालक बल एक हȣ कला मɅ 
दोलन करते हɇ।  

10. ĐांǓतक व अǓत आविृ×त कȧ िèथǓतयɉ मɅ कलाÛतर Đमश:  /2 व   होगɅ । 

7.7 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. ĤणोǑदत दोलक पर ͩकस Ĥकार का बाéय बल लगाया जाता है? 
2. ĤणोǑदत दोलक मɅ चालक बल कȧ Èया उपयोͬगता है? 
3. èथायी अवèथा मɅ ĤणोǑदत दोलक ͩकस आविृ×त से दोलन करता है? 
4. ĤणोǑदत दोलक कȧ अननुादȣ आविृ×त का èवभाͪवक आविृ×त व अवमंदन गणुांक मɅ 

संबध ͧलͨखये । 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions ) 
5. ĤणोǑदत दोलक को पǐरभाͪषत कर उदाहरण सǑहत समझाइये । 
6. ĤणोǑदत दोलक के ͪवèथापन का पणू[ समीकरण ͧलͨखये । 
7. èथायी अवèथा मɅ ĤाÜत ĤणोǑदत दोलक के ͪवèथापन से आप Èया Ǔनçकष[ ĤाÜत करत े

हɇ?  
8. ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓत के अवकल समीकरण का èथायी हल ĤाÜत कȧिजये । 
9. ͧसƨ कȧिजये ͩक ĤणोǑदत दोलक के ͧलये अͬधकतम आयाम का मान ɷ= ɷ0 पर ĤाÜत 

न होकर अननुादȣ आविृ×त ɷR (िजसका मान èवभाͪवक आविृ×त के कम है)पर ĤाÜत 
होता है 

10. ĤणोǑदत दोलक के आयाम ɷ<< ɷ, ɷ= ɷ0 तथा ɷ>> ɷ0 आविृ×त सीमाओं मɅ ĤाÜत मानɉ 
कȧ åयाÉया कȧिजये । इस पǐरवत[न को ͪवͧभÛन आविृ×त सीमाओं मɅ आरेख ɮवारा 
Ĥदͧश[त कȧिजये । 

11. ͧसƨ कȧिजये ͩक अननुाद पर अͬधकतम आयाम, अãप आविृ×त परास सीमा मɅ आयाम 
का Q गनुा होता है । 

12. Ĥदͧश[त कȧिजये ͩक ͪवͧभÛन आविृ×त परासɉ मɅ चालक बल सदैव ͪवèथापन से कला मɅ 
पीछे रहता है । इस पǐरवत[न को ͪवͧभÛन आविृ×त परासɉ मɅ आरेख ɮवारा भी Ĥदͧश[त 
कȧिजये । 

13. ͪवͧभÛन अवमंदन िèथǓतयɉ मɅ ĤणोǑदत दोलक के आयाम व कला कȧ आवतȸ चालक 
बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[रता आरेखɉ ɮवारा समझाइये । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
14. एक कमानी का बल Ǔनयतांक 10+ डाईन / सेमी. है । इसके एक ͧसरे से 1 Ēाम 

ġåयमान का कण जब दोलन करता है तो उसका ͪवĮािÛत काल 1/2 सेकÖड है । यǑद 
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िèĤगं ġåयमान Ǔनकाय पर एक बाéय आवतȸ बल 10 cas(90t)डाइन का आरोͪपत 
ͩकया जाये तो दोलक का आयाम व कला कोण £ात कȧिजये । 

(उ×तर : y0= 5.26x10–3 सेमी,  =tan –1 (–0.1)) 
15. एक 10 Ēाम के ĤणोǑदत दोलक का अ×यãप अवǓृत[यɉ पर आयाम 0.01 सेमी । हɇ। 

512 हट[ज आविृ×त पर यह बढ़ कर मह×तम मान 1 सेमी. ĤाÜत कर लेता है । दोͧलत 
के ͧलये ͪवशेषता गणुांक £ात कȧिजये ।  

(उ×तर : 19 ) 
16. एक ĤणोǑदत दोलक के ͪवèथापन का आयाम Ǔनàन सूğ ɮवारा Ǒदया जाता है । 
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यǑद Q=100 हो तो ǓनçपǓत 
 

0

0 max

y
y

 का मान 
0

1


  तथा 0.99 के ͧलये £ात 

कȧिजये । 
(उ×तर. 1,0.450 ) 
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इकाई –8  
 अननुाद (Resonance) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
8.0 उƧेæय 
8.1 Ĥèतावना 
8.2 अननुाद व अननुाद कȧ तीêणता 
8.3 वेग अननुाद 
8.4 उजा[ अननुाद 
8.5 शिÈत अननुाद 
8.6 L–C–R पǐरपथ मɅ अननुाद 
8.6.1 Įेणी L–C–R पǐरपथ 
8.6.2 समाÛतर L–C–R पǐरपथ 
8.7 साराशं 
8.8 शÞदावलȣ 
8.9 संदभ[ ĒÛथ 
8.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
8.7.1 अßयासाथ[ Ĥæन 

8.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 
 अननुाद कȧ घटना को समझ सकɅ गे; 
 ĤणोǑदत दोलक मɅ वेग, ऊजा[ व शिÈत के ͧलए अननुाद, आविृ×त ɷ = ɷ0 लग पर 

ĤाÜत होते हɇ, यह समझ सकɅ गे; 
 अननुाद कȧ िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक ɮवारा शिÈत का अवशोषण अͬधकतम होता 

है, यह जान सकɅ गे; 
 ĤणोǑदत दोलक के उदाहरण के Ǿप मɅ वɮैयतु दोलनɉ (L–C–R पǐरपथ)को अÚययन 

कर उसकȧ अननुादȣ आविृ×त £ात करने मɅ स¢म हो सकɅ गे तथा Ēाहȣ एवम ्
अèवीकारȣ पǐरपथ के Ǿप मɅ इसका Ĥयोग समझ सकɅ गे । 

8.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आपने इकाई–7 मɅ ĤणोǑदत दोलक (forced oscillator)कȧ èथायी अवèथा मɅ इसकȧ 

गǓत का हल ĤाÜत कर, दोलक के आयाम तथा कला का अÚययन ͩकया है । आपने यह भी देखा 
है ͩक बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त मɅ पǐरवत[न करने पर ͩकस Ĥकार आयाम व कला मɅ 
पǐरवत[न होता है । बाéय आविृ×त बल कȧ ͩकसी एक आविृ×त पर दोलक के आयाम का मान 
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अͬधकतम हो जाता है िजसे अननुादȣ आविृ×त कहते हɇ । यह आविृ×त व इस आविृ×त पर ĤाÜत 
अͬधकतम आयाम अवमदंन पर Ǔनभ[र करता है । 

इस इकाई मɅ वेग, शिÈत का बाéय बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न का अÚययन कर–
अननुाद पर ͪवèततृ ͪववेचना करɅगे । इस इकाई के अनÍुछेद 8.2 मɅ आप अननुाद कȧ घटना का 
अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 8.3 मɅ ĤणोǑदत दोलक के वेग समीकरण से वेग आयाम व कला का 
बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 8.4 मɅ वेग 
अननुाद कȧ भांǓत ऊजा[ अननुाद का अÚययन करɅगे । ĤणोǑदत दोलक ɮवारा अवशोͪषत शिÈत का 
मान आप अनÍुछेद 8.5 मɅ £ात करɅगे और देखɅगे ͩक ͩकस आविृ×त पर शिÈत अननुाद ĤाÜत 
होता है? 

अंǓतम अनÍुछेद 8.6 मɅ ĤणोǑदत दोलक के दो उदाहरण Įेणी व समाÛतर L–C–R 
पǐरपथ मɅ वɮैयतु दोलन (electrical oscillations)का ͪवèतार से अÚययन कर इनकȧ तलुना 
करɅगे । आप देखɅगे ͩक ये पǐरपथ ͩकस Ĥकार Ēाहȣ (acceptor)अथवा अèवीकारȣ पǐरपथ 
(rejector circuit)के Ǿप मɅ काय[ करते हɇ । 

8.2 अनुनाद व अनुनाद कȧ तीêणता (Resonance and 
 sharpness of resonance) 

इकाई–7 मɅ आप अÚययन कर चकेु हɇ ͩक ĤणोǑदत दोलक का आयाम चालक बल कȧ 
आविृ×त पर Ǔनभ[र करता है तथा इसका आरेख ͬचğ 8.1 के अनसुार ĤाÜत होता है । इस वĐ से 
èपçट है ͩक आविृ×त ɷR गम पर आयाम का मान अͬधकतम होता है िजसे अननुादȣ आविृ×त 
(resonant frequency)कहते हɇ व इसका मान Ǔनàन होता है 

2 2
0 2R r    

 
ͬचğ 8.1 आयाम का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

अãप अबमंदन कȧ िèथǓत मɅ r का मान नगÖय होता है इसͧलये अननुादȣ आविृ×त का 
कम है । मान उपरोÈत समीकरण से  

ɷR= ɷ0 
अत: हम देखत ेहɇ ͩक अãप अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ दोलक का आयाम अͬधकतम तभी 

ĤाÜत होता है जब ͩक ɷR= ɷ0हो । इस िèथǓत को अननुाद (resonance)कȧ िèथǓत कहते हɇ । 
यǑद अननुाद को आपको शÞदɉ मɅ पǐरभाͪषत करना हो तो आप कह सकत ेहɇ ͩक अननुाद चाͧलत 
दोलक कȧ एक िèथǓत है िजसमɅ चालक बल कȧ आविृ×त दोलक कȧ èवभाͪवक आविृ×त के बराबर 
होती है तथा दोलक का आयाम अͬधकतम होता है । 

अãप अवमदंन कȧ 
िèथǓत से हमारा ता×पय[ 
हɇ ͩक r का मान ɷo से 
बहु त कम हɇ। 

 

यहा ँ हम ͧसफ[  
अनवुाद कȧ बात 
दोलक के ͪवèथापन 
के आयाम के सÛदभ[ 
मɅ कर रहɅ हɇ।  
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ͬचğ 8.2 

अननुाद को आप Ǔनàन उदाहरण से अÍछȤ तरह समझ सकɅ गे । ͬचğ 8.2 मɅ एक तनी 
हुई डोरȣ पर (a), (b), (c)तीन सरल लोलक िजनकȧ लàबाईयाँ Đमश: l 1, l 2, l 3 हɇ, लटकाये 
गये हɇ । यǑद आप उसी धागे से उपरोÈत दोलकɉ के समीप एक अÛय दोलक (d)िजसकȧ 
लàबाईL2, है, लटका कर बाéय आवतȸ बल ɮवारा चाͧलत दोलन उ×पÛन करते हɇ तो डोरȣ के 
सभी दोलक दोलन करने लग जाते हɇ । आप देखɅगे ͩक सभी दोलकɉ का आयाम ͧभÛन ͧभÛन 
होता है परÛत ुदोलक (b)का आयाम अͬधकतम होता है । Èया आप इसका कारण बता सकते हɇ। 
आपने इकाई–2 मɅ पढ़ा है ͩक सरल दोलक कȧ आविृ×त उसकȧ लàबाई के वग[मलू के 
åय×ुकमानपुाती होती है । समान लàबाई के दोलकɉ कȧ आविृ×त समान होती है इसͧलये दोलक 
(b)कȧ èवभाͪवक आविृ×त चालक बल कȧ आविृ×त (दोलक (d)कȧ आविृ×त)के बराबर होने के 
कारण अननुाद कȧ घटना होती है तथा दोलक (b)अͬधकतम आयाम के दोलन करता है ।ͪपछलȣ 
क¢ाओं मɅ आपने अननुाद कȧ घटना का उपयोग मेãडीज के Ĥयोग ɮवारा Ĥ×यावतȸ धारा कȧ 
आविृ×त £ात करने मɅ ͩकया है । 

LCR पǐरपथ मɅ अननुाद कȧ घटना का ͪवèततृ अÚययन आप अनÍुछेद 8.6 मɅ करɅगे । 
अननुाद कȧ तीêणता  ) Sharpness of resonance( 

ͬचğ 8.1 मɅ दशा[ये वĐ से èपçट है ͩक चालक बल कȧ आविृ×त ɷR से कम या अͬधक 
होने पर (अथा[त ्ɷR ͪवचͧलत होने पर)दोलक का आयाम इसके अͬधकतम आयाम से कम होता 
जाता है । अननुादȣ आविृ×त के दोनो ओर चालक बल कȧ आविृ×त के साथ दोलक के आयाम के 

कम होने कȧ दर 0dy
d

 को अननुाद कȧ तीêणता कहत ेहɇ।  

अननुादȣ आविृ×त से ͩकसी भी ओर चालक बल कȧ आविृ×त मɅ Ûयनू पǐरवत[न करने से  
यǑद आयाम मɅ पǐरवत[न अͬधक होता है तो उस अननुाद को तीêण (sharp)अननुाद कहते हɇ । 
ͬचğ 8.3 से èपçट है ͩक (1)Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ तीêण अननुाद ĤाÜत होता है (ii)अǓत 
अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अननुाद सपाट होता है तथा सुèपçट नहȣं होता है । 

 

यहाँ Úयान देने योÊय हɇ 

ͩक 0dy
d

वĐ कȧ Ĥवणता 

के बराबर होता हɇ । 
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ͬचğ 8.3 आयाम का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 
सोनोमीटर तार मɅ èवǐरğ कȧ सहायता से उ×पÛन अननुाद तीêण अननुाद का एक 

उदाहरण है । सोनोमीटर ɮवारा ͩकसी अ£ात èवǐरğ कȧ आविृ×त £ात करने वाले Ĥयोग मे आपने 
देखा होगा ͩक तार कȧ एक Ǔनिæचत लàबाई पर हȣ अननुाद कȧ िèथǓत ĤाÜत होती है । इस 
Ǔनिæचत लàबाई मɅ थोड़ा भी पǐरवत[न होने पर सोनोमीटर मɅ अननुाद ĤाÜत नहȣं होता है । 
सोनोमीटर के तार मɅ कम अवमंदन के कारण हȣ अननुाद तीêण होता है । 

इसके ͪवपरȣत वाय ुèतàभ मɅ ĤाÜत अननुाद सपाट अननुाद का एक उदाहरण है । वाय ु
èतàभ कȧ अननुाǑदत लàबाई मɅ अãप पǐरवत[न करने पर भी ÚवǓन कȧ तीĭता मɅ अãप पǐरवत[न 
होता है । वाय ुèतàभ मɅ अवमंदन अͬधक होने के कारण हȣ इसमɅ सपाट अननुाद ĤाÜत होता है।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. अनुनाद से आपका Èया अͧभĤाय है?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––
 2. अनुनाद कȧ तीêणता से आप Èया समझते हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 3. अनुनाद कȧ तीêणता अवमंदन पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करती है? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

8.3 वेग अनुनाद (Velocity resonance) 
आप जानते हɇ ͩक èथायी अवèथा मɅ ĤणोǑदत दोलक का ͩकसी ¢ण ͪवèथापन 

Y=y0 sin (ɷt –)      …(8.1) 
ɮवारा Ǒदया जाता है जहा ँदोलक का आयाम 

 
0

0 22 2 2 24o

fy
r  


 

     

...(8.2) 

तथा आवतȸ बल व ͪवèथापन के मÚय कलाÛतर  

=tan –1 2 2
0

2r
        

...(8.3) 

अत: दोलक का वेग समी (8.1)को समय के सापे¢ अवकͧलत करके ĤाÜत ͩकया जा 
सकता है।  

   ...(8.4) 
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2
    
 

तथा 0 0y v   रखने पर  

V=v0sin (t–)       …(8.5) 
यह ĤणोǑदत दोलन मɅ वेग व समय के बीच संबधं है । उपरोÈत समी. (8.5)से èपçट, है 

ͩक  बाéय आवतȸ बल F=F0sin (ɷt )v = v0 sin (ɷt – )के मÚय कलाÛतर है, तथा vo 
ĤणोǑदत दोलक के वेग का आयाम है । 
वेग आयाम (Velocity amplitude) 

ĤणोǑदत दोलक का वेग आयाम 
V0= ɷy0 

समीकरण (8.2)से y0 का मान रखने पर      ...(8.6) 
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...(8.7) 

इस समीकरण से आप देख सकते हɇ ͩक वेग–आयाम अãप अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ 
आरोͪपत बाéय बल कȧ आविृ×त पर Ǔनभ[र करता है । समी (8.7)से हȣ £ात होता है ͩक ɷ =0 
तो v0=0 यǑद होगा तथा ɷ के मान मɅ वृͪ ƨ करने पर v0 के मान मɅ वृͪ ƨ होती है । ɷ के एक 
Ǔनिæचत मान पर V0 का अͬधकतम मान ĤाÜत होता है । ɷ का मान इस, l 

Ǔनिæचत आविृ×त से और अͬधक बढ़ाने पर v0 का मान लगभग 0 0f F
m 

  ĤाÜत होता है तथा 

यǑद   तो v 0   0 , इस पǐरवत[न को ͬचğ 8.4 ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया गया है 
िजससे यह èपçट होता है ͩक जसेै–जैसे ɷ का मान शूÛय कȧ ओर या अनÛत कȧ ओर अĒसर 

होता है v0 का मान शूÛय कȧ ओर अĒसर होता जाता है तथा  ɷ  के एक Ǔनिæचत मान पर 
अͬधकतम हो जाता है । इस आविृ×त से अͬधक आविृ×त पर इसका मान F/ m  ɷ  ĤाÜत होता है। 

अͬधकतम वेग आयाम कȧ िèथǓत मɅ समी (8.7)का हर (denominator)Ûयनूतम होना 
चाǑहये । 

2 2
20

2 4r 


 
 

 
= Ûयनूतम 

अत: इस पद का ɷ से सापे¢ अवकलन करने पर इसका मान शूÛय होना चाǑहये । 
2 2

20 4 0d r
d
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या 
     0 2 0 2

0 0
2 3

2 2 2
0

    

 

  
   

या 
   2 2 2 2

0 0
2

2
2 0

   


 

  
  
  

 

या   2 2 2 2
0 02 0       

या 2 2
0   

या 0   
अत: अͬधकतम वेग का मान आविृ×त ɷ = ɷ0 पर ĤाÜत होता है । इस अवèथा को वेग 

अननुाद (velocity resonance)कȧ अवèथा कहत ेहɇ । इस िèथǓत मɅ अͬधकतम वेग आयाम 
समी. (8.7)से 

  0 0 0
0 max 2

f F m FV
r m 
 

     
…(8.8 ) 

होगा । समीकरण (8.8)से èपçट होता है ͩक अͬधकतम वेग आयाम अवमंदन Ǔनयतंाक 
के åय×ुĐमानपुाती होता है अथा[त ् Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अननुादȣ वेग का मान अǓत 
अवमंदन कȧ अपे¢ा अͬधक होता है जैसा ͩक ͬचğ 8.4 मɅ भी दशा[या गया है  

 
ͬचğ 8.4 वेग आयाम का चालक बन कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

वेग कȧ कला (Phase of velocity) 
समी. (8.5)से èपçट है ͩक आरोͪपत चालक बल के सापे¢ दोलक के वेग कȧ कला  

कोण से पीछे रहती है तथा कलाÛतर का मान 

2


  
       

 (8.9) 

 का मान हम अलग–अलग आविृ×त ¢ेğ (िèथǓतयɉ)मɅ £ात कर सकत ेहɇ  
(i) आविृ×त ɷ<< ɷ0 (Ûयनू आविृ×त कȧ िèथǓत ) 
इस िèथǓत मɅ आप जानते हɇ (अनÍुछेद 7.2.3)ͩक आवतȸ बल व ͪवèथापन के मÚय 

कलाÛतर  का मान शूÛय होता है इसͧलये समी (8.9)से  

2
    

अत: इस िèथǓत मɅ वेग, आरोͪपत चालक बल के सापे¢ 
2


 कला कोण से आगे रहता। 
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है (Èयɉͩक F=F0sin ɷt तथा v= v0 sin 
2

t   
 

 

(ii) ɷ=ɷ0 (ĐांǓतक आविृ×त कȧ िèथǓत) 
अनÍुछेद 7.2.3 से इस िèथǓत मɅ =  /2 इसͧलये समी. (8.9)से  =0 अथा[त ् वेग 

अननुाद कȧ िèथǓत मɅ चालक बल व दोलक का वेग समान कला मɅ रहते है । 

(iii) ɷ>> ɷ0 (अǓत आविृ×त कȧ िèथǓत)अनÍुछेद 7.3.3 से  इसͧलये =
2


    

अथा[त ्दोलक का वेग चालक बल से
2
  कला कोण पीछे रहता है । 

वेग व चालक बल के मÚय कलाÛतर  कȧ बाéय चालक बल कȧ आविृ×त  के साथ 
Ǔनभ[रता ͬचğ 8.5 मɅ Ĥदͧश[त कȧ गई है । 

 
ͬचğ 8.5 बेग व बल के मÚय कलाÛतर का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

बोध Ĥशन (Self assessment question) 
4. वेग अनुवाद से आप Èया समझते हɇ ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
5. वेग अनुवाद कȧ िèथǓत मɅ अͬधकतम वेग आयाम अवमंदन पर ͩकस Ĥकार 
 Ǔनभ[र करता हɇ ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
6. वेग अनुवाद कȧ िèथǓत मɅ चालक बल व वेग के मÚय कलाÛतर का मान Èया 
 होता हɇ ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
  

8.4 ऊजा[ अनुवाद (Energy resonance) 
आपने इकाई 5 व 6 मɅ पढ़ा है ͩक अवमंǑदत दोलक कȧ ऊजा[ चरघांताकȧ Ǿप से कम 

होती है । ऐसे दोलक कȧ èथायी दोलन कȧ अवèथा ĤाÜत करने के ͧलये चालक बल ĤणोǑदत 
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दोलक को आवæयक उजा[ Ĥदान करता है । इस अनÍुछेद मɅ हम ĤणोǑदत दोलक ɮवारा चालक 
बल से अवशोͪषत ऊजा[ का अÚययन करɅगे । 

आप जानते हɇ ͩक यǑद अवमंǑदत दोलक पर बाéय चालक बल F= Fo sin ɷt लगाया 
जाता है तो èथायी अवèथा मɅ ĤणोǑदत दोलक का ͪवèथापन समी. (8.1)से 

जहाँ  

 

 
0 22 2 2 2

0

1
2 2
0

sin

4

2tan

y y t
foy

r

r

 

  




 


 


 




 

तथा दोलक का वेग समी (8.4)से 

 0 cosdyv y t
dt

      

Ǒदया जाता है । ĤणोǑदत दोलक कȧ गǓतज उजा[ k का मान Ǔनàन Ĥकार से £ात कर 
सकते हɇ– 

 2 2 2 2
0

1 1 cos
2 2

k mv my t      

K के मÚय पǐरवǓत[त 0 
1
2
 2 2

0my   के मÚय होता है । 

एक दोलन के ͧलये दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[. <k>  

0

1 T

k kdt
T

         ......(8.10) 

 2 2
0

0

1 cos
T

my t dt
T

    

 2 2 2
0

0

1 1 cos
2

T

K my t dt
T

      

2 2
0

1 1.
2 2

K my             2

0

1 1cos
2

T

t dt
T

 
 
  
 

  

2 2
0

1
4

K my        …..(8.11) 

Y0 का मान समी। (8.2)से रखने पर मÚय गǓतज ऊजा[  

 
2 2

0
22 2 2 2

0

1
4 4 4

Fk
m r



  
 

    

   ......(8.12) 
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2

22 2
2

1
4

4

o

o

Fk
m

r 



 
  

  
   

   ......(8.13) 

इस समीकरण से आप देखते हɇ ͩक ĤणोǑदत दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ बाéय चालक 
बल कȧ आविृ×त ɷ पर Ǔनभ[र करती है । जैसे जैसे चालक बल कȧ आविृ×त ɷ शÛूय से बढायी 
जाती है तो ɷ < ɷ0 ¢ेğ मɅ माÚय गǓतज ऊजा[ का मान बढ़ने लगता है तथा एक Ǔनिæचत 
आविृ×त के मान ɷ= ɷ0 पर इसका माने अͬधकतम हो जाता है । त×पæचात ्आविृ×त ɷ मɅ वृͪ ƨ 
करने पर माÚय गǓतज ऊजा[ का मान कम होता जाता है । ͬचğ 8.6 मɅ आविृ×त ɷ के साथ 
दोलक कȧ माÚय गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न को Ĥदͧश[त ͩकया गया हɇ । 

 
ͬचğ 8.6 माÚय ऊजा[ का बालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

माÚय गǓतज ऊजा[ के अͬधकतम मान के ͧलये समी. (8.13)के हर का मान Ûयनूतम 
होना चाǑहये ।  

या  
22

0od
d

 
 

  
    
   

 

या 
2 2
0 0

22 1 0 


 
  

    
  

 

=0 
अत: जब दोलक कȧ आविृ×त ɷ= ɷ0 होती है तब ĤणोǑदत दोलक कȧ माÚय ऊजा[ 

अͬधकतम होती है अथा[त ्दोलक चालक बल से अͬधकतम ऊजा[ का अवशोषण करता है । दोलक 
कȧ अͬधकतम ऊजा[ के अवशोषण कȧ िèथǓत को ऊजा[ अननुाद कहते हɇ । 

समी. (8.12)मɅ ɷ= ɷ0 रखने पर दोलक कȧ अͬधकतम माÚय गǓतज ऊजा[ या उसके 
ɮवारा अͬधकतम ऊजा[ अवशोषण होगा– 

2
0

max 2

1.
4 4
Fk
m r

         .......(8.14) 
2

20

4
F
m


 

 
2 2

0
max 4

F Qk
k

  
      

...(8.15) 

2
0

Q
k m
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बोध Ĥæन (self assessment question) 
7. ऊजा[ अनुनाद से आप Èया समझते हɇ? 

 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

8.5 शिÈत अनुनाद (Power resonance) 
जब कोई अवमंǑदत दोलक दोलन करता है तो अवमंदन के कारण उसका आयाम समय 

के साथ कम होता रहता है । Ǔनयत आयाम के दोलन ĤाÜत करने के ͧलये बाéय आवतȸ बल 
ɮवारा दोलक को ऊजा[ Ĥदान कȧ जाती है । एकाकं समय मɅ ĤणोǑदत दोलक ɮवारा अवशोͪषत 
ऊजा[ सके ɮवारा अवशोͪषत शिÈत के बराबर होती है ।  

दोलक ɮवारा एकांक समय मɅ अवशोͪषत ऊजा[ (energy adsorbed)अथवा शिÈत 
(power) 

P=Fv        ...(8.16) 
यǑद ͩकसी अवमंǑदत दोलक पर आवतȸ बल F=F0 sin ɷt आरोͪपत करते हɇ तो 

ĤणोǑदत दोलक वेग v= ɷy cos (ɷt –)से गǓत करने लगता है । 
अत: दोलक ɮवारा अवशोͪषत शिÈत 

P = Foɷy0 sin cos (ɷt –) 
= ɷy0 F0 [ sinɷt cos  + sin2 ]   ...(8.17) 

उपरोÈत समी (8.17)शिÈत के ता×¢ͨणक मान को åयÈत करता है जो ͩक समय का 
आवत[ फलन है, परÛत ुअͬधकतर शिÈत का ĤǓत दोलन औसत मान £ात करना अͬधक उपयÈुत 
रहता है । अत: ĤǓत दोलन माÚय शिÈत अवशोषण 

2
0 0 cos sin sin sinp y F t t             

0 0
1 sin
2

y F 
      

....(8.18) 

समी.(8.3)से 

 2 2
0

2tan r
 

 

 

अत: 
  1/22 2 2 2

0

tan 2sin
1 tan 4

r

r

 


  
 

       

...(8.19) 

समी.(8.2)से yo तथा (8.19)से sin का मान समी. (8.18)मɅ रखने पर ĤǓत दोलन 
माÚय शिÈत अवशोषण  

 .

.

.

dp F dy
dt
dyF
dt

F v







 

<sin  ɷ t cosɷt>=0 

<sin2ɷt>=
1
2
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2 2

0
20 2 2 2

0

1 2
2 4

F rp
m r



  
 

    

   .......(8.20) 

2
0

22
20 4

F rp
m

r




 
  

   
   

   ........(8.21) 

समी. 8.21 से èपçट है ͩक औसत अवशोषण शिÈत का मान चालक बल कȧ आविृ×त ɷ 
पर Ǔनभ[र करता हɇ । 

जब आवǓृत ɷ का मान शूÛय होता है तो <p> का मान शूÛय होता है तथा जसेै आविृ×त 
ɷ का मान बढ़ाया जाता है तो ɷ< ɷ ¢ेğ मɅ ĤǓत दोलन माÚय शिÈत अवशोषण <p> का मान 
बढ़ने लगता है तथा आवǓृत ɷ के एक Ǔनिæचत मान पर <p> का मान अͬधकतम हो जाता है । 
इस Ǔनिæचत आविृ×त से अͬधक ɷ का मान बढ़ाने पर (ɷ> ɷ0 ¢ेğ) <P> का मान वापस कम 
होने लगता है । आविृ×त ɷ के साथ दोलक कȧ ĤǓत दोलन माÚय शिÈत अवशोषण मɅ पǐरवत[न 
ͬचğ 8.7 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । यह वĐ शिÈत अननुाद वĐ (Power resonance 
curve)कहलाता है । 

<p> का िजस Ǔनिæचत आविृ×त पर मान अͬधकतम होता है उसे £ात करने के ͧलये 
हम <p>, का मान अͬधकतम होने कȧ शत[ का अÚययन करɅगे । 

<p> का मान अͬधकतम होने के ͧलये समी. (8.21)का हर (denominator)Ûयनूतम 
होना चाǑहये अथा[त ्. 

22
20 4r 



  
   
   

= Ûयनूतम 

अत: इस पद का ɷ के सापे¢ अवकलन करने पर इसका मान शूÛय होना चाǑहये ।  

या  
22

20 4 0d r
d

 
 

  
    
   

 

या 
2 2
0

22 1 0o 


 
  

     
  

 

या 0   
अत: जब बाéय चालक बल कȧ आविृ×त ɷ दोलक कȧ èवभाͪवक आविृ×त ɷ0 के बराबर 

होती है तो बाéय आवतȸ बल ɮवारा ĤणोǑदत दोलक अͬधकतम शिÈत का अवशोषण करता है 
अथा[त ्इस िèथǓत मɅ बाéय चालक बल दोलक को अͬधकतम शिÈत का हèताÛतरण करता है 
तथा इस समय बाéय बल F व वेग V भी एक हȣ कला मɅ होते हɇ । 

अत: अͬधकतम हèताÛतǐरत शिÈत (maximum transferred power)का मान होगा– 
2

0 0
max 0

1 1. .
4 2 2

F Fp F
m r rm

       ... (8.22) 

  0
0 max
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1
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2
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r
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F
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0
0

1 .
2

F F


       ...(8.23) 

max max
1 ( )
2 o oP v F  

 
2

max
1
2

oFP


        ....(8.24)

 समी  .)8.24( से èपçट है ͩक जब Vo का मान अͬधकतम होता है तब शिÈत का अͬधकतम 
हèताÛतरण )transfer)होता है । 

अब हम अननुाद मɅ अƨ[ शिÈत आविृ×तयɉ तथा ͪवशेषता गणुांक का अÚययन करɅगे ।  

 
ͬचğ 8.7 मÚय शिÈत अवशोषण का चालक बल कȧ आविृ×त के साथ पǐरवत[न 
ͬचğ 8.7 को देखकर आप कह सकते हɇ ͩक अननुादȣ आविृ×त के दोनो ओर अननुादȣ 

वĐ समͧमत (symmetrical)होता है इस वĐ पर ऐसे दो ǒबÛद ुA व B हɇ जहाँ पर अवशोͪषत 
शिÈत के मान अͬधकतम अवशोͪषत शिÈत के मान का आधा होता है अथा[त ्इन ǒबÛदओंु पर 

max
1
2

P P   
     

 ...(8.25) 

इन ǒबÛदओंु को अध[ शिÈत ǒबÛद ु (half power points)कहते हɇ । इस ǒबÛदओंु के 
संगत आविृ×तयɉ को अध[ शिÈत आविृ×तयाँ (half power frequencies)कहत ेहɇ । इनका मान 
£ात करने के ͧलये <P> व <P>max का मान समी. (8.21)व (8.22)से (8.25)मɅ रखने पर 

2 2

22
2

1 1
2 4

4

o o

o

F Fr
m m r

r





  

   
   

 

या 
22

2 28 8o r r




  
    
   

 

या 
2

0 2r



    

या   (0–)(0+)=  2r       ...(8.26) 
यǑद अध[ शिÈत ǒबÛदओंु कȧ आविृ×तयाँ  आविृ×त के Ǔनकट है तो 

+ =2       ...(8.27) 
समीकरण (8.27)व (8.26)से 
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(–)2 = ±2r 
या   – = ± r ..(8.28) 
अत: अध[ शिÈत ǒबÛदओंु कȧ आविृ×तयाँ 

1 = –r      ...(8.29) 
तथा  2 =  + r      ...(8.30) 
अथ[ शिÈत आविृ×तयɉ का अंतर 

2 1 2r
m


          ...(8.31) 

इस अध[ शिÈत आविृ×तयɉ के अंतर को बɇड ͪवèतार (band width)कहते हɇ । 
आप जानते हɇ ͩक दोलक का ͪवशेषता गणुाकं 

0

0

2

Q

r

 




        ...(8.32) 

समी (8.31 )से 2r का मान समी. (8.32)मɅ रखने पर 
0 0

2 1 2 1| | | |
fQ

f f


 
 

 
     ...(8.33) 

èवाभाͪवक आविृ×तअननुादȣ आविृ×त 
ͪवशेषता गणुांक = èवाभाͪवक आवǓृत

बɇड ͪवèतार
=अनुनादȣ आवǓृत  

बɇड ͪवèतार
 

अत: ͪवशेषता गणुांक अननुादȣ आविृ×त व बɇड ͪवèतार के अनपुात के बराबर होता है । 
बɇड ͪवèतार का मान िजतना कम होता है, Q का मान उतना हȣ अͬधक होता है तथा अननुाद 
भी उतना हȣ अͬधक तीêण होता है इसͧलये अननुाद कȧ तीêणता अथा[त ्Q का मापन बɇड 
ͪवèतार से भी कर सकते हɇ ।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
8. शिÈत अनुनाद वĐ से आप Èया समझते हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
9. अध[ शिÈत ǒबÛदु व आवृ ि×त को पǐरभाͪषत कȧिजये । 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
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8.6 L–C–R पǐरपथ मɅ अनुनाद (Resonance in L–C–R circuit) 
L–C–R पǐरपथ (Įेणी व समाÛतर)अवमंǑदत दोलक का उदाहरण है । L–C–R पǐरपथ मɅ 

Ĥ×यावतȸ İोत (बाéय चालक बल)लगाने पर यह ĤणोǑदत दोलक के Ǿप मɅ काय[ करने लगता है। 
इस अनÍुछेद मɅ आप इसमɅ उ×पÛन ͪवɮयतु दोलनɉ का अÚययन करɅगे । 

8.6.1 Įेणी L–C–R पǐरपथ (Series L–C–R circuit) 

ͬचğ 8.8 मɅ Ǒदखाये अनसुार Ĥेरक×व L, धाǐरता C व ĤǓतरोध R के Įेणी Đम मɅ Đम 
Ĥ×यावतȸ ͪवɮयतु वाहक बल जǓनğ (alternating source of e.m.f)जोड़ते है िजसका 
ͪव.वा.बल E = E sin t है । इसके कारण पǐरपथ मɅ Ĥ×यावतȸ धारा I ĤवाǑहत होती है ।  

 
ͬचğ 8.8 

Ĥ×यावतȸ धारा I के कारण Ĥेरक कुÖडलȣ मɅ Ĥेǐरत ͪव.वा.बल 
dIL
dt

  उ×पÛन होता है 

िजसके कारण पǐरपथ मɅ पǐरणामी ͪव.वा. बल dIE L
dt

   
 शेष रह जाता है जो इस पǐरपथ के 

दो अÛय अवयव C व R पर उ×पÛन ͪवभवाÛतर Đमश: VC ( c
qV
c

  जहाँ q समय t पर 

धाǐरता C पर आवेश का मान है)व ͪवभवाÛतर VR(VR= IR)के योग के तुãय होता है अथा[त ् 
dI qE L RI
dt c

          ...(8.34) 

या  
dI qL L RI E
dt c

     

I के èथान पर dq
dt

व 
dI
dt

 के èथान पर
2

2

d q
dt

 ͧलखने पर 
2

2 sino
d q q dqL R E E t
dt c dt

     

या 
2

2 sinoEd q q R dq t
dt LC L dt L

    

या 
2

2
0 02 2 sind q dqr q t

dt dt
         …(8.35) 

जहा ँ 2
0

1 12 ,R r
L LC




    तथा 0
o

E
L

  है । 
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समी. (8.35)ĤणोǑदत दोलक के गǓत समीकरण 
22
0 02 2 sind y dyr y F t

dt dt
     के तुãय है िजसका हल y = y sin (t – )ɮवारा 

Ǒदया जाता है । 
अत: समी (8.35)का हल Ǔनàन Ĥकार से ͧलख सकते हɇ– 

  
 0

1/22 2 2 2
0

sin
4

q t
r


 

  


 
 

या q = qo sin (t–)...(8.36) 
यहाँ q, संधाǐरğ पर अͬधकतम आवेश का मान है । 

  
 0

0 1/22 2 2 2
0

sin
4

q t
r


 

  


 
    ...(8.37) 

आवेश व ͪव.वा. बल E के मÚय कलाÛतर 
 

1
2 2
0

2tan r


 


      
....(8.38) 

समी. (8.36)का समय के सापे¢ अवकलन करने पर धारा का मान 

 coso
dqI q t
dt

      

0 sin
2

q t       
 

  

=Io sin (t–)  (=–/2)  ...(8.39) 
यहाँ पǐरपथ मɅ अͬधकतम धारा का मान 

I = q 
समीकरण (8.37)से q का मान (8.40)मɅ रखने पर 

 
0

0 1/222 2 2 2
0 4

I
r



  

    

 

 0
0 1/22

21

EI

L R
C





     
   

     ...(8.41) 

तथा  = 
2


  पǐरपथ मɅ धारा व Ĥ×यावतȸ ͪव.वा.बल के मÚय कलाÛतर है िजसका 

मान 

sin
2

cos

t

t





  
 



0
0

2
0

1

2

LC

L

E
L

R r











 

   = 
2



 

tan = cot  
1

tan


 
2 2
0

2r
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1

1

tan
L

C
R


 

  
  

 
 

     
…….(8.42)

 

समी. (8.41)को Ǔनàन Ĥकार से भी ͧलख सकत ेहɇ–  
o

o
EI
Z

         ...(8.43) 

जहाँ  
1/22

21Z L R
C




      
   

 

समी. (8.41)उस पǐरपथ के ͧलये ओम के Ǔनयम को Ĥदͧश[त करती है िजसमɅ R के 

साथ L व C भी सिàमͧलत हɇ। केवल ĤǓतरोध यÈुत पǐरपथ मɅ इस Ǔनयम को o
o

EI
R

  ɮवारा 

Ĥदͧश[त ͩकया जाता है ।  
अत: समी. (8.41)का हर L–C–R पǐरपथ का Ĥभावी ĤǓतरोध है िजसे L–C–R पǐरपथ 

कȧ ĤǓतबाधा (impedance)भी कहते हɇ । 
अत: समी. (8.43)से L–C–R पǐरपथ कȧ ĤǓतबाधा  

2
21Z L R

C



    
 

     …(8.44) 

Įेणी अननुाद (Series resonance) 
पǐरपथ मɅ ĤवाǑहत धारा अͬधकतम होने के ͧलये यह आवæयक है ͩक पǐरपथ मɅ 

ĤǓतबाधा Z का मान Ûयनूतम हो अथा[त ्Ûयनूतम हो अथा[त ् 
1/22

21Z L R
L




      
   

 = Ûयनूतम 

 या 
2

21 0d L R
d L


 

      
   

 

2

1 12 0L L
C C


 

           
 

1L
C




       .....(8.45) 

0
1
LC

          ...(8.46) 

यहाँ  =
1
LC

  पर धारा का मान अͬधकतम है अत: यह आविृ×त L–C–R Įेणी 

पǐरपथ कȧ अननुादȣ आविृ×त कहलाती है । इस िèथǓत को Įेणी अननुाद कहते हɇ और पǐरपथ 
Įेणी अननुादȣ पǐरपथ (series resonant circuit)कहलाता है । 
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अननुाद कȧ िèथǓत मɅ ( =  पर)समी.(8.43)से  

(Io)max = oE
R

       .....(8.47) 

अथा[त ्अͬधकतम धारा आयाम केवल ĤǓतरोध R हȣ Ǔनभ[र करता है तथा ĤǓतबाधा का मान 
अननुाद कȧ अवèथा मɅ  

Z = R 
जो ͩक Z का Ûयनूतम मान है । 
समी. (8.45)व (8.42)से, tan  = 0 

या  = 0       ...(8.48) 
अथा[त ्अननुाद कȧ िèथǓत मɅ ͪवɮयतु वाहक बल व धारा एक हȣ कला मɅ होते हɇ तथा पǐरपथ का 
शिÈत गणुांक एकांक )unity(होता है । 

धारा Io व ĤǓतबाधा Z का आविृ×त  के साथ पǐरवत[न Đमश: ͬचğ 8.9 व 8.10 मɅ 
दशा[या गया है । अननुादȣ आविृ×त पर धारा का मान अÛय आविृ×तयɉ कȧ तलुना मɅ अ×यͬधक 
होता है । अननुादȣ आविृ×त पर ĤǓतबाधा Ûयनूतम होने के कारण धारा पǐरपथ मɅ सुगमता से 
ĤवाǑहत होती है इसͧलये इस Įेणी L–C–R पǐरपथ को Ēाहȣ पǐरपथ (acceptor circuit)भी 
कहते हɇ ।  

 
ͬचğ 8.9 धारा का चालक बल कȧ 
आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

ͬचğ 8.10 ĤǓतबाधा का चालक बल कȧ 
आविृ×त के साथ पǐरवत[ 

ͪवशेषता गणुांक )Quality factor) 
आप जानते हɇ ͩक ͪवशेषता गणुाकं 

Q=o 

2
o

r


        ……(8.49) 

समी. (8.35)के अनसुार 

2 Lr
R        

...(8.50) 

समी. (8.50)से 2r का मान (8.49)मɅ रखने पर 
 

oLQ
R


        ...(8.51) शिÈत ,गुणाकं =cos  
यǑद =0 तो cos =1 

2
2

1
2

1
r

LC
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या  1

o

Q
CR


       

....(8.52) 

अननुादȣ अवèथा मɅ Ĥेरक कंुडलȣ पर ͪवभवाÛतर का आयाम 
EL= oL(Io)max      .....(8.53) 

समी. (8.47)से (I०)max का मान रखने पर 
o

L o
LE E

R


        ...(8.54) 

समी. (8.51)से oL
R


 का मान (8.54)मɅ रखने पर 

 EL = QEo       ....(8.55) 
अत: आप समझ सकते हɇ ͩक अननुादȣ अवèथा मɅ Ĥेरक कंुडलȣ पर ͪवभवाÛतर आयाम 

आरोͪपत ͪवभवाÛतर आयाम का Q गनुा होता है । 

8.6.2 L–C–R समाÛतर पǐरपथ (L–C–R parallel circuit) 

ͬचğ 8.11 व के अनसुार ͩकसी पǐरपथ मɅ ĤǓतरोध R, Ĥेरक×व L वालȣ कंुडलȣ के 
समाÛतर Đम मɅ धाǐरता C के संधाǐरğ पर Ĥ×यावतȸ ͪवɮयतु वाहक बल (alternating 
electromotion force)E = Eoejt लगाया जाता है तो इसमɅ भी ͪवɮयतु दोलन उ×पÛन हो 
जाते हɇ । इस Ĥकार के पǐरपथ को समाÛतर पǐरपथ कहते है  

 
ͬचğ 8.11 

 
Ĥ×यावतȸ ͪव.वा.बल E = Eoejt के कारण पǐरपथ मɅ ĤवाǑहत कुल धारा I दो भागɉ मɅ 

ͪवभÈत हो जाती है माना कंुडलȣ व ĤǓतरोध वालȣ शाखा मɅ धारा का मान IL तथा सधंाǐरğ वालȣ 
शाखा मɅ धारा का मान IC है, 

अत: I =IL = IC         ...(8.56) 
कंुडलȣ ĤǓतरोध शाखा के ͧसरे पर ͪवभवाÛतर Ĥ×यावतȸ ͪवɮयतु वाहक बल के समान होगा ।अत: 

j tL
L o

dIL RI E e
dt

         ...(8.57) 

समी. (8.57)को eRt/L से गणुा करने पर 

इस अनुछेद मे ͪवɮयुत 
वाहक बल E = Eoejt 
से Ĥदͧश[त ͩकया गया 
है । यहा ं j का ता×पय[ 

i ( 1)   हȣ है । 

आथ[त ्j = i 1    

 

यहां Ĥ×यावतȸ ͪव. वा. 
बल E=Eosin t के 
èथान पर E = Eoejt 
गͨणतीय गणना को 
सरल करने कȧ Ǻिçट 
से ͧलया गया है । 
दोनɉ हȣ ͪवͬधयɉ से 
समान पǐरणाम ĤाÜत 
होते हɇ। 
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या 

 

   

// /

//

j R L tRt L Rt L oL
L

j R L tRt L o
L

EdI Re I e e
dt L L

Ed I e e
dt L









 


 

समाकलन करने पर 

 
j t

o
L

E eI
R j L







      ...(8.58) 

संधाǐरğ शाखा के ͧसरे पर भी ͪवभवाÛतर Ĥ×यावतȸ ͪव.वा.बल के बराबर होगा, अथा[त ् 

0

1 t
j t

C o
q I dt E e
C C

   

अवकलन करने पर  
j tC

o
I jE e
C

  

 या  j t
C oI J CE e        )...8.59  

समी. (8.58)व (8.59)से IL व IC का मान समी. (8.65)मɅ रखने पर  

 
1 j t

oI j C E e
R j L




 
         

...(8.60) 

  
 21

j t
o

LC j CR
I E e

R j L


 



 


    
.....(8.61) 

 21
j t

o

LC j CR R j LI E e
R j L R j L


  

 

  
 

 
 

  2 2 2

2 2 2

j t
oR j L C R L E e

I
R L

 



  



   ....(8.62) 

समी. (8.62)कȧ तुलना ओम के Ǔनयम से करने पर समाÛतरL–C–R पǐरपथ मɅ Ĥभावी 
ĤǓतरोध एक सͧमĮ फलन (Complex function)ĤाÜत होता है । इसे पǐरपथ कȧ ĤǓतबाधा Z 
कहते हɇ । िजसका मान  

 

  
2 2 2

2 2 2

R LZ
R j L C R L


 




  
    ....(8.63) 

 ĤǓतबाधा Z के åय×ुĐम को Ĥवेæयता (admittance)कहते हɇ । इसका मान 

   2 2 2

2 2 2

R j L C R L
Y

R L

 



  


    

....(8.64) 

EZ
I

   

1Y
Z
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1/222 2 2 2

2 2 2

1 LC C R
Y

R L
 



     
  

   .....(8.65) 

अननुाद के ͧलये पǐरपथ मɅ कुल धारा, I, व ͪव.वा.बल, E, समान कला मɅ होने चाǑहये इसͧलये 
पǐरपथ कȧ ĤǓतबाधा अथवा Ĥवेæयता वाèतͪवक होनी चाǑहये अथा[त ्समी . )8.63( अथवा )8.64( से 

L –C (R2 + 2 L2 )= 0 

या  
2

2

1
r

R
LC L

          ....(8.66) 

आविृ×त r, को समाÛतर पǐरपथ कȧ अननुादȣ आविृ×त कहते हɇ । इस आविृ×त पर 
ĤǓतबाधा अͬधकतम तथा Ĥवेæयता Ûयनूतम होती है एवम ्पǐरपथ मɅ ĤवाǑहत होने वालȣ धारा का 
मान Ûयनूतम होता है । 

आविृ×त  = r पर पǐरपथ कȧ Ĥवेæयता समी. (8.64)से  

min 2 2 2
r

RY
R L




      ...(8.67) 

समी. (8.66)से (8.67)मɅ r, का मान रखने पर 

min 2
2 2

2
1

RY
RR L

LC L


 

 
 

 

RC
L

       ....(8.68) 

 तथा max
min

1 LZ
Y RC

        ....(8.69) 

 अननुादȣ आविृ×त पर धारा का आयाम  
 

 

minmin

2 2 2min

o o

o
o

r

I E Y
REI

R L






 

या    o
o

RCEI
L

        ...(8.70) 

समाÛतर पǐरपथ के ͧलये ĤवाǑहत धारा I तथा ĤǓतबाधा Z का आविृ×त  के सापे¢ 
पǐरवत[न ͬचğ 8.12 व 8.13 मɅ Ǒदखाया गया है । समाÛतर L–C–R पǐरपथ मɅ अननुादȣ आविृ×त 
पर धारा का मान अÛय आविृ×तयɉ कȧ तुलना मɅ Ûयनूतम होता है । यǑद समाÛतर L–C–R 
पǐरपथ मɅ ͪवͧभÛन आविृ×तयɉ कȧ धाराओं को ĤवाǑहत करɅ तो अननुादȣ आविृ×त वालȣ धारा को 
पǐरपथ ĤवाǑहत नहȣं होने देता है (Èयɉ ͩक यहाँ Z अͬधकतम है)और इस पǐरपथ को अèवीकारȣ 
पǐरपथ (rejector circuit)कहते है । 
अध[ शिÈत ǒबÛद ुव ͪवशेषता गणुांक (Half power points and quality factor) 
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ͬचğ 8.12 धारा का चालक बल कȧ 
आविृ×त के साथ पǐरवत[न 

 ͬचğ 8.13 ĤǓतबाधा का चालक  बल कȧ 
आविृ×त के साथ पǐरवत[न  

समाÛतर पǐरपथ मɅ ĤǓतबाधा, Z, अथवा Ĥवेæयता, Y, तथा आविृ×त  के मÚय खींचे 
अननुाद वĐ मɅ भी ऐसे दो ǒबदं ुहोते हɇ िजन पर Ĥवेæयता का मान अपने Ûयनूतम मान Ymin का 

2  गनुा होता है ।  
अथा[त इन दोनɉ ǒबÛदओंु पर  

 min| | 2Y Y       ...(8.71) 

समी (8.65)व (8.68)से 

 
1/222 2 2 2

2 2 2

1
2

LC C R RC
R L L

 



  
  
 
 

 

 
4 222 2 2 2 2 2 2 21 2 R CLC C R C R

LC
       

   
4 222 2 2 2
2

21 R CLC C R
L

     

अãप ĤǓतरोध कȧ िèथǓत मɅ 
4 2

2

R C
L

 को अÛय पदɉ कȧ अपे¢ा नगÖय मान सकते हɇ, 

  22 2 2 21 LC C R    
22

2 2 2
21
r

C R 


 
  

 
 

2

21
r

CR



 
   

 
 

2

1

r

CR
 
 

   
 

     ....(8.72) 

माना A व B ǒबÛदओंु पर आवǓृतयाँ 1 व 2 हɇ तो 
1
2

1

1

r

CR
 

  
     

...(8.73) 
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 1
2

2

1

r

CR
 

         ...(8.74) 

समी. (8.73)व (8.74)को जोडने पर 
1 2 1 2

2
1 2

0
r

   
 
 

   

2
1 2 r        ...(8.75) 

समी (8.73)को (8.74)मɅ से घटाने पर 
2 1 2 1

2
1 2

2
r

CR   
 
 

 
     ....(8.76) 

समी. (8.75)से 12 = r
2 रखने पर 

(2–1)= r
2CR       ...(8.77) 

अत: बɇड ͪवèतार (1–2)= r
2CR     ....(8.78) 

ͪवशेषता गणुांक 2

1r

r r

Q
CR CR


 
       ...(8.79) 

समी. (8.70)व (8.68)से 
 

 

minmin

min

o o

o o

I Y E

RCI E
L




 

तथा सधंाǐरğ मɅ ĤवाǑहत धारा का आयाम  
c r oI CE  

2

min
r L I
R


  

min( )oQ I       ....(8.80) 
अत: अननुादȣ अवèथा मɅ सधंाǐरğ मɅ से ĤवाǑहत होने वालȣ धारा (Io)min का Q गनुा 

होती है । 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
10. L–C–R Įेणी पǐरपथ मɅ अनुनादȣ आवृ ि×त ͩकस पर Ǔनभ[र नहȣं करती हɇ?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––––––  
11. L–C–R Įेणी व समाÛतर अनुनादȣ पǐरपथ मɅ ĤǓतबाधा व धारा का मान Èया 
 होता है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
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उदाहरण 8.1 एक लेजर èğोत के उ×तेिजत परमाणु को ĤणोǑदत दोलक मानकर उससे 
उ×सिज[त 8000 A तरंगदैÚय[ वालȣ तरंग के संगत अननुादȣ अवèथा मɅ यǑद Q का मान 108 हो 
तो उ×सिज[त बɇड कȧ चौड़ाई £ात कȧिजये । 

हल : 1 2

2 1 2 1 0 1 2( )
o ovQ

v v
  

    
  

  
 

12  o
2 लेने पर 

0 माÚय तरंग दैÚय[ है । 

 
2
0

0 1 2

Q 
  




 
   1 2

o

Q


       

10

8

8000 10
10


  

.00008A   
 
 
 
 
उदाहरण 8.2 100 माइĐो हेनरȣ कȧ Ĥेरक कंुडलȣ तथा 0.0001 माइĐो फैरड के संधाǐरğ 

को ĮेणीĐम मɅ संयोिजत ͩकया जाता है िजसका ͪवशेषता गणुांक 100 है । पǐरपथ का Ĥभावी 
ĤǓतरोध £ात कȧिजये । 

हल : Ĥæनानसुार  L=100x100–6=10–4 हेनरȣ 
   C=0.0001x10–6=10–10 फैरड 
    Q=100 

 अननुादȣ आविृ×त 4 10

1 1
10 10

o LC


 
 

  

= 107 रेͫडयन / से. 

 ͪवशेषता गणुांक oLQ
R


  

  oLR
Q


   

7 410 10 1000 10
100 100


   ओम 

दोलक का Ĥभावी ĤǓतरोध 10 ओम है ।  

0

0
0

2 ov
cv
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8.7 सारांश (Summary) 
 अननुाद ĤणोǑदत दोलक कȧ एक ऐसी िèथǓत है िजसमɅ बाéय चालक बल कȧ 

आविृ×त दोलक कȧ èवाभाͪवक आविृ×त के बराबर होती है तो दोलक का आयाम 
अͬधकतम होता है । 

 अननुादȣ आविृ×त के दोनɉ ओर चालक बल कȧ आविृ×त के साथ दोलक के 
आयाम के कम होने कȧ दर को अननुाद कȧ तीêणता कहते हɇ । 

 ĤणोǑदत दोलक का वेग, आविृ×त  =  पर अͬधकतम होता है । इस िèथǓत 
मɅ वेग व बाéय चालक बल एक हȣ कला मɅ होते हɇ िजसे वेग अननुाद कȧ 
िèथǓत कहते हɇ ।  

 अͬधकतम वेग आयाम, अवमंदन Ǔनयताकं के åय×ुकमानपुाती होता है । 
 ĤणोǑदत दोलक आविृ×त  =  पर आरोͪपत बाéय चालक बल से अͬधकतम 

ऊजा[ का अवशोषण करता है व इसकȧ माÚय ऊजा[ इस िèथǓत मɅ अͬधकतम 
होती है । दोलक कȧ इस िèथǓत को ऊजा[ अननुाद कहत ेहɇ। 

 ĤणोǑदत दोलक आविृ×त  =  पर बाéय चालक बल ɮवारा अͬधकतम 
शिÈत का अवशोषण करता है व इस िèथǓत मɅ बाéय बल F व वेग V एक हȣ 
कला मɅ होते हɇ इस िèथǓत को शिÈत अननुाद कहते हɇ । 

 अननुादȣ वĐ पर (अननुादȣ आविृ×त के दोनɉ ओर )ऐसे दो ǒबÛद ुपाये जाते हɇ 
जहाँ अवशोͪषत शिÈत का मान अͬधकतम अवशोͪषत शिÈत के मान का आधा 
होता है, अध[ शिÈत ǒबदं ुकहलात ेहɇ तथा इस ǒबÛदओंु के संगत आविृ×तयɉ के 
अंतर को बɇड ͪवèतार कहत ेहɇ । 

 ͪवशेषता गणुांक Q का मापन बɇड ͪवèतार से भी कर सकते है Èयɉͩक बɇड 
ͪवèतार का मान िजतना कम होता है Q का मान उतना हȣ अͬधक होता है व 
अननुाद भी उतना हȣ अͬधक तीêण होता है । 

 L–C–R Įेणी अननुादȣ पǐरपथ मɅ अननुादȣ आविृ×त ĤǓतरोध पर Ǔनभ[र नहȣ ं
करती है व ĤǓतबाधा केवल R पर Ǔनभ[र करती है । अननुाद कȧ अवèथा मɅ 
पǐरपथ कȧ ĤǓतबाधा Ûयनूतम व Ĥवेæयता एवम ्धारा का मान अͬधकतम होता 
है । यह पǐरपथ Ēाहȣ पǐरपथ कहलाता है । 

 L–C–R समाÛतर अननुादȣ पǐरपथ मɅ अननुाद आविृ×त ĤǓतरोध पर Ǔनभ[र 
करती है व ĤǓतबाधा का मान L, C व R तीनɉ पर Ǔनभ[र करता है । अननुाद 
कȧ िèथǓत मɅ ĤǓतबाधा का मान अͬधकतम होता है तथा Ĥवेæयता व धारा का 
मान Ûयनूतम होता है । यह पǐरपथ अèवीकारȣ पǐरपथ कहलाता है । 

8.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अननुाद  Resonance 
अननुाद कȧ तीêणता  Sharpness resonance  
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अथ[ शिÈत ǒबदं ु Half points 
अèवीकारȣ  Rejector 
ऊजा[ अननुाद  Energy resonance 
Ēाहȣ पǐरपथ  Acceptor circuit 
तीêण  Sharp  
ĤǓतबाधा  Impedence 
Ĥवेæयता  Admittance 
बɇड ͪवèतार  Band width 
वेग अननुाद  Velocity  
शिÈत अननुाद  Power resonance  

8.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
(i) A.P French Vibrations and Waves C.B.S Publishers, Dehli 
(ii) N.K. Bajaj The Physics of Waves 

and Oscillations 
Tata Mc Graw– Hill Publishing 
Company Ltd., Delhi. 

(iii) S.P. Puri Fundamentals of  
Vibrations and Waves  

Tata Mc Graw– Hill Publishing 
Company Ltd., Delhi. 

(iv) शमा[, सÈसेना  
(v) व छाबड़ा  

दोलन एवम ्तरंगे राजèथान ǑहÛदȣ ĒÛथ अकादमी 
जयपुर 

(vi) एम  .पी .सÈसेना , दोलन एवम ्तरंगे कॉलेज बकु हाउस, जयपुर  
(vii) पी  .आर .ͧसहं व  
 

  

(viii) एस  .एस .रावत    

8.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to Self–assessment 
 questions) 
1. अननुाद ĤणोǑदत दोलक कȧ एक िèथǓत है िजसमɅ बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त दोलक 

कȧ èवभाͪवक आविृ×त के बराबर होती है तथा दोलक का आयाम अͬधकतम होता है । 
2. अननुादȣ आविृ×त के दोनɉ ओर चालक बल कȧ आविृ×त के सा थ ĤणोǑदत दोलक के 

आयाम के कम होने कȧ दर को अननुाद कȧ तीêणता कहते हɇ । 
3. Ûयनू अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अननुाद तीêण व अǓत अवमंदन कȧ िèथǓत मɅ अननुाद 

सपाट होता है । 
4. वेग अननुाद कȧ िèथǓत मɅ आविृ×त  =  पर वेग आयाम अͬधकतम होता है । 
5. अͬधकतम वेग आयाम अवमंदन के åय×ुकमानपुाती होता है । 
6. वेग अननुाद कȧ िèथǓत मɅ आरोͪपत बाéय आवतȸ बल व बेग के मÚय कलाÛतर शूÛय 

होता है ।  
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7. ऊजा[ अननुाद कȧ िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक आविृ×त  =  पर बाéय आवतȸ बल से 

अͬधकतम ऊजा[ का अवशोषण करता है । 
8. बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त के साथ दोलक कȧ ĤǓत दोलन माÚय शिÈत अवशोषण मɅ 

पǐरवत[न Ĥदͧश[त करने वाले वĐ को शिÈत अननुाद वĐ कहते हɇ । 
9. अननुादȣ वĐ पर ऐसे दो ǒबदं ुिजन पर ĤणोǑदत दोलक ɮवारा अवशोͪषत शिÈत का मान 

उसके ɮवारा अͬधकतम अवशोͪषत शिÈत का आधा होता है, अƨ[ शिÈत, ǒबदं ुकहलात े
हɇ। 

10. L–C–R Įेणी पǐरपथ मɅ अननुादȣ आविृ×त ĤǓतरोध पर Ǔनभ[र नहȣं करती है । 
11. L–C–R अननुादȣ Įेणी पǐरपथ मɅ ĤǓतबाधा का मान Ûयनूतम तथा धारा का मान 

अͬधकतम होता है इसके ͪवपरȣत L–C–R अननुाद समाÛतर पǐरपथ मɅ ĤǓतबाधा का 
मान अͬधकतम व धारा का मान Ûयनूतम होता है । 

8.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type question) 
1. अननुाद कȧ अवèथा मɅ बाéय आवतȸ बल कȧ आविृ×त का मान Èया होता है? 
2. तीêण अननुाद से आप Èया समझते हɇ? 
3. बाéय आवतȸ बल से ĤणोǑदत दोलक ɮवारा अͬधकतम ऊजा[ अवशोषण का सğू ͧलͨखये।  
4. ͪवशेषता गणुांक व बɇड ͪवèतार मɅ संबध ͧलͨखये ।  
5. L–C–R Įेणी पǐरपथ मɅ Ĥेरक कंुडलȣ पर ͪवभवाÛतर व आरोͪपत ͪवभवाÛतर मɅ Èया 

संबधं है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type question) 
6. अननुाद व अननुाद कȧ तीêणता कȧ åयाÉया कȧिजये ।  
7. ͧसƨ कȧिजये वेग अननुाद कȧ िèथǓत मɅ ĤणोǑदत दोलक का अͬधकतम वेग का आयाम 

अवमंदन Ǔनयतांक के åय×ुĐमानपुाती होता है तथा आवतȸ बल व वेग समान कला मɅ 
होते हɇ। 

8. ͧसƨ कȧिजये ͩक ĤणोǑदत दोलक कȧ माÚय ऊजा[ आरोͪपत बाéय बल कȧ आविृ×त पर 
Ǔनभ[र करती है तथा इसके ɮवारा अननुाद कȧ िèथǓत मɅ अͬधकतम ऊजा[ अवशोषण का 
मान Fo

2Q2 / 4K के बराबर होता है । यहाँ FO बाéय आवतȸ बल का आयाम, Q 
ͪवशेषता गणुांक तथा K बल िèथराकं है । 

9. ͧसƨ कȧिजये ͩक जब कोई ĤणोǑदत दोलक èवभाͪवक आविृ×त से दोलन करता, है तो 
बाéय आवतȸ बल ɮवारा हȣ Fo

2 / 2m के बराबर मह×तम शिÈत का हèतांतरण होता 
है यहाँ Fo चालक बल का आयाम तथा Đमश: m व  दोलक का आयाम एवम ्
ͪवĮािÛतकाल है । 
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10. ĤणोǑदत दोलक के बɇड ͪवèतार से आप Èया समझते हɇ? ͧसƨ कȧिजये ͩक दोलक का 

ͪवशेषता गणुाकं èवभाͪवक आविृ×त के अनĐुमानपुाती तथा बɇड ͪवèतार के 
åय×ुकमानपुाती होता है । 

11. एक ĮेणीĐम मɅ जुड़े L–C–R पǐरपथ मɅ ͪव.वा.बल E=Eosint ला लगाया जाता है । 
पǐरपथ के अवकल समीकरण कȧ सहायता से ͩकसी ¢ण धारा के मान का åयजंक ĤाÜत 
कȧिजये । इस åयजंक कȧ सहायता से ͪव. वा. बल कȧ आविृ×त £ात कȧिजये जब ͩक 
पǐरपथ अननुाद कȧ िèथǓत मɅ है ।  

12. एक Įेणी L–C–R पǐरपथ के ͧलये ĤǓतबाधा व ͪवशेषता गुणंाक का सूğ åय×ुपÛन 
कȧिजये। 

13. समाÛतर अननुादȣ L–C–R पǐरपथ के अननुाद से आप Èया समझते हɇ? इस पǐरपथ मɅ 
अननुाद कȧ अवèथा के ͧलये ĤǓतबधं £ात कȧिजये ।  

14. Įेणी अननुादȣ पǐरपथ कȧ समाÛतर अननुादȣ पǐरपथ से तलुना कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical question) 
15. यǑद Įेणी L–C–R पǐरपथ मɅ L = 10 ͧमलȣ हेनरȣ, C = 1 माइĐो फैरड व R = 0.1 

ओम हो तो पǐरपथ कȧ अननुादȣ विृ×त व ͪवशेषता गणुांक £ात कȧिजये । 
(उ×तर: 104 रेͫडयन / से, Q=1000 ) 

16. एक ओम ĤǓतरोध व 2 हेनरȣ Ĥेरक×व वालȣ कंुडलȣ मɅ से 2 माइĐो फैरड के संधाǐरğ को 
अनावेͧशत ͩकया जाता है पǐरकलन कȧिजये (i)अननुादȣ आविृ×त (ii)ͪवशेषता गणुाकं ।  

 (उ×तर: 500 रेͫडयन / से, Q = 1000 ) 
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इकाई–9 
अनावतȸ दोलक(Anharmonic Oscillator) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
9.0 उƧेæय 
9.1 Ĥèतावना 
9.2 अनावतȸ दोलक तथा अनावतȸ पद 
9.3 सरल लोलक एक अनावतȸ दोलक के Ǿप मɅ 
9.4 साराशं 
9.5 शÞदावलȣ 
9.6 संदभ[ ĒÛथ 
9.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
9.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

9.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 
 सरल आवत[ गǓत मɅ दोलक का आयाम अãप न होने पर उस पर काय[रत Ĥ×यानयन 

बल का साàयावèथा से ͪवèथापन का रेखीय फलन नहȣं होना तथा èथायी अवèथा 
के दोनɉ ओर अͬधकतम ͪवèथापन व Ĥ×यानयन बल का मान बराबर नहȣं होना 
समझ सकɅ गे 

 ठोसɉ के रेखीय Ĥसार को समझ सकɅ गे; 
 सरल लोलक के आयाम मɅ वृͪ ƨ करने पर उसके आवत[ काल मɅ होने वालȣ अãप 

वृͪ ƨ के बारे मɅ जान सकɅ गे ।  

9.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आपने इकाई–1 मɅ सरल आवत[ गǓत का अÚययन ͩकया है िजसमɅ आपने देखा ͩक 

दोलक का आयाम अãप होने पर दोलक पर काय[रत बल ͪवèथापन के समानपुाती होता है तथा 
कण का ͪवभव कूप परवलȣय होता है । इकाई–2 मɅ आपने सरल लोलक के बारे मɅ अÚययन ͩकया 
है । सरल आवत[ गǓत मɅ आयाम अãप होने पर आविृ×त अथवा आवत[काल आयाम पर Ǔनभ[र 
नहȣं करत ेहɇ । 

इस इकाई के अनÍुछेद 9.2 मɅ आप अÚययन करɅगे ͩक यǑद दोलक का आयाम अãप 
नहȣं है तो दोलक कȧ गǓत आवत[ गǓत तो होती है परंतु सरल आवत[ गǓत नहȣ ंहोती है । इस 
Ĥकार के दोलक को अनावतȸ दोलक (anharmonic oscillator)कहत े हɇ । इसी अनÍुछेद मɅ 
आप अनावतȸ दोलक कȧ गǓत समीकरण èथाͪपत करके उसके ͪवèथापन का समीकरण £ात 
करɅगे तथा अÚययन करɅगे ͩक इसमɅ साàयावèथा के दोनɉ ओर ͪवèथापन व Ĥ×यानयन बल का 
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मान समान होता है अथवा नहȣं । इसी अनÍुछेद मɅ ठोसɉ के रेखीय Ĥसार के बारे मɅ आपको 
जानकारȣ दȣ जाएगी । 

इसी इकाई के अनÍुछेद 9.3 मɅ आप अͬधक आयाम से दोलन करने वाले सरल लोलक 
का अनावतȸ दोलक के Ǿप मɅ अÚययन कर सकɅ गे व दȣघ[ आयामɉ के ͧलये लोलक का आवत[काल 
£ात कर सकɅ गे तथा देखɅगे ͩक दȣघ[ आयाम से दोलन करने वाले लोलक के आवत[काल मɅ अãप 
वृͪ ƨ हो जाती है ।  

9.2 अनावतȸ दोलक तथा अनावतȸ पद (Anharmonic oscillator 
 and anharmonic terms) 

कण कȧ दोलनी गǓत मɅ यǑद दोलन का आयाम अãप न हो तो Ĥ×यानयन बल 
साàयावèथा ǒबÛद ुसे ͪवèथापन का रेखीय (linear)फलन नहȣं होता है । दोलक कȧ गǓत आवत[ 
गǓत तो होगी परÛतु सरल आवत[ गǓत नहȣं होगी । ऐसे दोलक को अनावतȸ दोलक कहते हɇ। 

आपने इकाई – 2 के अनÍुछेद.2.2 मɅ पढ़ा है ͩक ͩकसी èवेिÍछक ͪवभव–कूप कȧ èथायी 
साàयावèथा के इद[–ͬगद[ दोलन करने वाले दोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ U को ͪवèथापन Y के पदɉ 
मɅ [समी. (2.7)] Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जाता है–  

3 42
1 2 ....

2 3 4o
k y k ykyU U          ...(9.1) 

जहाँ Uo साàयावèथा िèथǓत पर दोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ तथा K,K1,K2 ... Ǔनयताकं 
हɇ । अत: कण पर काय[रत बल  

2 3
1 2

2 3
k y k ydUF ky

dy
          ……(9.2) 

कण कȧ सरल आवत[ गǓत के ͧलये Ǔनयतांक K1,K2 ....आǑद के मान शूÛय होने चाǑहये। 

इस िèथǓत मɅ कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ का मान 21
2oU ky  तथा िèथǓतज ऊजा[ – दरूȣ वĐ एक 

परवलय (parabola(होता है । Ǔनयताकं K1,K2  ..इ×याǑद के मान शूÛय न होने कȧ िèथǓत मɅ 
कण कȧ गǓत आवत[ (periodic(गǓत तो होती है परÛतु सरल आवत[ गǓत नहȣं । 

इस िèथǓत मɅ िèथǓतज ऊजा[ वĐ परवलय न होकर इसका कुछ ͪवकृत (distorted)Ǿप 
ĤाÜत होता है िजसे ͬचğ 9.1 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

समी. (9.2)
2 3

1 2,
2 3

k y k y
Đमश: Ĥथम तथा ɮͪवतीय अनावतȸ पद (anharmonic 

terms)कहलाते हɇ । समी. (9.2)से m ġåयमान अनावतȸ दोलक के गǓत का समीकरण Ǔनàन 
Ĥकार से ͧलखा जा सकता है  

432
31 2 2

2 ....
2 3 4

k yk y k yd ym ky
dt
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या  
42 32

31 2
2 ....

2 6 24
k yk y k yd y k y

dt m m m m
      

यǑद  2 1 2, ,
2 6o
k kk

m m m
      तथा 3

24
ky

m
  मान लɅ तो गǓत का समीकरण 

होगा–  

 
2

2 2 3 4
02

d y y y y
dt

             …..(9.3) 

 
ͬचğ 9.1 िèथǓतज उजा[ का ͪवèथापन के साथ पǐरवत[न 

समी. (9.3)का सामाÛय हल (general solution)£ात करना कǑठन है परÛतु कुछ 
ͪवͧशçट पǐरिèथǓतयɉ मɅ इसका सिÛनकट (approximate)हल £ात कर सकत ेहɇ । Y4या इससे 
उÍच घात वाले पदɉ का मान नगÖय मान लɅ तो समी. (9.3)का सिÛनकट हल ĤाÜत ͩकया जा 
सकता है । इस िèथǓत मɅ  

 
2

2 2 3
02

d y y y y
dt

     
      

....(9.4) 

उपरोÈत समी. (9.4)मɅ उÍच घाती पदɉ कȧ उपिèथǓत के कारण इसका हल एक एकल 
(single)आविृ×त  =  भी शुƨ सरल आवत[ गǓत न होकर इस आविृ×त के सÛनाǑदयɉ 
(harmonics motion)से यÈुत एक सिàमĮ गǓत होती है िजसे अनावतȸ गǓत (anharmonic 
motion)कहते हɇ । अत: समी. (9.4)का हल ͪवèथापन तथा समय का जǑटल (complex)आवतȸ 
फलन होता है । समी. (9.4)को हल करने के ͧलये फूǐरये Ĥमेय (Fourier theorem)का उपयोग 
करते हɇ, िजसके अनसुार ͩकसी जǑटल आवतȸ दोलक कȧ गǓत को सरल आवत[ गǓतयɉ के योग से 
åयÈत कर सकते हɇ िजनकȧ आविृ×तयाँ मलू आविृ×त (fundamental frequency)के पणू[ 
गणुज (integral multiple)के बराबर होती है। 

फ़ूǐरये Ĥमेय के अनसुार ͩकसी जǑटल अनावतȸ दोलक का ͪवèथापन y Ǔनàन होता हɇ – 
sin coso n n

n n
y A A n t B n t         ...(9.5) 

यहाँ Ao,An तथा Bn गǓत के अ£ात Ǔनयताकं हɇ िजÛहɅ फूǐरये गणुाकं (Fourier’s 
coefficient)कहते हɇ तथा  अनावतȸ दोलक कȧ मलू आविृ×त हɇ । 
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आप देखɅगे ͩक कई Ǔनयतांकɉ को समͧमत (symmetrical)गǓत के आधार पर हम 
शूÛय के बराबर कर सकते हɇ । यǑद हम समय कȧ गणना इस Ĥकार करɅ ͩक समय t व –t के 
ͧलये ͪवèथापन y का मान समान हो अथा[त ् गǓत समय का एक सम फलन (even 
function)हो तो समी. (9.5 )मɅ sin का कोई भी पद नहȣं होगा । Èयɉͩक sin nt समय t का 
ͪवषम फलन होता है इसͧलये An गणुांकɉ का मान शूÛय होगा । समी. (9.5 )मे An रखने पर  

coso n
n

y A B n t        ....(9.6) 

 
अब हम Ao,B1,B2.... आǑद फूǐरये गणुांकɉ व मूल आविृ×त  का मान £ात करɅगे । 

समी (9.4)मɅ यǑद α =  =  हो तो इस समीकरण का हल y = B1 cos t सरल आवत[ गǓत 
के समान ĤाÜत होगा। गणुांक B1 को दोलक के मूल घटक का आयाम (amplitude of the 
fundamental component of oscillation )कहते हɇ । α व  के अãप मानɉ के ͧलये B1 
के सापे¢ अÛय सभी गणुांकɉ Ao, B2,B3 इ×याǑद का मान अǓत अãप होता है अत: α या  के 
अãप मानɉ के ͧलये B1 के अǓतǐरÈत सभी गणुांकɉ कȧ उÍच घातɉ व इनके गणुनफलɉ के मान 
नगÖय माने जा सकते हɇ । 

समी. (9.4)मɅ समी. (9.6)से y का मान रखने पर  

 2 2

2

cos cos

cos cos

n o o n
n

o n o n
n n

n B n t A B n t

A B n t A B n t

   

   

 
   

 

          
   

 

 
 

या  0
2 Ao+(0

0–2)B1 cos t + (0
2–42)B2 cos 2t 

  + (0
2–92)B3 cos 3t + (0

2–162)B4 cos 4t… 
  =–B1

2 cos2 t = B1
3 cos3 t {Ao<B1} …..(9.7) 

या 0
2A0 + (0

2–2)B1 cos t + (0
2 –42)B2 cos 2t 

  + (0
2–92)B3 Cos 3t + (0

2–162)B4 cos 4t.... 

   
2 3
1 11 cos 2 3cos cos3

2 4
B Bt t t 

        ...(9.8) 

समी. (9.8)के माÛय (valid)होने के ͧलये, समय के सभी मानɉ के ͧलये दोनɉ तरफ के 
पद समान होने चाǑहये । अत: दोनɉ तरफ cos t, cos2t... आǑद के गणुाकंɉ कȧ तलुना 
करने पर 

2
2 1
0 0 2

BA 
          ... (9.9) 

 2 2 3
0 2 1

3
4

B B           ..(9.10) 

न पर  
पर  
का  
nt 
। 

it  
sin  
ह हȣ  
I गǓत  
न हɇ । 
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2

2 2 1
0 24

2
BB 

         .....(9.11) 
2

2 2 1
0 3( 9 )

4
BB 

         ...(9.12) 

 2 2
0 416 0B  

     
....(9.13) 

अनावतȸ दोलक कȧ मूल आविृ×त, , £ात करने के ͧलये समी.(9.10)से 
2 2 2
0 1

3
4

B      

2 2 2
0 1

3
4

B     
 

 

या  
1/22

1
0 2

0

31
4

B 


 
  

 
     ......(9.14) 

 चूँͩक 
2

1
2
0

3
4

B


का मान 1 कȧ तुलना मɅ बहु त कम है , इसͧलये ɮͪवपद Ĥमेय )Binomial 

theorem)से 
2
1

0 2
0

31
8

B
 


 
 

 
       ...(9.15) 

समी. (9.9),(9.11)तथा (9.12)से फूǐरये गणुांकɉ के Ǔनàन मान हɉगे– 
2

1
2
02o

BA 


         ...(9.16) 

 
 

2
1

2 2 2
02 4

BB 
 

 


     ...(9.17) 

 
 

3
1

3 2 2
04 9

BB 
 

 


      ...(9.18) 

समी. (9.16), (9.17)व (9.18)से Ao,B2व B3 का मान समी. (9.6)मɅ रखने पर  

 
2 2

1 1
12 2 2

0 0

cos cos 2
2 2 4

B By B t t  
  

   


 

 
2
1

2 2
0

cos3
4 9

B t 
 




    ....(9.19) 

जहा,ँ मूल आविृ×त  का मान समी . ) 9.15)ɮवारा £ात ͩकया जा सकता है । 
समी. (9.19)अनावतȸ दोलक के ͪवèथापन का समीकरण है । इस समीकरण से हम 

अनावतȸ दोलक के ͧलये Ǔनàन Ǔनçकष[ ĤाÜत करत ेहɇ । 
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(i) अनावतȸ पदɉ कȧ उपिèथǓत के कारण दोलक  मूल आविृ×त से दोलन करने के 
अǓतǐरÈत ɮͪवतीय (second)तथा ततृीय (third)संनाǑदयɉ (harmonics)से भी दोलन करता है 
िजनके आयाम घटते Đम मɅ होत ेहɇ (जब  व  के मान Ûयनू हɉ)। 

(ii) यǑद गणुांक B1 का मान अãप है तो B1
2 तथा B1

3 का मान B1 कȧ तुलना मɅ 
नगÖय माना जा सकता है । इस िèथǓत मɅ दोलक के ͪवèथापन का समीकरण y = B1 cos t 
ĤाÜत होता है । अत: हम कह सकत ेहɇ ͩक कम आयाम के ͧलये अनावतȸ दोलक कȧ गǓत सरल 
आवत[ गǓत होती है । 

(iii) समी. (9.17)व (9.18)मɅ आपने देखा है ͩक उÍच संनाǑदयो के आयाम B1
2 व B1

3 
के समानपुाती होते हɇ । अत: मूल संनादȣ के आयाम B1 मɅ वृͪ ƨ होने पर उÍच संनाǑदयो के, 
आयामɉ मɅ अͬधक तेजी से वृͪ ƨ होती हɇ । 

(iv) समी. (9.15)से आप देखते हɇ ͩक जैसे–जैसे आयाम B1 मɅ पǐरवत[न होता है वसेै–वसेै 
दोलक कȧ आविृ×त मɅ भी पǐरवत[न होता है अथा[त ्आवत[काल T भी पǐरवǓत[त हो जाता है ।  

अनावतȸ दोलक का आवत[काल £ात करने के ͧलये समी. (9.15)से  का मान सूğ 
2T 



मɅ रखने पर 

2
1

2
0 0

2 31
8

BT 
 

 
  

 
 

2
1

2
0 0

2 31
8

B
 

 
 

 
  

2
1

0 2
0

31
8

BT T 


 
 

 
  

या 
2

1
0 2

0

31
8

BT T 


 
 

 
  

 
2 2
1 0

2

31
8 4o

B TT T 


 
 

 
       ...(9.20) 

यहा ँ 2
o

o

T 


 सरल आवत[ गǓत करने वाले दोलक का आवत[काल है । 

(v)  0 होने पर दोलक अपनी माÚय िèथǓत से दरूȣ Ao

2
1
2
02

B


 
  
 

 से ͪवèथाͪपत  

हो जाता है अत  :èथायी सतंुलन कȧ अवèथा के दोनɉ ओर अͬधकतम ͪवèथापन )आयाम( का मान 
बराबर नहȣ ंहोता है । 

(vi) चूँͩक एक आवत[काल के बराबर समय मɅ cos t, cos2t आǑद पदɉ का औसत 
मान शÛूय होता है अत: अनावतȸ दोलक का माÚय ͪवèथापन  
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2
1
2
02

By 


    

अथा[त अनावतȸ दोलक का माÚय ͪवèथापन आयाम B1 के वग[ के अनĐुमानपुाती होता 

है तथा नयी साàयावèथा कȧ िèथǓत पवू[ साàयावèथा से 
2

1
2
02

B


  दरूȣ पर होती है । 

साàयावèथा के ͪवèथापन का कारण साàयावèथा के दोनɉ ओर असमान काय[रत 
Ĥ×यानयन बल है (यǑद α ≠  )। कम Ĥ×यानयन बल वालȣ Ǒदशा मɅ अͬधक आयाम होने के 
कारण इसका िèथǓतज ऊजा[–दरूȣ वĐ भी समͧमत (symmetrical)नहȣं होता है । 

ठोसɉ मɅ ऊçमीय Ĥसार को इसके अणुओं के अनावतȸ दोलनɉ से समझाया जाता है । 
ठोसɉ के अणु अपनी माÚय अवèथा के इद[ ͬगद[ कंपन करत ेहɇ । जब कोई कंपन करता हुआ अण ु
ͩकसी अÛय अणु के Ǔनकट आता है तो वह आकष[ण कȧ अपे¢ा अͬधक ĤǓतकष[ण बल का अनभुव 
करता है िजससे वह बाहर कȧ ओर अपनी माÚय िèथǓत से ͪवèथाͪपत हो जाता है अतं: यह 
अनावतȸ दोलक कȧ भाँǓत åयवहार करता है । 

जब ठोसɉ को गम[ ͩकया जाता है तो आप जानत ेहɇ ͩक अणुओं के कंपन का आयाम 
और अͬधक बढ़ जाता है िजससे अणु अपनी माÚय िèथǓत से बाहर कȧ ओर अͬधक ͪवèथाͪपत 
हो जाता है अथा[त ्उसका रेखीय Ĥसार होता है । ठोस का ताप िजतना अͬधक बढ़ाया जाता है 
उसका उतना हȣ अͬधक रेखीय Ĥसार होता है । यह Ĥसार अणुओं के माÚय िèथǓत से ͪवèथापन 
A o के समानपुाती होता है । आप जानते हɇ ͩक दोलक कȧ ऊजा[ आयाम के वग[ के 
अनĐुमानपुाती होती है अथा[त माÚय िèथǓत का ͪवèथापन दोलक कȧ ऊजा[ के समानपुाती होता 
है। हम यह भी जानते हɇ ͩक दोलक कȧ माÚय ऊजा[ ताप के भी अनĐुमानपुाती होती है िजससे 
हम Ǔनçकष[ Ǔनकाल सकते हɇ ͩक ठोसɉ का रेखीय Ĥसार ताप के अनĐुमानपुाती होता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. अनावतȸ दोलक ͩकसे कहते हɇ ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––––––––
2. अनावतȸ दोलक का िèथǓतज ऊजा[ वĐ ͩकस Ĥकार का होता है ––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––––
3. अनावतȸ दोलक के अवकल समीकरण का हल ͩकस Ĥमेय ɮवारा £ात कर सकते 
 हɇ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––––
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4. अनावतȸ दोलक का माÚय ͪवèथापन A1,आयाम B1 पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र 
 करता है? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– –––––––– 

9.3 सरल लोलक एक अनावतȸ दोलक के Ǿप मɅ (Simple 
 pendulum as an anharmonic oscillator) 

दȣघ[ आयाम के ͧलये सरल लोलक कȧ गǓत एक सरल आवत[ गǓत न होकर अनावतȸ 
गǓत होती है इस गǓत का ͪवèततृ अÚययन आप इस अनÍुछेद मɅ करɅगे । 

आप जानते हɇ ͩक m ġåयमान व I लंबाई के सरल लोलक के गǓत का समीकरण Ǔनàन 
होता है –  

2

2 sindI mgl
dt


   

यहाँ I=mI2 लटकन ǒबÛद ु(point of suspension)के सापे¢ दोलक का जड़×व आघणू[ 
है, g गǾु×वीय ×वरण तथा  ͩकसी ¢ण t पर दोलक का कोणीय ͪवèथापन है ।  

 
2

2 2 sin 0d mglI
dt ml


   

या 
2

2
02 sin 0d

dt


        .....(9.21) 

यहाँ  2
0

g
l

  

आप जानते हɇ ͩक 
3 5

sin ........
3 5
 

      

  
2 3 5

2
02 ......

6 120
d
dt
  

 
 

     
   

 

2 3 5
2
02 ......

6 120
d
dt
  

 
 

     
 

 

 के ͩकसी भी मान के ͧलये उसके उÍच घातɉ के मानɉ को नगÖय माना जा सकता है। 
अत:  

2 32
2 0
02 6

d
dt

 
          ...(9.22) 

   
2

2 3
02

d
dt


            ....(9.23) 

जहाँ   = 0 तथा 
2
0

6


    है ।  
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समी. (9.23)अनावतȸ दोलक कȧ अवकल समीकरण है । इसका हल समी. (9.19)मɅ y के 
èथान पर  तथा B1 के èथान पर 1 रखने पर Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है– 

 
3

1
1 2 2

0

cos cos3
4 9

t t   
 

 


    ....(9.24) 

समी. (9.24 )मɅ  का मान रखने पर 

 
2 3
0 1

1 2 2
0

cos cos3
6 4 9

t t    
 

 
 

  

    मानने पर ततृीय संनादȣ का आयाम 
3

1

192


 है अत: अनावतȸ दोलक का  

ͪवèथापन  
3

1
1 cos cos3

192
t t

          ....(9.25) 

तथा अनावतȸ दोलक कȧ आविृ×त  £ात करने के ͧलए समी. (9.15)मɅ B1 èथान पर 
1ͧलखने पर  

1
0

0 1
0

31
8


 


 
  

 
      ....(9.26) 

 तथा  का मान समी. (9.26)मɅ रखने पर  
2

11
16

g
l




 
  

 
 

अत: अनावतȸ दोलक का आवत[काल  
2T 


   

या 
12

12 1
16

lT
g




 
  

 
 

2
12 1

16
lT
g




 
  

 
     .......(9.27) 

आप जानते हɇ ͩक अãप आयाम वाले सरल लोलक का आवत[काल  

2o
lT
g

        ....(9.28) 

 

2
21

16oT T  
  

        ....(9.29) 
अत: समी. (9.29)से èपçट है ͩक सरल दोलक के आयाम 1 मɅ वृͪ ƨ करने पर उसके 

आवत[काल मɅ वृͪ ƨ हो जाती है । 
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α शूÛय होने के कारण अनावतȸ सरल दोलक कȧ साàयावèथा मे कोई पǐरवत[न नहȣ ं
होता है ।  

ͬचğ 9.2 मɅ 
o

T
T

 का 1 के साथ पǐरवत[न Ĥदͧश[त ͩकया गया है । । 

 
ͬचğ 9.2–  

बोध Ĥæन (Self assessment question)  
5. सरल लोलक के कोणीय आयाम मɅ वृ ͪƨ करने पर आवत[काल पर Èया Ĥभाव 
 होता है ।  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
उदाहरण 9.1 एक सरल लोलक कȧ लàबाई 1000 सेमी है तथा g का मान 10 मी  /से2  है ।  

(i) अãप आयाम के दोलनɉ के ͧलये लोलक का आवत[ काल £ात कȧिजये । 
(ii) यǑद दोलक का कोणीय आयाम 60० हो तो इसके आवत[काल मɅ हु ए ĤǓतशत 

पǐरवत[न कȧ गणना कȧिजये । 
हल : Ǒदया हुआ है I = 1000 सेमी = 10 मी,g =10 मी / से2  = 60o 
(i) अãप आयाम के लोलक का आवत[काल  

102 2 3.14 6.28
10o

lT
g

    से. 

(ii) कोणीय आयाम 60० के ͧलये आवत[काल  
 

2

1
16

60
3

o

o

T T 




 
  

 

 

 रेͫडयन  

2

6.28 1
9 16

T  
   

 

= 6.28(1+0.0685)=6.709 से. 6.71से. 
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ĤǓतशत पǐरवत[न 100o

o

T T
T


   

6.71 6.28 100 6.85%
6.28


    

उदाहरण 9.2 1 Ēाम ġåयमान वाले कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ 5 y2   +2 x103y4 जूल है । लघ ु
आयामɉ के दोलनɉ के ͧलये आविृ×त £ात कȧिजये । यǑद मूल आविृ×त के दोलन का आयाम 2 
सेमी है तो दोलक कȧ आविृ×त Èया होगी? Ĥथम अͬधèवर कȧ आविृ×त व आयाम का पǐरकलन 
कȧिजये । 

हल: दोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ U = 5y2 + 2x103y4 जूल 

 बल 3 310 8 10dUF y y
dy

        

या  
2

3 3 3
210 10 8 10
yd y y

dt
      

या 
2

4 6 3
2 10 8 10
yd y y

dt
     

 

2
4 6 3

2 10 8 10
yd y y

dt
      

समी. (9.3)से तुलना करने पर  
2

 = 104,α = 0 तथा = 8 x106  
अत:  = 100 रे/से 

 रेखीय आविृ×त 
100 15.9

2 2
o

ov 
 

    हट[ज ् 

दोलक कȧ कोणीय आविृ×त 
2
13

8o
o

B
 


   

Ĥæनानसुार B1 = 2x10–2 मीटर अत: 

 26 28 10 2 103100
8 100


  

    

 = 122 रे / से  

 रेखीय आविृ×त

112 17.8
2 2 3.14

v 


  
 हट[ज ्

Ĥथम अͬधèवर कȧ आविृ×त 3v = 3 x 17.8 
53.4 हट[ज ् 

Ĥथम अͬधèवर का आयाम 
2

1
2
032

B
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 36 2

4

8 10 2 10
32 10

  


  42 10   मीटर 

9.4 सारांश (Summary) 
 सरल आवत[ गǓत मɅ यǑद दोलक का आयाम अãप नहȣं होता है तो Ĥ×यानयन 

बल, साàयावèथा से ͪवèथापन का रेखीय फलन नहȣ ं होता है इस Ĥकार के 
दोलक को अनावतȸ दोलक कहते हɇ । 

 अनावतȸ दोलक कȧ िèथǓत ऊजा[–दरूȣ वĐ परवलय न होकर ͪवकृत परवलय 
ĤाÜत होता है । 

 अनावतȸ दोलक कȧ गǓत आवत[ (periodic)गǓत तो होती है परÛत ुसरल आवत[ 
(simple harmonic)गǓत नहȣं । 

 अनावतȸ दोलक का ͪवèथापन समय का जǑटल आविृ×त फलन होता है अत: 
इस अनावतȸ दोलक के गǓत कȧ समीकरण का हल फूǐरये Ĥमेय ɮवारा £ात 
ͩकया जाता है ।  

 फूǐरये Ĥमेय के अनसुार ͩकसी जǑटल आविृ×त दोलक कȧ गǓत को सरल 
आविृ×त गǓतयɉ के योग से åयÈत कर सकत ेहɇ िजनकȧ आविृ×तयाँ Ûयनूतम या 
मूल आविृ×त ()के पणू[ गणुज (integral multiple)होती हɇ । 

 अनावतȸ दोलक मलू आविृ×त से दोलन करने के अǓतǐरÈत ɮͪवतीय व ततृीय 
संनाǑदयɉ से भी दोलन करता है िजनकȧ आविृ×तयाँ मूल आविृ×त कȧ Đमश: दो 
गनुी व तीन गनुी होती है । 

 उÍच संनाǑदयो के आयाम मूल संनादȣ के आयाम मɅ वृͪ ƨ होने पर बढ़ते हɇ । 
 अनावतȸ दोलक के आयाम मɅ पǐरवत[न होने पर उसका आवत[काल भी पǐरवǓत[त 

हो जाता है । 
 अनावतȸ दोलक मɅ माÚयावèथा के दोनɉ ओर ͪवèथापन व Ĥ×यानयन बल का 

मान बराबर नहȣं होता है । 
 ठोसɉ मɅ अणु अनावतȸ दोलक के Ǿप मɅ åयवहार करते हɇ तथा गम[ करने पर 

उनके अणुओं का अपनी माÚय िèथǓत से ͪवèथापन (बाहर को ओर)होता है 
िजसके कारण उनका Ĥसार होता है । 

 दȣघ[ आयाम से दोलन करने वाला सरल लोलक अनावतȸ दोलक कȧ तरह 
åयवहार करता है । 

 सरल लोलक के आयाम मɅ वृͪ ƨ करने पर उसके आवत[काल मɅ अãप वृͪ ƨ होती 
है । 

9.5 शÞदावलȣ (Glossary) 
अनावतȸ पद  Anharmonic terms 
अनावतȸ दोलक  Anharmonic  
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घटक  Component 
जǑटल आविृ×त फलन  Complex periodic function 
फूǐरये Ĥमेय  Fourier theorem 
पणू[ गणुज  Integral multiple 
मूल आविृ×त  Fundamental frequency 
रेखीय Ĥसार  Linear expansion 
संनाǑदयɉ  Harmonics 
समͧमǓत  symmetry 

9.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
1. N.K. Bajaj The Physics of Waves and 

Oscillations  
 

Tata Mc Graw– Hill 
Publishing Company 
Ltd., Delhi 

2. A.P French Vibrations and  Waves C.B.S Publishers, Dehli 
3. S.P. Puri Fundamentals of  

Vibrations and Waves  
 

Tata Mc Graw– Hill 
Publishing Company 
Ltd., Delhi. 

4. शमा[, सÈसेना  
व छाबड़ा  

दोलन एवम ्तरंगे राजèथान ǑहÛदȣ ĒÛथ  
अकादमी, जयपरु 

5. एम. पी  .सÈसेना  दोलन एवम ्तरंगɅ कॉलेज बकु हाऊस जयपरु 

6. पी  .आर .ͧसहं व    
7. एस  .एस .रावत    

9.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment 
 question) 

1. सरल आवत[ गǓत मɅ यǑद दोलक के दोलन का आयाम अãप नहȣं होता है तो Ĥ×यानयन 
बल साàयावèथा ǒबÛद ुसे ͪवèथापन के अनĐुमानपुाती नहȣं होता है तथा दोलक कȧ गǓत 
आवत[ गǓत तो होती है परÛत ुसरल आवत[ गǓत नहȣं । ऐसे दोलक को अनावतȸ दोलक 
कहते हɇ । 

2. अनावतȸ दोलक का िèथǓतज ऊजा[–दरूȣ वĐ परवलय आकृि×त से कुछ ͪवकृत ĤाÜत होता 
है । 

3. अनावतȸ दोलक के अवकल समीकरण का हल फूǐरये Ĥमेय ɮवारा £ात ͩकया जाता है । 
4. अनावतȸ दोलक का माÚय ͪवèथापन A1, आयाम B1 के वग[ के अनĐुमानपुाती होता है।  
5. सरल लोलक के कोणीय आयाम मɅ वृͪ ƨ करने पर उसके आवत[काल मɅ वृͪ ƨ हो जाती है।  
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9.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type question) 
1. अनावतȸ गǓत से आप Èया समझत ेहै? 
2. फूǐरये Ĥमेय का गͨणतीय कथन ͧलͨखये । 
3. अनावतȸ दोलक के आयाम मɅ वृͪ ƨ करने पर उÍच संनाǑदयो के आयाम तथा उसकȧ 

आविृ×त पर Èया Ĥभाव पड़ता है? 
4. अनावतȸ दोलक का िèथǓतज ऊजा[–दरूȣ वĐ समͧमत न होने का Èया कारण है?  
5. सरल लोलक को अनावतȸ दोलक के Ǿप मɅ ͩकस िèथǓत मɅ माना जा सकता है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
6. अनावतȸ दोलक से आपका Èया ता×पय[ है? इसके माÚयावèथा से ͪवèथापन का åयजंक 

ĤाÜत कȧिजये । 
7. माÚयावèथा से ĤाÜत अनावतȸ दोलक के ͪवèथापन के åयजंक से ĤाÜत Ǔनçकषɟ कȧ 

åयाÉया कȧिजये । 
8. ͧसƨ कȧिजये ͩक अनावतȸ दोलक मɅ दोलक अपनी माÚयावèथा से ͪवèथाͪपत हो जाता है 

तथा यह ͪवèथापन दोलक के आयाम के वग[ के अनĐुमानपुाती होता है ।  
9. दȣघ[ आयाम वाले सरल लोलक को अनावतȸ लोलक के Ǿप मɅ समझाइये तथा इसके 

ͧलये आवत[काल का åयजंक ĤाÜत कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
10. एक Ēाम ġåयमान वाले कण कȧ िèथǓतज ऊजा[ U = 103y2+105y4 जूल है । लघ ुआयामɉ 

के दोलनɉ के ͧलये आविृ×त Èया होगी? Ĥथम अͬधèवर कȧ आविृ×त व आयाम का पǐरकलन 
कȧिजये । 

(उ×तर: 225 हट[ज,् 696 हट[ज,् 5 x 10–5 मीटर) 
11. एक Ēाम के दोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ 5000y2+200y4 अग[ है । लघ ुआयाम के दोलनɉ के 

ͧलये आविृ×त £ात कȧिजये। यǑद मलू आविृ×त के दोलन का आयाम 3 सेमी है तो दोलक 
कȧ आविृ×त Èया होगी । Ĥथम अͬधèवर कȧ आविृ×त तथा आयाम का पǐरकलन कȧिजये । 

(उ×तर: 100 रे/से., 381 रे/से, 0.04 सेमी) 
12. ͩ कसी सरल लोलक के आवत[काल मɅ ĤǓतशत पǐरवत[न कȧ गणना कȧिजये यǑद उसका 

कोणीय आयाम 30o हो । 
(उ×तर: 1.7%) 

13. एक 100 सेमी लàबाई के सरल लोलक के एक ͧसरे से 100 Ēाम का ġåयमान लटकाया 
गया है । यǑद लोलक अपनी संतलुन कȧ िèथǓत के इधर उधर 45० कोणीय आयाम से दोलन 
करता है तो इसके दोलनɉ कȧ आविृ×त £ात कȧिजये । 

(उ×तर: 0.48 हट[ज)् 
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इकाई-10 
यिुÊमत दोलक–(Coupled Oscillator–I) 

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
10.0 उƧेæय 
10.1 Ĥèतावना 
10.2 यिुÊमत दोलक 
10.3 यिुÊमत दोलक कȧ गǓत एव ंइसकȧ समीकरण 
10.4 ĤसामाÛय ͪवधाएं 
10.5 ĤसामाÛय ͪवधाएं £ात करने कȧ åयापक वæैलेͪषक ͪवͬध 
10.6 साराशं 
10.7 शÞदावलȣ 
10.8 संदभ[ ĒÛथ 
10.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
10.10 अßयासाथ[ Ĥæन  

10.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 
 यिुÊमत दोलक के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 यिुÊमत दोलक से सàबंͬ धत ĤसामाÛय Ǔनदȶशांक, ĤसामाÛय ͪवधा एव ं ͪवÛयास 

समझ सकɅ गे; 
 वæैलेͪषक ͪवͬध समझने के बाद ͩकसी भी यिुÊमत दोलक कȧ ͪवधाएं £ात करने मɅ 

स¢म हो सकɅ गे ।  

10.1 Ĥèतावना (introduction) 
इकाई 1 से 9 तक आपने एक दोलक के दोलनɉ का èवतÛğ अवèथा, अवमंदन अवèथा 

एव ंचाͧलत बल के Ĥभाव मɅ ͪवèततृ अÚययन ͩकया है । दो एक जसेै दोलकɉ को यǑद यिुÊमत 
कर दे तब इस तंğ के दोलन ͩकस Ĥकार के हɉगे? इसकȧ गǓत कȧ समीकरण ͩकस Ĥकार से 
ͧलखना उͬचत होगा? ĤकृǓत मɅ यिुÊमत दोलकɉ के उदाहरण मɅ आप पायɅगे ͩक दोलकɉ कȧ संÉया 
दो न होकर अ×यͬधक होती है, िजनका ͪवæलेषण सरल नहȣ ंहै । सरलता कȧ Ǻिçट से, Ĥारàभ मɅ 
दो सरल लोलकɉ के यÊुमन से बने यिुÊमत दोलक के बारे मɅ अÚययन करना उपयोगी होगा ।  

सबसे पहले अनÍुछेद 10.2 मɅ यह समझɅगे ͩक यिुÊमत दोलक Èया है ? इसके ͪवͧभÛन 
उदाहरणɉ से आपको अवगत कराया जायेगा । आगामी अनÍुछेद 10.3 मɅ यिुÊमत दोलक के एक 
सरल उदाहरण यिुÊमत लोलक के बारे मɅ वण[न करɅगे और इसकȧ गǓत कȧ समीकरणɉ को 
साधारण Ǿप मɅ ͧलखɅगे । इÛहɅ हल करने के ͧलये ĤसामाÛय Ǔनदȶशांकɉ (normal 
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coordinates)का Ĥयोग करɅगे । अनÍुछेद 10.4 मɅ यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधाएं 
(normal coordinates), एव ंͪवÛयास के बारे ͪवèतार से समझɅगे । अिÛतम अनÍुछेद व 10.5 
मɅ हम वæैलेͪषक ͪवͬध का वण[न करɅगे ताͩक आप ͩकसी भी Ĥकार के यिुÊमत दोलक कȧ 
ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ एव ंͪवÛयास £ात कर सकɅ  । 

10.2 युिÊमत दोलक (Coupled oscillator) 
इकाई 1 तथा 2 मɅ आपने Ǔनकायɉ के èवतÛğ दोलनɉ का अÚययन ͩकया था । इस 

Ĥकार के Ǔनकायɉ के दोलन एकल ĤाकृǓतक आविृ×त ɮवारा अͧभलͯ¢त होते है तथा इनकȧ गǓत 
Ĥदͧश[त करने के ͧलये एक चर कȧ आवæयकता होती है । यǑद दो एक समान दोलकɉ का ͩकसी 
तरह से यÊुमन ͩकया जाये तो इस Ĥकार के Ǔनकाय को यिुÊमत दोलक कहते हɇ । यिुÊमत दोलक 
के कǓतपय उदाहरण Ǔनàन ͬचğ 10.1 मɅ दशा[ये गये हɇ ।  

 
ͬचğ 10.1 यिुÊमत दोलकɉ के उदाहरण 

ͬचğ 10.1 (a)मɅ दो साधारण लोलकɉ के गोलकɉ (bobs)को एक िèĤगं के माÚयम से 
यिुÊमत ͩकया गया है । ͬचğ 10.1(b)मɅ दो ġåयमानɉ को एक दसूरे से तीन िèĤगɉ के माÚयम से 
जोड़ा गया है, बीच वालȣ िèĤगं यÊुमन का काय[ करती है । 

इस तरह के तंğɉ कȧ èवतÛğता कȧ कोǑट (degree of freedom)दो होती हɇ जब इन 
Ǔनकायɉ के गǓतशील भाग एक तल मɅ दोलन करत े है तो इनकȧ गǓत को पणू[ ͪवǓनǑद[çट 
(specify)करने के ͧलये दो चरɉ (variables)कȧ आवæयकता होती । यिुÊमत दोलक के उपरोÈत 
उदाहरणɉ मɅ दो चर दो लोलकɉ या दो ġåयमानɉ के ͪवèथापन है । इन उदाहरणɉ मɅ दोलक आपस 
मɅ Ǻढ़ता से यिुÊमत है । अत: दोनɉ हȣ दोलकɉ को एक जैसा मानकर हȣ ͪवæलेषण करना चाǑहये। 

ĤकृǓत मɅ आपको ͪवͧभÛन Ĥकार के यिुÊमत Ǔनकायɉ के बारे मɅ हȣ वतृाÛत ͧमलता है । 
पणू[ ͪवलͬगत (isolated)अवèथा मɅ दोलक के उदाहरण नाम माğ को हȣ ͧमलɅगे । उदाहरण के 
ͧलये डोरȣ के बारे मɅ सोचे, तो आप कह सकते है ͩक इसमɅ अनेकानेक कण है जो आपस मɅ एक 
दसूरे से यिुÊमत हɇ । इसी Ĥकार ͩĐèटल जालक (crystal lattice)मɅ भी इसके परमाणु ͪवͧभÛन 
तरह के दोलन ठȤक उसी Ĥकार से करते हɇ जैसे डोरȣ मɅ दोलन होते हɇ । तरंग गǓत भी एक और 
अÛय उदाहरण है िजसके बारे मɅ आप इकाई 12–13 मɅ अÚययन करɅगे । 

जैसा ͩक आप जानत ेहɇ ͩक डोरȣ कई ͪवͧभÛन तरȣकɉ से कàपन करने मɅ स¢म है । 
ͩकसी Ǔनकाय के ͪवͧभÛन तरȣके से कàपन करने को Ǔनकाय कȧ ͪवधा (mode)कहते हɇ । हर 
ͪवधा कȧ अपनी ͪवͧशçट आविृ×त होती है । ͪवͧभÛन ͪवधाओं के होने तथा Ĥ×येक ͪवधा कȧ 
आविृ×त कȧ गणना ͩकस Ĥकार से करɅगे ? इसी Ĥकार ठोस भी कई परमाणुओं से बने हɇ जो 
अपनी साàयवèथा के इद[–ͬगद[ कàपायमान रहते हɇ । हर परमाणु एक दोलक कȧ तरह काय[ करता 

èवतÛğता को कोǑट से 
यह ता×पय[ हɇ ͩक तंğ 
ͩक गǓत को åयÈत 
करने चरɉ ͩक 
आवæयकता हɇ उदाहरण: 
एक ͪवभीय दोलक कȧ 
èवतÛğता कȧ कोǑट एक 
हɇ । यǑद तंğ वृताकार 
पाठ पर गǓत करे तो 
इसकȧ èवतÛğता कȧ 
कोǑट दो होगी । 
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है । परमाणु कȧ यह गǓत पड़ोसी परमाणु को Ĥभाͪवत करती है । इस Ĥकार ठोसɉ मɅ परमाण ु
यिुÊमत होत ेहɇ । अत: हमɅ इस ͪवͧशçट Ĥæन का उ×तर चाǑहये ͩक यÊुमन का Ĥभाव åयिÈतगत 
(individval)दोलक पर ͩकस Ĥकार से होता है? इनका उ×तर जानने के ͧलये हमɅ यिुÊमत –
दोलकɉ का ͪवèतार से अÚययन करना होगा ।  
बोध Ĥæन(self question)  
1. युिÊमत दोलक कȧ èवतÛğता कȧ कोǑट ͩकतनी होती हɇ?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– ––––– 

10.3 युिÊमत दोलक कȧ गǓत एवं इसकȧ समीकरण (Motion of 
 coupled oscillator and its equation) 

एक अǓत सरल उदाहरण से Ĥारàभ करते हɇ । एक तंğ कȧ कãपना करत ेहɇ िजसमɅ दो 
समǾप साधारण लोलक P1 व P2 हɇ, तथा Ĥ×येक का ġåयमान m तथा लàबाई l है । इÛहɅ बल 
Ǔनयतांक K वालȣ एक िèĤगं से यिुÊमत कर रखा है। तğं के दोनɉ गोलɉ के मÚय दरूȣ इस Ĥकार 
से है ͩक िèĤगं सामाÛय (relaxed)अवèथा मɅ रहे, जैसा ͩक ͬचğ 10.2(a)मɅ दशा[या गया है, 
अथा[त िèĤगं कȧ ĤाकृǓतक लàबाई दोनɉ सरल लोलकɉ के मÚय दरूȣ के बराबर है । संतलुन 
अवèथा मɅ लोलकɉ मɅ ͪवèथापन शूÛय है । यǑद तंğ को इसकȧ साàयावèथा से थोड़ा सा ͪव¢ुÞध 
(disturbed)ͩकया जाये तो यह ͬचğ 10.2(b)जैसा Ĥतीत होगा । माना ͩक ͩकसी ¢ण t पर इन 
लोलकɉ का सतंुलन अवèथा के सापे¢ ͪवèथापन Đमश: y1 और y2 हɇ । 

 
ͬचğ 10.2 दो एक समान यिुÊमत दोलक 

िèĤगं का ताǓनत (stretched)अथवा सàपीͫड़त (compressed)होना, इस शत[ पर 
Ǔनभ[र करेगा ͩक y2>y1 या y2<y1। िèĤगं मɅ तनाव का पǐरमाण k(y2–y1)होगा । यǑद y2>y1 हो 
तो तनाव, लोलक P2 के ×वरण के ͪवपरȣत तथा लोलक P1 के ×वरण कȧ Ǒदशा मɅ काय[ करेगा । 
ͩकसी तल मɅ लघ ुदोलनɉ के ͧलये लोलक P1 व P2, कȧ गǓत समीकरणɅ Ǔनàन हɉगी । 

 
2

1 1
2 12

d y mgym k y y
dt I

        ....(10.1) 

 
2

2 2
2 12

d y mgym k y y
dt I

   
   

….(10.2) 
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उपरोÈत समी. (10.1 )तथा (10.2)सरल आवत[ गǓत को Ĥदͧश[त नहȣं करती हɇ Èयɉͩक 
लोलक का ×वरण इसके èवयं के ͪवèथापन के समानपुाती न होकर दसूरे लोलक के ͪवèथापन पर 
भी Ǔनभ[र करता है । यǑद लोलकɉ के मÚय िèĤगं न हो तो दोनɉ लोलक सरल आवत[ गǓत करɅगे 
तथा इनकȧ कोणीय आविृ×त होगी – 

o
g
l

   

कोणीय आविृ×त o के पदɉ मɅ समी. (10.1 )व (10.2)को Ǔनàन Ǿप से ͧलखा जा 
सकता है । 

 
2

21
0 1 2 12

d y ky y y
dt m

         ... (10.3) 

 
2

22
0 2 2 12

d y ky y y
dt m

         ....(10.4) 

Ĥ×येक लोलक पर यÊुमन का Ĥभाव £ात करने के ͧलये उपरोÈत समीकरणɉ को y1 और 
y2 के ͧलये हल करना होगा । इन समीकरणɉ को सीधे हल करने के अपे¢ाकृत हम दो नये 
Ǔनदȶशांकɉ का चयन करते हɇ । 

X = y1 + y2 
तथा Y = y2 – y1 
इस उपगमन )approach(का मह×व आपको èवत  :हȣ इस इकाई मɅ èपçट हो जायेगा । 

समी. )10.3( व )10.4( का योग करने पर 

 
2 2 2

21
0 2 12 2 0d y d y y y

dt dt
      

या  
2

2
02 0d X X

dt
        ....(10.5) 

समीं. (10.3 )के समी. (10.4)मɅ से घटाने पर  

   
2 2

22 1
0 2 1 2 12 2

2d y d y ky y y y
dt dt m

      
 

या 

2
2
02

2d y kY Y
dt m

  
 

2
2
02

2 0d Y k y
dt m

   
 

     ....(10.6) 

समी. (10.5)तथा (10.6)सरल आवत[ गǓत कȧ ͬचर–पǐरͬचत समीकरणɅ हɇ, िजनकȧ 

आविृ×तयाँ Đमश: 1 =  तथा 2 = 2
0

2k
m

   हɇ ।  

अत: आप कह सकत ेहɇ ͩक यिुÊमत तंğ कȧ गǓत को दो ĤसामाÛय Ǔनदȶशांको (narmal 
coordinates)X व Y के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है, िजसमɅ Ĥ×येक एक सरल आवत[ 
गǓत का वण[न करती है । ये दोनɉ गǓतयाँ एक दसूरे से पणू[ Ǿप से अयिुÊमत तथा èवतÛğ हɇ 
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यɮयͪप तंğ के गǓतशील भाग नहȣं हɇ । अथा[त,् एक Ĥकार कȧ गǓत (X या Y)दसूरे Ĥकार कȧ 
गǓत (Y या X)के ǒबना भी अिèत×व मɅ रह सकती है । 

यǑद Y = 0 हो तो हर समय y2 = y1 रहेगा । इसͧलये तğं कȧ गǓत समी (10.5)ɮवारा 
Ĥदͧश[त होगी । इसके दोलनɉ कȧ कोणीय आविृ×त  

1 0
g
l

    

है जो ͩक ͩकसी भी लोलक कȧ ͪवलͬगत अवèथा मɅ दोलन कȧ आविृ×त के बराबर है । िèĤगं का 
Ĥभाव यहाँ अनपुिèथत है । यह इसͧलये है Èयोͩक दोनɉ लोलक एक हȣ कला मɅ हɇ और परेू गǓत 
काल मɅ िèĤगं अपनी ĤाकृǓतक लàबाई मɅ रहती है । देͨखये ͬचğ 10.3 (a)। 

यǑद X = 0 हो तो, हर समय y1 = y2 रहेगा और गǓत समी. (10.6)ɮवारा Ǔनधा[ǐरत 
होगी । इस िèथǓत मɅ कोणीय आविृ×त  

1
22

2 0
2k
m

    
 

 

1 कȧ तलुना मɅ अͬधक है । दोनɉ लोलक कोणीय आविृ×त 2 से सरल आवत[ गǓत कर 
रहे हɇ तथा सदैव हȣ ͪवपरȣत कला मɅ हɇ । गǓत के दौरान िèĤगं या तो ताǓनत (extended)है 
अथवा सàपीͫड़त (compressed), अत: कहा जा सकता है ͩक इस गǓत मɅ यÊुमन Ĥभावी है ।  

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
2. युिÊमत दोलक एवं एकल दोलक मɅ Ĥमुख अÛतर ͧलͨखये ।   
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 10.1 दो एक समान ġåयमान (m)व लàबाई (I)के दो लोलकɉ को एक k बल 
Ǔनयताकं कȧ िèĤगं से यिुÊमत ͩकया गया है । यǑद m = 0.1 ͩकलोĒाम, l = 1 मीटर तथा k 
= 0.1 Ûयटून / मीटर हो तो दोनɉ ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ £ात करो ।  

हल: Ĥथम ͪवधा के ͧलये 1
9.8 7 2 9.9
0.1

g
l

      रेͫडयन / से 

ɮͪवतीय ͪवधा के ͧलये 
1
22

2 1
2k
m

    
 

 

1
22 0.198 10

0.1
    

 
रेͫडयन / से 

अत: ͪवधाओं कȧ कोणीय आविृ×तया ँĐमश: 99 तथा 10 रेͫडयन / से हɇ ।  
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10.4 ĤसामाÛय ͪवधाएं (Normal modes) 
ͩकसी यिुÊमत Ǔनकाय कȧ गǓत का वण[न करने के ͧलये X व Y के चयन का मह×व यह 

है ͩक इन चरɉ के Ǿप मɅ åयÈत करने पर गǓत समीकरण एक आͬĮत चर (one dependent 
variable)वालȣ रैͨखक अवकल समीकरण के Ǿप मɅ ĤाÜत हो जाती है । इन चरɉ को ĤसामाÛय 
Ǔनदȶशांक कहत ेहɇ । अत: “ͩकसी यिुÊमत Ǔनकाय के ĤसामाÛय Ǔनदȶशाकं वे चर है िजनके पदɉ मɅ 
Ǔनकाय कȧ गǓत को एक घाती अवकल समीकरण के Ǿप मɅ ͧलखा जा सके तथा Ĥ×येक 
समीकरण एक हȣ Ĥकार के चर से यÈुत हो । अनÍुछेद 10.3 से पनु: आप यह दोहरा सकते हɇ 
ͩक  

X = y2 = y1 
Y = y2 – y1 

दो ĤसामाÛय Ǔनदȶशांक है तथा समी. (10.5 )व (10.6 )एक चर आͬĮत समीकरणɅ हɇ । 
सरल आवत[ गǓत से संबंͬ धत Ĥ×येक ĤसामाÛय Ǔनदȶशांक को यिुÊमत Ǔनकाय कȧ एक 

ĤसामाÛय ͪवधा कहते है । Ĥ×येक ĤसामाÛय ͪवधा कȧ अपनी एक ͪवͧशçट आविृ×त होती है, 

इसेĤसामाÛय ͪवधा आविृ×त कहते हɇ । Ǔनकाय के गǓतशील भागɉ के ͪवèथापनɉ का अनपुात 2

1

y
y

 

ͩकसी भी ĤसामाÛय ͪवधा के ͧलये Ǔनयत रहता है तथा इसे Ǔनकाय कȧ उस ͪवधा का ͪवÛयास 
(configuration)कहते है । अनÍुछेद 10.3 के उदाहरण से आप देख सकते हɇ ͩक वहाँ दो 
ĤसामाÛय ͪवधाऐं हɇ, एक ĤसामाÛय Ǔनदȶशाकं X व दसूरा ĤसामाÛय Ǔनदȶशांक Y होगा । Ĥथम 
ĤसामाÛय ͪवधा का ͪवÛयास ͬचğ 10.3 (a)मɅ दशा[या गया है । दोनɉ हȣ लोलकɉ (दȣये अथवा 

बाँये)को बराबर ͪवèथाͪपत करते है ताͩक 2

1

y
y

का मान 1 रहे । इस िèथǓत से इÛहɅ छोड़ने पर 

Ĥ×येक लोलक एक हȣ आविृ×त से सरल आवत[ गǓत करता है, तथा दोनɉ एक हȣ कला मɅ रहत ेहɇ 

व गǓत के परेू समय मɅ आयाम अनपुात 2

1

y
y

इकाई के बराबर रहता है । इसे Ǔनकाय कȧ ‘समान 

कला ͪवधा’ कहते है। 
 

 
ͬचğ 10.3  (a)एक हȣ कला – मɅ ͪवÛयास 

 (b)ͪवपरȣत कला–ͪवधा मɅ ͪवÛयास 
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ɮͪवतीय ͪवधा का ͪवÛयास ͬचğ व 10.3(b)मɅ दशा[या गया है । लोलकɉ को ͪवपरȣत 

Ǒदशा मɅ बराबर माğा मɅ ͪवèथाͪपत ͩकया जाता है ताͩक 2

1

y
y

 का मान – 1 हो । ͪवèथाͪपत 

िèथǓत से इÛहɅ छोड़ने पर, Ĥ×येक लोलक सरल आवत[ गǓत करता है और इनकȧ कोणीय आविृ×त 
1
22 2g k

l m
    

 
 

होती है; वे सदैव ͪवपरȣत कला, अथा[त 180० के कलाÛतर मɅ रहत ेहɇ तथा सàपणू[ गǓत 

काल मɅ 2

1

y
y

 का मान – 1 रहता है । दोनɉ हȣ लोलक अपनी अपनी साàयावèथाओं से एक साथ 

गजुरते है परÛतु इसके उपराÛत इनके ͪवèथापन का ͬचÛह ͪवपरȣत रहता है । 
अत: आप इस Ǔनçकष[ पर पहु ँच सकते हɇ ͩक यिुÊमत दोलक कȧ ͩकसी भी ĤसामाÛय 

ͪवधा मɅ दोनɉ गǓतशील भाग एक हȣ आविृ×त से तथा एक हȣ कलाÛतर से सरल आवत[ गǓत 
सàपÛन करते हɇ । 

एक ऐसे तंğ िजसमɅ दो दोलक यिुÊमत हɇ, इसकȧ èवतÛğता कȧ कोǑट दो होने के कारण 
इस तंğ को दोͧलत करने के माğ दो हȣ तरȣके है । यह ͩकस आविृ×त से दोलन करेगा यह इस 
पर Ǔनभ[र करेगा ͩक Ǔनकाय को ͩकस एक तरȣके से ͪव¢ुÞध अथवा उ×तेिजत ͩकया जाता है । 
यǑद Ǔनकाय को इन दो तरȣकɉ के अलावा ͩकसी अÛय तरȣके से उ×तेिजत ͩकया जावे या गǓत 
Ĥदान कȧ जावɅ तो दोलकɉ के आयामɉ मɅ कोई Ǔनिæचत अनपुात नहȣं रहेगा और गǓत भी आवत[ 
नहȣं रहेगी । अत: यह कहा जा सकता है ͩक यिुÊमत दोलक के Ǔनकाय कȧ गǓत के ͧलये माğ दो 
हȣ तरȣके है िजÛहɅ दोलन कȧ ĤसामाÛय ͪवधाएं कहा गया है । 
ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×त पर यÊुमन Ǔनयतांकɉ का Ĥभाव 

ͬचğ 10.4 मɅ यिुÊमत दोलक कȧ दो ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयɉ का यÊुमन िèĤगं 
के बल Ǔनयतांक और ġåयमान m पर Ǔनभ[रता को दशा[या गया है । जसेै –जैसे यÊुमन िèĤगं का 
बल Ǔनयतांक (कड़ापन)बढ़ता है यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधा आविृ×तयो मɅ अÛतर बढ़ता 
जाता है । ठȤक इसी तरह का åयवहार उस िèथǓत मɅ भी ĤाÜत होता है जब Ĥ×येक दोलक का 
ġåयमान कम ͩकया जाता है । 

 
ͬचğ 10.4 दो ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आवǓृतयɉ का k   / m के साथ वĐ 

यिुÊमत दोलक कȧ दोनɉ ĤसामाÛय ͪवधायɅ èवतÛğ होती हɇ अत: ͩकसी भी एक ͪवधा मɅ 
यिुÊमत दोलक कȧ ऊजा[ Ǔनàन समीकरण से दȣ जाती है ।  

ͪवधा. 1 मɅ कुल ऊजा[  
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2
2

2

1 1
2 2x

d XE m kX
dt

 
  

 
     .....(10.7) 

ͪवधा 2 मɅ कुल ऊजा[  
2

2
2

1 1
2 2y

d YE m kY
dt

 
  

      
....(10.8) 

बोध Ĥæन (Self assessment question) 
3. युिÊमत दोलक के Ĥ×येक दोलक का ġåयमान m समान Ǿप से कम करने पर 
 इसकȧ इकाई दो ͪवधाओं कȧ आवृ Ǔतयɉ के अंतर पर Èया Ĥभाव होगा ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

10.5 ĤसामाÛय ͪवधाएं £ात करने कȧ åयापक वैæलेͪषक ͪवͬध 
 (General analytical method for determining normal 
 modes) 

मानाͩक ͩकसी यिुÊमत दोलक के दो घटक दोलनɉ का ͩकसी समय t पर ͪवèथापन 
Đमश: y1 तथा Y2 है । जैसा ͩक आप अनÍुछेद 10.3 मɅ पढ़ चुके हो ͩक इन घटक दोलकɉ के 
×वरण इनके ͪवèथापन y1,y2 के फलन होत ेहɇ । अत: इनके ×वरणɉ को åयापक Ǿप से Ǔनàन 
Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है– 

2
1

11 1 12 22

d y a y a y
dt

       …(10.9) 
2

2
21 1 22 2

2

d y a y a y
dt

        …(10.10) 

यहाँ गणुांक a11,a12,a21 व a22 दोलकɉ के ġåयमान व िèĤगं के बल Ǔनयताकं आǑद 
पर Ǔनभ[र करत ेहɇ । 

समी. (10.9)व (10.10)को हल करने के ͧलये हम यह मानते हɇ ͩक यिुÊमत दोलक 
ͩकसी एक ͪवधा मɅ दोलन कर रहा है । अथा[त दोनɉ दोलक एक समान आविृ×त और Ǔनयत 
कलाÛतर से दोलन कर रहे है अत: उनके ͪवèथापनɉ कȧ समीकरण Ǔनàन Ǿप से ͧलखी जा 
सकती हɇ– 

Y1=a cos(t + )     …(10.11) 
Y2=bcos(t + )     ….(10.12) 

a, b, ,तथा  चारɉ अ£ात Ǔनयतांक हɇ । समी (10.11)तथा समी. (10.12)को दो 
बार अवकलन करने पर  

2
21

12

d y y
dt
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तथा 
2

22
2

2

d y y
dt

   

उपरोÈत मानɉ का Ĥयोग समी. (10.9)व (10.10)मɅ करने पर 
–2y1=–a11y1–a12y2 
–2y1=–a21y1–a22y2 

या (a11–2)y1=a12y2 ...(10.13) 
(a22–2)y2=a21y1 ...(10.14) 

समी.(10.13)व (10.14)से 2

1

y
y

 का मान ͧलखने पर 

2 2 11

1 12

y a
y a




       ....(10.15)
 

2

21
2

1 22

y a
y a


       ....(10.16)

 

समी. (10.15)व (10.16)से 
2

11 21
2

12 22

a a
a a








 

या 4 – 2 (a11+a22)+a11a22=a12a21 
या 4 – 2 (a11+a22)+a11a22=a12a21=0    ....(10.17) 
उपरोÈत समीकरण के Ǔनàन दो हल:– 

     21
2 11 22 11 22 11 22 12 21

1 4
2

a a a a a a a a         
 

   2
11 22 11 22 11 22 12 21

1 4
2

a a a a a a a a           ….(10.18)
 

     

   

21
2 11 22 11 22 11 22 12 21

2
11 22 11 22 11 22 12 21

1 4
2

1 4
2

a a a a a a a a

a a a a a a a a

         

     
 .....(10.19) 

अत: यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधा मɅ दोलन कȧ दो ͪवͧभÛन आविृ×तयाँ 1 और 
2 हȣ संभव है । इन आविृ×तयɉ के मान समी. (10. व 18 )व (10. व 19 )से ĤाÜत ͩकये जा 
सकते हɇ । इÛहɅ ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ ĤसामाÛय आविृ×तयाँ कहते हɇ । आविृ×त 1 से संबंͬ धत 
ͪवधा को ͪवधा– 1 तथा आविृ×त 2 से संबंͬ धत ͪवधा को ͪवधा–2 कहते हɇ इन ͪवधाओं मɅ y2 व 
y1 मɅ संबधं £ात करने के ͧलये हम समी. (10. 18 )तथा (10. व 19 )का उपयोग समी. (10. 
15 )मɅ करने पर 

यहाँ ऐसा Ĥतीत होता है ͩक ω के 

चार मान संभव है। 2
1 के मान 

के वग[मूल से ĤाÜत आवǓृत 
घना×मक व ऋणा×मक ͬचÛह के 
साथ ĤाÜत होगी। ऋणा×मक ͬचÛह 
वालȣ आवǓृत का कोई मह×व नहȣं 
है। अंत: ω2 के कुल 2 हȣ मान 
ĤाÜत होगɅ। 
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2
2 11

1 12

y a
y b a

 
  

   
 {यहाँ  = 1} 

तथा  

2
2 11

1 12

y a
y b a

 
  

 
  {यहाँ  = 2} 

ͬचğ व 10.2 मɅ Ǒदखाये यिुÊमत दोलक के ͧलये 

a11=a22= 2
0

k
m

   

तथा  a12=a21=
k

m
  

अत: ͪवधा– 1 के ͧलये आविृ×त  

   22
1 11 22 11 22 12 21

1 4
2

a a a a a a        
 

2
2
0 2

2
0

2
0

1 2 0 4
2

1 22
2

k k
m m

k k
m m







          
    

        


 

इसी Ĥकार ͪवधा– 2 कȧ आविृ×त  

   22
2 11 22 11 22 12 21

1 4
2

a a a a a a          
2 2
2 0

1 22
2

k k
m m

 
          
2
0

2k
m

   

ͪवधा के ͧलए 2

1

y
y

 
 
 

 का मान 

2
1 11

12

a
a

 
  

2 2
0 0

k
m
k

m

  



 

2

1

1y
y
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ͪवधा–2 के ͧलये 2

1

y
y

 
 
 

 का मान 

2

1

y
y

 
 
 

ͪवधा2 
2
1 11

12

a
a

 
  

2 2
0 0

2

1

k k
m m

k
m

   
 


 

यहाँ इस वæैलेͪषक ͪवͬध से वसेै हȣ पǐरणाम ĤाÜत हु ये है जैसा यिुÊमत लोलक के ͧलये 
अनÍुछेद 10.3 मɅ आप पढ़ चुके हɇ । इस ͪवͬध का Ĥयोग हम ͩकसी भी Ĥकार के अÛय यिुÊमत 
दोलकɉ के ͧलये Ĥयोग कर सकते हɇ । 

उदाहरण 10.2 एक घष[णरǑहत ¢ैǓतज तल पर समान ġåयमान (m)के दो ͪपÖड, समान 
िèĤगं Ǔनयतांक (k)कȧ दो िèĤगंɉ से तथा Ǻढ आधार से ͬचğ के अनसुार जुड़ ेहɇ । इस यिुÊमत 
दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तया ँ£ात कȧिजये । दोनɉ ġåयमान ͪपÖडɉ के आयामɉ का 
अनपुात भी £ात कȧिजये । 

हल : 

 
माना ͩकसी समय पर दोनɉ ġåयमानɉ का ͪवèथापन Đमश: y1 व y2 है । ͬचğ मɅ दोनɉ 

ġåयमानɉ पर काय[रत बलɉ के पǐरणाम व Ǒदशा दशा[यी गयी है । इन ġåयमानɉ कȧ गǓत 
समीकरणɅ Ǔनàन हɉगी  

m
2

1
2

d y
dt

=–k(y1–y2) 

m
2

2
2

d y
dt

=–ky2+k(y1–y2) 

आप समी. (10.9)व (10.10)से जानते है ͩक 
2

1
2

d y
dt

=–a11y1–a12y2 
2

2
2

d y
dt

=–a21y1–a22y2 

इनकȧ परèपर तलुना करने पर 
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11 12 12 22
2, ,k k ka a a a

m m m


    

समी. (10.18)ऐ व (10.19)से ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ होगी ' 
2 2

2
1 2 2

1 3 14 3 5
2 2

k k k k
m m m m


 

            

 
1
2

1
1 3 5
2

k
m

     
 

तथा  
1
2

2
1 3 5
2

k
m

     
 

दोनɉ दोलकɉ के आयाम का अनपुात ͪवधा–1 मɅ 
2

11
12

ab
a a

 
  

 

 

3 5
2

3 5 11 5 1
2 2

k k
m m

k
m

 




          
दोनɉ दोलकɉ के आयाम का अनपुात ͪवधा–2 मɅ 

 
 

2
11

12

3 5 12 5 1
2

ab
a a

k k
m m

k
m

 


 
 



 

अत: ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयां  
1
21 3 5

2
k
m

 
  

  तथा आयामɉ के अनपुात 

 1 5 1
2

  है I 

10.8 सारांश (summary) 
 यǑद दो èवतÛğ दोलक का ͩकसी तरह से यÊुमन कर Ǒदया जावɅ तो ऐसे तÛğ को 

यिुÊमत दोलक कहते हɇ । 
 यिुÊमत दोलक कȧ èवतÛğता कȧ कोǑट दो होती है तथा इसकȧ गǓत को पणू[ 

ͪवǓनǑद[çट करने के ͧलये दो चरɉ कȧ आवæयकता होती हɇ । 
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 यिुÊमत दोलक कȧ गǓत को दो ĤसामाÛय Ǔनदȶशांकɉ x व y से Ĥदͧश[त ͩकया जाता 
है, िजसमɅ Ĥ×येक सरल आवत[ गǓत का वण[न करती है । 

 यिुÊमत दोलक मɅ दो ĤसामाÛय ͪवधाऐं होती है । Ĥ×येक ĤसामाÛय ͪवधा कȧ अपनी 
आविृ×त होती है । एक ĤसामाÛय ͪवधा कȧ आविृ×त èवतÛğ एकल दोलक कȧ 
आविृ×त के तुãय तथा दसूरȣ ͪवधा कȧ आविृ×त इससे अͬधक होती है । 

 िèĤगं Ǔनयतांक मɅ वृͪ ƨ होने पर अथवा दोलकɉ का ġåयमान कम होने पर यिुÊमत 
दोलक कȧ दो ͪवधाओं कȧ आविृ×तयɉ के अÛतर मɅ वृͪ ƨ होती है । 

 ͩकसी भी Ĥकार के यिुÊमत दोलक के ͪवæलेषण के ͧलये वæैलेͪषक ͪवͬध अǓत 
उपयोगी है ।  

10.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
एकल आͬĮत चर One dependent variable  
ͩĐèटल जालक  crystal lattice 
चरɉ  variables 
ताǓनत  Stretched 
पनुǓन[वेश Feedback  
सामाÛय Ǔनदȶशाकंɉ  Normal coordinates 
ĤसामाÛय ͪवधाएं Normal modes  
यिुÊमत दोलक coupled oscillator 
åयिÈतगत  Individual 
वæैलेͪषक ͪवͬध  Analytical method 
ͪवÛयास Configuration 
ͪवǓनǑद[çट  specify 
ͪवलͬगत  Isolated 
ͪव¢ुÞध Disturbed 
èवतÛğता कȧ कोǑट  Degree of freedom 
सàपीͫड़त  Compressed 
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एस  .एस .रावत   

10.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
 questions) 
1. यिुÊमत दोलक कȧ èवतÛğता कȧ कोǑट 2 होती है Èयɉͩक Ĥ×येक दोलक के ͪवèथापन 

को Ĥदͧश[त करने के ͧलये एक चर चाǑहये । 
2. यिुÊमत दोलक को दो ͪवͧभÛन ͪवधाओं से उ×तेिजत ͩकया जा सकता है, अत: दो 

आविृ×तयाँ होती हɇ । ĤसामाÛय Ǔनदȶशांकɉ कȧ सहायता से दो सरल आवत[ गǓतयाँ ͧलखी 
जा सकती हɇ । जबͩक एकल दोलक मɅ आविृ×त व समीकरण एक–एक हȣ होती है ।  

3. दो ͪवधाओं कȧ आविृ×तयɉ के अÛतर मɅ वृͪ ƨ होगी ।  

10.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (very short answer type question) 
1. यिुÊमत दोलक ͩकसे कहते हɇ? 
2. यिुÊमत दोलक मɅ ĤसामाÛय Ǔनदȶशांकɉ के चयन का Èया मह×व है? 
3. ĤसामाÛय ͪवधा ͩकसे कहते हɇ । 
4. ĤसामाÛय ͪवधा के ͪवÛयास के Èया ता×पय[ है? यिुÊमत दोलक के कौन से दो ͪवÛयास 

है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type question) 
5. दो एक समान सरल लोलकɉ के एक Ĥबल Ǔनयताकं कȧ िèĤगं से यिुÊमत ͩकया जाता 

है। इस यिुÊमत दोलक कȧ गǓत समीकरण ͧलͨखये और इÛहɅ ͪवͧभÛन िèथǓतयɉ के ͧलये 
हल कȧिजये । 

6. दो समान m ġåयमान को k बल Ǔनयतांक वालȣ एक जसैी तीन िèĤगंɉ से जोड़ा जाता 
है I िèĤगंɉ के èवतÛğ ͧसरे Ǻढ आधार से जुड़ ेहɇ । यǑद ये ġåयमान उनके केÛġɉ को 
ͧमलाने वालȣ रेखा के अनǑुदश दोलन करɅ तब दो ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तया ँतथा 
ͪवÛयास £ात कȧिजये । 

7. िèĤगं Ǔनयतांक k वालȣ दो िèĤगंɉ से दो समान ġåयमानɉ (m)को ͬचğानसुार जोड़ा गया 
है । इसके उÚवा[धर दोलनɉ के ͧलये इसकȧ दो ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ कोणीय आविृ×तयɉ 
के मान £ात कȧिजये । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical question) 
8. दो एक समान ġåयमान (m)व लàबाई (I)के दो दोलकɉ को एक (K)बल Ǔनयताकं वालȣ 

िèĤगं से यिुÊमत ͩकया जाता है । यǑद m = 0.1 ͩकĒा I = 0.2 मीटर, k = 0.75 
Ûयटून / मीटर हो तो दोनɉ ͪवधाओं कȧ कोणीय आविृ×तयाँ £ात कȧिजये । 

 (उ×तर: 7 रेͫडयन/से, 8 रेͫडयन/से) 
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9. एक घष[ण रǑहत ¢ैǓतज तल पर एकसमान ġåयमान (m)के दो ͪपÖड, समान िèĤगं 

Ǔनयताकं (k)कȧ दो िèĤगंɉ से Ǻढ आधार से जोड़ा गया है । यǑद m = 1 ͩकĒा तथा 
k=10 Ûयटून/मीटर हो तो इस यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ 
£ात कȧिजये । 

(उ×तर:    
1 1
2 25 3 5 , 5 3 5
       

) 
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इकाई – 11 
यिुÊमत दोलक–II  

(Coupled oscillator–II) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
11.0 उƧेæय 
11.1 Ĥèतावना 
11.2 यिुÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत 
11.3 यिुÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ ऊजा[ 
11.4 यिुÊमत दोलक का ͧमĮ ͪवधा मɅ ¢ͨणक åयवहार 
11.5 यिुÊमत दोलक के ĤणोǑदत दोलन 
11.6 साराशं 
11.7 शÞदावलȣ 
11.8 संदभ[ गÛथ 
11.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
11.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

11.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 
 एक यिुÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत के बारे मɅ जानकारȣ कर सकɅ गे; 
 ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत करते यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ £ात कर सकɅ गे तथा उसके 

घटक दोलकɉ मɅ ऊजा[ के समय के साथ पǐरवत[न को £ात करɅगे; 
 अवमंदन रǑहत व अवमंदन यÈुत यिुÊमत दोलक के ¢ͨणक åयवहार को समझ 

सकɅ गे;  
 यिुÊमत दोलक के ͩकसी भी एक घटक दोलक पर बाéय आवतȸ बल लगाने पर, 

इसके åयवहार मɅ होने वाले पǐरवत[न को £ात कर सकɅ गे ।  

11.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई–10 मɅ आपने यिुÊमत दोलक, इसकȧ गǓत के समीकरण तथा इसकȧ ĤसामाÛय 

ͪवधाओं कȧ आविृ×तयɉ के सàबÛध मɅ £ान अिज[त ͩकया । इसके अǓतǐरÈत आपने ĤसामाÛय 
ͪवधायɅ £ात करने कȧ åयापक वæैलेͪषक ͪवͬध का भी अÚययन ͩकया । इस अÚययन से आपको 
£ात हुआ ͩक यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं मɅ दोलन कȧ आविृ×तयɉ मɅ से एक आविृ×त 
उसके घटक दोलक कȧ मुÈत दोलन कȧ आविृ×त के बराबर होती है । इस इकाई मɅ आप एक 
यिुÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 11.2 मɅ आप देखɅगे ͩक 
ͩकस Ĥकार से यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं के अÚयारोपण से इसकȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत 
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£ात कȧ जाती हे । अनÍुछेद 11.3 मɅ ͧमĮ ͪवधा मɅ हȣ यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ का 
अÚययन कर यह जानकारȣ ĤाÜत करɅगे ͩक ͩकस Ĥकार से कुल ऊजा[ का घटक दोलकɉ मɅ ͪवतरण 
होता है । यिुÊमत दोलक के ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत के ¢ͨणक åयवहार का अÚययन अनÍुछेद 11.4 
मɅ करɅगे । अनÍुछेद 11.5 मɅ हम पढ़ेगे ͩक ͩकसी यिुÊमत दोलक कȧ सामाÛय ͪवधाओं कȧ 
आविृ×तयाँ £ात करने के ͧलये Ǔनकाय को ͩकसी आवतȸ बल से अननुाǑदत कराकर अननुाǑदत 
आविृ×तयाँ £ात कȧ जाती हɇ, जो ͩक उसकȧ वांǓछत आविृ×तयाँ होती हɇ ।  

11.2 युिÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत (Mation of coupled 
 oscillator in mixed mode) 

इकाई–10 मɅ आपने सरल आवत[ गǓत से सबंͬधत यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय 
(normal)ͪवधाओं का अÚययन ͩकया तथा यह भी देखा ͩक इन ͪवधाओं मɅ दोलक कȧ आविृ×तयाँ 

1 0
g
l

    

व 
1/2

2
2g k

l m
    

 
  

होती है । यह आविृ×तयाँ दो यिुÊमत सरल आवतȸ दोलकɉ के समान व ͪवपरȣत कला मɅ दोलन 
करने से ĤाÜत हु ई हɇ । कहने का ता×पय[ यह है ͩक ͩकसी भी Ǔनकाय )युिÊमत दोलक( को 
ͪवͧभÛन Ĥकार से गǓतमान कराया जा सकता हे इसͧलये उस यिुÊमत Ǔनकाय कȧ सामाÛय गǓत 
को उसके सभी सàभाͪवत सामाÛय ͪवधाओं के अÚयारोपण से åयÈत ͩकया जा सकता है । 

मान लȣिजये दो सामाÛय ͪवधाओं मɅ आवतȸ दोलक कȧ सामाÛय गǓत को Ǔनàन 
समीकरण से दशा[या जा सकता है  

2
2
12

d X X
dt

   

तथा  
2

2
22

d Y X
dt

   

माना ͩक उपरोÈत समीकरणɉ के Ǔनàन हल है:–  
X = X 0 cos (1t+1)    ....(11.1) 
Y =Y0 cos (2t+2)     ...(11.12) 

जहाँ X0 व Yo Đमश: दोनो सामाÛय ͪवधाओं के आयाम तथा 1 और  2 उनके कला 
Ǔनयतांक है । ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने पढा ͩक 

X =y1 + y2 तथा Y = y1–y2 

Y1= 1 ( )
2

X Y
       ...(11.3)

 

तथा  y2 =
1 ( )
2

X Y
      ...(11.14)

 

समी. (11.3)तथा (11.4 )मɅ समी. (11.1)व (11.2)से X व Y के मान रखने पर 
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   1 1 0 2 2
1 cos cos
2

y X t Y t         
    ...(11.5)

 

तथा     2 0 1 0 2 2
1 cos cos
2

y X t Y t          

समी. (11.5 )व (11.6)से यह £ात होता है ͩक y1 y2, के मान दो सामाÛय ͪवधाओं के 
सामाÛय Ǔनदȶशाकंɉ के अÚयारोपण से ĤाÜत होते हɇ । 

यǑद दोनɉ ĤसामाÛय ͪवधाओं के आयाम समान तथा 2a के बराबर हो तथा Ĥारिàभक 
कलायɅ 1 = 2 =0 हो तो समी. (11.5)व (11.6)को Ǔनàन Ǿप से ͧलख सकते है । 

Y1 = a cos 1t + a cos 21    ....(11.7) 
तथा  Y2 = a cos 1t + a cos 21    ...(11.8) 
समी. (11.7)व (11.8)को आगे सरल करने पर 

   2 1 1 2
1 2 cos cos

2 2
y a t t

    


   …(11.9)
 

तथा 
   1 2 1 2

2 2 sin sin
2 2

y a t t
    


   …(11.10)

 

समी. (11.9)व (11.10)मे यǑद 
 2 1

1 2 cos
2

a a t
 

      ......(11.11) 

 2 1
2 2 sin

2
a a t

 
      .....(11.12) 

हो तो, समी. (11.9)व (11.10)के पनु: Ǔनàन Ǿप से ͧलखा जा सकता है :– 
 2

1 1

1
cos

2
y a t

 
      ......(11.13) 

 2 1
2 2 sin

2
y a t

 
      ........(11.14) 

समी. (11.13)व (11.14)से èपçट है ͩक Ĥ×येक दोलक कȧ गǓत ÏयावĐȧय है तथा 

दोलन कȧ आविृ×त 1 2

2
   या 0 2

2
   है । अथा[त ्Ĥ×येक दोलक कȧ आविृ×त समान है । 

यहाँ a1 व a2 दोनो दोलकɉ के मॉडुͧलत आयाम हɇ । 

Y1 का मॉडुͧलत आयाम a1=2acos (2–1)
2
t  तथा y2 का मॉडुͧलत आयाम 

 

2 2 1

2 1

2 sin( )
2

2 cos
2

ta a

a t
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अत: y1 व y2 के मॉडुͧलत आयामɉ के बीच 
2
  का कलाÛतर है । अथा[त ्जब y1 का 

आयाम अͬधकतम होता है तब y2 का आयाम Ûयनूतम, और जब y1 का आयाम Ûयनूतम, होता 
है तब y2 का आयाम अͬधकतम होता है (ͬचğ 11.1 )। 

 
ͬचğ 11.1 यिुÊमत दोलक के घटक दोलनɉ के ͪवèथापन का समय के साथ पǐरवत[न 
आवत[काल के एक चौथाई (1/4)समय तक एक दोलक के मॉडुͧलत आयाम मɅ कमी होती 

रहती है तो दसूरे दोलक के आयाम मɅ वृͪ ƨ होती है । इसके पǐरणामèवǾप पहले दोलक से दसूरे 
दोलक मɅ ऊजा[ का èथानाÛतरण होगा । दसूरे एक चौथाई आवत[काल मɅ हम देखते हɇ ͩक पहले 
दोलक के आयाम मɅ वृͪ ƨ तथा दसूरे के आयाम मɅ कमी होती है और अब ऊजा[ का èथानाÛतरण 
दसूरे से पहले दोलक मɅ होने लगता है । इस Ĥकार ऊजा[ का, एक घटक दोलक से दसूरे घटक 
दोलक मɅ ͪवǓनमय (Exchange)होता रहता है । यह ĤͩĐया èवत: हȣ ǓनरÛतर दोहराई जाती है। 
एक दोलक से दसूरे दोलक को ऊजा[ का पणू[त: उगदान–Ĥदान केवल तभी सàभव होता है जबͩक 
दोनɉ दोलकɉ के ġåयमान समान हो तथा (1 2)/ (2 – 2)का अनपुात एक पणू[ संÉया हो ।  

बोध Ĥæन (self assessment question)  
1. ͧमĮ ͪवधाओं मे गǓत करते युिÊमत दोलकɉ के मॉडुͧलत आयामɉ के बीच ͩकतना 
 कलाÛतर होता है I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ...... ........ ......... ......... 
2. ͧमĮ ͪवधाओं मे गǓत करते युिÊमत दोलको के बीच पूण[त: ऊजा[ का आदान 
 Ĥदान कब होगा ? 
 .............. ......... .......... ......... ..... .... .......... ...... .............. ......... ......... 

उदाहरण 11.1 ͩकसी यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधा मɅ दोलन कȧ एक कोणीय 
आविृ×त 3 रेͫडयन/सेकÖड है । यǑद दोलकɉ का ġåयमान 10–2 ͩकलोĒाम तथा बल Ǔनयतांक को 
मान 25x10–3 Ûयटून/मीटर हो तो ĤसामाÛय ͪवधा कȧ दसूरȣ आविृ×त कȧ गणना कȧिजये । ͧमĮ 
ͪवधा मɅ दोलक को गǓत कराने पर यिुÊमत दोलक कȧ औसत आविृ×त भी £ात कȧिजये ।  

हल : Ĥæनानसुार  1 = 0 = 3 रे / से 
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    K = 25x10–3 Ûयटून/मीटर 
   M= 10–2 ͩकलोĒाम 

 
1/2

2
2 0

2k
m

    
 

 

 
1/23

2 2

2 25 109
10






  
  
 

 

=(9+5)1/2 

2=(14)1/2 =3.74 रेͫडयन / सेकÖड 

हम जानते हɇ, ͧमĮ ͪवधा मɅ दोलक कȧ औसत आविृ×त 1 2( )
2

   होती है । 

अत: औसत आविृ×त 3 3.74 6.74
2 2


   

=3.37 रेͫडयन/सेकÖड 

11.3 युिÊमत दोलक कȧ ͧमĮ ͪवधा मɅ ऊजा[ (Energy of a 
 coupled oscillator in mixed mode) 

जब एक यिुÊमत दोलक ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत करता है तो उसकȧ कुल ऊजा[ £ात करने के 
ͧलये हमɅ पहले उसके घटक दोलकɉ कȧ कुल ऊजा[ £ान करनी होगी । घटक दोलकɉ के ͪवèथापन 
समी. (11.13)ए व (11.14)ɮवारा åयÈत ͩकये जाते हɇ । समी. (11.13)व (11.14)मɅ a1 व 
a2= Ĥथम और ɮͪवतीय दोलक के मॉडुͧलत आयाम है तथा समी. (11.11 )व (11.12)ɮवारा 

Ǒदये जाते हɇ । दोनɉ हȣ दोलकɉ के ͧलए ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ औसत आविृ×त 1 2( )
2

   है ।  

Y1 (t)और y2(t)आविृ×त के 1 2( )
2

   तेज दोलन के सापे¢ a1(t)और a2(t)आयामɉ 

के 2 1( )
2

   आविृ×त के दोलनɉ से बहु त धीमे हɇ । अत: 1 2( )
2

   के एक चĐ मɅ हम 

मॉडुͧलत a1 व a2 को Ǔनयतांक मान सकत ेहɇ । हम जानते हɇ ͩक सरल आवत[ गǓत मɅ दोलक 
कȧ औसत गǓतज ऊजा[ का मान औसत िèथǓतज ऊजा[ के मान के बराबर होता है । अथा[त ्

1
2

U K k   (आयाम)2      ......(11.15) 

अत: Ĥथम घटक दोलक कȧ कुल ऊजा[ 

 2
1 2 2

1 1
1 . .
2 2

E m a
 

  

   2
1 2 1 22 22 . cos

2 2
a m t

    
    .....(11.16) 

इसी Ĥकार ɮͪवतीय घटक दोलक कȧ कुल ऊजा[ 
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 2
1 2 2

2 2
1 . .
2 2

E m a
 

  

   2
1 2 1 22 22 . sin

2 2
a m t

     
  

 
   .....(11.17) 

दोनɉ दोलकɉ कȧ कुल ऊजा[ (अथा[त यिुÊमत दोलक कȧ ऊजा[) 
E = E1 + E2 

2
2 1 22

2
ma     

 
 

= Ǔनयतांक      ...(11.18) 
दोनो दोलकɉ कȧ ऊजा[ओं मɅ अÛतर, 

   2 1 2 12 2
1 2 cos sin

2 2
E E E t t

     
   

 
 

 2 12
.cos

2
E t

 
  

 2 1.cosE t         ......(11.19) 

अब समी. (11.16), (11.17 )व (11.19 )से 

 1 2 11 cos( )
2
EE t     

 

तथा   2 2 11 cos( )
2
EE t        ........(11.20)

 
 

अब यɮयͪप यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ Ǔनयत रहती है, परÛतु उसके घटक दोलकɉ कȧ 
ऊजा[ मɅ समय के साथ पǐरवत[न होता रहता है । इस पǐरवत[न को ͬचğ व 11.2 मɅ दशा[या गया 
है ।  

 
ͬचğ 11 .2 यिुÊमत दोलक के घटक दोलको मɅ ऊजा[ ͪवǓनमय 

जब E1 का मान E (अͬधकतम)हो जाता है तो E2 का मान शूÛय होता हɇ और इसके 
ͪवपरȣत जब E1 = 0हो जाती है, तो दसूरे दोलक कȧ ऊजा[ E2 = E होती है । अत: घटक 
दोलकɉ मɅ ऊजा[ का आदान–Ĥदान होता रहता है तथा इस आदान–Ĥदान कȧ आविृ×त (2 – 2)के 
बराबर होती हɇ ।  
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बोध Ĥæन (self assessment questions) 
3. ͩकसी युिÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ का मान ͩकतना होता है? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
4. युिÊमत दोलक को घटक दोलकɉ के बीच ऊजा[ के आदान–Ĥदान कȧ आवृ ि×त Èया 
 होती है? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 

11.4 युिÊमत दोलक का ͧमĮ ͪवधा मɅ ¢ͨणक åयवहार (Transient 
behavior of coupled osciallater in mixed mode ) 
आपने इस इकाई के अनÍुछेद 11.2 व 11.3 मɅ पढ़ा ͩक ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत करने वाले 

यिुÊमत दोलक के ͪवèथापन, जो ͩक समय के फलन हɇ, को समी (11.13)व (11.14)से åयÈत 
ͩकया जाता है । अथा[त ्

1 2
1 1

1 2
2 2

( )( ) cos
2

( )( ) sin
2

y t a t

y t a t

 

 







 

जबͩक a1 व a2 दो घटक दोलकɉ के मॉडुͧलत आयाम है तथा समी. (11.11)व 
(11.12)से åयÈत ͩकये जाते हɇ । 

अब यǑद अवमÛदन को नगÖय मान ͧलया जाये तो यिुÊमत दोलक कȧ Ĥारिàमक 
अवèथा मɅ दोलकɉ के ͪवèथापन y1(0)= 2a व y2 (t)हɉगे । 

Y1 (t)व y2 (t)का ¢ͨणक åयवहार Ĥारिàभक अवèथा के तुरÛत पæचात ्हȣ पǐरलͯ¢त 
(appear)होता है । इस åयवहार को ͬचğ 11.1 मɅ दशा[या गया है । Ĥथम घटक दोलक का 
ͪवèथापन को ÏयावĐȧय और ɮͪवतीय घटक दोलक का ͪवèथापन ÏयावĐȧय होता है तथा Ĥ×येक 

¢ण इनके ͪवèथापनɉ मɅ 
2
  का कलाÛतर होता है ।  

अब यǑद यह मान ͧलया जाये ͩक यिुÊमत दोलक पर अवमंदन बल भी काय[रत है, तब 
इस अवमंदन बल के कारण घटक दोलकɉ के आयाम चरघातांकȧ Ǿप मɅ कम होत ेजायɅगे ।  

ऐसी अवèथा मɅ यǑद अवमÛदन ¢ीण हो तो – 1 2,
m
    

 
 

Y1(t)=a’1(t),cos(’.t)     …(11.21) 
Y1(t)=a’2(t),sin(’.t)     …(11.22) 

जहाँ a’1,a’2, ’; a1,a2 और 1 2( )
2

   मɅ 1 तथा 2 के èथान पर Đमश:  

2
2

1 1'
2m
      

 
तथा 

2
2

2 2'
2m
      

 
  ......(11.23)
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ĤǓतèथाͪपत करके ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ । 

इस अवèथा मɅ भी दोलकɉ के ͪवèथापन मɅ Ĥ×येक ¢ण 
2
  का कलाÛतर बना रहेगा, 

परÛतु समय के साथ इन दोलनɉ का आयाम चरघातांकȧ Ǿप मɅ ¢य होता चला जायेगा । यह 
¢ͨणक åयवहार ͬचğ 11.13 मɅ अवमÛदन यÈुत यिुÊमत दोलक के ͧलये Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

 
ͬचğ 11.3 अवमÛदन यÈुत यिुÊमत दोलक का आयाम 

बोध Ĥæन (self assessments question) 
5. युिÊमत दोलक का ¢ͨणक åयवहार कब पǐरलͯ¢त होता है ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 11.2 एक यिुÊमत दोलक के घटक दोलकɉ के ͧमĮ ͪवधा मɅ मॉडुͧलत आयाम 
Đमश: 4 सेमी व 5 सेमी हɇ तथा उनकȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं के कàपन कȧ कोणीय आविृ×तयाँ 5 
रे / से व 7 रे / से हɇ । Ĥ×येक दोलक का ġåयमान 10 Ēाम हो तो घटक दोलकɉ कȧ ऊजा[एं 
तथा यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ £ात कȧिजये । 

हल : Ĥæनानसुार  m=10 Ēाम 
1=5 रे / से 
2=7 रे / से 
a1 = 4 सेमी 
a2 = 5 सेमी 

घटक दोलकɉ कȧ ऊजा[ए E1 व E2हɉ तो 

 2
1 2 2

1 1
1
2 2

E m a
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तथा  
 2

1 2 2
2 2

1
2 2

E m a
 

  

 कुल ऊजा[ E = E1 E2 

Ĥथम दोलक कȧ ऊजा[  
2

23 2
1

1 5 710 10 4 10
2 2

E        
 

 

1
1 10 36 16 10 7
2

E        

=288x10–6=2.88x10–4जूल  

इसी Ĥकार   
2

23 2
2

1 5 710 10 5 10
2 2

E        
 

 

1
2

 x 36 x25 x 10–6 

=25x18x10–6=450x10–6 
=4.50x10–4जूल 

अत: दोनो दोलकɉ कȧ कुल ऊजा[, 
E=2.88x10–4 + 4.50x10–4 

E=7.38x10–4 जूल 

11.5 युिÊमत दोलक के ĤणोǑदत दोलन (Forced oscillations of 
coupled oscillator) 
अभी तक हमने केवल दो समान दोलकɉ के यिुÊमत Ǔनकाय के èवतÛğ कàपनɉ के बारे 

मɅ अÚययन ͩकया है और £ात ͩकया है ͩक ऐसे Ǔनकाय मɅ केवल दो ĤसामाÛय ͪवधायɅ होती हɇ । 
इसके अǓतǐरÈत ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत का वण[न ĤसामाÛय ͪवधाओं के अÚयारोपण से ͩकया जा 
सकता है । 

यǑद दो यिुÊमत समान दोलकɉ मɅ से ͩकसी एक पर कोई आवतȸ बल (periodic 
force)लगाया जायɅ तो इस अवèथा मɅ Ǔनकाय के åयवहार का अÚययन हम इस अनÍुछेद मɅ 
करɅगे ।  

ͬचğ 11.4 मɅ Ĥथम दोलक (p1)पर एक आवतȸ बल F(t)= F0cos t लगाया जाता है। 
ɮͪवतीय दोलक (p2)कȧ गǓत केवल उसके Ĥ×यानन बल व िèĤगं के कारण Ǔनयǒंğत होगी और 
p2 के दोलनɉ को मुÈत माना जा सकता है । आवतȸ बल आरोͪपत होने के कारण p1 कȧ गǓत मɅ 
पǐरवत[न हो जायेगा । यǑद अवमÛदन को नगÛय माना जाये तो दोनɉ दोलकɉ p1 व p1 के गǓत 
के समीकरण Ǔनàन हɉगे :– 

P1 दोलक के गǓत का समीकरण – 
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ͬचğ 11.4 

1
1 1

1 2 02 ( ) cosd y ym mg k y y F t
dt l

     
 

 

या  
2

01
1 1 22 ( ) cosFd y g ky y y t

dt l m m
       .......(11.24) 

इसी Ĥकार ɮͪवतीय दोलक (p2)के गǓत का समीकरण  
2

2 2
1 22 ( ) 0d y ym mg k y y

dt l
     
 

 

या  
2

2
2 1 22 ( ) 0d y g ky y y

dt l m
     .......(11.25) 

मान लȣिजये 2
0

g
l

    
 

, जबͩक 0 Ĥ×येक दोलक कȧ ĤाकृǓतक दोलन आविृ×त है,  

तो समी. (11.23)व (11.24)को 0 के पद मɅ ͧलखने पर  
2

2 01
0 2 1 12 ( ) cosFd y ky y y t

dt m m
    

  ........(11.26)
 

तथा  
2

22
0 2 2 12 ( ) 0d y ky y y

dt m
   

    ...…(11.27)
 

समी. (11.26)व (11.27)को सामाÛय Ǔनदȶशांकɉ X तथा Y के Ǿप मɅ ͧलखने पर  
2 0

2
02 cosd X FX t

dt m
  

    ..…(11.28)
 

तथा  
2 0

2
02

2 cosd Y k FY Y t
dt m m

     

या  
2

2 0
02

2 cosFd Y k Y t
dt m m

    
      ...(11.29)

 

यहा ँX = y1 + y2 
तथा Y = y1 – y2  

यǑद 2
1  = 2

0  तथा 2 2
2 0

2k
m

    
 

 मान ͧलया जाये तो समी. (11.28)व 

(11.29)हɉगे– 
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2
2 0
12 cosFd X X t

dt m
  

    ...(11.30)
 

तथा  
2

2 0
22 cosFd Y Y t

dt m
  

     ....(11.31)
 

समी. (11.30)व (11.31)से यह £ात होता है ͩक आवतȸ बल लगाने पर यिुÊमत Ǔनकाय 
का åयवहार दो ĤणोǑदत आवतȸ दोलकɉ के Ĥकार का होता है िजनकȧ ͩक ĤाकृǓतक आविृ×तया ँ
अब ० न होकर  व 2 हो जाती हɇ । 

अब यǑद समी. (11.30)व (11.31 )के हल .  
X = A1 cos t      ...(11.32) 
Y = A2 cos t      ...(11.33) 

हɇ तो 0
1 2 2

1

/F mA
 


        ....(11.34)

 

इसी Ĥकार 0
2 2 2

1

/F mA
 


       ...(11.35)

 

चू ंͩक X = y1 + y2 व Y = y1 – y2 

 
 

1 1 2
1 1( ) ( )cos
2 2

y X Y A A t   
   ...(11.36)

 

तथा 2 1 2
1 1( ) ( )cos
2 2

y X Y A A t   
    …(11.37)

 

A1 व A2 के मान समी. (11.32)व (11.33)से समी. (11.36)व (11.37)मɅ रखने पर 
y1 व y2 के मान £ात ͩकये जा सकते हɇ–  

Y1  0 0
2 2 2 2
1 2

/ /1 cos
2

F m F m t
   
 

    
  

=
  

2 2 2 2
0 2 1

2 2 2 2
1 2

cos
2
F t
m

    
   

   
 

   
 

  
2 2 2

0 1 2
2 2 2 2
1 2

2 cos
2
F t
m

   
   

  
 

   
 

  
0

2 2
0

2 2 2 2
1 2

cos

k
F m t
m

 


   

       
  

      

...(11.38)  

या  1 cosy t       ...(11.39) 

सेमी ).11.32(  से x 

का मान 

समी).11.30(  मɅ रखने 

पर  

 

2 0
1 1 1

0
1 2 2

/

FA A
m

F mA

 

 

  




 

2 2
1 0   तथा 

2 2
2 0

2k
m

  
 

   
2 2 2
1 2

2 2 2 2
1 2 0

2  
   

 


 

  

2 2 2
0 0

2 2 2 2
2

2 2k
m
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जहाँ  
  

2 2
0

2 2 2 2
1 2

o

k
F mA
m

 

   

       
  

      

..(11.40) 

इसी Ĥकार  

0 0
2 2 2 2 2

1 2

/ /1 cos
2

F m F my t
   
 

   
 

 
 

  
0

2 2 2 2
1 2

/
cos

k mF t
m


   


     

...(11.41) 

या  2 cosy B t       ...(11.42) 

जहाँ    
0

2 2 2 2
1 2

/.F k mB
m    


      

...(11.43) 

समी. (11.39)व (11.42)मɅ A व B के मान दोनɉ दोलकɉ P1 व P2मे के आयामɉ को 
åयÈत करते हɇ । A व B के åयजंकɉ मɅ जब ĤणोǑदत आविृ×त का मान सामाÛय कàपन ͪवधा 
कȧ आविृ×त 1  या 2  के बराबर होती है तो आयाम A व B का मान अनÛत हो जाता है । 

इन िèथǓतयɉ मɅ यिुÊमत Ǔनकाय अननुाद कȧ िèथǓत (अवèथा)मɅ होता है I 
अब यǑद अवमंदन को नगÖय न माना जाय तो अननुादȣ (resonant)आविृ×तयɉ 1  व

2  पर आयामɉ का मान अनÛत न होकर एक अͬधकतम मान होगा । A व B का   के साथ 
पǐरवत[न Ǔनàन ͬचğ 11.5 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

समी. (11.39)व (11.42)से 

 
2

2 2
1 0 /

y B km
y A k m 
 

 
 

यǑद   का मान 0  के अǓत Ǔनकट  0   हो तो 2

2

1y B
y A

    अथा[त Ǔनàन 

अननुादȣ ¢ेğ मɅ आयाम A व B तथा ͪवèथापन समान कला मɅ हɉगे । 

यǑद ω का मान
1/2

2
2 0

2k
m

    
 

 के Ǔनकट हो तो 2

1

1y B
y A

    होगा तथा उÍच 

अननुादȣ आविृ×त ¢ेğ मɅ आयाम A व B तथा ͪवèथापन ͪवपरȣत कला मɅ हɉगे ।  
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ͬचğ 11.5 

उपरोÈत ͪववेचन से हमɅ £ात होता है ͩक ͩकसी यिुÊमत दोलक Ǔनकाय कȧ सामाÛय 
ͪवधाओं कȧ आविृ×तयɉ के मान £ात करने के ͧलये Ǔनकाय को ͩकसी आवतȸ बल से अननुाǑदत 
ͩकया जाता है । चालक बल कȧ आविृ×त को तब तक पǐरवǓत[त ͩकया जाता है जब तक ͩक 
यिुÊमत दोलक का आयाम अͬधकतम न हो जावे। अत: अननुादȣ आविृ×तयाँ हȣ यिुÊमत दोलक कȧ 
ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ होती है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 

6. युिÊमत दोलक के ͩकसी भी घटक दोलक पर आवतȸ बल लगाने पर इसका 
 åयवहार ͩकस Ĥकार का होता है?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
7.  यǑद ĤणोǑदत बल आवृ Ǔत का मान सामाÛय कàपÛन ͪवधाओं कȧ आवृ ि×तयɉ के 
 समान हो जाये तो युिÊमत Ǔनकाय का Èया होगा?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

उदाहरण 11.3 यǑद ͩकसी यिुÊमत दोलक के Ĥथम दोलक पर एक आवतȸ बल F = 
4cos2t Ûयटून लगाया जाता है । Ĥ×येक दोलक का ġåयमान 5 Ēाम तथा दोनɉ के बीच बल 
Ǔनयतांक 25 x 10–3 Ûयटून/मीटर हो तथा मूल ĤसामाÛय ͪवधा कȧ कोणीय आविृ×त 3 
रेͫडयन/सेकÖड हो तो उसके घटक दोलकɉ के आयाम £ात कȧिजये ।  

हल : Ĥæनानसुार  1 0 3    रेͫडयन / सेकÖड 
k = 25 x 10–3 Ûयटून / मीटर  
  =2 रेͫडयन / सेकÖड 
F0 = 4 Ûयटून 
m = 5 x 10–3 ͩकलोĒाम 

हम जानते हɇ, 
1/2

2
2 0

2k
m
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=  
3

1/2
3

2 25 109 19 4.36
5 10





  
    

रे/से. 

दोलकɉ के आयाम A व B का मान  

  

2 2
0

0
2 2 2 2
1 2

k
F mA
m

 

   

       
  

  

 

तथा   
  

0
2 2 2 2
1 2

/F k mB
m    

 
 

   
 

   
   3

4 9 4 5
5 10 9 4 19 4

A 

  
     

 

4

3

4 10 4 10
5 10 5 15 25 15


  

  
 

=106.6 मीटर  

तथा  3

4 5
5 155 10

B 

    
 

4000 53.33
75

   मीटर 

11.6 सारांश (Summary) 
 ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत कर रहे यिुÊमत दोलक के दोनɉ दोलकɉ के ͪवèथापन सामाÛय 

ͪवधाओं मɅ गǓत कर रहे दोलकɉ के सामाÛय Ǔनदȶशांकɉ के अÚयारोपण से ĤाÜत होत े
है । 

 ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत कर रहे यिुÊमत दोलक के Ĥ×येक दोलक कȧ दोलन आविृ×त 
समान होती हे । इन दोलकɉ के आयाम मॉडुͧलत आयाम कहलाते हɇ तथा इनके बीच 

सदैव 
2
  का कलाÛतर होता है । Ĥथम दोलक का आयाम जब अͬधकतम होता है 

तब ɮͪवतीय का शूÛय व Ĥथम का आयाम जब शÛूय होता है तब ɮͪवतीय का 
अͬधकतम। 

 ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत कर रहे यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ Ǔनयत रहती है परÛतु 
उसके घटक दोलकɉ कȧ ऊजा[ मɅ समय के साथ पǐरवत[न होता है । 

 यिुÊमत दोलक पर अवमंदन बल काय[रत होने कȧ िèथǓत मɅ, घटक दोलकɉ के 
आयामɉ का समय के साथ चरघांताकȧ Ǿप से ¢य होता है । 

 ͩकसी यिुÊमत Ǔनकाय कȧ सामाÛय ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ £ात करने के ͧलये 
Ǔनकाय को एक आवतȸ चालक बल से अननुाǑदत कराया जाता है । चालक बल कȧ 
आविृ×त को तब तक पǐरवǓत[त ͩकया जाता है जब तक यिुÊमत दोलक का आयाम 
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अͬधकतम न हो जाये । अननुादȣ आविृ×तयाँ हȣ यिुÊमत दोलक  कȧ ĤसामाÛय 
ͪवधाओं कȧ आविृ×तयाँ होती हɇ । 

11.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
अननुादȣ Resonant  
आवतȸ बल Periodic force 
पǐरलͯ¢त Appear 
ͧमĮ Mixed 
ͪवǓनमय Exchange 
åयवहार Behaviour 

11.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
1. N.K. Bajaj The Physics of Waves Tata McGraw Hill 
 and Oscillations publishing Co. Ltd., Delhi 
2. F.S Crawford Jr. Waves and Oscillations McGraw Hill 

 Berkeley Physics International Book Co., 
 Course. Vol–III Singapore. 

3. सोखी फलèवाल दोलन व तंरगे जयपुर पिÞलͧशगं हाऊस  
ͧसहं, व जनै  चौड़ा राèता, जयपरु 

4. एम.पी  .सÈसेना , दोलन व तरंगɅ कॉलेज बकु हाऊस, जयपुर 
पी  .आर .ͧसहं ,   
एस  .एस .रावत    

11.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment 
questions) 
1. यिुÊमत दोलकɉ के मॉडुͧलत आयामɉ के बीच  / 2का कलाÛतर होता है । 
2. जब यिुÊमत दोलक कȧ रचना करने वाले घटक दोलकɉ के ġåयमान समान हɉ ।  

3. यिुÊमत दोलक कȧ कुल ऊजा[ का मान E = 2ma2
2

1 2

2
  
 
 

के बराबर होगा 

और यह एक Ǔनयत राͧश होगी । 
4. ऊजा[ के आदान–Ĥदान कȧ आविृ×त  2 1   के बराबर होगी । 

5. यिुÊमत दोलक का ¢ͨणक åयवहार Ĥारिàभक अवèथा के तुरÛत पæचात ् हȣ 
पǐरलͯ¢त होता है । 

6. यिुÊमत दोलक का åयवहार दो ĤणोǑदत आवतȸ दोलकɉ के Ĥकार का होता है । 
यिुÊमत दोलक Ǔनकाय अननुादȣ अवèथा मɅ होगा ।  

11.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 



195 
 
1. ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत करते यिुÊमत Ǔनकाय के दोलकɉ कȧ कàपन आविृ×त Èया होगी? 
2. Èया ͩकसी यिुÊमत Ǔनकाय कȧ कुल ऊजा[ ͧमĮ ͪवधा मɅ भी Ǔनयत रहती हɇ? 
3. ͧमĮ ͪवधा मɅ गǓत कर रहे यिुÊमत दोलक के घटक दोलनɉ के आयामɉ मɅ ͩकतना कलाÛतर 

होता है । 
4. यिुÊमत दोलक Ǔनकाय पर बाéय आवतȸ बल लगाने पर Ǔनकाय का åयवहार कैसा होता है? 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
5. एक यिुÊमत दोलक को ͧमĮ ͪवधा मɅ उ×तेिजत ͩकया गया है । इसके गǓत का समीकरण 

ͧलͨखये । एक घटक का ͪवèथापन समय के साथ ͩकस Ĥकार पǐरवǓत[त होगा? 
6. एक यिुÊमत दोलक को ͧमĮ ͪवधा मɅ उ×तेिजत करने पर, घटक दोलकɉ मɅ ऊजा[ ͪवǓनमय 

ͩकस Ĥकार होता है, वण[न कȧिजये? 
7. एक यिुÊमत दोलक के ¢ͨणक åयवहार का वण[न कȧिजये । यǑद अवमंदन बल काय[रत हɉ तो 

उनके Ĥभाव मɅ ¢ͨणक åयवहार मɅ Èया पǐरवत[न होगा? 
8. यिुÊमत दोलक के ĤणोǑदत दोलन से Èया ता×पय[ है? यिुÊमत दोलक के Ĥथम घटक दोलक 

पर एक सरल आवतȸ बल लगाने पर इस दोलक कȧ अननुादȣ अवèथायɅ £ात कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
9. ͩकसी यिुÊमत दोलक कȧ ĤसामाÛय ͪवधा मɅ दोलन कȧ एक कोणीय आविृ×त 2 रेͫडयन / 

सेकÖड है । यǑद दोलकɉ का ġåयमान 10–2, ͩकलोĒाम तथा बल Ǔनयताकं का मान 25 x 
10–3, Ûयटून / मीटर हो तो ĤसामाÛय ͪवधा कȧ दसूरȣ आविृ×त कȧ गणना कȧिजये । ͧमĮ 
ͪवधा मɅ दोलक कȧ औसत आविृ×त कȧ गणना भी कȧिजये 

(उ×तर: 3 रेͫडयन / 
सेकÖड, 2.5 रेͫडयन / सेकÖड) 

10. एक यिुÊमत दोलक के घटक दोलकɉ के ͧमĮ ͪवधा मɅ मॉडुͧलत आयाम Đमश: 3 व 4 सेमी 
है तथा उनकȧ ĤसामाÛय ͪवधाओं कȧ कोणीय आविृ×तयाँ 2 रे / से. व 3 रे / से. हɇ । Ĥ×येक 
दोलक का ġåयमान व Ēाम हो तो घटक दोलकɉ कȧ ऊजा[ऐं £ात कȧिजये ।  

(उ×तर : 2.8 x 10–5 जलू, 5 x 10–5जूल ) 
11. यǑद ͩकसी यिुÊमत दोलक के ͩकसी एक दोलक पर एक आवतȸ बल F=2 cos 3t Ûयटून 

लगाया जाता है । Ĥ×येक दोलक का ġåयमान 10 Ēाम तथा दोनɉ के बीच बल Ǔनयतांक 10 
x 10–3 Ûयटून / मीटर हो तथा मूल ĤसामाÛय ͪवधा मुÈत दोलन कȧ कोणीय आविृ×त / 
रेͫडयन सेकÖड हो तो घटक दोलकɉ के आयाम £ात कȧिजये ।  

(उ×तर : 10.625 मीटर, 0.625 मीटर) 
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इकाई– 12 
तरंगɅ  

(Waves) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
12.0 उƧेæय 
12.1 Ĥèतावना 
12.2 तरंगɉ का वण[न एव ंĤकार 

12.2.1 तरंगɉ का वण[न 
12.2.2 तरंगɉ के Ĥकार 

12.3 तरंगɉ के अͧभल¢ण एव ंगणु 
12.3.1 तरंगɉ के अͧभल¢ण 
12.3.2 तरंगɉ के गणु  

12.4 एक ͪवमीय तरंग कȧ अवकल समीकरण 
12.5 साराशं 
12.8 शÞदावलȣ 
12.7 संदभ[ ĒÛथ 
12.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
12.9 अßयासाथ[ Ĥæन  

12.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप– 
 ऊजा[ èथानाÛतरण कȧ ͪवशेष Ĥͩकया, िजसे तरंग गǓत कहत ेहै, को समझ सकɅ गे;  
 तरंगɉ का वगȸकरण ͩकन ͩकन आधारɉ पर ͩकया जाता है तथा तरंगɅ ͩकतनी Ĥकार 

कȧ होती हɇ, इसकȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 तरंगɉ के ͪवͧभÛन गणुɉ जसेै परावत[न, अपवत[न, ͪववत[न आǑद ͩक åयाÉया कर 

सकɅ गे;  
 तरंगɉ के ͪवͧभÛन अͧभल¢णɉ जसेै तरंगदैÚय[, आवǓृत के बारे मɅ £ान ĤाÜत कर 

सकɅ गे;  
 तरंग के ͧलये अवकल समीकरण èथाͪपत कर सकɅ गे । 

12.1 Ĥèतावना (Introduction) 
यिुÊमत दोलकɉ का अÚययन आपनɅ इकाईयɉ 10 एव ंव 11 मɅ ͩकया है । इसमɅ आपनɅ 

देखा ͩक अपनी माÚय अवèथा के इद[–ͬगद[ कàपन करते हु ए Ĥथम दोलक ͩकस Ĥकार ऊजा[ का 
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èथानाÛतरण दसूरे दोलक को कर देता है । इस Ĥकार से कãपना कȧिजये ͩक यǑद, इन दो 
दोलकɉ के साथ एक और दोलक भी यिुÊमत होता तो Èया होता । èवाभाͪवक Ǿप से िजस Ĥकार 
से Ĥथम दोलक ने दसूरे दोलक को ऊजा[ èथानाÛतǐरत कȧ उसी Ĥकार से दसूरा दोलक तीसरे 
दोलक को ऊजा[ èथानाÛतǐरत करेगा । इस Ĥकार से यǑद आपके पास यिुÊमत दोलकɉ कȧ एक 
Įृंखला हो तो आप देखेगɅ ͩक Ĥथम दोलक को दȣ गई ऊजा[, Įृंखला के अंǓतम दोलक को 
èथानाÛतǐरत हो जाती है । ऊजा[ के èथानाÛतरण कȧ उपरोÈत ĤͩĐया मɅ आपनɅ Úयान Ǒदया होगा 
ͩक इसमɅ दोलक तो अपने èथान पर हȣ रहते हɇ (अपनी माÚय अवèथा के इद[–ͬगद[ कàपन करते 
हु ए)तथा èथानाÛतरण केवल ऊजा[ का हȣ होता है । ऊजा[ के èथानाÛतरण कȧ इस ͪवशेष Ĥͩकया 
को तरंग गǓत कहते हɇ । 

उपरोÈत Ĥͩकया ɮवारा ऊजा[ के èथानाÛतरण के अनेकɉ उदाहरण हमारे दैǓनक जीवन मɅ 
भी देखने को ͧमलते हɇ जैसे – सूय[ से पØृवी तक ऊçमा एव ंĤकाश का पहु ँचना, एक åयिÈत को 
दसूरे åयिÈत कȧ आवाज सुनाई देना, ͪवͧभÛन रेͫडयɉ एव ंटेलȣͪवजन Ĥसारण आǑद । अत: ऊजा[ 
èथानाÛतरण कȧ इस ͪवशेष Ĥͩकया का ͪवèतार से अÚययन आवæयक हो जाता है ।  

अनÍुछेद व 12.2 मɅ हम तरंगɉ जसेै ÚवǓन तरंगɅ, पानी कȧ सतह पर तरंगɅ आǑद का 
वण[न करɅगे । इसी अनÍुछेद मɅ आप यह भी जान पायɅगे ͩक तरंगɅ ͩकतने Ĥकार, जैसे अनदैुÚय[ 
तरंगɅ, अनĤुèथ तरंगɅ आǑद, कȧ होती है । अनÍुछेद 12.3 मɅ आप तरंगɉ के अͧभल¢णɉ जैसे 
तरंगदैÚय[, आयाम आǑद के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत करɅगे । तरंगɉ के गणुɉ जैसे परावत[न, ͪववत[न 
आǑद के बारे मɅ आपको इसी अनÍुछेद मɅ जानकारȣ दȣ जायेगी । अÛत मɅ अनÍुछेद 12.4 मɅ हम 
तरंग के ͧलये अवकल समीकरण èथाͪपत करɅगे, िजसका उपयोग आप आगामी इकाई मɅ ͪवͧभÛन 
माÚयमɉ मɅ तरंग वेग £ात करने के ͧलये करɅगे ।  

12.2 तरंगɉ का वण[न एवं Ĥकार (Description and types of 
waves) 
तरंगɉ का वण[न करने से पवू[ हम तरंग–गǓत को एक सरल उदाहरण, िजसका अनभुव 

हमारे दैǓनक जीवन मɅ भी होता है, कȧ सहायता से समझने का Ĥयास करते हɇ । पानी कȧ शांत 
सतह पर यǑद एक कंकड फैकɅ  तो आप देखɅगे ͩक िजस èथान पर कंकड ͬगरता है वहां एक 
हलचल अथा[त ͪव¢ोभ (distrubance)उ×पÛन हो जाता है । कुछ हȣ समय मɅ यह ͪव¢ोभ गǓत 
करता हुआ पानी कȧ सतह पर अÛय èथानɉ पर भी पहुचँ जाता है । यǑद इस िèथǓत मɅ पानी कȧ 
सतह पर एक कॉक[  (cork)रखदɅ तो आप Èया देखɅगे ? आप देखɅगे ͩक कॉक[  तो अपने èथान पर 
हȣ ऊपर–नीचे हो रहा है लेͩकन ͪव¢ोभ का Ĥभाव पानी कȧ सतह पर– आगे बढ रहा है । ͪव¢ोभ 
का Ĥभाव आगे बढने का अͧभĤाय है ͩक ऊजा[ एक èथान से दसूरे èथान तक èथानाÛतǐरत हो 
रहȣ है तथा कॉक[  का अपने èथान पर हȣ कंͪपत होते रहना यह दशा[ता है ͩक इस Ĥͩकया मɅ 
माÚयम के कण अपने èथान पर हȣ कàपन करते रहते हɇ । ऊजा[ के èथानाÛतरण कȧ इस ͪवशेष 
Ĥͩकया को िजसमɅ माÚयम के कणɉ का èथानाÛतरण नहȣ ंहोता हो तरंग गǓत कहते हɇ । इस 
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Ĥͩकया मɅ हम यह मानते है ͩक ऊजा[ के ͧलये तरंगɉ ने वाहक (carrier)का काय[ ͩकया है अथा[त 
ऊजा[ का èथानाÛतरण तंरगɉ के माÚयम से हुआ है । 

12.2.1 तरंगɉ का वण[न (Description of waves) 

आपने देखा ͩक ͩकस Ĥकार से तरंगɉ कȧ सहायता से ऊजा[ का èथानाÛतरण होता है । 
आप के मिèतçक मɅ यह ͪवचार अवæय आ रहा होगा ͩक आͨखर ये तरंगɅ बनती कैसे हɇ ? 
वाèतव मɅ एक दोलक के लगातार दोलनɉ से हȣ तरंगɉ का Ǔनमा[ण होता है । यǑद एक डोरȣ 
(String)को दो Ǻढ आधारɉ के बीच बाधं कर उसके एक ͧसरे पर लगातार अपने हाथ कȧ एक 
उँगलȣ से कàपन Ǒदये जायɅ तो कुछ हȣ समय मɅ डोरȣ कȧ लàबाई के अनǑुदश हमɅ डोरȣ पर एक 
तरंग èपçट Ǒदखाई देने लगती है । देͨखये ͬचğ 12.1 । 

 
ͬचğ 12.1 डोरȣ मɅ तरंग 

डोरȣ मɅ तरंगɉ कȧ भाँǓत हȣ ÚवǓन तरंगɉ का आभास हमɅ ĤǓतǑदन होता रहता है । जब 
आप एक दसूरे से बातचीत करते है तो आपके मखु के पास कȧ हवा पर एक दाब आरोͪपत होता 
है । अथा[त मखु के पास कȧ हवा संपीͫडत हो जाती है। अÛय शÞदɉ मɅ हवा मɅ एक ͪव¢ोभ 
उ×पÛन हो जाता है । लगातार इस Ĥकार के ͪव¢ोभɉ से माÚयम (हवा)मɅ ÚवǓन तरंगɉ का Ǔनमा[ण 
होता है । ÚवǓन तरंगɉ के ͪवͧभÛन èğोतɉ के बारे मɅ आप भी जानकारȣ दे सकते हɇ । उदाहरण के 
ͧलये रेͫडयो टेलȣͪवजन, ͪवͧभÛन वादय ्यğं सोनोमीटर बदं व खुले पाईप, एक èवǐरğ आǑद । इन 
İोतɉ से उ×पÛन ÚवǓन तरंगɅ एक Ǔनिæचत वेग से माÚयम मɅ सचंǐरत होती है । माÚयम मɅ ÚवǓन 
तरंगɉ का वेग 330 मीटर / सेकÖड होता है। िजन तरंगɉ का वेग ÚवǓन के वेग से अͬधक होता है 
उÛहɅ पराĮåय तरंगɅ कहते हɇ । पराĮåय तरंगɉ का आयाम बहु त अͬधक हो तो Ĥघाती तरंगɉ 
(shock waves)का Ǔनमा[ण होता है और हमɅ आवाज एक गज[ना के Ǿप मɅ सुनाई देती है।  

अनÍुछेद के Ĥारàभ मɅ आपने पानी के पçृठ पर उ×पÛन तरंगɉ के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत 
कȧ । इन तरंगɉ का ͪवकराल Ǿप आप को समुġ मɅ उठने वालȣ ऊंची – ऊंची लहरɉ के Ǿप मɅ 
देखने को ͧमलता है । जल कȧ शांत सतह पर बनी तरंगे जहां हमारे ͧलये एक सुखद अनभुव 
होता है वहȣं इÛहȣ ं तरंगɉ का एक ͪवÚवशंकारȣ Ǿप, सुनामी तंरगɉ के Ǿप मɅ, भी हमारे कुछ 
देशवाͧसयɉ ने देखा है । 

उपरोÈत वͨण[त सभी उदाहरणɉ मɅ जो तरंगɅ उ×पÛन होती हɇ उनके सचंरण के ͧलये 
माÚयम कȧ आवæयकता होती है । इसका अͧभĤाय आप यह नहȣं लेवɅ कȧ माÚयम कȧ 
अनपुिèथǓत मɅ तरंग–गǓत सभंव नहȣं है । ͪवɮयतुचàुबकȧय तरंगे एक ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɅ होती 
है िजनका संचरण न केवल माÚयम मɅ परÛतु Ǔनवा[त मɅ भी हो सकता है । सचंार तंğ मɅ इÛहȣं 
तरंगɉ का उपयोग मुÉयǾप से होता है । इन तरंगɉ का ͪवèतार पवू[क अÚययन आप इकाई–14 मɅ 
करɅगे ।  
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आपने ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ अÚययन करते हु ए दे–ĦाÊलȣ तरंगɉ अथा[त ġåय तरंगɉ 
(matter waves)कȧ भी जानकारȣ कȧ है । इन तरंगɉ का अÚययन तरंग यांǒğकȧ मɅ ͩकया जाता 
है िजसे आप आगामी क¢ाओं मɅ पढɅगे ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èया तरंग गǓत मɅ ऊजा[ के साथ – साथ माÚयम के कणɉ का भी èथानाÛतरण 
 होता है ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2. तरंगो के उɮगम एवं माÚयम के कण के कàपन मɅ Èया सàबÛध हɇ ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

12.2.2 तरंगɉ के Ĥकार (Types of waves) 

तरंगɉ का वगȸकरण ͪवͧभÛन आधारɉ (जसेै – संचरण के ͧलये माÚयम कȧ आवæयकता हɇ 
या नहȣ,ं माÚयम के कणɉ के कàपन तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के अनǑुदश है या लàबवत है, 
आǑद)पर ͩकया जाता है । मुÉयǾप से तरंगɉ को दो वगȾ मɅ ͪवभािजत ͩकया जाता है ।  

(i) Ĥ×याèथ तरंगे– यǑद तरंगɉ को सचंरण के ͧलये माÚयम कȧ आवæयकता हो तो वे 
Ĥ×याèथ तरंगɅ (elastic waves)या यांǒğक तरंगे (mechanical waves)कहलाती हɇ । िजस 
माÚयम मɅ ये तरंगɅ संचǐरत होती हɇ उसमɅ जड×व (inertia)एव ंĤ×याèथता (elasticity)दोनɉ के 
हȣ गणु ͪवɮयमान होने चाǑहये । इकाई–1 मɅ आपने पढा है ͩक ͩकस Ĥकार जड×व एव ंĤ×याèथता 
के गणु एक दोलक के दोलन मɅ सहायक होते हɇ । तरंग गǓत मɅ भी माÚयम मɅ जड×व का गणु 
इसͧलये आवæयक है ताͩक माÚयम का कण अपनी अवèथा मɅ पǐरवत[न का ͪवरोध कर सके। इस 
Ĥकार माÚयम मɅ Ĥ×याèथता का गणु इसͧलये आवæयक है ताͩक कण अपनी ͪवèथाͪपत अवèथा 
से पनु: माÚय अवèथा मɅ लौटने का Ĥयास कर सके । इसके अǓतǐरÈत तरंग सचंरण के ͧलये 
माÚयम का ĤǓतरोध भी Ûयनूतम होना चाǑहये ताͩक ऊजा[ कȧ हाǓन भी Ûयनूतम हो । ÚवǓन 
तरंगɅ, पानी कȧ सतह पर तरंगɅ, डोरȣ मɅ तरंगे आǑद यांǒğक तरंगɉ के उदाहरण हɇ । 

(ii) ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगे – ये ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɅ होती हɇ जो Ǔनवा[त मɅ भी गǓत कर 
सकती हɇ । रेͫडयो तरंगɅ,सूêम तरंगे (micro waves), X–तरंगɅ आǑद इन तरंगɉ के उदाहरण हɇ । 
जैसा ͩक आपको पवू[ मɅ बतलाया गया है ͩक इन तरंगɉ का ͪवèतार से अÚययन आप इकाई–14 
मɅ करɅगे । 

(iii) अनदैुÚय[ एव ं अनĤुèथ तरंगɅ– तरंगɉ का यह नामकरण (nomenclature)माÚयम के 
कणɉ के तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा के सापे¢ कàपनɉ को देखते हुआ ͩकया जाता है । जब माÚयम 
मɅ तरंग सचंरण के समय, माÚयम के कण अपनी साàयावèथा के इद[–ͬगद[, तरंग सचंरण कȧ 
Ǒदशा के अनǑुदश कàपन करत ेहɉ तो ये तरंगɅ अनदैुÚय[ तरंगɅ (longitudinal waves)कहलाती 
हɇ। माÚयम मɅ इन तरंगɉ का सचंरण ͪवरलनɉ (rarefactions)एव ंसंपीडनɉ (compressions)के 
Ǿप मɅ होता है । ͪवरलन मɅ माÚयम के कण दरू–दरू होते है जबͩक संपीडन ¢ेğɉ मɅ माÚयम के 
कण पास–पास होते हɇ । देͨखये ͬचğ (12.2 a)। इसी Ĥकार से ͬचğ 12.2(b)मɅ एक िèĤगं मɅ 
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तरंगɅ अनदैुÚय[ तरंगɉ को दशा[या गया है । ÚवǓन तरंगे, छड मɅ रगड से उ×पÛन तरंगɅ आǑद 
अनदैुÚय[ तरंगɉ के अÛय उदाहरण है । अनदैुÚय[ तरंगɅ ठोस, ġव एव ंगसै तीनɉ Ĥकार के माÚयमɉ 
मɅ सचंǐरत हो सकती हɇ । 

 
ͬचğ 12.2 ͪवरलन एव ंसंपीडन ¢ेğ 

जब माÚयम मɅ तरंग सचंरण के समय, माÚयम के कण अपनी साàयावèथा के इद[–ͬगद[ 
तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के अͧभलàबवत कàपन करत े हɉ तो ये तरंगɅ अनĤुèथ तरंगɅ 
(transverse waves)कहलाती हɇ । ये तरंगɅ Įृंग एव ंगत[ के ǽप मɅ संचǐरत होती है । Įृंग 
(crest)एव ंगत[ (trough)दोनɉ पर हȣ माÚयम के कणɉ का ͪवèथापन अͬधकतम लेͩकन ͪवपरȣत 
Ǒदशाओं मɅ होता है । देͨखये ͬचğ 12.3 । पानी ͩक सतह पर उ×पÛन तरंगɅ, तनी हुई डोरȣ मɅ 
उ×पÛन तरंगɅ आǑद अनĤुèथ तरंगɉ के उदाहरण है । यांǒğक अनĤुèथ तरंगे केवल ठोस एव ंġव 
माÚयमɉ मɅ हȣ सचंǐरत हो सकती है । 

 
ͬचğ 12.3 अनĤुèथ तरंग 

Èया आपके मिèतçक मɅ ऐसी कोई Ĥायोͬगक åयवèथा है िजसकȧ सहायता से आप 
अनदैुÚय[ एव ंअनĤुèथ दोनɉ हȣ Ĥकार कȧ तरंगɅ बनाकर Ǒदखा सकते हो ? याद कȧिजये मेãडी के 
Ĥयोग मɅ आप यहȣ करते हɇ । ͪवɮयतु पोͪषत èवǐरğ (electrically maintained tuning 
fork)कȧ अनदैुÚय[ एव ंअनĤुèथ åयवèथाओं को ͬचğ 12.4 (a)तथा (b)मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 12.4 èवǐरğ कȧ अनदैुÚय[ तथा अनĤुèथ åयवèथायɅ 

ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ हालांͩक यांǒğक तरंगɅ नहȣ ंहोती है ͩकÛतु ये सदैव अनĤुèथ तरंगɅ 
हȣ होती हɇ । आप इकाई– 14 मɅ पढ़ेगे ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ मɅ ͪवɮयतु एव ंचुàबकȧय 
सǑदशɉ के कàपन सदैव तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा के अͧभलàबवत होते है । 

(iv) एक,– ɮͪव–तथा ǒğ–ͪवमीय तरंगे – तरंगɉ का यह वगȸकरण इस आधार पर ͩकया जाता है 
ͩक ऊजा[ का सचंरण एक हȣ रेखा के अनǑुदश हो रहा है या ͩकसी तल (plane)अथवा आकाश 
(Space)मɅ हो रहा है । उदाहरण के ͧलये तनी हु ई डोरȣ मɅ तरंगɅ, ऊजा[ का सचंरण केवल डोरȣ 
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कȧ लàबाई के अनǑुदश हȣ करती हɇ अत: ये एक ͪवमीय (one dimensional )तरंगे कहलाती 
हɇ। इसी Ĥकार पानी कȧ सतह पर बनी तरंगɉ के कारण ऊजा[ का सचंरण एक तल मɅ सीͧमत 
होता है अत: ये ɮͪव–ͪवमीय तरंगɅ कहलाती हɇ । ÚवǓन, Ĥकाश आǑद İोतɉ से उ×पÛन तरंगɉ के 
कारण ऊजा[ का सचंार आकाश मɅ होता है अत: ये तरंगɅ ǒğ–ͪवभीय तरंगɅ कहलाती हɇ । 

 
(v) Ĥगामी तथा अĤगामी तरंगे– इन तरंगɉ का तुलना×मक अÚययन. आपने अपनी ͪपछलȣ 

क¢ाओं मɅ ͩकया है । आप को यह èमरण होगा ͩक Ĥगामी तरंगɉ (progressive waves)के 
कारण ऊजा[ का संचरण होता है । अĤगामी तरंगɅ (stationary waves), जो ͩक ͪवपरȣत 
Ǒदशाओं मɅ गǓतशील तरंगɉ कɅ  अÚयारोपण से Ǔनͧम[त होती हɇ, के कारण ऊजा[ का सचंरण संभव 
नहȣं होता है । देͨखये ͬचğ 12.5 (a)तथा (b)। 

 
ͬचğ 12.5 Ĥगामी तथा अĤगामी तरंगɅ 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. यांǒğक एवं ͪवɮयुत– चुàबकȧय तरंगɉ के दो–दो उदाहरण दȣिजये I 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
4. उन तरंगो का नाम बतलाइये िजनमɅ माÚयम के कणɉ के कàपन तरंग संचरण 
 कȧ Ǒदशा के अनुǑदश होते हɉ I 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
5. ͪवɮयुत –चुàबकȧय तरंगे अनुदैÚय[ तरंगे होती है या अनुĤèथ तरंगे ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

12.3 तरंगɉ के अͧभल¢ण एवं गुण (Characteristics and 
properties of waves) 

12.3.1 तरंगɉ के अͧभल¢ण (Characteristics of waves) 

अब तक आप ने यह भलȣभांǓत समझ ͧलया होगा ͩक तरंगɉ का उɮगम सतत ्कàपनɉ 
से होता है । एक दोलक के कàपन का अÚययन आप इकाई–1 मɅ कर चकेु हɇ । आपने एक 
दोलक के ͧलये ͪवèथापन, आयाम, आवत[काल, आवǓृत, कला आǑद को पǐरभाͪषत भी ͩकया है 
और उनका अथ[ भी समझा है । जब माÚयम मɅ से कोई तरंग सचंǐरत होती है तो माÚयम के 
Ĥभाͪवत कण भी सरल आवतȸ दोलन करते हɇ तथा कण का ͪवèथापन, समय पर Ǔनभ[र करता 
है। अत: एक कण कȧ सरल आवत[ गǓत मɅ ͪवèथापन, आयाम आǑद का जो गͨणतीय èवǾप 
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अथा[त उनके ͧलये सğू होत ेहɇ वहȣ गͨणतीय èवǾप तरंग गǓत मɅ भी तरंगɉ के इन अͧभल¢णɉ 
अथा[त ͪवèथापन, आयाम, आवत[काल आǑद का होता है । अÛतर ͧसफ[  इतना होगा ͩक जब तरंग 
गǓत मɅ हम उÈत अͧभल¢णɉ कȧ बात करɅगɅ तो वह माÚयम के कणɉ के संदभ[ मɅ होगी । 
उदाहरण के ͧलये ͪवèथापन से हमारा अͧभĤाय माÚयम के कण के उसकȧ साàयावèथा से 
ͪवèथापन से होगा । ͬचğ 12.6 मɅ एक तरंग Įृंखला (wave train)को Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 
इस ͬचğ कȧ सहायता से हम आपको तरंगɉ के Ǔनàन अͧभल¢णɉ को समझाने एव ंपǐरभाͪषत 
करने का Ĥयास करेगɅ । ͬचğ मɅ पथाÛतर के पदɉ मɅ, कलाÛतर π के पदɉ मे व समयाÛतर T के 
पदɉ मɅ दशा[या गया है ।  

 
ͬचğ 12.6 तरंग Įृंखला 

(i) ͪवèथापन – ͩकसी समय पर माÚयम के कण कȧ उसकȧ माÚय अवèथा से दरूȣ को उस 
¢ण पर उस कण का ͪवèथापन (displacement)कहत े हɇ । ͬचğ मɅ t समय पर कण के 
ͪवèथापन को y से Ĥदͧश[त ͩकया गया हɇ। 

(ii) आयाम – माÚयम के कण का माÚय अवèथा से अͬधकतम ͪवèथापन कण का आयाम 
(amplitude)कहलाता है । ͬचğ मɅ समय T/4 पर कण के आयाम को a ɮवारा दशा[या गया है । 

(iii) आवत[काल – तरंग संचरण मɅ माÚयम के कण ɮवारा एक कàपन को पणू[ करने मɅ ͧलया 
गया समय आवत[काल (time period)T कहलाता है । 

(iv) आविृ×त – तरंग सचंरण मɅ माÚयम के कण ɮवारा एक सेकÖड मɅ ͩकये गये कàपनɉ कȧ 
संÉया को आविृ×त कहते हɇ । इसे   से Ĥदͧश[त करते हɇ तथा इसकȧ इकाई हट[ज होती है । 
चू ंͩक T सेकÖड मɅ एक कàपन होता है इसͧलये एक सेकÖड मɅ कàपनɉ कȧ संÉया 1 / T के 
बराबर होगी । अत:   तथा T मɅ Ǔनàन समबÛध होगा– 

1
T

 
        

...(12.1) 

(v) तरगदैंÚय[ – माÚयम मɅ तरंग के दो Đमागत मगृɉ या गतȾ (या दो Đमागत संपीडनɉ 
अथवा ͪवरलनɉ)के बीच कȧ दरूȣ को तरंगदैÚय[   कहते है । ͬचğ 12.5 मɅ Ǔनकटवतȸ Įृंग A 
तथा B एव ंǓनकटवतȸ गत[ D तथा E के बीच कȧ दरूȣ को तरंगदैÚय[  के बराबर दशा[या गया 
है। 

(vi) कला – कला (phase)वह राͧश है िजसके ɮवारा माÚयम के किàपत कण कȧ 
साàयावèथा से िèथǓत या गǓत को åयÈत करते हɇ । इसकȧ इकाई रेͫडयन अथवा ͫडĒी होती है । 
इसे सामाÛयत: से Ĥदͧश[त करत ेहɇ । ͬचğ 12.5 मɅ ǒबÛद ुx के ͧलये कला या कलाकोण π है । 
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हम यह भी कह सकत ेहɇ ͩक 
4
T  समय पर कण कȧ कला

2
  तथा

2
T  समय पर π है । अत: 

इस समयाÛताराल मɅ 
2
  

 
 अथा[त 

2
  का कला मɅ अÛतर अथा[त ्कलाÛतर आया है । यǑद 

दो कणɉ के मÚय कलाÛतर 2π का पणू[ गणुज हो तो वे समान कला मɅ कहलात ेहɇ। यǑद इसी 
कला×मक का मान π का ͪवषम गणुज हो तो कण ͪवपरȣत कला मɅ कहलात े हɇ । Èया आप 
बतला सकत े हɇ ͩक दो Ǔनकटवतȸ एव ंसमान कला मɅ कàपन करने वाले कणɉ के बीच दरूȣ 
ͩकतनी होती है ? यह दरूȣ भी तरंगदैÚय[ के बराबर होती है । 

(vii) कण का वेग– तरंग संचरण के समय, माÚयम के कण के ͪवèथापन मɅ पǐरवत[न कȧ 
दर को कण का वेग (particle velocity)कहते हɇ । 

(viii) तरंग वेग– एक सेकÖड मɅ तरंग ɮवारा तय कȧ गई दरूȣ तरंग वेग कहलाती है । इसे v 
से Ĥदͧश[त करते है । यǑद ͬचğ 12.5 को देखɅ तो आप पायɅगे ͩक आवत[काल T के बराबर समय 
åयतीत हो जानɅ पर तरंग ɮवारा तय कȧ गई दरूȣ,  अथा[त तरंगदैÚयȶ के बराबर होती है । अत: 
एक सेकÖड मɅ तय कȧ गई दरूȣ  / T के बराबर होगी । इसͧलये v,T तथा  मɅ Ǔनàन सàबÛध 
होता है 

T
 
       

...(12.2) 

परÛत ु 1
T

   

अतः          ...(12.3) 
एक हȣ माÚयम मɅ तंरगɉ का वेग समान रहता है । 

(ix) कोणीय आवǓृत – समय के साथ माÚयम के कण कȧ कला मɅ पǐरवत[न कȧ दर को 
कोणीय आवǓृत  कहते हɇ । आप जानते हɇ आवत[काल के बराबर समय गजुर जाने पर कला मɅ 

पǐरवत[न 2π के बराबर होता है अत: कला मɅ पǐरवत[न कȧ दर 2
T
 होगी । ω तथा T मɅ Ǔनàन 

सàबÛध होगा 
2
T
 

       
...(12.4) 

लेͩकन 

1
T

 
 

अतः 2         ...(12.5) 
(x) तरंग संÉया– एकांक लàबाई मɅ उपिèथत तरंगɉ कȧ संÉया को तरंग संÉया (wave 

number)कहते हɇ तथा इसे v  से Ĥदͧश[त करत ेहɇ । ͬचğ 12.6 के अनसुार  दरूȣ मɅ केवल एक 

तरंग समावेͧशत होती है अत: एकांक दरूȣ मɅ तरंगɉ कȧ संÉया, 1


 होगी । अत: vतथा  मɅ 

Ǔनàन सàबÛध होता है – 
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v
1


          ..(12.6) 

(xi) तरंग सचंरण Ǔनयताकं– इकाई दरूȣ पर िèथत कंͪपत कणɉ के मÚय कलाÛतर को तरंग 
संचरण Ǔनयतांक (propagation constant)k कहत े हɇ । ͬचğ 12.6 के अनसुार  दरूȣ पर 
िèथत कणɉ के मÚय कलाÛतर 2π के बराबर होता है । अत: एकांक दरूȣ पर िèथत कणɉ के मÚय 

कलाÛतर 2


 
 
 

होगा । अत: k तथा   के मÚय Ǔनàन समबÛध होता है –  

 
 

2k 


         ...(12.7) 

(xii) तरंगाĒ एव ंͩकरण– तरंग सचंरण कȧ अवèथा मɅ माÚयम मɅ ऐसे तलɉ कȧ कãपना कȧ 
जा सकती है िजनमɅ Ĥ×येक तल मɅ िèथत कण समान कला मɅ कàपन करते हɉ । इन तलɉ को 
तरंगाĒ (wave front)कहते है । ǒबÛद ुतरंग İोत के समीप तरंगाĒ कȧ आकृǓत गोलाकार होती 
है तथा उ×पÛन तरंगɅ गोलȣय तरंगɅ (spherical wave)कहलाती हɇ । इस Ĥकार से रेखीय İोत 
(line source)के समीप तरंगाĒ बेलनाकार होता है । Èया आप बता सकत ेहɇ ͩक İोत (ǒबÛद ु
यो रेखीय)से अͬधक दरूȣ (लगभग अनÛत)होने पर तरंगाĒ का आकार कैसा होगा? İोत से अͬधक 
दरूȣ होने पर गोलȣय एव ंबेलनाकार तरंगाĒɉ कȧ ǒğÏयाएं बहु त अͬधक होगी और हम उनका एक 
भाग हȣ Ĥेͯ¢त कर पायɅगे । अत: İोत से बहु त अͬधक दरूȣ पर तरंगाĒ को समतल माना जा 
सकता है। तरंगाĒ के लàबवत रेखा, ͩकरण (ray)कहलाती है । वाèतव मɅ ͩकरण कोई रेखा न 
होकर एक Ǒदशा होती है िजसके अनǑुदश तरंगɉ ɮवारा ऊजा[ का संचरण ͩकया जाता है । ͬचğ 
12.7 मɅ ͪवͧभÛन तरंगाĒɉ को दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 12.7 ͪवͧभÛन तरंगाĒ 

(xiii) तरंगɉ कȧ तीĭता – माÚयम अथवा समिçट के एकांक ¢ेğफल से एकाकं समय मɅ, 
तंरग संचरण कȧ Ǒदशा के अͧभलàबवत गजुरनɅ वालȣ ऊजा[ कȧ माğा को तरंगɉ कȧ तीĭता 
(intensity)कहते हɇ । आयाम अͬधक होने पर तरंगɉ कȧ तीĭता भी अͬधक होती है । यǑद ͩकसी 
ǒबÛद ुèğोत (point source)कȧ शिÈत P हो तो èğोत से r दरूȣ पर िèथत गोलȣय तरंगाĒ का 
पçृठ ¢ेğफल, 4πr2 होगा ।अत: इस दरूȣ पर तरंगɉ कȧ तीĭता I  के ͧलये– 

I  =  İोत से एक सेकेÖड मɅ उ×सिज[त ऊजा[ 
तरंĒाम का पçृठ ¢ेğफल 
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 या  I =  İोत के शिÈत 

तरंĒाम का पçृठ ¢ेğफल 
 

 या 24
PI
r


      

… (12.8) 

उदाहरण 12.1 एक तरंग का तरंगदैÚय[ 0.5 मीटर तथा वेग 100 मीटर / सेकÖड है । 
£ात कȧिजये (i)तरंग संÉया (ii)संचरण Ǔनयतांक (iii)तरंग कȧ आविृ×त ।  

हल : (i) हम जानत ेहै तरंग संÉया 

v =
1


  

Ĥæनानसुार 0.5   मीटर  

v = 1 2
0.5

  ĤǓत मीटर 

(ii) तरंग सचंरण Ǔनयताकं Ǔनàन सूğ से Ǒदया जाता है । 
2 12 4 4 3.14

0.5
k   


       

या k 12.56 ĤǓत मीटर 
(iii) तरंग आविृ×त के ͧलये Ǔनàन सूğ का उपयोग कर सकते हɇ । 

v v  

 अत: vv


   

Ĥæनानसुार v = 10 मीटर / सɅकÖड तथा   = 0.5 मीटर 
100 200
0.5

v    चĐ ĤǓत सेकÖड 

या v= 200 हट[ज 
उदाहरण 12.2 एक ǒबÛद ुतरंग èğोत कȧ शिÈत 12.56 वाट है । èğोत से 10 मीटर दरू 

िèथत ǒबÛद ुपर तरंग कȧ तीĭता £ात कȧिजये । 
हल: हम जानत ेहɇ ͩक तरंग कȧ तीĭता Ǔनàन सूğ से दȣ जाती है ।  

24
PI
r

  

जहां P İोत कȧ शिÈत तथा r ǒबÛद ुकȧ दरूȣ है । 
Ĥæनानसुार P = 12.56 वाट तथा r= 10 मीटर  

अंत: 

12.56 12.56
4 3.14 100 12.56 100

I  
  

 

21 10
100

I    वाट/मीटर2 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
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6. दो Ǔनकटवतȸ एवं समान कला मɅ  कàपन करने वाले के मÚय दूरȣ ͩकतनी होती 
 है ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
7. एक हȣ तरंगाĒ पर िèथत सभी कण Èया समान कला मɅ  कàपन कराते है ? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

12.3.2 तरंगɉ के गणु (Properties of waves) 

Ǔनàनͧलͨखत गणुɉ को तरंगɉ के गणु कहा जाता है– 
(i) परावत[न – Ĥकाशीय तरंगɉ के परावत[न (reflection)से आप भलȣ–भाँǓत पǐरͬचत हɇ । 

जब Ĥकाश कȧ ͩकरण ͩकसी परावत[क तल पर आपǓतत होती है तो तल से टकरा कर पनु: उसी 
माÚयम मɅ लौट जाती है । इसे Ĥकाश का परावत[न कहते हɇ । आप यह भी जानते हɇ ͩक 
परावत[न कȧ इस Ĥͩकया मɅ आपतन एव ंपरावत[न कोण बराबर होते हɇ । देͨखये ͬचğ 12.8 । 
Ĥकाश के परावत[न के गणु के कारण हȣ हम वèतुओं को देख पात ेहɇ । ͩकसी वèत ुसे परावǓत[त 
होकर जब Ĥकाश हमारȣ आँखɉ के रेटȣना पर ͬगरता है तो रेǑटना पर वèत ुका ĤǓतǒबàब बनता है 
और वह वèतु हमɅ Ǒदखाई देने लगती है। Ĥकाशीय तरंगɉ कȧ भाँǓत हȣ परावत[न सभी तरंगɉ का 
गणु होता है । ÚवǓन कȧ तरंगɅ जब ͩकसी दȣवार से परावǓत[त होकर हमारे कान मɅ Ĥवेश करती है 
तो हमɅ ĤǓतÚवǓन (echo)सुनाई देती है । ͪवɮयतु चàुबकȧय तरंगɉ के आयन मÖडल 
(ionosphere)से परावत[न के कारण हȣ आप रेͫडयो Ĥसारण सुन सकते हɇ । 

(ii) अपवत[न: तरंगɉ के इस गणु को भी आप Ĥकाशीय तरंगɉ का उदाहरण लेकर समझ 
सकते हɇ । आप जानते हɇ ͩक जब Ĥकाशीय ͩकरणɅ एक माÚयम से दसूरे माÚयम मɅ Ĥवेश करती 
हɇ तो अपने माग[ से ͪवचͧलत हो जाती है इस Ĥͩकया को Ĥकाश का अपवत[न (refraction)कहते 
हɇ । अपवत[न के Ǔनयम के अनसुार आपतन कोण तथा अपवत[न कोणɉ कȧ Ïयाओं (Sine)का 
अनपुात माÚयम के अपवत[नांक n के बराबर होता है, अथा[त ्

 sin
sin

in
r


       ......(12.9)

 

 
ͬचğ 12.9 तरंगɉ का अपवत[न 

अपवत[न सभी तरंगɉ का गणु होता हɇ । पानी मɅ सतह के भीतर 
तैराक, ͩकनारे पर िèथत ͩकसी åयिÈत कȧ आवाज ÚवǓन तरंगɉ के 
अपवत[न के कारण हȣ सुन पाता है । यह Úयान देने योÊय है ͩक दोनɉ 
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माÚयमɉ मɅ तरंग का वेग ͧभÛन–ͧभÛन होगा । तरंगɉ के अपवत[न के ͧलये देͨखये ͬचğ 12.9 
(a)तथा (b)। 

(iii) åयǓतकरण – जब दो तरंगɅ (अथवा ͩकरणɅ)िजनके मÚय कलाÛतर Ǔनयत हो, समान Ǒदशा 
मɅ गǓत करते हु ए एक दसूरे पर अÚयारोͪपत होती है तो अÚयारोपण ¢ेğ मɅ Đमागत अͬधकतम 
तथा Ûयनू तीĭताओं के ¢ेğ (Ĥकाश के ͧलये िजÛहɅ आप चमकȧलȣ तथा कालȣ ͩĥÛजɅ कहते 
हɇ)ĤाÜत होते हɇ । इस Ĥभाव को åयǓतकरण Ĥभाव कहते हɇ । जब तरंगɉ के मÚय कलाÛतर 2π 
का पणू[गणुज होता है तो अÚयारोपण से ĤाÜत तीĭता अͬधकतम तथा जब यह कलाÛतर π का 
ͪवषम गणुज होता है तो तीĭता Ûयनूतम होती हɇ । 

(iv) ͪ ववत[न – Èया आप बता सकत ेहɇ ͩक एक कमरे मɅ बठेै हु ए åयिÈत कȧ ÚवǓन उसके 
पास के कमरे मɅ बठेै दसूरे åयिÈत को कैसे सुनाई दे जाती है ? ऐसा तभी संभव है जब एक 
कमरे से ÚवǓन तरंगɅ दोनɉ कमरɉ के बीच कȧ दȣवार पर मुड़ कर दसूरे कमरे मɅ Ĥवेश करे । तरंगɉ 
के माग[ मɅ िèथत अवरोधɉ के तीêण ͩकनारɉ पर मुड़ जाने कȧ ĤͩĐया को ͪववत[न कहते हɇ । 
ͪववत[न Ĥभाव को Ĥेͯ¢त करने के ͧलये अवरोध का आकार, तरंगɉ के तरंगदैÚय[ कȧ कोǑट का 
होना आवæयक होता है । ÚवǓन कȧ तरंगɉ का तरंगदैÚय[ अͬधक होता है और इसे मीटर मɅ 
Ĥदͧश[त ͩकया जाता है एव ंĤकृǓत मɅ पाये जाने वाले अवरोधɉ (दȣवार, पेड आǑद)का आकार भी 
इसी कोǑट का होता है । इसͧलये ĤकृǓत मɅ ÚवǓन तरंगɉ का ͪववत[न आसानी से Ĥेͯ¢त हो जाता 
है । Ĥकाश कȧ तरंगɉ का तरंगदैÚय[ 4000Å से 8000Å कȧ परास मɅ होता है । अत: Ĥकाश का 
ͪववत[न देखने के ͧलये ऐसी Ĥकाशीय यिुÈत (ĒेǑटगं)कȧ आवæयकता होती है िजसका अवरोध 
आकार (ĒेǑटगं अÛतराल)(grating element)इस कोǑट का हो । x– ͩकरणɉ का तरंगदैÚय[ 1Å 
कȧ कोǑट का होता है अत: इनका ͪववत[न देखने के ͧलये ͩĐèटल कȧ सहायता लȣ जाती है ।  

(v) Ģवुण – यह गणु केवल अनĤुèथ तरंगɉ मɅ हȣ पाया जाता है । जब तरंगɉ के कारण 
उ×पÛन माÚयम के कणɉ के कàपन तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के समͧमत नहȣं रह पाते है तो इसे 
तरंग का Ģवुण कहत ेहɇ । ͬचğ 12.10 मɅ डोरȣ के अनĤुèथ कàपनɉ को दशा[या गया है । ये 
कàपन िèलट S मɅ से तभी गजुर सकते हɇ जब ये िèलट S कȧ लàबाई के अनǑुदश हो अÛयथा 
ये कàपन िèलट ɮवारा अवरोͬधत कर Ǒदये जायɅगे । उपरोÈत Ĥयोग मɅ िèलट एक ऐसी यिुÈत 
(device)बन गई है जो कàपनɉ को एक Ǔनिæचत Ǒदशा (िèलट कȧ लàबाई के अनǑुदश)मɅ होने 
पर हȣ पाǐरत करती है । अÛय शÞदɉ मɅ यह कहा जा सकता है ͩक िèलट ने Ģुवक 
(polariser)का काय[ ͩकया है । अपनी पवू[ क¢ाओं मɅ ͩकये गये अÚययन से आप जानत ेहɇ ͩक 
Ĥकाश कȧ तरंगɉ का Ģुवण करने के ͧलये Ǔनकॉल ͪĤज, पोलारॉइड आǑद कȧ सहायता लȣ जाती है 
। ͬचğ 12.11 मɅ अĢुͪवत तथा Ģु ͪवत Ĥकाश तरंगɉ को Ĥदͧश[त ͩकया गया हɇ । अनदैुÚय[ तरंगɉ 
का Ģुवण सभंव नहȣं होता है Èयɉͩक इनमɅ कàपन तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के अनǑुदश होते हɇ 
अत: उÛहɅ ͩकसी भी ĤͩĐया से बाͬधत नहȣ ंͩकया जा सकता है । 
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ͬचğ 12.10 

 
ͬचğ 12.11 

बोध Ĥæन (Self assessment questions)  
8. åयǓतकरण Ĥभाव मɅ अͬधकतम तीĭता ĤाÜत करने के ͧलये तरंगɉ के मÚय 
 कलाÛतर ͩकतना होना चाǑहये? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
9. यǑद ͩकसी तरंग का Ģुवण संभव हो तो उसकȧ ĤकृǓत अनुदैÚय[ होगी या 
 अनुĤèथ होगी?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

12.4 एक – ͪवमीय तरंग कȧ अवकल समीकरण (Differential 
equation of a one dimensional wave) 
अभी तक के अÚययन से आप ने यह जानकारȣ ĤाÜत कȧ है ͩक जब ͩकसी èथान पर 

ͩकसी समय उ×पÛन ͪव¢ोभ, दसूरे èथान पर Ǔनिæचत समय के पæचात ् Ĥेͯ¢त हो तथा यह 
समयाÛतराल इन िèथǓतयɉ के मÚय दरूȣ के अनĐुमानपुाती हो तो ͪव¢ोभ के संचरण कȧ ĤͩĐया 
तरंग गǓत कहलाती है । मान लȣिजये एक तरंग X –Ǒदशा मɅ v वेग से सचंǐरत हो रहȣ है तथा 
तरंग का èğोत मलू ǒबÛद ुO पर िèथत है । देͨखये ͬचğ 12.12 ।  

 
ͬचğ 12.12 ͪव¢ोभ सचंरण 
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मान लȣिजये मलू ǒबÛद ुपर ͪवèथापन 0y है । 0y  का मान समय पर Ǔनभ[र करेगा अथा[त 
समय का फलन होगा । इसͧलये उसे Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है– 

 0y f t        ...(12.10) 
जहां f समय का कोई फलन है । चू ंͩक ͪव¢ोभ का वेग v है अत: उसे,P ǒबÛद ुजो ͩक 

O से x दरूȣ है, तक पहु ंचने मɅ (x/v)समय लगेगा । अथा[त मलू ǒबÛद ु पर उ×पÛन ͪव¢ोभ 
(x/v)समय पæचात ्P ǒबÛद ुपर पहु ंचेगा । इसका अͧभĤाय यह होगा ͩक ͩकसी समय t पर ǒबÛद ु
पर िèथत कण का ͪवèथापन वहȣ होना चाǑहये जो (x/v)समय पवू[ O ǒबÛद ुपर िèथत कण का 

था । अथा[त t समय पर ǒबÛद ुO पर ͪवèथापन  0y f t  है तो ǒबÛद ुP पर ͪवèथापन Ǔनàन 
होगा– 

xy f t
v

   
 

       ...(12.11) 

उपरोÈत ͪवèथापन x– अ¢ कȧ धना×मक Ǒदशा मɅ तरंग सचंरण के ͧलये है । यǑद तरंग 
x– अ¢ कȧ ऋणा×मक Ǒदशा मɅ गǓतशील हो तो P ǒबÛद ुपर ͪवèथापन Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा 
जायेगा– 

xy g t
v

   
 

       ... (12.12) 

उपरोÈत समी (12.11)तथा (12.12)यह दशा[ते हɇ ͩक ͪवèथापन y, दरूȣ x तथा समय t 
का फलन है जबͩक f तथा g तरंग के दो अ£ात फलन हɇ । अब अÚयारोपण के ͧसƨाÛत के 
अनसुार x– अ¢ के अनǑुदश गǓतशील तरंग का åयापक समीकरण Ǔनàन होगा –  

x xy f t g t
v v

         
   

     ...(12.13) 

मान लȣिजये 
xt u
v

         … (12.14) 

समी. (12.14)का u के सापे¢ आंͧशक अवकलन करने पर 

1t
u





तथा x v
u





      ...(12.15) 

इसी Ĥकार से मान लȣिजये  
xt
v

         ... (12.16) 

   
1t







तथा x v



 


      ...(12.17) 

समी. (12.14)तथा (12.16)का उपयोग करने पर समी. (12.13)को Ǔनàन Ĥकार से 
ͧलखा जा सकता है– 

   y f u g         ...(12.18) 
उपरोÈत समीकरण को t सापे¢ अवकͧलत करने पर 
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   . .
f u gy u

t u t
 

 
   

 
    

    ...(12.19) 

समी.(12.15)तथा(12.17 से u
t




तथा 
t



 के मान रखने पर 

   f u gy
t u




 
 

  
     ...(12.20) 

पनु: t के सापे¢ अवकͧलत करने पर 
   2 22

2 2 2. .
f u gy u

t u t t
 


   

 
        

 ...(20.21) 

   2 22

2 2 2

f u gy
t u




 
 

  
     ...(12.22) 

िजस Ĥकार से आपने समी. (12.22)ĤाÜत कȧ है उसी Ĥकार से समी. (12.18)का x के 
सापे¢ दो–बार अवकलन करके तथा समी. (12.15)तथा (12.17)का Ĥयोग कर आप Ǔनàन 
समीकरण ĤाÜत कर सकत ेहɇ– 

   2 22

2 2 2 2

1 f u gy
x v u




  
     

    ...(12.23) 

उपरोÈत समीकरण मɅ समी. (12.22)का Ĥयोग करने पर 
2 2

2 2 2

1 .
yy

x v t
 


 

      ...(12.24) 

या  
2 2

2
2 2

yy v
t x

 


 
       …(12.25) 

उपरोÈत समी. (12.25)एक ͪवमीय तरंग का अवकल समीकरण कहलाता है । इस 

समीकरण मɅ
2

2

y
t




 माÚयम के कण का ͩकसी ¢ण पर ×वरण तथा 
2

2

y
x



 तरंग के ͪवèथापन वĐ 

कȧ वĐता ǒğÏया को åयÈत करता है अत: इस अवकल समीकरण को शÞदɉ मɅ Ǔनàन Ĥकार से 
ͧलखकर आप याद रख सकते हɇ– 

ͩकसी ǒबÛद ुपर कण का ×वरण 
= (तरंग वेग)2 x इसी ǒबÛद ुपर ͪवèथापन वĐ कȧ वĐता ǒğÏया 
Èया आप बता सकते हɇ ͩक उपरोÈत अवकल समीकरण का मह×व Èया है ? ͩकसी 

अÛय दशा मɅ ĤाÜत तरंग कȧ अवकल समीकरण को यǑद आप समी. (12.25)के Ǿप मɅ ͧलख दɅगे 
तो उस तरंग का वेग Ǔनकालना आसान हो जायेगा Èयɉͩक  

2

2

y
x

 
  

 का गणुांक हȣ तरंग वेग के वग[ के बराबर होगा । यहȣ इस समीकरण का 

मह×व है इस समीकरण का उपयोग कर हम इकाई– 13 मɅ, तनी हु ई डोरȣ, ठोस छड एव ंगसै मɅ 
तरंगɉ के वेग के ͧलये ͧलये सूğ èथाͪपत करɅगे ।  
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अवकल समीकरण का हल – एक ͪवमीय तरंग के अवकल समीकरण (12.25)का हल 
आप Ǔनàन Ǿप मɅ मान सकते हɇ 

 siny a t kx       
 ... (12.26) 

जहाँ a माÚयम के कण का आयाम, कोणीय आवǓृत तथा k संचरण Ǔनयताकं है । 
समी. (12.25)का हल है या नहȣं इसकȧ पिुçट आप Ǔनàन Ĥकार से कर सकत े हɇ । समी. 
(12.25)का समय के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर  

 cosy a t kx
t

 
 


     ...(12.27) 

एक बार पनु: t के सापे¢ अवकलन करने पर 

 
2

2 2
2 siny a t kx y

t
  

    


    ...(12.28) 

या  
2

2 2

1 yy
t


 


       ...(12.29) 

इसी Ĥकार से समी. (12.26)का, दो बार, x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर आप 
पायेगɅ 

 
2

2 2
2 siny ak t kx k y

x



    


    ...(12.30) 

या  
2

2 2

1 yy
k x


 

       
...(12.31) 

अब समी.(12.29)तथा (12.31)से 
2 2

2 2 2 2

1 1y y
t k x

 
  

       
...(12.32) 

या 
2 2 2

2 2 2.y y
t k x

 


 
     …..(12.33) 

लेͩकन आप जानते हɇ ͩक 2 v   तथा 2k 


  होता है अत: 

 22 2

22 2

2
. .

2
vy y

t x





 


  
 
       

...(12.34) 

या   
2 2

2
2 2

y yv
t x


 


       

...(12.35) 

 v v   अंत: 
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2 2
2

2 2

y yv
t x

 


 
      …(12.36) 

जो ͩक एक ͪवमीय तरंग का अवकल समीकरण हȣ है । इससे यह ͧसƨ हो जाता है ͩक 
समी. (12.25)के हल को समी. (12.26)ɮवारा åयÈत ͩकया जा सकता है । समी. 
(12.25)के हल को आप Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलख सकते हɇ – 

 cosy a t kx        ...(12.37) 
एक ͪवमीय तरंग कȧ भाँǓत हȣ èविैÍछक (arbitrary)Ǒदशा मɅ सचंǐरत ǒğ–ͪवभीय तरंग 

का समीकरण आप Ǔनàन Ĥकार से ͧलख सकते हɇ 
2

2 2
2

y v
t




 


       ...(12.38) 

जहां   ͪवèथापन है तथा 2 संकारक का मान Ǔनàन होता हɇ 
2 2 2

2
2 2 2x y z

   
      

     ...(12.39) 

ǒğ–ͪवमीय तरंग के समीकरण के हल को आप Ǔनàन Ĥकार से ͧलख सकते हɇ 

 0 sin .t k r   


      ........(12.40) 

अथवा   0 cos .t k r   


      ...(12.41) 

यहाँ 0  आयाम को Ĥदͧश[त करता है । 
उदाहरण 12.3 एक ͪवमीय तरंग समीकरण के हल को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जाता है– 

 siny a t kx   
उपरोÈत समीकरण को तरंगदैÚय[  ,आवत[काल T तथा कलाÛतर   के Ǿप मɅ ĤाÜत 

कȧिजये । 
हल – आप जानते हɇ ͩक 

2
T
 

 
तथा 2k 


  

अतः दȣ गई समीकरण से  
2 2sin .y a t x
T
 


   
 

 

या  sin 2 t xy a
T




   
 

 

इसी Ĥकार से हम जानत ेहɇ ͩक 

पथाÛतर 
2

x 


   कलाÛतर ( ) 

अत: Ĥæन मɅ दȣ गई समीकरण मɅ x व k के मान रखने पर  
2sin . .

2
y a t   
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या   siny a t    
उदाहरण 12.4 तनी हु ई डोरȣ मɅ तरंग का समीकरण Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जाता है–  

2

2

y
t




=900
2

2

y
x



 

तरंग का वेग £ात कȧिजये । 
हल: चू ंͩक तनी हु ई डोरȣ मɅ बनी तरंग एक ͪवमीय होती है अत: दȣ गई तरंग कȧ 

समीकरण कȧ तलुना एक ͪवमीय तरंग कȧ मानक अवकल समीकरण 
2 2

2
2 2

y yv
t x

 
 

 
 

से करने पर आप ͧलख सकते हɇ 
2 900v   

या 2 900v  = 30 मीटर /सेकÖड 
अत: Ĥæन मɅ दȣ गई तरंग का वेग 30 मीटर/ सेकÖड होगा । 

12.5 सारांश (Summary) 
 तरंग गǓत मɅ केवल ऊजा[ तथा संवेग का संचरण होता है, पदाथ[ का नहȣं । 
 तरंगɉ के अनेक उदाहरण हमɅ दैǓनक जीवन मɅ देखने को ͧमलत ेहɇ जसेै ÚवǓन कȧ 

तरंगɅ, पानी कȧ सतह पर तरंगɅ, रेͫडयो तरंगे आǑद । 
 िजन तरंगɉ को गǓत के ͧलये माÚयम कȧ, आवæयकता होती है उÛहɅ Ĥ×याèथ तरंगे 

तथा िजÛहɅ माÚयम कȧ आवæयकता नहȣं होती है उÛहɅ अĤ×याèथ तरंगɅ कहते हɇ ।  
 अनदैुÚय[ तरंगɉ मɅ माÚयम के कण तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा के अनǑुदश जबͩक 

अनĤुèथ तरंगɉ मɅ माÚयम के कणɉ के कàपन तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के लàबवत 
होते है । 

 ÚवǓन कȧ तरंगɅ अनदैुÚय[ तथा ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ सदैव अनĤुèथ होती हɇ ।  
 दो Ǔनकटवतȸ, समान कला मɅ कàपन करने वाले कणɉ के बीच कȧ दरूȣ को 

तरंगदैÚय[  कहते हɇ । 
 परावत[न, अपवत[न, åयिÈतकरण, ͪववत[न तथा Ģुवण तरंगɉ के गणु होते हɇ । Ģुवण 

केवल अनĤुèथ तरंगɉ का हȣ सभंव होता है अनदैुÚय[ तरंगɉ का नहȣं । 
 एक ͪवमीय तरंग का अवकल समीकरण Ǔनàन होता हɇ । 

2 2
2

2 2

y yv
t x

 


 
 

12.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
अĤगामी Stationary  
अनदैुÚय[  Longitudinal 
अनĤुèथ  Transverse 
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Įृंग  Crest 
गत[  Trough 
डोरȣ  String 
तरंगाĒ  Wavefront 
ĤǓतÚवǓन  Echo 
Ĥ×याèथता  Elasticity 
यांǒğक  Mechanical 
ͪवरलन  Rarefaction 
ͪव¢ोभ  Disturbance 
संचरण  Propagation 
संपीडन  Compression 
èवǐरğ  Tuning fork 
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12.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment 
questions) 

1. नहȣ,ं तरंग गǓत मɅ केवल ऊजा[ का èथानाÛतरण होता है । 
2. माÚयम के कण के सतत ्कàपनɉ से हȣ तरंगɉ का उɮगम होता है । 
3. ÚवǓन तरंगɅ तथा तनी हु ई डोरȣ मɅ तरंगɅ यांǒğक तरंगɅ होती हɇ । Ĥकाश तरंगɅ एव ंX–ͩकरणɅ 

ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ होती हɇ । 
4. अनदैुÚय[ तरंगɅ । 
5. अनĤुèथ तरंगɅ । 
6. यह दरूȣ तरंग के तरंगदैÚय[ के बराबर होती है । 
7. हां, एक हȣ तरंगाĒ पर िèथत सभी कण समान कला मɅ कàपन करते हɇ । 
8. अͬधकतम तीĭता ĤाÜत करने के ͧलये तरंगɉ के मÚय कलाÛतर 2π का पणू[ गणुज होना 

चाǑहये ।  
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9. अनĤुèथ ।  

12.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. यांǒğक एव ंͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ मɅ एक मलू अÛतर बतलाइये । 
2. ǒğ–ͪवमीय तरंगɉ के दो उदाहरण ͧलͨखये । 
3. संचरण Ǔनयतांक तथा तरंगदैÚय[ मɅ सàबÛध बतलाइये । 
4. तरंगɉ के ͩकÛहȣं दो गणुɉ के नाम ͧलͨखये । 
5. पराĮåय तरंगɉ का वेग, ÚवǓन के वेग से अͬधक होता है या कम, बतलाइये । 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
6. तरंगɉ के वगȸकरण को ͪवèतार पवू[क समझाइये । 
7. तरंगɉ के ͪवͧभÛन गणुɉ कȧ åयाÉया कȧिजये । 
8. Ǔनàनͧलͨखत को पǐरभाͪषत कȧिजये–.  

)i)तरंग संÉया )ii)तरंग सचंरण Ǔनयतांक 
)iii)तरंगदैÚय[ )iv(तरंगाĒ )v(तरंग कȧ तीĭता 

9. एक ͪवमीय तरंग का अवकल समीकरण èथाͪपत कȧिजये तथा इसका मह×व समझाइये ।  
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
1. एक तरंग कȧ आवǓृत 100 हट[ज तथा संचरण Ǔनयतांक का मान 5 ĤǓतमीटर है । तरंग का 

वेग £ात कȧिजये। 
(उ×तर: 125.6 मीटर / सेकÖड) 

2. एक ǒबÛद ुèğोत से 10000 जूल ऊजा[ ĤǓत घटंा उ×सिज[त हो रहȣ है । èğोत से 5 मीटर 
दरू िèथत ǒबÛद ुपर तीĭता £ात कȧिजये । 

(उ×तर – 0.0088 जलू/सेकÖड/मीटर) 
3. एक डोरȣ मɅ तरंग का समीकरण Ǔनàनͧलͨखत है 

y=0.03 sin  )3 x–2t( 
जहा ंy ͪवèथापन तथा िèथǓत x मीटर मɅ एव ंसमय t सेकÖड मɅ है । £ात कȧिजये  –  
(i) डोरȣ के कàपन करते कणɉ का वेग । 
(ii) कàपन करते कणɉ का अͬधकतम वेग । 
(iii) तरंग सचंरण का वेग । 

(उ×तर: (i)0.006cos(3x–2t)मीटर/सेकÖड (ii)0.06 मीटर/सेकÖड 
(iii)0.66 मीटर/सेकÖड) 
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 इकाई– 13 
माÚयम मɅ तरंग गǓत 

(Wave Motion in Medium) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
13.0 उƧेæय 
13.1 Ĥèतावना 
13.2 माÚयम मɅ तरंग संचरण 
13.3 ठोस छड़ मɅ Ĥ×याèथ तरंगɅ 
13.4 गसै मɅ दाब तरंगɅ 

13.4.1 गसै मɅ तरंगɉ का वेग 
13.4.2 दाब तरंगɅ 
13.4.3 Ûयटून कȧ पǐरकãपना 
13.4.4 लाÜलॉस सशंोधन 

13.5 तनी डोरȣ मɅ अनĤुèथ तरंगɅ  
13.6 साराशं 
13.7 शÞदावलȣ 
13.8 संदभ[ ĒÛथ 
13.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
13.10 अßयासाथ[ Ĥæन  

13.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 
 माÚयम मɅ तरंगे ͩकस Ĥकार से संचǐरत होती है, इसकȧ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे;  
 माÚयम मɅ तरंगɉ का वेग माÚयम के ताप, दाब आǑद पर Ǔनभ[र करता है अथवा 

नहȣ इसके बारे मɅ £ान ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 ठोस छड़ मɅ Ĥ×याèथ तरंग के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत कर सकɅ गे; 
 गसै मɅ सचंǐरत होने वालȣ अनदैुÚय[ तरंगɉ के वेग के ͧलये सğू ĤाÜत कर सकɅ गे;  
 गसै मɅ तरंग सचंरण एक समतापी ĤͩĐया है अथवा Ǿƨोçम ĤͩĐया इसके बारे मɅ 

अÚययन कर सकɅ गे 
 एक तनी हु ई डोरȣ मɅ तरंग के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत कर सकɅ गे I 
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13.1 Ĥèतावना (Introduction) 
तरंगɉ के बारे मɅ इकाई–12 मɅ आपको पया[Üत जानकारȣ ĤाÜत हो चुकȧ है । आप जानते 

हɇ ͩक तरंगɉ को मुÉय Ǿप से दो वगȾ मɅ ͪवभािजत ͩकया जाता है, यांǒğक तरंगɅ तथा ͪवɮयतु 
चुàबकȧय तरंगे । यांǒğक अथवा Ĥ×याèथ तरंगे वे तरंगे होती हɇ िजनके संचरण के ͧलये माÚयम 
कȧ आवæयकता होती है । इस इकाई मɅ हम अपना Úयान केवल Ĥ×याèथ तरंगɉ Èया हȣ केिÛġत 
करɅगे । ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के बारे मɅ ͪवèतार से अÚययन आप इकाई–14 मɅ करɅगे । 
अनÍुछेद 13.2 मɅ आप जल के पçृठ पर उ×पÛन तरंगɉ को उदाहरण लेकर माÚयम मɅ तरंग 
संचरण के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत करɅगे। अनÍुछेद 13.3 मɅ आप ठोस छड़ मɅ तरंग के वेग के 
ͧलये सूğ èथाͪपत करɅगे एव ंयह जान सकɅ गे ͩक यह वेग पदाथ[ के यगं के Ĥ×याèथता गणुांक 
तथा घन×व (density)पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करता है । इसी Ĥकार से अनÍुछेद 13.4 मɅ आप 
गसै मɅ तरंगɉ के सचंरण के बार मɅ £ान अिज[त करɅगे । इस अनÍुछेद मɅ आप यह भी जान 
सकɅ गे ͩक गसै मɅ तरंग सचंरण एक Ǿƨोçम (adiabatic)ĤͩĐया है न ͩक समतापी 
(isothermal)ĤͩĐया । यह जानकारȣ आपको Ûयटून कȧ पǐरकãपना (hypothesis)तथा 
लाÜलॉस के सशंोधन (correction)के ɮवारा दȣ जायेगी । अÛत मɅ अनÍुछेद 13.5 मɅ आप एक 
तनी हु ई डोरȣ मɅ अनĤुèथ तरंगɉ के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत करɅगे । 

इस इकाई मɅ हम तरंग कȧ मानक अवकल समीकरण  
2 2

2
2 2

y yv
t x

 


 
 

का उपयोग बार बार करɅगे अत  :यह समीकरण आपको कÖठèथ  होनी चाǑहये । उपरोÈत 
समीकरण मɅ कण के ͪवèथापन को y से Ĥदͧश[त ͩकया जाता है लेͩकन इस इकाई मɅ हम 
ͪवèथापन को   से Ĥदͧश[त करɅगे ।  

13.2 माÚयम मɅ तरंग संचरण (Propagation of wave in a 
medium) 
अब तक के अÚययन से आप जान चुके हɇ ͩक यांǒğक तरंगɉ के संचरण के ͧलये ऐसे 

माÚयम कȧ आवæयकता होती है िजसमɅ Ĥ×याèथता (elasticity)एव ं जड़×व (inertia)के गणु 
ͪवɮयमान हो । जड़×व का गणु वह गणु होता है िजसके कारण कोई वèतु (जैसे माÚयम का कोई 
कण)अपनी अवèथा मɅ पǐरवत[न का ͪवरोध करती है । इसका अͧभĤाय यह है ͩक जड़×व के गणु 
के कारण वèतु यǑद गǓत मɅ हɇ तो गǓत मɅ रहना चाहती है एव ंिèथर अवèथा मɅ है तो िèथर 
अवèथा मɅ रहने का Ĥयास करती है । Ĥ×याèथता के गणु के कारण हȣ ͪवèथाͪपत वèतु को 
Ĥ×यानयन बल (restoring force)ĤाÜत होता है और यह पनु: अपनी माÚय अवèथा कȧ ओर 
अĒसर होने लगती है । माÚयम के इन दोनɉ गणुɉ का तरंग सचंरण मɅ ͩकतना मह×व है यह 
आप Ǔनàन उदाहरण से आसानी से समझ सकɅ गे । 
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ͬचğ 13.1 

ͬचğ 13.1 मɅ पानी कȧ शांत सतह को AB से Ĥदͧश[त ͩकया गया है । इस सतह के 
ǒबÛद ुO पर एक कंकड (pebble)धीरे से फɇ का जाता है । Ïयɉ हȣ कंकड पानी कȧ सतह के 
सàपक[  मɅ आता है यह उस ǒबÛद ु(èथान)पर जल का अवनमन (depression)कर देता है तथा 
जल अपने Ĥ×याèथता के गणु के कारण अपनी मूल िèथǓत मɅ आने का Ĥयास करता है और इस 
Ĥयास मɅ जल इस अवनमन मɅ ĤवाǑहत होने लगता है । परÛतु जल ɮवारा इस ĤͩĐया मɅ ĤाÜत 
संवेग के कारण यह AB सतह का अǓतलंघन (overshoot)कर जाता है और पǐरणामत: एक 
अवनमन के पæचात ्एक उÛनयन (elevation)और ͩफर एक अवनमन ĤाÜत होता है । ससंजन 
(cohesion)के कारण इन कणɉ के Ǔनकटवतȸ कण भी Ĥभाͪवत होते हɇ तथा अपने पवू[वतȸ कणɉ 
कȧ गǓत को दोहराते हɇ । इसका पǐरणामी Ĥभाव यह होगा ͩक यɮयͪप जल कण ऊपर–नीचे कȧ 
ओर गǓत करते हɇ परÛतु तरंग का सचंरण जल–सतह पर होने लगता है । उपरोÈत उदाहरण मɅ 
जल कȧ सतह पर कुछ ऐसे ¢ेğ भी ĤाÜत होते हɇ जहा ंजल èतर, संदभ[ èतर AB सɅ नीचे है । 
ऐसे ¢ेğ गत[ कहलाते हɇ । इसी Ĥकार से कुछ ऐसे ¢ेğ भी ĤाÜत होते हɇ जहां जल–èतर संदभ[ 
èतर AB से ऊपर होते है, इन ¢ेğɉ को Įृंग कहते हɇ । अत: आप कह सकते हɇ ͩक जल कȧ 
सतह पर तरंग सचंरण Įृंगɉ एव ंगतȾ के Ǿप मɅ होता है । इस उदाहरण से èपçट है ͩक जल 
सतह पर उ×पÛन तरंगɅ अनĤुèथ ĤकृǓत कȧ हɉगी । 

उपरोÈत उदाहरण को Úयान मɅ रखत े हु ए आप हवा या िèĤगं मɅ अनदैुÚय[ तरंगɉ कȧ 
उ×पि×त के बारे मɅ भी सोच सकते हɇ और इस Ǔनçकष[ पर पहु ंच सकते है ͩक अनदैुÚय[ तरंगɉ का 
संचरण संपीडनɉ एव ंͪवरलनɉ के Ǿप मे होता है । 

तरंग सचंरण के ͧलये जड×व एव ंĤ×याèथता के अǓतǐरÈत माÚयम का एक अÛय गणु, 
माÚयम का ĤǓतरोध भी मह×वपणू[ होता हɇ । माÚयम का ĤǓतरोध अͬधक होने पर ऊजा[ कȧ हाǓन 
अͬधक होती है एव ंतरंग अͬधक दरूȣ तक सचंǐरत नहȣं हो पाती है । 

पवू[ इकाई मɅ आपको पहले हȣ यह जानकारȣ दे दȣ गई थी ͩक अनदैुÚय[ तरंगɅ तीनɉ हȣ 
Ĥकार के माÚयमɉ अथा[त ठोस, ġव तथा गसै मɅ सचंǐरत हो सकती है जबͩक अनĤुèथ तरंगे 
केवल ठोसɉ एव ंġवɉ मɅ हȣ सचंǐरत हो सकती है । आप सोच रहे हɉगे ͩक Èया सभी माÚयमɉ मɅ 
तरंगɉ का वेग समान होता है ? नहȣ,ं तरंगɉ का वेग माÚयम पर Ǔनभ[र करता है लेͩकन एक हȣ 
माÚयम मɅ तरंग समान वेग से सचंǐरत होती है । जब तरंगɅ एक माÚयम से दसूरे माÚयम मɅ 
Ĥवेश करती हɇ तो उनकȧ आवǓृत मɅ तो पǐरवत[न नहȣं होता है परÛतु उसके वेग एव ंतरंगदैÚय[ 

पǐरवǓत[त हो जाते हू ँ । तरंग सचंरण के समय अनपुात  v v


 Ǔनयत रहता है I 
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बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èया तरंग का वेग ͧभÛन – ͧभÛन माÚयमɉ मɅ  ͧभÛन– ͧभÛन होता है ? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2. Ǔनàन कथन स×य है अथवा अस×य– 
 “जब तरंग एक माÚयम से दूसरे माÚयम मɅ Ĥवेश करती है तो उसकȧ आवृ Ǔत 
 पǐरवǓत[त हो जाती है I” 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

13.3 ठोस छड़ मɅ Ĥ×याèथ तरंगɅ (Elastic wave in solid rod) 
आप जानते हɇ ͩक ͩकसी माÚयम मɅ तरंग के संचरण के ͧलये Ĥ×याèथता का गणु 

आवæयक होता है । Ĥ×याèथता का गणु सभी वèतुओं मɅ पाया जाता है परÛत ुपǐरलͯ¢त तभी 
होता है जब आरोͪपत बल अãप होता है । इस अनÍुछेद मɅ आप यह जान सकɅ गे ͩक एक पतलȣ 
ठोस छड़ मɅ तरंगɅ ͩकस Ĥकार संचǐरत होती है । साथ हȣ इन तरंगɉ के वेग के ͧलये सूğ भी 
èथाͪपत कर सकɅ गे । 

 
ͬचğ 13.2 ठोस छड़ मɅ Ĥ×याèथ तरंगɅ 

ͬचğ 13.2 मɅ अनĤुèथ काट a वालȣ एक पतलȣ छड़ को X–अ¢ के अनǑुदश Ĥदͧश[त 
ͩकया गया है, िजसका एक ͧसरा x = 0 पर िèथत है । इस ͧसरे पर ͩकसी हथोडे से, X–Ǒदशा 
मɅ, चोट करने पर छड़ मɅ उ×पÛन होने वाले एक अ¢ीय आवेग (axial impulse)के कारण छड़ 
के ͧसरे पर एक ͪव¢ोभ उ×पÛन होगा । यह ͪव¢ोभ छड़ मɅ गǓत करेगा । जैसे–जैसे ͪव¢ोभ आगे 
बढ़ता जायेगा छड़ का Ĥ×येक पǐरÍछेद तल (cross –sectional plane), छड़ कȧ लàबाई के 
अनǑुदश अपनी माÚय अवèथा से ͪवèथाͪपत होगा । त×पæचात ् ये तल छड़ के पदाथ[ के 
Ĥ×याèथता एव ंजड×व गणुɉ के Ĥभाव मɅ कàपन करने लगɅगे । उपरोÈत कàपन ͪव¢ोभ सचंरण 
कȧ Ǒदशा के अनǑुदश होने के कारण छड़ मɅ अनदैुÚय[ तरंग उ×पÛन होगी । अब हम ͪव¢ोभ के 
कारण उ×पÛन तरंग के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत करɅगे । 

माना A तथा B छड़ के दो पǐरÍछेद तल ͧसरे x =0 से Đमश: x तथा x x  दǐूरयɉ 
पर िèथत हɇ इनके बीच कȧ दरूȣ x , अǓतअãप है । èपçटता के ͧलये ͬचğ 13.2 मɅ इन तलɉ 
को दरू–दरू Ǒदखलाया गया है । छड़ मɅ उ×पÛन ͪव¢ोभ कȧ गǓत के कारण पǐरÍछेद तल A तथा 
B कàपन करने लगते हɇ । ͩकसी ¢ण पर तल A व B कȧ ͪवèथाͪपत िèथǓतया ंĐमश: A' व 
B' हɇ । मान लȣिजये ͩक तल मɅ उ×पÛन ͪवèथापन AA'=  तथा B तल मɅ उ×पÛन ͪवèथापन 
कृ×य है । अब 'BB     है I अब Aतथा B तलɉ के बीच छड़ कȧ Ĥारिàमक लàबाई 

AB =  x       …(13.1) 

आवोग =बल x समय 
अ¢ीय आवेग से 
अͧभĤाय है ͩक छड़ 
कȧ अ¢ के अनुǑदश 
आवेग। 
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ͪव¢ोभ के कारण इस लàबाई मɅ पǐरवत[न 
A’B’ – AB = (A’ B + BB’)– (AA’ + A’B) 

= BB’ – AA’ 
=  +  –  

या  A’B – AB =        …(13.2) 
अत: ͪव¢ोभ के कारण छड़ मɅ उ×पÛन अनदैुÚय[ ͪवकृǓत  

s =  तथा  तलो के बीच लàबाई मɅ पǐरवत[न 

 तथा  तलो के बीच Ĥारिàभक लàबाई
  

समी (13.1 )तथा (13.2 )का उपयोग करने पर 

s
x





      

…(13.3) 

चू ंͩक  xअǓत अãप है अत:  

0x

s
x x

 
 

           
…(13.4) 

इसͧलये 
ĤǓतबल = Y x अनदैुÚय[ ͪवकृǓत  
या ĤǓतफल = Y.s       …(13.5) 
यहां ओं यगं का Ĥ×यèथता गणुाक है । 
समी. (13.4)का उपयोग करने पर  

ĤǓतबल = Y .
x

       

…(13.6) 

छड़ के ͩकसी भी तल पर लगने वाला बल F, ĤǓतबल व अनĤुèथ काट के ¢ेğफल का 
गणुनफल होगा । अत:  

F = Y.a.s      ...(13.7) 
िजस Ĥकार से ͪव¢ोभ के कारण, ͩकसी ¢ण पर, तलɉ A व B के ͪवèथापन समान 

नहȣं होते है उसी Ĥकार से उन पर बल के मान भी समान नहȣं होते हɇ । 
समी (13.7)से तल A पर बल  

FA = YasA      …(13.8) 
तथा तल B पर बल  

FB = YasB       ...(13.9) 
अत: +X Ǒदशा मɅ काय[रत पǐरणामी (resultant)बल F होगा 

F = FB – FA = Ya(sB –sA)    …(13.10) 

समी. (13.10)मɅ sB– sA को .sds x
x
   

 ͧलखने पर  

.sF Ya x
x



       

…(13.11) 

Y = ĤǓतबल 
अनुदैधय[ ͪवकृǓत 
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जहां s
x



 छड़ कȧ लàबाई के अनǑुदश अनदैुÚय[ ͪवकृǓत s मɅ पǐरवत[न कȧ दर को 

Ĥदͧश[त करता है । 
समी. (13.4)से s का मान रखने पर 

2

2 .F Ya x
x






      

…(13.12) 

इस बल का मान A व B तलɉ के मÚय ġåयमान और ͪव¢ोभ के कारण उसमɅ उ×पÛन 
×वरण के गणुनफल के बराबर होना चाǑहये । अत:  

2

2F ap x
t








      …(13.13) 

यहा ँp छड़ के पदाथ[ का घन×व (density)है तथा 
2

2t



ġåयमान मɅ उ×पÛन ×वरण है । 

अत: समी. (13.12)तथा (13.13)से  

2

2 2

2Ya x ap x
t t
   


 

     …(13.14) 

अत: ×वरण  

2

2 2

2

Y
t P x
  


 

      ...(13.15) 

समी. (13.15)ठोस छड़ मɅ èथाͪपत तरंग का अवकल समीकरण हɇ । इस समीकरण कȧ 
तुलना मानक समीकरण 

2

2 2
2

2

y YV
t x

 


 
 

से करने पर, ठोस 'छड़ मɅ तरंग के वेग के ͧलये 
2 YV

P


      
…(13.16) 

 
2 YV

P


      
…(13.17) 

उपरोÈत सूğ से èपçट है ͩक ठोस छड़ मɅ सचंǐरत अनदैुÚय[ तरंगɉ का वेग छड़ के पदाथ[ 
के यगं Ĥ×याèथता गणुाकं एव ंघन×व पर Ǔनभ[र करता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
3. Ǔनàन कथन स×य है अथवा अस×य ? 
 '' तरंग संचरण के समय दो Ǔनकटतम पǐरÍछेद तलɉ पर बल का मान समान 
 होता हɇ ।' '  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
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4. ठोस छड़ मɅ तरंगɉ का वेग छड़ के पदाथ[ के घन×व पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र 
 करता है ?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
5. यǑद माÚयम के घन×व को चार गुना कर Ǒदया जाये तो ÚवǓन तरंगɉ के वेग पर 
 Èया Ĥभाव पड़ेगा ?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

13.4 गैस मɅ दाब तरंगɅ (Pressure waves in a gas) 
आप जानते हɇ ͩक जब तरंग सचंरण के ͧलये उपलÞध माÚयम गसै अवèथा मɅ होता है 

तो उसमɅ केवल अनदैुÚय[ तरंगɉ का सचंरण हȣ सभंव होता है । गसैीय माÚयम मɅ तरंग सचंरण 
का उदाहरण जो आपको दैǓनक जीवन मɅ अनभुव करने को ͧमलता है वह है, ÚवǓन तरंगɅ (जो ͩक 
सदैव अनदैुÚय[ ĤकृǓत कȧ होती हɇ)कȧ वाय ुमɅ गǓत । इस अनÍुछेद मɅ हम गसैीय माÚयम मɅ 
तंरगɉ के वेग के ͧलये सğू èथाͪपत करɅगे एव ंयह जानने का Ĥयास भी करɅगे ͩक इन तरंगɉ को 
दाब तरंगे Èयɉ कहते हɇ । इसी अनÍुछेद के अÛत मɅ हम यह ͪवæलेषण (analysis)भी करɅगे ͩक 
जब कोई तरंग ͩकसी गसै मɅ से गजुरती है तो यह एक समतापी ĤͩĐया होती है अथवा Ǿƨोçम 
ĤͩĐया होती है । 

13.4.1 गसै मɅ तरंगɉ का वेग (Velocity of waves in gas) 

ͬचğ 13.3 मɅ अनĤुèथ काट a वालȣ एक बेलनाकार (cylindrical)नलȣ िजसकȧ लàबाई 
उसके åयास कȧ तलुना मɅ बहु त अͬधक है को x–अ¢ के अनǑुदश Ĥदͧश[त ͩकया गया है । इस 
नलȣ मɅ कोई गसै भरȣ हु ई है तथा इस गसै èतàभ मɅ एक तरंग +X Ǒदशा मɅ संचǐरत हो रहȣ है। 
नलȣ के ͧसरे से ݔ तथा ݔ+ ݔ दǐूरयɉ पर दो पǐरÍछेद तल A तथा B िèथत है । पहले हम 
पǐरÍछेद तल A पर ͪवचार करते हɇ । तरंग सचंरण के कारण तल A पर िèथत सभी गसैीय कण 
(gaseous particles)तरंग संचरण कȧ Ǒदशा के अनǑुदश कàपन करने लगते हɇ । जब ये कण 
अĒ गǓत (+X Ǒदशा मɅ गǓत)करते हɇ तो ये अपने पास (दायंी ओर)िèथत गसै पर दाब लगाते है 
िजससे यहां कȧ गसै संपीͫडत (compress)हो जाती है अथा[त एक संपीडन का Ǔनमा[ण होता है । 
इसी Ĥकार से पæचय ्गǓत (–X Ǒदशा मɅ गǓत)के समय तल A के पास (दांयी ओर)कȧ गसै पर 
दाब कम हो जाता है और यह ͪवरͧलत हो जाती है अथा[त एक ͪवरलन (rarefaction)का Ǔनमा[ण 
होता है । इस Ĥकार से सàपणू[ गसै मɅ दाब मɅ पǐरवत[नɉ के कारण संपीडनɉ तथा ͪवरलनɉ के Ǿप 
मɅ तरंग आगे बढती है । चू ंͩ क गसै मɅ तरंगɉ कȧ गǓत मɅ दाब मɅ पǐरवत[नɉ कȧ मह×वपणू[ भूͧमका 
है, अत: गसै मɅ तरंगɉ को दाब तरंगɅ भी कहा जा सकता है । 
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ͬचğ 13.3 गसै मɅ दाब तरंगɅ 

तरंग का वेग £ात करने के ͧलये मान लȣिजये तरंग सचंरण के कारण पǐरÍछेद तल A 
मɅ ͪवèथापन   तथा तल B मɅ ͪवèथापन  +  होता है । चू ंͩक तलɉ A व B के मÚय दरूȣ 
  है अत: इन तलɉ के मÚय िèथत गसै अãपांश का Ĥारिàभक आयतन V Ǔनàन होगा 

V = a (13.18)…       ݔ 
ͪवèथाͪपत एव ंĤारिàभक अवèथाओं मɅ तलɉ A तथा B के मÚय िèथत गसै के आयतन 

मɅ पǐरवत[न V हम Ǔनàन Ĥकार से £ात कर सकते हɇ – 
V = a (A’B’)– a (AB) 

= a [(A’B+BB’)– (AA’+A’B)] 
= a [BB’+ AA’] 
 = a [ +  – ] 

या  V = a        …(13.19) 
तलɉ A व B के मÚय िèथत गसै मɅ आयतन ͪवकृǓत s Ǔनàन होगी । 

s = आयतन मɅ पǐरवत[न 

Ĥारिàभक आयतन 
  

या  V as
V a x x

 
 


    

   
0x

x x


 




     
 

 s
x





       ...(13.20) 

आयतन Ĥ×याèथता गणुांक (K)के Ǿप मɅ ĤǓतबल Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है– 
ĤǓतबल = K x आयतन ͪवकृǓत 
गसैɉ के ͧलये ĤǓतबल के èथान पर दाब (P)का Ĥयोग ͩकया जाता है । अत: गसै 

èतàभ के ͩकसी अनĤुèथकाट तल पर दाब  

p
x

K   


       ...(13.21) 

Èया आप बतला सकते हɇ ͩक यहां ऋण ͬचÛह Èया Ĥदͧश[त करता है? यहाँ ऋण ͬचÛह 
यह Ĥकट करता है ͩक दाब तथा आयतन मɅ पǐरवत[न ͪवपरȣत होते है अथा[त ्दाब मɅ कमी होने 
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पर आयतन मɅ वृͪ ƨ तथा दाब मɅ वृͪ ƨ होने पर आयतन मɅ कमी होती है । समी. (13.21)से 
पǐरÍछेद तल A पर दाब  

xp K
x
  


       ...(13.22) 

पǐरÍछेद तल B पर दाब 
x xp   तल A पर दाब x  दरूȣ मɅ दाब मɅ पǐरवत[न  

या  .x x x
xp x

x
p p    


      ...(13.23) 

यहां ,xp x
x

  


Ǒदशा मɅ तरंग संचरण के कारण दाब मɅ पǐरवत[न कȧ दर हɇ । यहां यह 

Úयान देने योÊय है ͩक तल B पर दाब, तल A पर दाब के ͪवपरȣत होगा ।  
अत: A तथा B तलɉ के मÚय गसै के आयतन अãपांश V पर पǐरणामी बल F  
Ǔनàन होगा– 
F = काट ¢ेğ x दाबाÛतर  

अत:  .x
x xF xp

x
a p p 


          

...(13.24) 

या  xpF a x
x



       ...(13.25) 

समी. (13.22)से xp का मान रखने पर 
2

2 .F aK x
x






      

...(13.26) 

हम जानते हɇ ͩक आयतन अãपांश V मɅ िèथत गसै के ġåयमान एव ंगसै कणɉ के 
×वरण का गणुनफल भी बल के बराबर होता है, अत: 

F = अãपाशं मɅ िèथत गसै ¢ ġåयमान x अãपांश मɅ िèथत गसै के कणɉ का ×वरण 

या   
2

2F a x p
t








      ...(13.27) 

अत: समी. (13.26)तथा (13.27)से 

2

2 2

2 .ak x a xp
x t
   


 

     ...(13.28) 

या  2

2 2

2

K
t P x
  


 

      ...(13.29) 

उपरोÈत समी. (13.29)गसै èतàभ मɅ तरंग कȧ अवकल समीकरण है । इस समीकरण 
कȧ तलुना तरंग कȧ मानक समीकरण से करने पर गसै मɅ तरंगɉ के वेग के ͧलये 

2 KV
p

  

xp K
x x x

        
2

2K
x
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या  
KV
P

        ...(13.30) 

अत: गसैɉ मɅ तरंग का वेग, गसै के आयतन Ĥ×याèथता गणुांक तथा घन×व पर Ǔनभ[र 
करता है । 

13.4.2 दाब तरंगɅ (Pressure waves) 

गसै मɅ तरंग कȧ समीकरण को हम Ǔनàन Ǿप मɅ भी ĤाÜत कर सकते हɇ । समी. 
(13.22)से 

xp
x

K 





 

इस समीकरण का समय t के सापे¢ दो बार अवकलन करनɅ पर 
 

2

2 2

2 .x K
t xt

p   
 

 
      ...(13.31) 

या 2

2 2

2
x K

txt
p        

     ...(13.32) 

समी. (13.25)से F का मान रखने पर  

2

2
x FK P

x a
p

xt 
        

     ...(13.33) 

अब समी (13.25)से F का मान रखने पर 

2

2
xx a pK P x

x a x x
p
t




         
    ...(13.34) 

या  2 2

2 2
x xKp p

Pt x
 


 

      ...(13.35) 

उपरोÈत समी. (13.35)कȧ तुलना तरंग कȧ मानक समीकरण से करने पर यह £ात होता 
है ͩक इसका èवǾप भी तरंग समीकरण के साǺæय हɇ । इस समीकरण से यह èपçट है ͩक दाब 
पǐरवत[न भी सामाÛय Ǿप से अनदैुÚय[ तरंग के समान गसै मɅ सचंǐरत होत ेहɇ । इस Ĥकार कȧ 

तरंगɉ को दाब तरंगɅ कहते हɇ । इन दाब तरंगɉ का गसै मɅ वेग भी 
K
P

 हȣ होता है । 

13.4.3 Ûयटून कȧ पǐरकãपना (Newtons hypothesis) 

आपने पढ़ा है ͩक गसै मɅ तरंग संचरण संपीडनɉ एव ं ͪवरलनɉ के Ǿप मɅ होता है । 
संपीͫडत ¢ेğ मɅ ताप, ͪवरͧलत ¢ेğ मɅ ताप कȧ तलुना मɅ कुछ अͬधक होता है । Ûयटून ने यह 
माना ͩक उÍच ताप (संपीͫडत)¢ेğ से ऊçमा के Ûयनू ताप (ͪवरͧलत)¢ेğ कȧ ओर ĤवाǑहत होने के 
कारण तरंग सचंरण के समय सàपणू[ गसै का ताप समान रहता है । अÛय शÞदɉ मɅ जब कोई 
तरंग गसै मɅ से गजुरती है तो उसका ताप Ǔनयत रहता है अथा[त यह एक समतापी ĤͩĐया है । 

यहाँ  = (x1 t)इस 
फलन का अवकलन पहले 
x के साथ हो अथवा t के 
साथ, कोई अÛतर नहȣं 
पड़ता हɇ I  
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आप ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ पढ़ चुके हɇ ͩक समतापी ĤĐम कȧ अवèथा समीकरण (equation of 
state)Ǔनàन होती है– 

PV = Ǔनयतांक       ...(13.36) 
जहां P गसै का दाब तथा V आयतन है । उपरोÈत समीकरण का v के सापे¢ अवकलन 

(differentiation)करने पर 

0pP V
V


 


       ...(13.37) 

अत:  
( / )

P p
V V


 
      

...(13.38) 

परÛतु दाबाÛतर( )p ĤǓतबल तथा V
V
 

 
 

आयतन ͪवकृǓत के बराबर होता है अत:  

P = ĤǓतबल 

आयतन ͪवकृǓत 
= K      ...(13.39) 

अत: Ûयटून कȧ पǐरकãपना के अनसुार गसै मɅ तरंग का वेग होगा– 
K PV
P P

 
     

...(13.40) 

Ûयटून कȧ पǐरकãपना के अनसुार यǑद सामाÛय दाब एव ं ताप (S.T.P.)पर वाय ु मɅ 
ÚवǓन का वेग £ात ͩकया जाय तो यह 280 मीटर सेकÖड ĤाÜत होता है जो ͩक वाèतͪवक मान 
332 मीटर / सेकÖड से ͧभÛन है । अत: Ûयटून कȧ पǐरकãपना स×य नहȣं हɇ । 

13.4.4 लाÜलॉस सशंोधन (Laplace ‘s correction) 

व£ैाǓनक लाÜलॉस ने यह माना ͩक गसै मɅ तरंग सचंरण के करण उ×पÛन संपीडन एव ं
ͪवरलन इतने शीē होते हɇ ͩक संपीͫडत ¢ेğ से ͪवरͧलत ¢ेğ मɅ ऊçमा के संचरण के ͧलये 
अपेͯ¢त समय नहȣं ͧमलता है । इसके अǓतǐरÈत गसैɅ Ĥाय: ऊçमा कȧ कुचालक (insulater)होती 
हɇ अत: उसमɅ ऊçमा का सचंरण लगभग असभंव होता है । लाÜलॉस के अनसुार गसै मɅ तरंग 
संचरण एक Ǿƨोçम ĤͩĐया है, न ͩक समतापी ĤͩĐया । आप जानते हɇ ͩक Ǿƨोçम ĤĐम मɅ 
अवèथा समीकरण Ǔनàन होता है, 

PV   = Ǔनयतांक      ... (13.41) 
जहां y, िèथर दाब तथा िèथर आयतन पर ͪवͧशçट ऊçमाओं का अनपुात है । समी. 

(13.41)का V के सापे¢ अवकलन करने पर  
1 0y y PpyV V

V
  

      
... (13.42) 

अत: आयतन Ĥ×याèथता गणुांक K Ǔनàन होगा  

( / )
PK yP

V V
 


 

इसͧलये गसै मɅ तरंग का वेग, लाÜलॉस के अनसुार होगा– 
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K ypV
P P

        ... (13.43) 

समी. (13.43)के अनसुार यǑद S.T.P पर वाय ुमɅ ÚवǓन का वेग £ात ͩकया जाय तो 
यह 330 मीटर / सेकÖड ĤाÜत होता है जो ͩक वाèतͪवक मान के अǓतǓनकट हɇ । अत: माÚयम 
मɅ तरंग सचंरण एक Ǿƨोçम ĤͩĐया है न ͩक समतापी ĤͩĐया। 

समी. (13.43)का उपयोग आप गसै मɅ तरंगɉ के वेग कȧ ताप पर Ǔनभ[रता के अÚययन 
के ͧलये कर सकत ेहɇ । इसके ͧलये आदश[ गसै कȧ अवèथा समीकरण से 

RTP
V


      

... (13.44) 

समी. (13.43)मɅ यह मान रखने पर 

.y RT yRT V yRTV
P V V M M

  
   

... (13.45) 

समी. (13.45)से èपçट है ͩक गसै मɅ तरंग का वेग, गसै के परमताप के वग[मूल के 
अनĐुमानपुाती होता है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. लाÜलॉस के संशोधन के अनुसार गैस मɅ तरंग संचरण एक ǽƨɉçम ĤͩĐया हɇ 
 अथवा समतापी ĤͩĐया ? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
7. गैस मɅ तरंग के वेग गणना Ûयूटन कȧ पǐरकãपना के आधार पर करनी चाǑहए 
 अथवा लाÜलॉस के संशोधन 
  के आधार पर ? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
8. माÚयम के ताप मɅ वृ ͪƨ कȧ जाए तो तरंगɉ के वेग पर Èया होगा ? 
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

13.5 तानी डोरȣ मɅ अनुĤèथ तरंगे (Transvers wave in a 
stretched string) 
ठोस छड़ तथा गसै मɅ तरंगɉ के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत करने के पæचात ्अब हम एक 

तनी हु ई डोरȣ मɅ सचंǐरत अनĤुèथ तरंगɉ के वेग के ͧलये सूğ èथाͪपत करɅगे । ͬचğ 13.4 के 
अनसुार L लàबाई कȧ एक डोरȣ, जो एक ͧसरे से बँधी (clamp)हु ई है, से W (= Mg)भार 
लटका कर इस डोरȣ को ¢ैǓतज रखते हु ए तनाव कȧ िèथǓत मɅ रखा जाता है । यह डोरȣ समांगी 
(homogeneous)होती है अथा[त इसकȧ परूȣ लàबाई के अनǑुदश इसकȧ एकाकं लàबाई का 
ġåयमान m समान होता है। सरलता के ͧलये हम यह मान लेते हɇ ͩक डोरȣ पणू[तया Ĥ×याèथ 
(perfectly elastic)है तथा कàपन करते समय इसकȧ लàबाई मɅ पǐरवत[न नहȣ ंहोता है । यǑद 
इस तनी हु ई डोरȣ को Y– Ǒदशा मɅ थोड़ा खीचंकर छोड़ दɅ तो डोरȣ अपनी माÚय अवèथा के ऊपर–

MP
V

  ÚवǓन के ͧलये 

0 0.61tV V t  जहां 

,tV t  ताप तथा 
0

0 , 0V C ताप पर वेग हɇI 
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नीचे कàपन करना Ĥारàभ कर देगी । डोरȣ को खीचंने पर इसके दोनɉ ͧसरɉ पर ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ 
तनाव बल लगने लगɅगे जो ͩक डोरȣ को साàयवèथा मɅ लाने का Ĥय×न करɅगे ।  

 
ͬचğ 13.4 तनी डोरȣ मɅ तरंगɅ 

डोरȣ मɅ èथाͪपत कàपनɉ का समीकरण £ात करने के ͧलये डोरȣ के अãपाशं AB, जो 
ͩक बधंन (clamp)से ݔ दरूȣ पर िèथत है, पर ͪवचार करतɅ हɇ । ͬचğ व 13.5 मɅ इसी अãपांश 
को बड़ा करके Ǒदखलाया गया है ताͩक आप उस पर काय[ करने वाले बलɉ को भलȣभांǓत समझ 
सकɅ  । अब हमɅ  ݔ लàबाई के इस अãपाशं AB पर पǐरणामी बल £ात करना है। Èया आप 
बतला सकते हɇ ͩक अãपांश के ͧसरɉ A तथा B पर काय[ करने वाले तनाव बल T कȧ Ǒदशा Èया 
होगी ? इस बल कȧ Ǒदशा सदैव उन ǒबÛदओंु पर èपश[–रेखा (tangent)के अनǑुदश होती है । 
माना ये तनाव बल A तथा B ǒबÛदओंु पर ¢ैǓतज (horizon)के साथ Đमश: 1  तथा 2 कोण 
बनाते है । अत: इन ǒबÛदओंु पर तनाव बल के ¢ैǓतज घटक Đमश: 1cosT  तो तथा 

2cosT   एव ंउÚव[ घटक Đमश: 1sinT   तथा 2sinT   हɉगे ।  

 
ͬचğ 13.5 तनी डोरȣ के अãपाशं पर काय[रत बल 

वाèतव मɅ डोरȣ मɅ ͪवèथापन इसकȧ लàबाई कȧ तुलना मɅ अǓत अãप (very 
small)लेता है इसͧलये कोण 1  और 2 भी अãप होते हɇ । अब डोरȣ के अãपाशं AB पर ¢ैǓतज 

Ǒदशा मɅ काय[रत पǐरणामी बल FH Ǔनàन होगा 
FH = 1cosT  – 2cosT       ... (13.46) 

लेͩकन = 1cos   2cosT    1  
अत: FH = T – T = 0      ... (13.47) 
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इस Ĥकार, अãपांश AB पर ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ पǐरणामी बल शूÛय होगा जबͩक उÚव[Ǒदशा 
मɅ इसका मान l Ǔनàन होगा– 

F = 1sinT  – 2sinT        ... (13.48) 
या  F =  1 2 1 2tan tanT T T       ... (13.49) 
(कोण अãप होने के कारण 1 1 1sin tan     तथा 2 2 2sin tan    ) 

यहां tan  वĐ के ढाल ys
x



 के बराबर होता है ।  

अत:  
A B

y y
x x

F T
         
   


 

      ... (13.50) 

या  (s )A BF T s       ... (13.51) 
यहां s A व Bs  Đमश: ǒबÛद ुA व B पर ढाल (slope)हɇ । 
यǑद डोरȣ के ͪवèथापन वĐ कȧ Ĥवणता (ढालɉ)कȧ पǐरवत[न दर ( / )s x   हो तो 

अãपांश AB के दोनɉ ͧसरɉ पर Ĥवणता मɅ अÛतर 

s .A B x
x

s s 


        ...(13.52) 

s s
x

 


 रखने पर 
2

2s .A B
ys x

x






       ... (13.53) 

अत: समी.(13.51)से उÚव[ Ǒदशा मɅ पǐरणामी बल होगा  
2

2 .y xF T
x





       ... (13.54) 

इस पǐरणामी बल का मान सूğ, 
बल = ġåयमान x ×वरण x  

से £ात करने पर 
F = अãपांश AB का ġåयमान x अãपाशं AB का ×वरण  

2

2t
m yxF 




        ... (13.55) 

अत: समी. (13. 54)तथा (13.55)से  
2 2

2 2

y yT x x
t

m
x
 

 


 
     

... (13.56) 

या  
2 2

2 2

y T y
t m x

 



       ... (13.37) 

उपरोÈत समीकरण डोरȣ मɅ èथाͪपत तरंग कȧ अवकल समीकरण है । इसकȧ तुलना तरंग 
कȧ मानक समीकरण से करने पर डोरȣ मɅ तरंग का वेग v होगा –  
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V = T
m

       ... (13.58) 

अत: डोरȣ मɅ तरंग का वेग उस पर लगाये गये तनाव T (= Mg)तथा डोरȣ के एकांक 
लàबाई के ġåयमान m पर Ǔनभ[र करता है । एकांक लàबाई ġåयमान को डोरȣ कȧ ǒğÏया r एव ं
पदाथ[ के घन×व d के पदɉ मɅ ͧलखने पर 

M = π r2d 

अत:  2

MgV
r d

        ...(13.59) 

यहाँ M, डोरȣ मɅ तनाव उ×पÛन करने के ͧलये लटकाया गया ġåयमान तथा g गǾु×व 
जǓनत ×वरण है । समी. (13.59)से èपçट है ͩक डोरȣ मɅ तनाव बढ़ने से उसमɅ से सचंǐरत 
अनĤुèथ तरंगɉ का वेग बढ़ जायेगा तथा यहȣ Ĥभाव डोरȣ कȧ एकांक लàबाई के ġåयमान का मान 
कम होने पर ĤाÜत होगा । 

उदाहरण 13.1 एक लोहे कȧ छड़ मɅ èथाͪपत अनदैुÚय[ तरंग का वेग £ात कȧिजये । लोहे 
के ͧलये Y = 2.11x1011 Ûयटून / मीटर2 तथा लोहे का घन×व d = 7600 ͩकलोĒाम / 
मीटरȣ3 है ।  

हल: आप जानते है ͩक ठोस छड़ मɅ तरंग के वेग के ͧलये Ǔनàन सूğ होता है–  
YV
d

  

Ĥæनानसुार Y = 2.11x1011 Ûयटून /मी2 
तथा  d = 7600 ͩकĒा / मी3 

अत:  
112.11 10

7600
V 
  

या 11211 10
760000

V    

या 62110 10
76

V    

या Y = 5.2x103 मी / से 
उदाहरण 13.2 वाय ुमɅ ÚवǓन तरंगɉ का वेग £ात कȧिजये । वाय ुका घन×व 1.293 

ͩकलोĒाम / मीटर3 वायमुंडलȣय दाब 1.01x105 Ûयटून / मीटर2 तथा वाय ुके ͧलये y = 1.4 
है ।  

हल: आप जानते हɇ ͩक ͩकसी गसै मɅ अनदैुÚय[ तरंगɉ का वेग Ǔनàन सूğ ɮवारा Ǒदया 
जाता है–  

yPV
P

  

Ĥæनानसुार p = 1.01x105 Ûयटून / मीटर2, p = 1.293 ͩकलोĒाम / मीटर3 
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तथा 1.4y   
अत: वाय ुमɅ ÚवǓन तरंगɉ का वेग 

51.4 1.01 10
1.293

V  
  

या  v = 3.31x102 = 331 मी / से 
उदाहरण 13.3 एक लàबी तथा समान मोटाई कȧ डोरȣ िजसका रेखीय घन×व 0.1 

ͩकलोĒाम / मीटर है, पर 40 Ûयटून का तनाव बल लगाया जाता है । डोरȣ मɅ èथाͪपत तरंग का 
वेग £ात कȧिजये । 

हल: आप जानते हɇ ͩक डोरȣ मɅ तरंग का वेग Ǔनàन सूğ ɮवारा Ǒदया जाता है  
TV
m

  

Ĥæनानसुार, तनाव बल T = 40 Ûयटून 
एकांक लàबाई का ġåयमान अथा[त रेखीय घन×व 

M = 0.1 ͩकĒा / मी 

अत:  
40
.1

V   

या  400V    
या  V  20 मी / से 

13.6 सारांश (Summary) 
 तरंग सचंरण के ͧलये माÚयम मɅ जड़×व एव ंĤ×याèथता के गणुɉ का होना आवæयक 

होता है । 
 तरंग सचंरण के ͧलये माÚयम का ĤǓतरोध अãप होना चाǑहये । 
 एक हȣ माÚयम मɅ तरंग का वेग समान रहता है । 
 जब तरंगɅ एक माÚयम से दसूरे माÚयम मɅ Ĥवेश करती है तो उनकȧ आविृ×त मɅ 

पǐरवत[न नहȣ होता है । 
 ठोस छड़ मɅ सचंǐरत अनदैुÚय[ तरंगɉ का वेग छड़ के पदाथ[ के यगं Ĥ×याèथता 

गणुांक एव ंघन×व पर Ǔनभ[र करता है। 
 गसै मɅ तरंग का वेग, गसै के आयतन Ĥ×याèथता गणुांक तथा घन×व पर Ǔनभ[र 

करता है । 
 Ûयटून कȧ पǐरकãपना के अनसुार गसै मɅ तरंग संचरण एक समतापी ĤͩĐया है ।  
 लाÜलॉस सशंोधन के अनसुार गसै मɅ तरंग संचरण एक Ǿƨोçम ĤͩĐया है । 
 लाÜलॉस सशंोधन के आधार पर कȧ गई गणना से ĤाÜत वेग के मान वाèतͪवक 

मान के अǓतǓनकट होते हɇ । 
 डोरȣ मे तरंग का वेग उस पर लगाये गये तनाव T = (= Mg)तथा डोरȣ के एकाकं 

लàबाई के ġåयमान m पर Ǔनभ[र करता है । 
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 पतलȣ डोरȣ मɅ तरंग का वेग, मोटȣ डोरȣ मɅ तरंग के वेग से अͬधक, होता है । 

13.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
अवनमन Depression 
अ¢ीय Axial 
आवेग  Impulse 
उÛनयन Elevation 
कंकड़  Pebble 
घन×व  Density 
चखȸ Pully 
जड़×व  Inertia 
पǐरकãपना  Hypothesis 
पǐरणामी  Resultant 
Ǿƨोçम  Adiabatic 
समतापी  Isothermal 
संमागी  Homogeneous 
संसजन  Cohesion 
¢ैǓतज Horizon 
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व एस. एस. रावत    

13.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 
1. हां, तरंग का वेग ͧभÛन–ͧभÛन माÚयमɉ मɅ ͧभÛन–ͧभÛन होता है । 
2. अस×य । 
3. अस×य । 
4. घन×व के वग[मूल के åय×ुĐमानपुाती होता है । 
5. वेग का मान आधा रह जायेगा । 
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6. Ǿƨोçम ĤͩĐया । 
7. लाÜलॉस के संशोधन के आधार पर । 
8. तरंगɉ के वेग मɅ भी वृͪ ƨ होगी । 

13.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. तरंग सचंरण के ͧलये माÚयम के कौन से गणु मह×वपणू[ होते हɇ, ͧलͨखये । 
2. ठोस पदाथ[ A का यगं Ĥ×यèथता गणुाकं का मान ठोस पदाथ[ B के यगं Ĥ×याèथता 

गणुांक के मान से अͬधक है। तरंग का वेग ͩकस पदाथ[ मɅ अͬधक होगा । 
3. यǑद ͩकसी गसै का परमताप चार गनुा कर Ǒदया जाय तो उसके वेग मɅ ͩकतने गनुा 

वृͪ ƨ होगी । 
4. गसै मɅ तरंग सचंरण के ͧलये Ûयटून कȧ पǐरकãपना Èया है ? 
5. पतलȣ डोरȣ मɅ तरंग का वेग अͬधक होगा या मोटȣ डोरȣ मɅ ?  
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
6. माÚयम मɅ तरंग संचरण कȧ ĤͩĐया को ͪवèतार पवू[क समझाइये । 
7. गसैीय माÚयम मɅ तरंग वेग के ͧलये सğू èथाͪपत कȧिजये । 
8. गसैीय माÚयम मɅ तरंग सचंरण के ͧलये Ûयटून कȧ पǐरकãपना एव ंलाÜलॉस सशंोधन कȧ 

åयाÉया कȧिजये एव ंतरंग वेग कȧ ताप पर Ǔनभ[रता को समझाइये । 
9. ͧसƨ कȧिजये ͩक एक तनी हु ई डोरȣ मɅ अनĤुèथ तरंगɉ का वेग T के अनĐुमानपुाती 

तथा m  के अनĐुमानपुाती होता है जहां T डोरȣ मɅ तनाव तथा m डोरȣ कȧ एकाकं 
लàबाई का ġåयमान हɇ । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
10. एक ठोस छड़ के पदाथ[ का यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y, 5 x 1011 Ûयटून / मीटर2, है 

तथा घन×व d, 7800 ͩकलोĒाम / मीटर3 है । छड़ मɅ सचंǐरत तरंग का वेग £ात 
कȧिजये । 

(उ×तर: 80.0 x 102 मीटर /सेकÖड) 
11. यǑद वाय ुका घन×व 1.29 ͩकलोĒाम / मीटर3 तथा वाय ुमɅ ÚवǓन का वेग 300 मीटर / 

सेकÖड हो तो वाय ुके आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं का मान £ात कȧिजये ।  
(उ×तर: 1.4 x 105 Ûयटून / मी2) 

12. समान ताप पर हȣͧलयम तथा हॉइĜोजन मɅ ÚवǓनयɉ के वेग का अनपुात £ात करो ।  

जबͩक हȣͧलयम के ͧलये y = 5
3
 हॉइĜोजन के ͧलये 7

5
y   है ।  

(उ×तर: 0.77) 
13. l मीटर लàबाई तथा m ͩकलोĒाम ġåयमान ĤǓत एकाकं लàबाई वालȣ डोरȣ मɅ अनĤुèथ 

तरंगɅ उ×पÛन कȧ जाती है । यǑद मा m l 2 ͩकलोĒाम भार का तनाव डोरȣ पर लगाया 
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जाता है तो तरंग को डोरȣ के एक ͧसरे से दसूरे ͧसरे तक जाने मɅ लगने वाले समय का 
पǐरकलन कȧिजये। 

(उ×तर: 0.31 सेकÖड) 
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इकाई–14 
ͪवɮयतु–चàुबकȧय तरंगɅ 

(Electromagnetic Waves) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
14.0 उƧेæय 
14.1 Ĥèतावना 
14.2 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ  
14.3 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का ऊजा[ घन×व एव ंऊजा[ ÝलÈस  
14.4 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का संवेग घन×व  
14.5 ͪवͩकरण दाब 
14.6 फूǐरये ͪवæलेषण 

14.6.1 वगा[कार तरंग का फूǐरये ͪवæलेषण 
14.7 साराशं 
14.8 शÞदावलȣ 
14.9 संदभ[ ĒÛथ 
14.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
14.11 अßयासाथ[ Ĥæन 

14.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ कȧ ĤकृǓत के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे;  
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के ऊजा[ घन×व एव ंसंवेग घन×व का अͧभĤाय समझ सकɅ गे;  
 पॉयǑटगं सǑदश का अथ[ जान सकɅ गे; 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के कारण ͪवͩकरण दाब के बारे मɅ अÚययन कर सकɅ गे;  
 फूǐरये ͪवæलेषण का मह×व समझ सकɅ गे । 

14.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आप इकाई 12 तथा 13 मɅ पढ़ चुके हɇ ͩक यांǒğक तरंगɉ के संचरण ɮवारा ऊजा[ का 

èथानाÛतरण होता है तथा इनके सचंरण के ͧलये ͩकसी माÚयम कȧ आवæयकता होती है । यह 
आवæयक नहȣं है ͩक माÚयम सव[दा उपलÞध हो । जैसे सूय[ एव ंपØृवी के मÚय करोड़ɉ ͩकलोमीटर 
दरूȣ मɅ कोई माÚयम नहȣं होता है ͩफर भी सूय[ से ऊçमा एव ंĤकाश के Ǿप मɅ ऊजा[ पØृवी तक 
पहु ँच जाती है । चू ंͩक ऊजा[ का यह èथानाÛतरण यांǒğक तरंगɉ ɮवारा संभव नहȣं है अत: इस 
संचरण को समझने के ͧलये ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɉ कȧ आवæयकता होगी जो ͩक Ǔनवा[त मɅ भी 
संचǐरत हो सकती हो । इन ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɉ को ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ कहते है । ͪव£ान 
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एव ं तकनीकȧ (science and technology)के इस यगु मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ कȧ 
मह×वपणू[ भूͧमका होती है अत: इस इकाई मɅ आपको इन तरंगɉ के बारे मɅ ͪवèतार से जानकारȣ 
दȣ जायेगी । 

अनÍुछेद 14.2 मɅ आप ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के गणुɉ, उनकȧ ĤकृǓत तथा उनकȧ 
संरचना के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत करɅगे । अनÍुछेद 14.3 मɅ यह अÚययन करɅगे ͩक जब 
ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ ऊजा[ èथानाÛतǐरत करती हɇ तो आकाश मɅ ͩकसी ¢ण पर इकाई आयतन 
मɅ ǓनǑहत ऊजा[ अथा[त ऊजा[ घन×व ͩकतना है तथा ऊजा[ के Ĥवाह कȧ दर Èया है । अनÍुछेद 
14.4 मɅ आप यह जान सकɅ गे ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ ɮवारा ऊजा[ के साथ साथ संवेग का 
संचरण भी होता है । इस अनÍुछेद मɅ आप संवेग घन×व के ͧलये सूğ भी èथाͪपत करɅगे । जब 
ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ ͩकसी पçृठ पर आपǓतत होती हɇ तो उस पçृठ पर दाब लगाती है िजसे 
ͪवͩकरण दाब कहते हɇ । ͪवͩकरण दाब के बारे मɅ जानकारȣ आप अनÍुछेद व 14.5 मɅ ĤाÜत 
करɅगे । 

अÛत मɅ आपको अनÍुछेद व 14.6 मɅ जǑटल आवतȸ फलनɉ के ͧलये फूǐरये ͪवæलेषण 
ͩकस Ĥकार ͩकया जाता है यह समझाया जायेगा । फूǐरये ͪवæलेषण मɅ जǑटल फलनɉ का अÚययन 
अनÛत सरल आवतȸ फलनɉ के योग के Ǿप मɅ ͩकया जाता है I 

14.2 ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɅ (Electromagnetic waves) 
आपने इकाई–6 मɅ ͪवɮयतु पǐरपथ मɅ दोलनɉ का अÚययन ͩकया है । जब इन दोलनɉ कȧ 

आविृ×त अͬधक होती है तो इनके कारण एक ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɅ उ×पÛन होती हɇ जो ͩक 
यांǒğक तरंगɉ से ͧभÛन होती है एव ंǓनवा[त मɅ भी गǓत कर सकती है । इन तरंगɉ को ͪवɮयतु–
चुàबकȧय तरंगɅ कहत ेहɇ । परमाणुओं मɅ इलेÈĚॉनɉ के उÍच ऊजा[ èतरɉ से Ǔनàन ऊजा[ èतरɉ मɅ 
संĐमण (transition)से, उÍच ताप पर ͩकसी गसै के आयनɉ कȧ ×वǐरत गǓत से तथा चालकɉ मɅ 
उÍच आविृ×त कȧ Ĥ×यावतȸ धारा ĤवाǑहत करने से भी ͪवɮयतु –चàुबकȧय तरंगɉ का उ×सज[न होता 
है । यǑद आप Úयान दɅ तो उपरोÈत सभी उदाहरणɉ मɅ आवेश कȧ ×वǐरत गǓत ͪवɮयमान है । 
अत: सरलतम Ǿप मɅ आप कह सकते हɇ ͩक आवेशɉ कȧ ×वǐरत गǓत के कारण ͪवɮयतु–चुàबकȧय 
तरंगɉ का उ×सज[न होता है ।  

मैÈसवेल ने ͪवɮयतु एव ंचुàबकȧय ¢ेğɉ के Ĥायोͬगक तØयɉ (experimental facts)को 
अवकल समीकरणɉ के Ǿप मɅ ͧलखकर इस Ĥकार कȧ तरंगɉ कȧ ĤकृǓत एव ंèवǾप £ात करने का 
Ĥयास ͩकया । वाèतव मɅ मैÈसवेल के समीकरण िèथर–वɮैयǓुतकȧ मɅ गॉउस Ĥमेय, चुàबकȧय मɅ 
गॉउस Ĥमेय, फैराडे के ͪवɮयतु–चुàबकȧय Ĥेरण के Ǔनयम इ×याǑद के अवकल Ǿप होते हɇ । 
मैÈसवेल के चार समीकरण Ǔनàन हɇ– 

. PE 
       

... (14.1) 

. 0B        ...(14.2) 
BE
t


  

       
... (14.3) 
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EB J
t

 


   
      

...(14.4) 

जहाँ p आदेश घन×व, J  धारा घन×व, µ माÚयम कȧ पारगàयता (permeability)तथा 
 माÚयम कȧ ͪवɮयतुशीलता (permitivity)है । यǑद एक समदैͧशक (isotropic)माÚयम आवेश 
एव ंधारा मुÈत हो तो p = 0 तथा J  = 0 होगा। अत: इस माÚयम मɅ मैÈसवेल के समीकरणɉ 
का Ǿप Ǔनàन होगा– 

. 0E         ... (14.5) 

. 0B        ... (14.6) 
BE
t


  

       
... (14.7) 

EB
t




  


      ... (14.8) 

समी. (14.7)का दोनɉ तरफ कल[ लेने पर  

( )BE B
t t

 
      

 
     ...(14.9) 

लेͩकन हम जानत ेहɇ 
2( . )E E E      

  सभी.(14.9)से 
 

2( . ) ( )E E B
t


     


 

समी. (14.5 )तथा (14.8)का उपयोग करने पर  
2

2
2

EE
t

   


      ... (14.10) 

इसी Ĥकार से समी (14.8)का दोनɉ तरफ कल[ लेकर आप समी. (14.10)कȧ भांǓत 
चुàबकȧय ¢ेğ के ͧलये Ǔनàन समीकरण ĤाÜत कर सकते हɇ–  

2
2

2

BB
t

   


      ...(14.11) 

अब आप जानते हɇ ͩक ͩकसी èवेिÍछक Ǒदशा मɅ संचǐरत Ĥगामी तरंग का मानक अवकल 
समीकरण Ǔनàन होता है– 

2
2

22

1
tV


  


      ...(14.12) 

समी. (14.12 )कȧ तुलना समी. (14.10 )तथा (14.11)से करने पर £ात होता है ͩक 

ͪवɮयतु ¢ेğ E  तथा चुàबकȧय ¢ेğ B  दोनɉ हȣ समय तथा दरूȣ के सापे¢ उसी Ĥकार पǐरवǓत[त 
होते हɇ िजस Ĥकार यांǒğक तरंग मɅ कण का ͪवèथापन समय तथा दरूȣ के साथ पǐरवǓत[त होता है 
। अत: इन ¢ेğ तरंगɉ (field waves)का वेग v Ǔनàन होगा–  
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1V





       ...(14.13) 

तथा समी. (14.10)एव ं(14.11)के Ǔनàन हल होगɅ–  
E = 0E  sin ( )  .k rt   

तथा B = 0B sin ( )  .k rt   
उपरोÈत समीकरणɉ से यह èपçट है ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ मɅ E  तथा B  सǑदश 

समान कला मɅ होते हɇ । यहाँ k  संचरण Ǔनयताकं है तथा 0E व 0B  Đमश: ͪवɮयतु एव ं
चुàबकȧय ¢ेğɉ के आयाम हɇ ।  

उपरोÈत ͪववेचना से यह èपçट है ͩक सभी ͪवɮयतु–चुàबकȧय Ĥभाव माÚयम मɅ तरंग कȧ 
भांǓत (1 /   )कला वेग से सचंरण करते हɇ । इस संयÈुत Ǿप से सचंǐरत तरंग को ͪवɮयतु–

चुàबकȧय तरंग कहते हɇ । Ǔनवा[त के ͧलये µ =µ0 4π x 107 हेनरȣ / मीटर तथा 

0 9

1
36 10

 


 फैरड / मीटर, अत: समी. (14.13 )से Ǔनवा[त मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ 

का वेग 
8

7
9

1 3 10
14 10
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 मीटर 7 सेकÖड'  

लेͩकन वेग का यह मान तो Ĥकाश के वेग के मान के बराबर है अत: Ǔनवा[त मɅ ͪवɮयतु–
चुàबकȧय तरंगɉ का वेग Ĥकाश के वेग के बराबर होता है ।  

माÚयम का अपवत[नांक – ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के ͧलये माÚयम का अपवत[नांक 
(refractive index) 

n = Ǔनवा[त मɅ वेग = 0

0

01/
.

1/
c
V

 



 


0




= r r    

जहाँ µr आपेͯ¢क (relative)पारगàयता तथा r आपेͯ¢क ͪवɮयतुशीलता है । अͬधकाशं 

माÚयमɉ के ͧलये µr = 1 होता है अत: 

rn    या 2
r n        ...(14.14) 

ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ कȧ अनĤुèथ ĤकृǓत 
माना ͩकसी आवेश एव ंधारा मुÈत समदैͧशक (isotropic)माÚयम मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय 

तरंग X – Ǒदशा मɅ सचंǐरत हो रहȣ है । इसͧलये ͪवɮयतु–चुàबकȧय तंरग के घटक 
(component)¢ेğ (अथा[त ͪवɮयतु एव ं चुàबकȧय ¢ेğ)केवल दरूȣ x  तथा समय t  के सापे¢ 
पǐरवǓत[त होते हɇ तथा इनका मान दǐूरयाँ y  एव ं z  पर Ǔनभ[र नहȣं करता है अथा[त ्इनके ͧलये 

0
y z
 
 

 
 

अत: E  तथा B  Ǔनàन Ĥकार से Ĥदͧश[त ͩकये जा सकते हɇ–  
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E = E  ( ),x t        .......(14.15) 
तथा B = B ( ),x t        ...(14.16) 
अब मैÈसवेल कȧ Ĥथम समीकरण से  

. 0E   

या   ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. 0x y zi j k iE jE kE
x y y

   
        

 

 

या 0yx zEE E
x y z

 
  

  
      ...(14.17) 

लेͩकन X– Ǒदशा मɅ सचंǐरत तरंग के ͧलये  

0
y z
 
 

 
 

अत: समी. (14.17)से  

0xE
x




       
...(14.18) 

इसी Ĥकार से मैÈसवेल कȧ ɮͪवतीय समीकरण अथा[त . B  = 0 का उपयोग कर ͧसƨ 
कर सकते हɇ ͩक  

0xB
x




       
...(14.19) 

समी. (14.18.)समी. (14.19)तथा (14.19 )से èपçट है ͩक xE  तथा xB के मान दरूȣ 
x  पर Ǔनभ[र नहȣं करते हɇ । अब हम मैÈसवेल कȧ ततृीय एव ंचतुथ[ समीकरणɉ कȧ ͪववेचना 
वत[मान संदभ[ मɅ करते हɇ । मैÈसवेल कȧ ततृीय समीकरण से  

BE
t


  


 

या  

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ( )x y z

x y z

i j k

iB jB kB
x y z t

E E E

   
   

   
 

 

अत:  

ˆˆ ˆ

ˆˆ ˆ0 0 x x z

x y z

i j k
B B Bj j k

x t t t
E E E

  
   

   
 

उपरोÈत समीकरण मɅ दोनɉ तरफ î  के गणुांकɉ कȧ तुलना करने पर  
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0xB
t




        
(14.20) 

इसी Ĥकार से मैÈसवेल कȧ चतुथ[ समीकरण अथा[त ् B 
E
t







 का उपयोग कर 

आप यह ͧसƨ कर सकत ेहɇ ͩक 0xE
t





 

समी. (14.20)एव ं (14.21)से यह èपçट है ͩक xB  तथा xE  के मान समय पर भी 
Ǔनभ[र नहȣं करते हɇ । यह Ǔनçकष[ आप पहले से हȣ Ǔनकाल चुके हɇ ͩक xE तथा दरूȣ xB पर भी 
Ǔनभ[र नहȣं करते हɇ । परÛतु इस Ĥकार के Ǔनयत मान के ¢ेğɉ से तरंग का Ǔनमा[ण सभंव नहȣं है 
Èयɉͩक तरंग के ͧलये पǐरवत[नशील ¢ेğɉ कȧ आवæयकता होती है । अत: हम मान सकत ेहɇ ͩक 

xE = xB = 0 
अथा[त तरंग संचरण कȧ Ǒदशा मɅ ͪवɮयतु ¢ेğ तथा चुàबकȧय ¢ेğ के घटकɉ के मान 

शूÛय होत ेहɇ । इसͧलये ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ अनĤुèथ ĤकृǓत कȧ होती हɇ । 
मैÈसवेल कȧ ततृीय एव ंचतथु[ समीकरणɉ का उपयोग कर आप यह भी ͧसƨ कर सकते 

हɇ ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग मɅ ͪवɮयतु ¢ेğ E  तथा चुàबकȧय ¢ेğ B सǑदश दोनɉ लàबवत 
तल मɅ समान कला मɅ तरंग सचंरण करते हɇ । उपरोÈत ͪववेचना से आप यह Ǔनçकष[ Ǔनकाल 
सकते है ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग मɅ E  सǑदश, B  सǑदश तथा V  सǑदश परèपर लàबवत 
होते हɇ । ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग कȧ संरचना को ͬचğ 14.1 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

 
ͬचğ 14.1 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èया Ǔनयत वेग से गǓतशील आदेश के कारण ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɉ का 
 उ×सज[न होता है ?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
2. ' 'ÚवǓन कȧ तरंगɅ  ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɅ  होती हɇ ।' 'यह कथन स×य है अथवा 
 अस×य है ?  
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
3. ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɉ का Ǔनवा[त मɅ  वेग ͩकतना होता है ?  
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 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
4.  Ǒदशा मɅ संचǐरत ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंग मɅ   सǑदश के कàपन   अ¢ के 
 समानाÛतर है तो   सǑदश के कàपन ͩकस अ¢ के समानाÛतर हɉगे ?  
  –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

14.3 ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɉ का ऊजा[ घन×व एवं ऊजा[ ÝलÈस 
(Energy density and energy flux of electromagnetic 
waves) 
आप जानते हɇ ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के सचंरण से ऊजा[ (Ĥकाश, ऊçमा आǑद)का 

èथानाÛतरण एक èथान से दसूरे èथान तक होता है । ऊजा[ èथानाÛतरण कȧ ĤͩĐया का 
अÚययन ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के कारण आकाश (space)मɅ ͪवɮयमान ऊजा[ घन×व ɮवारा 
ͩकया जाता है । आकाश मɅ ͩकसी ǒबÛद ुपर एकाकं आयतन मɅ ͪवɮयमान तरंग ऊजा[ (wave 
energy)को ऊजा[ घन×व कहते हɇ । इसे U  से åयÈत करते हɇ एव ंइसका मान Ǔनàन Ĥकार से 
£ात ͩकया जा सकता है । धारा एव ंआवेश यÈुत आकाश मɅ मैÈसवेल कȧ ततृीय एव ंचतथु[ 
समीकरणɅ Ǔनàन होती हɇ 

BE
t


  

       
...(14.22) 

तथा  
EB J
t

  
   

      
...(14.23) 

जहाँ J  धारा घन×व, µ पारगàयता तथा  ͪवɮयतुशीलता है । समी. (14.22)का B  
के साथ अǑदश गणुनफलन करने पर 

21.( ) .
2

BB E B B
t t

 
   

 
    ...(14.24) 

इसी Ĥकार समी. (14.13)का E  के साथ अǑदश गणुनफल करने पर 

.( ) . . EE E E J E
t

  
   


 

या 
2

 1.( ) . .
2

EE B E J
t

  
   


    ...(14.25) 

समी. (14.24)से समी. (14.25)घटाने पर 
2 21 1.( ) .( ) .

2
 B E E B E J E B

t t



  

         
...(14.26) 

लेͩकन सǑदश बीजगͨणत (vector algebra)से आप जानत ेहɇ  
.( ) .( ) .( )A B B A A B       

अत: समी. (14.26)को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता',है  

 

2

2

.

. .

2 .

1
2

B B B
t t

B BB B
t t

BB
t

B BB
t t
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2 21.( ) .
2 2

 E BE B E J
t t

 


   
       

 

या  2 21. .
2 2

E B E J E B
t 

     
            

...(14.27) 

माना  
E BP



  तथा 
2 2

2 2
E BU


   

अत: समी. (14.27)से 

. . UP E J
t


  


 

या . .UP E J
t


  


      ...(14.28) 

ͩकसी बÛद पçृठ S के ɮवारा Ǔघरे आयतन V के ͧलए समी.(14.28)का समाकलन 
करने पर  

   . .
V V

UP dV dV E J dV
t


   

     
...(14.29) 

अब गॉस डाइवजȶÛस Ĥमेय से ͩकसी सǑदश P  के ͧलये 

 . .
V s

P dV P d S    

उÈत सàबÛध का उपयोग समी. (14.29)मɅ करने पर  

. ( . )
s v v

UP d S dV E J dV
t


  

      
…(14.30) 

यǑद हम सàपणू[ आकाश कȧ बात करɅ तो इसे घेरने वाला पçृठ अनÛत दरूȣ पर होगा 

जहाँ E तथा B  के मान को नगÖय माना जा सकता है अत:  

. 0
s S

E BP d S d S



    

अत: समी. (14.30) से 

( . )
V v

U dV E J dV
t


 

      ……(14.31)
 

लेͩकन आप यह ͧसƨ कर सकते हɇ ͩक .E J  एकांक आयतन मɅ आवेश Ĥवाह के कारण 
ऊजा[ हास कȧ दर के बराबर होता है अथा[त ् 

. WE J
t


 


 

यहाँ W ऊजा[ है, अत: समी। (14.31)से 

V v

U WdV dV
t t

 


    

या  U = W 
अथा[त ्U = एकांक आयतन मɅ ऊजा[ = ऊजा[ घन×व 
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अत: ऊजा[ घन×व 
2 2

2 2
E BU




 
      .....(14.32)

 

ऊजा[ घन×व को आप ͪवͧभÛन Ĥकार से ͧलख सकते हɇ । 
ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग के ͧलये  

E
V

B
  

अथा[त समी (14.32)से  
2 2

22 2
E BU

V


   

लेͩकन µ व  के Ǿप मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग का वेग 
1V





 

अत: U = 2E  
यǑद ͪवɮयतु ¢ेğ कȧ तीĭता Ǔनàन सǑदश ɮवारा åयÈत कȧ जाये  

E = E0 sin ( )wt kx  
तो U  = 2

0E  sin 2 ( )wt kx  
अत: माÚय ऊजा[ घन×व 

2 2
0 sin ( )U E t kx    

या  2
0

1
2

U E    2 1sin .
2

wt kx   

ऊजा[ ÝलÈस )Energy flux) 
ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के संचरण Ǒदशा के लàबवत िèथत एकांक ¢ेğफल से ऊजा[ 

Ĥवाह कȧ दर को ऊजा[ ÝलÈस सǑदश अथवा पॉयǑटगं सǑदश S  से åयÈत ͩकया जाता है तथा 
इसका मान Ǔनàन होता है  

1 ˆE BS E B n
 


  
    

..(14.33) 

यहां n̂  उस तल के लàबवत इकाई सǑदश है िजसमɅ E  तथा B  िèथत है,' 
 B H       ...(14.34) 
अत:  S E H  
सàबÛध v = E।B का उपयोग कर समी. (14.33)को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता 

है –  
21 ˆ ˆ.ES EBn n
n 

 
      …….(14.35)
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लेͩकन  1V





 

 
2 1V





 

  1v
v

 


 

अत: समी (14.35)से 
2

 ˆS vE n        ...(14.35) 
पॉयǑटगं सǑदश  S  कȧ इकाई वाट /मीटर2 तथा Ǒदशा तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा मɅ हȣ होती 

है । ऊजा[ ÝलÈस का माÚयमान अथा[त ्माÚय ऊजा[ ÝलÈस Ǔनàन होगा 
 2 2 2

0 sinS v E v E t kx    

या 2
0

1
2

S E   

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɉ के ͧलये पॉयǑटंग सǑदश Èया Ĥदͧश[त करता है? 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 
6. पॉयǑटंग सǑदश कȧ Ǒदशा बतलाइये I 
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

14.4 ͪवɮयुत–चुàबकȧय तरंगɉ का संवेग घन×व (Momentum 
density of electromagnetic waves) 
आप जानते हɇ ͩक ġåयमान तथा वेग के गणुनफल को संवेग कहते हɇ । लेͩकन 

आइÛसटȣन के ġåयमान ऊजा[ तुãयता (mass energy equivalence)सàबÛध 2E mc  

ɮवारा आप संवेग को ऊजा[ के Ǿप मɅ भी पǐरभाͪषत कर सकते हɇ । उपरोÈत सàबÛध के अनसुार 

ġåयमान x वेग = Emc
C

  

यǑद ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का वेग v हो तो ऊजा[ के Ǿप मɅ संवेग (p) 
EP
V

  

यǑद ऊजा[ के मान को ऊजा[ घन×व U  के बराबर लɅ ͧलया जाय तो ĤाÜत सवेंग, संवेग 
घन×व के बराबर होगा । 

अत: ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का संवेग घन×व अथा[त इकाई आयतन मɅ ͪवɮयतु– 
चुàबकȧय तरंग का संवेग  

ˆUP n
V




       ...(14.37) 
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यहां n̂तरंग संचरण कȧ Ǒदशा मɅ एकांक सǑदश है । 
लेͩकन U = 2

E  

अत: 
2

ˆEP n
V





  

लेͩकन पॉयǑटगं सǑदश  
E BS



  

 

 

2

E BS
v


  

लेͩकन ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का वेग 
1V





 

 2 1V




 

अत: संवेग घन×व 
( )P E B        ...(14.39) 

भी पॉयǑटगं सǑदश के अनĐुमानपुाती होता है । 

14.5 ͪवͩकरण दाब (Radiation pressure) 
अब आप जान चकेु हɇ ͩक जब ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ सचंǐरत होती हɇ तो उनके साथ 

साथ ऊजा[ एव ंसंवेग का भी संरचना होता है अथा[त ऊजा[ एव ंसंवेग एक èथान से दसूरे èथान 
पर èथानाÛतǐरत होत ेहɇ । जब ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगे (ͪवͩकरण)ͩकसी पçृठ पर आपǓतत होती हɇ 
तो उस पçृठ पर दाब लगता है । Èया आप समझा सकते हɇ कैसे? पçृठ पर आपतन से ͪवɮयतु –
चुàबकȧय तरंगɉ के संवेग मɅ पǐरवत[न होता है । संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर पçृठ पर आरोͪपत बल 
के बराबर होती है एव ंपçृठ के एकाकं ¢ेğफल पर आरोͪपत बल, दाब के बराबर होता है । इस 
Ĥकार से जब ͪवͩकरण ͩकसी पçृठ पर ͬगरता है तो उस पçृठ पर दाब आरोͪपत करता है िजसे 
ͪवͩकरण दाब कहते हɇ । यǑद आपǓतत ͪवͩकरण के ͧलये ऊजा[ घन×व Ǔनयत हो तो ͪवͩकरण दाब 
का मान ͪवͩकरण के आपतन कȧ Ǒदशा पर Ǔनभ[र करता है । 

मान लȣिजये ͩकसी पçृठ के ¢ेğफल A  पर ͪवͩकरण   कोण पर आपǓतत हो रहे हɇ 
(देͨखये ͬचğ 14.2)। ¢ेğफल A  का ͪवͩकरण के आपतन कȧ Ǒदशा मɅ घटक A cos  होगा । 
यǑद ͪवͩकरण का वेग c  हो तो t  समय मɅ आपǓतत ͪवͩकरण ct  दरूȣ अथवा( A cos )ct 
आयतन मɅ िèथत होगा  
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ͬचğ 14.2 ͪवͩकरण दाब 

अब यǑद संवेग घन×व p हो तो उÈत आयतन मɅ िèथत ͪवͩकरण का संवेग अथा[त  
  Ǒदशा मɅ कुल आपǓतत संवेग = cospAct     …(14.40) 
इस संवेग का घटक यǑद पçृठ के लàबवत ्Ǒदशा मɅ £ात करɅ तो पçृठ के लàबवत  ् t  

सेकÖड मɅ आपǓतत कुल संवेग 
( cos )cosTP pAct    

या 2Pr cospAct        ...(14.41) 
अत: पçृठ के एकांक ¢ेğफल पर ĤǓत सेकÖड Ĥदत सवेंग 

= 2 2P cos cosc U       …..(14.42) 

( /   )  p U c  
अब हम Ǔनàन िèथǓतयɉ पर ͪवचार करते हɇ–  

1. यǑद पçृठ पणू[ अवशोषक (absorber)है तो यह पçृठ पर आपǓतत तरंगɉ को पणू[तया 
अवशोͪषत कर लेगा । अत: आपतन के पæचात तरंगɉ का सवेंग शूÛय होगा । 

पçृठ के एकांक ¢ेğफल पर संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर अथा[त ͪवͩकरण दाब 
2 2cos 0 cosaP U U        ...(14.43) 

या 
2 2cosaP E       …..(14.44) 

2. यǑद पçृठ पणू[ परावत[क (reflector)है तो यह पçृठ पर आपǓतत तरंगɉ को पणू[तया 
परावǓत[त कर देगा । अत: आपतन के पæचात तरंगɉ का संवेग, आपतन से पवू[ तरंगɉ के संवेग 
के बराबर ͩकÛतु ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होगा। अत: इस िèथǓत मɅ ͪवͩकरण दाब 

2 2cos ( cos )rP U U     

या 22 cosrP U       ...(14.45) 
3. यǑद पçृठ का अवशोषण गणुाकं a  तथा परावत[न गणुांक हो r ͪवͩकरण दाब Ǔनàन होगा 

2 2cos 2 cosP aU rU    
या 2( 2 ) cosP a r U        …….(14.46) 

4. यǑद ͪवͩकरण सभी Ǒदशाओं से समान Ǿप से आपǓतत हो रहा हो तो औसत दाब  
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2cosaP U   

तथा 22 cosrP U   

यहाँ 2cos   पçृठ के ऊपर सभी संभव आपतन कोणɉ के ͧलये 2cos   का औसत है 

तथा इसका मान 1 / 3 होता है अत: इस िèथǓत मɅ 
21 1

3 3aP U E         …(14.47) 

तथा 22 2
3 3rP U E  

     
...(14.48) 

14.6 फूǐरये ͪवæलेषण (Fourier analysis) 
आवत[ गǓत के अÚययन से आप यह जानते हɇ ͩक इस गǓत का सरलतम उदाहरण सरस 

आवत[ गǓत है । सरल आवत[ गǓत मɅ कण का ͪवèथापन  
siny a t        …(14.49) 

अथवा cosy a t        …(14.50) 
ͧलये ͪवèथापन समय वĐ ͬचğ 14.3 (a)एव ं14.3(b)मɅ दशा[ये गये हɇ । Èया आप बतला सकत े
है ͩक ͬचğ 14.4 (b)मɅ दशा[यी गयी गǓतयाँ ͩकस Ĥकार कȧ गǓतयाँ है? ये वĐ भी आवत[ गǓतयɉ 
को हȣ Ĥदͧश[त करते हɇ । लेͩकन ये सरल आवत[ गǓतयां नहȣं है बिãक जǑटल )complex(आवत[ 
गǓतया ं है िजनके ͪवèथापन को समी .) 14.49)अथवा )14.5 0( कȧ भांǓत सरल समीकरणɉ ɮवारा 
åयÈत से ͩकया जा सकता है । 

 
ͬचğ 14.4 

 
ͬचğ 14.4 

गͨणत£ फूǐरये के अनसुार ͪवशेष शतȾ कȧ पालना होने पर जǑटल आवत[ गǓतयɉ का , 
अÚययन अनÛत सरल आवत[ गǓतयɉ के योग के Ǿप मɅ ͩकया जा सकता है:। फूǐरये के Ĥमेय के 
अनसुार “एकल मानी, पǐरͧमत एव ंसतत ्सभी जǑटल आवतȸ फलनɉ को आवतȸ फलनɉ के योग 
से åयÈत कर सकत ेहɇ िजनकȧ आविृ×तयाँ जǑटल आवतȸ फलनɉ कȧ मलू आवतȸ कȧ पणू[ – गणुज 
होती है । अत: सभी जǑटल आवतȸ फलनɉ को सरल आवतȸ गǓत के Ïया तथा कोÏया फलनɉ मे 
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ͪवभािजत ͩकया जा सकता है । फूǐरये कȧ Ĥमेय को गͨणतीय Ǿप मɅ Ǔनàन Ĥकार से Ĥदͧश[त 
ͩकया जाता है । 

Y=f(t)= Ao + A1 sin t + A2 sin2t + A3sin3t + ….Ansin nt 
+B1cost + B2cos2t+….+ Bncos nt  ....(14.51) 

या  y=A0 +
1 1

sin cosn n
n n

A n t B n t 
 

 

 
   .....(14.52)

 

यहाँ y  जǑटल आवतȸ गǓत का t  ¢ण पर ͪवèथापन तथा  आवतȸ है। 
Ao,A2,….An,B1,B2……Bn गणुाकं है I फूǐरये गणुांकɉ का मान Ǔनàन Ĥकार से £ात ͩकया जा 
सकता है I 
1. 0A  का मान  

0A  का मान £ात करने के ͧलये समी. (14.52)को एक आवत[ काल अथात ्[ O  से T  
समय के ͧलये समाकͧलत (integrate) िजससे  

00 0 0
1 1

sin cos
T T T T

n no
n n

ydt A dt A n tdt B n tdt 
 

 

      
…(14.53)

 

लेͩकन समाकलन गͨणत से आप जानते हɇ–  

0 0
sin sin 0

T T
n tdt n tdt     

अत: समी.(14.53) 

00 0 0

T T
ydt A dt A T    

अत:  
0 0

1 T
A ydt

T
 

      ...(14.54) 
2. गणुांकɉ oA  का मान 

गणुांकɉ nA  मान £ात करने के ͧलये समी. (14.52)के दोनɉ प¢ɉ को sin nt से गणुा 
कर समय परास O  से T  के ͧलये समाकͧलत करने पर  

1sin sin sin sin
T T T

oo o o
y t dt A n t dt A t n t dt        

2 sin 2 sin .....
T

o
A t n t dt    

1 2cos sin cos 2 ..
T T

o o
B t n t dt B t dt       ....(14.55) 

उपरोÈत åयजंक मɅ अब हम समाकलन गͨणत के Ǔनàन सूğɉ का Ĥयोग करɅगɅ – 

0
sin sin 0

T
r t n tdt     यǑद rn 

2
T

   यǑद r = n   ....(14.56) 

इसी Ĥकार से) 

 
[ ]

T T
oo

dt t T 
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0
sin sin 0

T
r t n tdt        ....(14.57)

 

अत: समी. (14.55)से 

 

0

0

sin .
2

2 sin

T

n

T

n

Ty n tdt A

A y n tdt
T












     ....(14.58) 

3. गणुांकɉ Bn का मान 

फूǐरये गणुांकɉ Bn का मान £ात करने के ͧलये समी. (14.52)को cos nt से गणुा 
कर समय परास O  से T  के ͧलये समाकͧलत करने पर  

0 1cos cos sin cos
T T T

o o o
y n t dt A n t dt A t n t dt        

2 sin 2 cos ..........
T

o
A t n t dt    

1 2cos cos cos 2 cos ....
T T

o o
B t n t dt B t n t dt         

      .....(14.59) 
लेͩकन  

0
cos cos 0

T
r t n tdt     यǑद rn 

2
T

   यǑद r = n 

तथा इसी अनÍुछेद मɅ पवू[ मɅ Ǒदये गये मानक सूğɉ का Ĥयोग करने पर समी. (14.59)से  

   

0

0

cos
2

2 cos

T

n

T

n

Ty n tdt B

B y n tdt
T











      

....(14.60) 

ͩकसी जǑटल आवतȸ फलन के फूǐरये ͪवæलेषण से हमारा अͧभĤाय यह होता है ͩक उस 
फलन के ͧलये फूǐरये गणुांकɉ Ao, तथा An का मान Bn कर उÛहɅ समी. (14.51)मɅ रखकर 
ͪवèथापन का मान £ात करना । फूǐरये Ĥमेय के अनĤुयोग के Ǿप मɅ हम एक वगा[कार तरंग का 
फूǐरये ͪवæलेषण करɅगे । 

14.6.1 वगा[कार तरंग का फूǐरये ͪवæलेषण (Fourier analysis of square wave) 

वगा[कार तरंग कȧ आकृǓत को ͬचğ 14.5 मɅ दशा[या गया है । यह तरंग + X Ǒदशा मɅ 

संचǐरत हो रहȣ है तथा इसका आवत[ काल T है । इस तरंग मɅ अध[ आवत[ काल 
2
T  समय के 

ͧलये तरंग का ͪवèथापन a तथा शेष अध[ आवत[काल के ͧलये शूÛय होता है । अत: ͪवèथापन y 
Ǔनàन जǑटल फलन के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है  
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y=a यǑद0
2
Tt   

तथा  y=a यहाँ 
2
T t T        ….(14.61) 

 
ͬचğ 14.5 वगा[कार तरंग 

ͬचğ से èपçट है ͩक वगा[कार तरंग को Ĥदͧश[त करने वाला जǑटल फलन एकमानी, 
सतत ्तथा पǐरͧमत है अत: फूǐरये Ĥमेय कȧ शतȾ कȧ पालना करता है । फूǐरये गणुांकɉ Ao,An 
तथा Bn का मान £ात कर इस तरंग का फूǐरये ͪवæलेषण ͩकया जा सकता है । अनÍुछेद 14.6 
मɅ A०,An तथा Bn के ͧलये उãलेͨखत सूğɉ अथा[त समी. (14.54), (14.58)तथा (14.60)से इन 
गणुांकɉ के मान Ǔनàन Ĥकार से £ात ͩकये जा सकते हɇ– 

गणुांक Ao : 
/2

0 0 0 /2

1 1T T T

T
A ydt ydt ydt

T T
         

समी. (14.49)से y के मान रखने पर  
/2

0 0 /2

1 0
T T

T
A adt dt

T
       

या    /2
0 0

1 1 . .
2 2

T T aA a t a
T T

  
     ……….(14.62) 

गणुांक An  

0

2
0

2

2 sin

2 sin sin

T

n

T T
T

A y n tdt
T

y n tdt y n tdt
T



 
 

  
 



 
 

समी.(14.61) से y के मान रखने पर  
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2
0

/2

0

2 sin

2 cos

2 cos 0 cos
2

1 2

T

n

T

n

A a n tdt
T

a n t
T n

a Tn
n t

aA cisn T
n









  


 
 
 

    

     

  




 

जब  n=0,2,4,…..तो cosnπ=1 होगा तो An = o होगा I 

जब  n=1,3,5,… तो cosnπ=–1 होगा तो 2
n

aA
n

  होगा I  

अत:  An= जब n सम पणूाɍक है I 
2

n
aA

n
  जब n ͪवषम पणूाɍक है । 

गणुांक Bn:  

0

/2

0 /2

2 cos

2 cos cos

T

n

T T

T

B y n tdt
T

y n tdt y n tdt
T



 



 



 
 

y के मान समी. (14.61)से रखने पर  
/2

0

/2

0

2 cos

2 sin

T

n

T

B a n tdt
T

a n t
T n








    


 

sin sin2 2 0

Tna
T n

 



  
  

 
      .....(14.64)

 

अब फूǐरये Ĥमेय के अनसुार जǑटल आवतȸ फलन का ͪवèथापन 
y=Ao + A1 sin t + A2 sin 2 +…….. An sin nt 

+B1cost + B2 cost +……… + Bn cos nt 
समी (14.62),(14.63)तथा (14.64)से वगा[कार तरंग के ͧलये फूǐरये गणुांकɉ के मान 

रखने पर 
2 2 2sin sin 2 sin 5 .....

2 3 5
a a a ay t t t  
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या 2 1 1sin sin 3 sin 5 .....
2 3 5
a ay t t t  


       

 

इस Ĥकार, दȣ गई जǑटल आवतȸ गǓत (वगा[कार तरंग)कȧ अ¢ yo=
2
a  है तथा हɇ  

अवयवɉ कȧ आविृ×तयɉ का अनपुात 1 : 3. 5 ... है व इनके आयाम 1 : 1 1:
3 5

 के 

अनपुात मɅ हɇ ।  
उदाहरण 14.1 आपेͯ¢क परावɮैयतुाकं 5 और आपेͯ¢क पारगàयता 2 वाले माÚयम मɅ 

ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का वेग £ात कȧिजये । c=3x108 मीटर / सेकÖड 
हल : हम जानते हɇ ͩक ͩकसी माÚयम मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का वेग Ǔनàन सğू से 

£ात ͩकया जाता है– 

r r

cv





 

जहाँ c Ĥकाश का वेग है । 
Ĥæनानसुार r = r= = 5 

 

8 8 83 10 3 10 3 10
3.162 5 10

V   
  

  
या  v= 0.95 x 108 मीटर/सेकÖड 
उदाहरण 14.2 मुÈताकाश मɅ एक समतल ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग के ͪवɮयतु ¢ेğ का 

ͧशखरमान 2 वोãट / मीटर है । माÚय ऊजा[ घन×व, माÚय ऊजा[ अͧभवाह तथा माÚय संवेग 

घन×व का मान £ात कȧिजये 0 9

1
36 10

 


 फैरड / मीटर 

हल: हम जानत ेहɇ माÚय ऊजा[ घन×व 

(i) 2
0 0

1
2

U E   

Ĥæनानसुार E0 = 2 वोãट / मीटर 

0 9

1
36 10

 


 फैरड / मीटर 

  2
9

1 1 2
2 36 10

U


  


 
9 9 94 10 10 10

2 36 3.14 18 3.14 56.52

  
  

  
 

= 1.77 x 10–11 जूल / मीटर3  
(ii) मÚय ऊजा[ अͧभवाह  

2
0 0

1
2

S vE v U    
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यहाँ v का मान मुÈताकाश के ͧलये Ĥकाश के वेग के बराबर अथा[त 3x108 मीटर / 
सेकÖड होगा । अत: 

S  = 3 x 108x 1.77 x 10–11 
 = 5.3 x 10–3 वाट / मीटर2 

(iii) माÚय संवेग घन×व  

2

S
p

c
  

3

16

5.30 10
9 10





 

= 0.95x10–19 ͩकलोĒाम / मीटर2 –सेकÖड  

14.7 सारांश (summary) 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ ͪवशेष Ĥकार कȧ तरंगɅ होती हɇ जो Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश के वेग 

से गǓत करती हɇ । 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय ͪव¢ोभ कàपायमान (vibrating)ͪवɮयतु एव ं चुàबकȧय ¢ेğɉ से 

बना होता है । 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ अनĤुèथ ĤकृǓत कȧ होती हɇ तथा इसमɅ E सǑदश, B सǑदश 

तथा v सǑदश परèपर लàबवत होते हɇ । 
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का ऊजा[ घन×व U Ǔनàन सूğ से Ǒदया जाता है ।  

2 2
2

2 2
E BU E




    

 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ ɮवारा तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा के लàबवत एकाकं ¢ेğफल से 
एकांक समय मɅ ĤवाǑहत होने वालȣ ऊजा[ को पॉयǑटगं सǑदश S


 से åयÈत करते हɇ। 

यह सǑदश Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जाता है–  
E BS E H



   

 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का संवेग घन×व p Ǔनàन सूğ से Ǒदया जाता है 

( )P E B   
 ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ जब ͩकसी पçृठ पर आपǓतत होती है तो उस पçृठ पर दाब 

लगाती है िजसे ͪवͩकरण दाब कहते हɇ । पणू[परावत[क तल के ͧलये औसत ͪवͩकरण 
दाब  

2
3rp U  

तथा पणू[ अवशोषक तल के ͧलये 
Pa=ଵଶU होता है । 



254 
 

 फूǐरये Ĥमेय के अनसुार ͩकसी जǑटल आवतȸ फलन का ͪवèथापन Ǔनàन Įेणी ɮवारा 
ͧलखा जाता है 

0
0 0

sin cosn n
n n

y A A n t B n t 
 

 

     

 फूǐरये गणुांक A0,An तथा Bn का मान Ǔनàन सूğɉ ɮवारा £ात ͩकया जाता है–  

0 0

0

2

1 sin
2

T

T

n

A ydt
T

A y n tdt








 

तथा 
0

2 cos
T

nB y n tdt
T

   

14.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अपवत[नांक Refractive index 
अͧभल¢ͨणक  Characteristic 
अनĤुèथ  Transverse 
आपेͯ¢क  Relative 
उपĒह Satellite 
घटक  component 
जǑटल  complex 
तुãयता  Equivalence 
दरू संवेदन  Remote sensing 
पारगàयता  Permeability 
संĐमण  Transition 
संचार तंğ  communication system 
समदैͧशक  Isotropic 
समिçट  Space 
संरचना  Structure 
संवेग  Momentum 
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and Brijlal Physics vol–II   

(iv) एम.पी. सÈसेना, दोलन एवं तरंगɅ कॉलेज बकु हॉउस, जयपुर 
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14.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers of self assessment 
questions) 
1. नहȣं । 
2. अस×य । 
3. Ĥकाश के वेग के बराबर, 3x108 मीटर / सेकÖड । 
4. Z –अ¢ के समाÛतर । 
5. यह सǑदश तरंग संचरण के लàबवत ्एकांक ¢ेğफल से ऊजा[ Ĥवाह कȧ दर को 

Ĥदͧश[त करता है । 
6. तरंग सचंरण कȧ Ǒदशा के समाÛतर । 

14.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (very short answers type questions) 
1. ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ कȧ सरंचना बतलाइये ।  
2. ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ कȧ तरंगदैÚय[ परास Èया मानी जाती है?  
3. ऊजा[ घन×व कȧ पǐरभाषा दȣिजये । 
4. पॉयǑटगं सǑदश का भौǓतक मह×व बतलाइये । 
5. फूǐरये ͪवæलेषण के ͧलये आवæयक ĤǓतबÛध ͧलͨखये । 
ǓनबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
1. ͧसƨ कȧिजये ͩक ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का èवǾप अनĤुèथ होता है ।  
2. ऊजा[ घन×व को पǐरभाͪषत कȧिजये तथा इसके ͧलये सूğ èथाͪपत कȧिजये । 
3. ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के संवेग घन×व कȧ पǐरभाषा ͧलͨखये एव ंइसके ͧलये åयजंक 

ĤाÜत कȧिजये । 
4. पॉयǑटगं सǑदश Èया Ĥदͧश[त करता है? ऊजा[ घन×व, संवेग घन×व व ऊजा[ ÝलÈस मɅ 

सàबÛध èथाͪपत कȧिजये । 
5. ͪवͩकरण दाब से आपका Èया अͧभĤाय है? पणू[ अवशोषक एव ंपणू[ परावत[क पçृठɉ के 

ͧलये ͪवͩकरण दाब के ͧलये सूğ èथाͪपत कȧिजये । 
6. फूǐरये Ĥमेय कȧ पǐरभाषा ͧलͨखये एव ंआवæयक ĤǓतबÛध बतलाइये । इस Ĥमेय कȧ 

सहायता से वगा[कार तरंग का फूǐरये ͪवæलेषण कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
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1. मुÈताकाश मɅ एक समतल ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंग का माÚय पॉयǑटगं सǑदश 3 वाट / 

मीटर2 है । माÚय ऊजा[ घन×व £ात कȧिजये । 
(उ×तर : 1 x 10–8 जूल / मीटर3 ) 

2. एक रेͫडयो ɮवारा ĤाÜत ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के ͪवɮयतु ¢ेğ का आयाम 0.1 वोãट / 
मीटर है । यह मानते हु ए ͩक तरंगɅ समतल हɇ, £ात कȧिजये (i)चुàबकȧय ¢ेğ का 
आयाम (ii)औसत ऊजा[ घन×व (iii)तरंग कȧ औसत तीĭता । 

0 =8.85x10–10 फैरड / मीटर 
(उ×तर : (i)3.33 x 10–10 टेसला (ii)4.42 Ĥ 10–14 जूल / मीटर2  

(iii)1.33 x 10–5 वाट / मीटर2 ) 
3. परैाफȧन का परावɮैयतुांक 2.1 है । परैाफȧन का अपवत[नाकं £ात कȧिजये । 

(उ×तर : 1.45) 
4. यǑद ͩकसी माÚयम का अपवत[नांक 1.45 तथा Ĥकाश का वेग 3 x 108 मीटर / सेकÖड 

हो तो माÚयम मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ का वेग £ात कȧिजये । 
 (उ×तर : 2.07 x 108 मीटर /सेकÖड) 

  



257 
 

 इकाई – 15  
तरंग एव ंसमूह वेग 

(Wave and Group Velocity) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
15.0 उƧेæय 
15.1 Ĥèतावना 
15.2 कला वेग एव ंसमूह वेग 
15.3 कला वेग तथा समूह वेग मɅ सàबÛध 
15.4 समूह वेग तथा पǐर¢ेपण 
15.5 पǐर¢ेपी तथा पǐर¢ेपण रǑहत िèथǓतया ँ
15.6 साराशं 
15.7 शÞदावलȣ 
15.8 संदभ[ ĒÛथ 
15.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
15.10 अßयासाथ[ Ĥæन  

15.0 उƧेæय (Objectives) 
 समूह वेग तथा कला वेग के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 समूह वेग तथा कला वेग मɅ सàबÛध जान सकɅ गे; 
 पǐर¢ेपण कȧ समूह वेग पर Ǔनभ[रता के बारे मɅ अÚययन कर सकɅ गे; 
 सामाÛय तथा असामाÛय पǐर¢ेपण के बारे मɅ जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे; 
 पǐर¢ेपण रǑहत तथा पǐर¢ेपी माÚयमɉ के उदाहरणɉ कȧ ͪववेचना कर सकɅ गे ।  

15.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आपने इकाईयɉ 13 एव ं14 मɅ एक वणȸय (monochromatic)तरंगɉ के माÚयम एव ं

Ǔनवा[त मɅ सचंरण के बारे मɅ अÚययन ͩकया है । इन तरंगɉ मɅ Ĥ×येक चĐ अपनी पवू[वतȸ चĐ 
कȧ भांǓत हȣ होता है । यǑद ͪवͧभÛन आविृ×त कȧ तरंगɉ (िजनकȧ आविृ×तयां एक लघ ुपरास मɅ 
हɉ)के समूह के अÚयारोपण से एक पǐरणामी तरंग ĤाÜत कȧ जाये तो इस तरंग को मॉडुͧलत तरंग 
तथा इसके आयाम को मॉडुͧलत आयाम कहते हɇ । मॉडुͧलत आयाम समय का फलन होने के 
कारण Ǔनयत नहȣं रह पाता है परÛतु Ǔनिæचत समय बाद इसकȧ पनुरावǓृत होती है । इससे 
संबͬधत वेग को समूह वेग कहते है । मॉडुͧलत तरंग िजस वेग से माÚयम मɅ सचंǐरत हो रहȣ है 
उसे कला वेग अथवा तरंग वेग कहते हɇ । 
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इस इकाई के अनÍुछेद 15.2 मɅ आप समहू वेग एव ंकला वेग के बारे मɅ ͪवèतार से 
जानकारȣ ĤाÜत करɅगे । अनÍुछेद 15.3 मɅ हम कला वेग एव ंसमूह वेग मɅ सàबÛध èथाͪपत 
करɅगे । 

ͪवͧभÛन आविृ×त कȧ तरंगɉ के ͧलये माÚयम मɅ तरंग का वेग ͧभÛन होता है । इसे 
पǐर¢ेपण कहत ेहɇ । अनÍुछेद 15.4 मɅ आप समूह वेग तथा पǐर¢ेपण मɅ Èया सàबÛध है इसकȧ 
जानकारȣ ĤाÜत करɅगे । अÛत मɅ अनÍुछेद 15.5 मɅ आपको कुछ पǐर¢ेपण रǑहत एव ंपǐर¢ेपण 
कȧ िèथǓतयɉ के उदाहरणɉ से अवगत कराया जायेगा ।  

15.2 कला वेग एवं समूह वेग (Phase velocity and group 
velocity) 
एकल तरंग संचरण एव ं इसके ɮवारा ऊजा[ के èथानाÛतरण के बारे मɅ आप पया[Üत 

जानकारȣ ĤाÜत कर चुके हɇ । तरंगɉ का एक उपयोगी अनĤुयोग सूचनाओं अथवा सकेंतɉ को एक 
èथान से दसूरे èथान तक भेजने मɅ ͧलया जाता है । यह एकल आविृ×त तरंग से संभव नहȣं है 
Èयɉͩक इसमɅ दरूȣ मɅ पǐरवत[न के साथ ͩकसी भी Ĥकार का बदलाव नहȣं आता है, अथा[त ्

Ĥ×येक चĐ अपने पवू[वतȸ चĐ जसैा होता है । अत: तरंग के साथ संकेत भेजने के ͧलये 
संĤेषण èथल (transmitting station)पर तरंग मɅ कुछ पǐरवत[न करने आवæयक होते हɇ िजÛहɅ 
Ēाहȣ केÛġ पर ͫडकोͫडत (de–code)ͩकया जा सके । यह मॉडुलन तथा ͪवमॉडुलन ɮवारा संभव 
है। मॉडुलनतरंगɉ के अÚयारोपण ɮवारा ͩकया जाता है । ͪवͧभÛन आविृ×तयɉ कȧ तरंगɉ के 
अÚयारोपण से एक पǐरणामी तरंग ĤाÜत होती है िजसका आयाम Ǔनयत न रह कर समय का 
फलन रहता है । इस पǐरणामी तरंग के आयाम को मॉडुͧलत आयाम कहते हɇ । पǐरणामी तरंग 
भो Ĥगामी तरंग कȧ भांǓत सचंǐरत होती हɇ । इस अनÍुछेद मɅ आपको यह जानकारȣ देने का 
Ĥयास ͩकया जायेगा। ͩक तरंगɉ के समूह के अÚयारोपण से ĤाÜत मॉडुͧलत तरंग का आयाम तथा 
इसकȧ कला ͩकस वेग से गǓत करत ेहɇ । तरंग के कला वेग को तरंग वेग भी कहते हɇ । 

मॉडुͧलत तरंग को समझने के ͧलये, एक पǐर¢ेपक (dispersive)माÚयम मɅ समान 
Ǒदशा मɅ गǓतशील दो तरंगɉ के अÚयारोपण पर ͪवचार करते हɇ । माना इन तरंगɉ के आयाम 
समान है तथा इनकȧ कोणीय आविृ×तयाँ 1 तथा 2 मɅ अÛतर अãप है । x–Ǒदशा मɅ सचंǐरत 
इन तरंगɉ के ͧलये ͪवèथापन के समीकरण Ǔनàन हɉगɅ – 

y1=A cos (1t–k1x) 
तथा  y1=A cos (2t–k2x) 
जहां k1 तथा k2 तरंगɉ के सचंरण Ǔनयताकं तथा A आयाम हɇ । तरंगɉ के अÚयारोपण 

के ͧसƨाÛत के अनसुार पǐरणामी तरंग का ͪवèथापन  
y=y1 + y2  

या  y=A [cos(1t–k1x)+ cos (2t–k2x)]  

या 1 2 1 2 1 2 1 22 cos cos .....(15.1)
2 2 2 2

k k k ky A t X t X                   
=2A cos (at–kax)cos(mt–kmx) 
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y= Am cos (at–kax) 

जहाँ  1 2
1 ( )
2m     

1 2

1 2

1 2

1 ( )
2
1 ( )
2
1 ( )
2

m

a

a

k k k

k k k

  

 

 

 
 

तथा  Am 2A cos (mt–kmx) 

 
ͬचğ 15.1 

समी. (15.2)एक तरंग Ǔनकाय (system)को åयÈत करती है िजसकȧ औसत आवतȸ a 
तथा मॉडुͧलत आयाम Am है । तरंग Ǔनकाय कȧ घटक (component)तरंगɉ के अÚयारोपण से 
ĤाÜत पǐरणामी तरंग आवतȸ (harmonic)तरंग नहȣं होती है Èयɉͩक इसका आयाम Am समिçट 
(space)एव ंसमय पर Ǔनभ[र करता है । इस Ĥकार कȧ तरंग को ͬचğ 15.1 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया 
गया है । इस ͬचğ से èपçट है ͩक तरंग के अÛवालोप (wave envelope)कȧ आविृ×त मॉडुͧलत 
आविृ×त m के बराबर है तथा यह समय के साथ समिçट मɅ एक Ǔनिæचत वेग से गǓत करता है। 
इस वेग को समूह वेग कहत ेहै । उपरोÈत गͨणतीय ͪववेचना से èपçट है ͩक m का मान a 
कȧ तलुना मɅ काफȧ कम है ।  
समूह वेग तथा कला वेग 

उपरोÈत ͪववेचना मɅ मान लȣिजये ͩक 2= तथा 1=+δ इसी Ĥकार से k2 = k 
तथा k1 = k +δ k जहां δω=1 –2 तथा δk=k1–k2 अǓतअãप है । अत: 
समी.  )15.1( को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता हɇ– 

    12 cos . . cos
2

y A t k x t kx      
 

    ...(15.3) 

उपरोÈत åयजंक एक ऐसी तरंग को Ĥदͧश[त करता है िजसका मॉडुͧलत आयाम 

 12 cos . .
2

A t k x   
 

तथा कला  t kx  हɇ ।  

मɉडुͧलत तरंग a आविृ×त 
कȧ है, इसके ͪवèथापन y का 
समय के साथ फलन ͬचğ 
15.1 मɅ Ǒदखाया गया है । 
यहाँ आप देख सकते है ͩक 
ͪवèथापन शूÛय से 
अͬधकतम, Ûयूनतम एवं पुन: 
अͬधकतम होता रहता है । 
परÛतु आविृ×त Ǔनयत रहती 
है । इस तरंग का कला वेग 
ͪपछलȣ इकाइयɉ कȧ तरह 
£ात ͩकया जा सकता है। 
मॉडुͧलत तरंग के ͪवèथापन 
पर ͪवचार करɅ  तो आप 
देखेगे कȧ उÍचतम ͪवèथापन 
के मान कȧ एक Ǔनͧशत 
समय (T) के बाद पुनावǓृत हो 
रहȣ है अथा[त ͪवèथापन के 
उÍचतम मान के आवǓृत ωm 
है। 
आप एक ऐसे अÛवालोप के 
बारे मɅ सोच सकते है िजसमɅ 
मॉडुͧलत तरंग का ͪवèथापन 
Ûयूनतम से उÍचतम है । इसे 
तरंग अÛवालोप कहा गया है। 
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समूह वेग – 

मॉडुͧलत आयाम  12 cos
2

A t kx   से सàबिÛधत वेग वह वेग होता है िजससे 

ͩक मॉडुͧलत अÛवालोप (envelope)गǓत करता है इस वेग को समहू वेग (group velocity)vg 
कहते हɇ । 

अÛवालोप का वेग £ात करने के ͧलये हम इस पर एक संदभ[ ǒबÛद ु(माना अÛवालोप का 
ͧशखर)लेते हɇ । इस ǒबÛद ुका वेग हȣ अÛवालोप के वेग के बराबर होगा । अब हम हमारा Úयान 
मॉडुͧलत तरंग के Įृंग पर केिÛġत कर लेते हɇ इस èथान पर आयाम Am का मान + 2A होगा । 
यह आयाम Ǔनयत रहे इसके ͧलये . .t k x   का मान Ǔनयत रहना आवæयक है । अत: यǑद 

सयम t मɅ वृͪ ƨ δt हो तो x मɅ वृͪ ƨ δx इस Ĥकार से होनी चाǑहये ताͩक  . .t k x   मɅ 

होने वालȣ वृͪ ƨ  t k x    शूÛय हो जाये अथा[त ्

0t k x     

या  x
t k

 
 

   

या  gv
k





      

 

चू ंͩक δ हल तथा δk अǓतअãप है अत: समूह वेग Ǔनàन होगा– 

g
dV
dk


       .......(15.4) 

कला वेग– 
समी. (15.3 )मɅ तरंग cos (t – kx)से सàबिÛधत वेग को कला वेग कहते हɇ । कला 

वेग उस वेग के बराबर होता है िजससे तरंग गǓतशील है । 
इसे £ात करने के ͧलये कला 

ωt–kx         ...(15.5) 
को अवकͧलत करते हɇ । Ǔनयत कला ǒबÛदओंु के ͧलये 

t– kx=0 

या  x
t k

 


  

अत: कला वेग pv
k


   

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
1. Èया संकेतɉ के संĤेषण के ͧलए एकल आवृ ि×त तरंग पया[Üत है ? 
 ...........................................................................................
 .................................................................... ....................... 
2. तरंग वेग का दूसरा नाम Èया है ? 

K का मान  
X व t 
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 ........................................................................................... 
3. तरंगɉ के समूह के अÚयारोपण से ĤाÜत मॉडुͧलत आयाम Am के वेग को Èया 
 कहते है I 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 

15.3 कला वेग तथा समूह वेग मɅ सàबÛध (Relation between 
phase velocity and group velocity) 
अनÍुछेद 15.2 मɅ आपने देखा है ͩक तरंग मɅ ͩकये गये मॉडुलन के सचंरण का वेग 

कला वेग vp के बराबर नहȣं होकर समूह वेग vg के बराबर होता है । अत: तरंग ɮवारा ऊजा[ का 
èथानाÛतरण समूह वेग के बराबर वेग से होता है । आपने ͪपछलȣ क¢ाओं मɅ पǐर¢ेपण 
(dispersion)के बारे मɅ भी अÚययन ͩकया है । यǑद ͩकसी माÚयम मɅ कला वेग तरंग कȧ 
आविृ×त पर Ǔनभ[र करता हो तो उस माÚयम को ͪव¢ेपक माÚयम (dispersive medium)कहते 
हɇ । उदाहरण के ͧलये कांच मɅ ͧभÛन ͧभÛन आविृ×त कȧ तरंगɉ के वेग भी ͧभÛन ͧभÛन होते हɇ । 
इसे पǐर¢ेपण कहते हɇ । अब हम एक पǐर¢ेपी माÚयम मɅ कला तथा समूह वेग मɅ सàबÛध 
èथाͪपत करते हɇ । आप जानते हɇ ͩक समूह वेग 

g
dv
dk


  

लेͩकन कला वेग pv
k


  

( ) p
g p p

dvdv kv v k
dk dk

    

लेͩकन 
22

2
d

k dk
  


   

 
 

 
. .p

g p

dv dV V k
d dk




 
 

या p
g p

dv
v v

d



   

यह संबध तरंग वेग (कला वेग), समूह वेग व तरंग दैÚय[ मɅ है । 
समूह वेग vg तरंग वेग vp तथा आविृ×त मɅ सàबÛध को Ǔनàन Ĥकार से ĤाÜत ͩकया 

जा सकता है 
1 ( )
g p

dk d dk
v d d d v


  

 
     

 
 

या  2

1 1 p

g p p

dvv
v v v d

 
 .....(15.7)
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लेͩकन रेखीय आविृ×त v तथा कोणीय आविृ×त  मɅ Ǔनàन सàबÛध होता है 
=2πv 

अत:  2

1 1 p

g p p

dvv
v v v dv

 
 ....(15.8)

 

समी. (15.6), (15.7)तथा (15.8)कला वेग तथा समहू वेग मɅ सàबÛध दशा[ती है । 
Ĥकाश तरंगɉ के ͧलये यह संबध Ǔनàन Ǿप से ͧलख सकते हɇ । 

हम जानते है ͩक 

अपवत[नांक n = 
p

c
v

 

या  p
cv
n

   

∴  समी. (15.8)से 
1 1

g p

v dn
v v c dv

   

लेͩकन c=v 

 

1 1

g p

vdn
V V cdn

 
 

Úयान रहे यहां  Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश का तंरगदैÚय[ है । 
बोध Ĥæन (self assessment questions) 
4. कला वेग vp एवं समूह वेग vg मɅ तरंगदैÚय[   के पदɉ मɅ  सàबÛध ͧलͨखये ।  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
5. पǐर¢ेपी माÚयम ͩकसे कहते हɇ?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
 –––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––– 

15.4 समूह वेग तथा पǐर¢ेपण (Group velocity and dispersion) 
आप जानते हɇ ͩक पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम मɅ तरंग का कला वेग vp, तरंग के 

तरंगदैÚय[, आविृ×त तथा कोणीय आविृ×त पर Ǔनभ[र नहȣं करता हɇ अथा[त ्ऐसे माÚयमɉ के ͧलये  

0p p p pdv dv dv dv
dk d d dv 

     

अत: vp तथा vg मɅ सàबÛधɉ अथा[त समी. (15.6), (15.7)तथा (15.8)से – 
gv v  
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अथा[त ्पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम मɅ कला वेग तथा समहू वेग बराबर होते हɇ । Ĥकाश 
तरंगɉ के ͧलये मुÈत आकाश तथा ÚवǓन तरंगɉ के ͧलये हवा पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम होते है । 

यǑद ͩकसी माÚयम मɅ कला वेग तरंग कȧ आविृ×त अथवा तरंगदैÚय[ परǓनभ[र करता हो 
तो ऐसे माÚयम को पǐर¢ेपी माÚयम कहते हɇ । इस आधार पर पǐर¢ेपण दो Ĥकार के होते हɇ । 

(i) सामाÛय पǐर¢ेपण (normal dispersion)तथा 
(ii) असामाÛय पǐर¢ेपण (anamolous dispersion)। 

यǑद ͩकसी माÚयम मɅ pdv
d

 घना×मक अथवा pdv
d

 ऋणा×मक हो तो समी. 

(15.6)तथा (15.7)से समूह वेग का मान कला वेग से कम होगा । इस Ĥकार के पǐर¢ेपण को 
सामाÛय पǐर¢ेपण कहते हɇ । 

यǑद ͩकसी माÚयम pdv
d

 ऋणा×मक अथवा pdv
d

 घना×मक हो तो समी (15.6)तथा 

(15.7)से समूह वेग का मान कला वेग से अͬधक होगा । इस िèथǓत मɅ पǐर¢ेपण को असामाÛय 
पǐर¢ेपण कहते हɇ । उपरोÈत तीनɉ िèथǓतयɉ अथा[त पǐर¢ेपण रǑहत, सामाÛय पǐर¢ेपण तथा 
असामाÛय पǐर¢ेपण को ͬचğ 15.2 मɅ Đमश: आरखɉ OA, OB तथा OC से åयÈत ͩकया 
गया है । 

 
ͬचğ 15.2 

अभी तक कȧ ͪववेचना मɅ हमने कला वेग तथा समूह वेग को पǐरभाͪषत करते समय 
केवल दो तरंगɉ के अÚयारोपण पर हȣ ͪवचार ͩकया है । लेͩकन दो से अͬधक तरंगɉ का भी यǑद 
अÚयारोपण हो तो भी उपरोÈत पǐरभाषाएं अपǐरवǓत[त रहती हɇ । 
बोध Ĥæन (self assessment questions) 
6. पǐर¢ेपण रǑहत िèथǓत मे कला वेग तथा समूह वेग मे Èया सàबÛध होता है ? 
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
7. सामाÛय पǐर¢ेपण कȧ िèथǓत मे समूह वेग का मान कला वेग से अͬधक होता 

 है या कम ? 
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 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––
8. आसामाÛय पǐर¢ेपण कȧ िèथǓत मे समूह वेग का मान कला वेग से अͬधक 
 होता है या कम ?  
 ––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––––  

15.5 पǐर¢ेपी तथा पǐर¢ेपण रǑहत िèथǓतयां (Dispersive and 
non–dispersive cases) 
Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ से आपको पǐर¢ेपण रǑहत एव ंपǐर¢ेपी माÚयमɉ कȧ अवधारणा 

और अͬधक èपçट हो जायेगी । 
(i) Ǔनया[त मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɅ– Ǔनवा[त मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगो का वेग इनकȧ 

आविृ×त अथवा तरंगदैÚय[ पर Ǔनभ[र नहȣं करता है अत: Ǔनवा[त इन तरंगɉ के ͧलये पǐर¢ेपण 
रǑहत माÚयम होता है । इस िèथǓत मɅ पǐर¢ेपण सàबÛध (अथा[त  एव ंk मɅ सàबÛध)Ǔनàन 
होता है  

= kc 

अत: कला वेग pv c
k


 
      ...(15.10)

 

तथा समहू वेग p
dv c
dk
 

      …..(15.11) 
अत: Ǔनवा[त मɅ ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के कला एव ंसमूह वेग समान तथा Ĥकाश के 

वेग के बराबर होते है । 
(ii)गसै मɅ ÚवǓन तरंगɅ–हम जानते हɇ ͩक लाÜलॉस सशंोधन के अनसुार गसै मɅ ÚवǓन 

तरंग का वेग p


 के बराबर होता हɇ अत: इन तरंगɉ ͧलये 

pk 



  

अत: कला वेग p
pv

k
 




      ...(15.12)
 

तथा समहू वेग g
d pv
dk
 




      ….(15.13)
 

अथा[त ÚवǓन तरंगɉ के ͧलये गसैीय माÚयम मɅ vp = vg होता है अत: ये माÚयम इन 
तरंगɅ के ͧलये पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम होत ेहɇ ।  

 

 

 

cv




2 2 /
c

k

 

 

ck 
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(iii)डोरȣ मɅ अनĤुèथ तरंगɅ– आप जानते हɇ डोरȣ मɅ अनĤुèथ तरंगɉ का वेग T
m

 के 

बराबर होता है जहां T डोरȣ मɅ तनाव तथा m डोरȣ कȧ एकाकं लàबाई का ġåयमान है । अत: इन 
तरंगɉ के ͧलये पǐर¢ेपण सàबÛध Ǔनàन होगा  

Tk
m

   

अत: इन तरंगɉ के ͧलये  

कला वेग p
Tv

k m



       ….(15.14)

 

तथा समहू वेग g
d Tv
dk m



      …..(15.15)

 

चू ंͩक डोरȣ मɅ तरंगɉ के कला एव ंसमूह वेग समान होते हɇ अत: डोरȣ इन तरंगɉ के ͧलये 
पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम होगा । 

(iv)कांच मɅ Ĥकाशीय तरंगɅ– काचं मɅ Ĥकाशीय तरंगɉ के वेग vp एव ं तरंगदैÚय[  मɅ 
ͧभÛन सàबÛध होता है 

2

2 2
p

c BA
v 

 
       ….(15.16)

 

यहा ंǓनवा[त मɅ Ĥकाश का वेग तथा A व B Ǔनयतांक है । 

लेͩकन अपवत[नांक 
p

cn
v

  

∴ समी. (15.16)से 

2 2

Bn A


 
       ….(15.17)

 

इसे Èवाची का पǐर¢ेपण सूğ कहते हɇ । इस सूğ से èपçट है ͩक काचं का अपवत[नांक 
Ûयनू तरंगदैÚय[ के ͧलये अͬधक व दȣघ[ तरंगदैÚय[ के ͧलये कम होता है । अÛय शÞदɉ मɅ लाल 
रंग के Ĥकाश के ͧलये अपवत[नाकं Ûयनू व नीले रंग के Ĥकाश के ͧलये अपवत[नाकं अͬधक होता 
है । अथा[त ्काचं के कारण नीले Ĥकाश का ͪवचलन लाल Ĥकाश के ͪवचलन कȧ तलुना मɅ अͬधक 
होगा । Ĥयोगɉ से भी उÈत तØय कȧ पिुçट होती है । इस पǐर¢ेपण को सामाÛय पǐर¢ेपण कहत े
है । Èवाची के सूğ से हम यह ͧसƨ कर सकते हɇ ͩक काचं से पǐर¢ेपण मɅ समूह वेग, कला वेग 
कȧ तलुना मɅ कम होता है । समी. (15. व 16)से 

2

dn B
d n 

 
 

लेͩकन समी. (15.9)से समूह वेग के ͧलये  
1 1

g p

dn
V V cd




   



266 
 

2

1 1 p

p

V B
V c n

 
  

 
 

2

2 2

1 1 p

p

v B
V c 

 
   

 
     .....(15.18) 

 
p

cn
v

  

यǑद Ĥकाश कȧ आविृ×त v हो तो 
vp = v तथा c = v0 
जहां  कांच मɅ तथा 0 Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश का तंरगदैÚय[ है । अत: समी. (15.18)से 

2

2 2
0

1 1 1 .
g p

B
v v


 

 
  

 
 

या  2
0

1 1 1
g p

B
v v 

 
  

 
  

या  
1

2
0

1g p
Bv v



 

  
 

  

या  2
0

1g p
Bv v


 
  

        …..(15.19)
 

उपरोÈत समीकरण से यह ͧसƨ होता है ͩक काचं से पǐर¢ेपण कȧ िèथǓत मɅ समूह वेग 
का मान कला वेग से कम होता है अथा[त यह सामाÛय पǐर¢ेपण होता है । 

उदाहरण 15.1 पानी मɅ तरंग का वेग 
2
g


 है, ͧसƨ कȧिजये ͩक तरंगɉ का समूह 

वेग,तरंग वेग का आधा होगा । 
हल : Ǒदया हुआ तरंग वेग अथा[त कला वेग  

2p
gv 


 लेͩकन 2
k
  व pv

k


  

 
g

kk



 
या  gk   

∴  समूह वेग, 1 1 1
2 2 2 2g p

d ggv vkdk
 


     

अत: समूह वेग, कला वेग का आधा होता है । 
उदाहरण 15.2 यǑद अवयवी (component)तरंगɉ के कला वेग समान हो तो ͧसƨ 

कȧिजये ͩक अÚयारोͪपत तरंग भी उसी वेग से गमन करेगी । 
हल : यǑद तरंगɉ कȧ कोणीय आविृ×तयां 1 व 2 हो तो Ĥæनानसुार तरंगɉ के कला वेग  
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1 2

1 2
pv

k k
 

   

अÚयारोपण से ĤाÜत तरंग का वेग अथा[त समहू वेग 
1 2

1 2
g

dv
dk k k

  
 


 

लेͩकन 1=k1vp तथा 2=k2vp 
 
 

1 2

1 2

p
g p

k k v
v v

k k


 


 

अत: समूह वेग तथा कला वेग समान हɇ । 

15.8 सारांश (summary) 
 मॉडुͧलत तरंगɉ कȧ सहायता से सचूनाओं एव ंसंकेतɉ का संĤेषण एक èथान से दसूरे 

èथान तक ͩकया जा सकता है । 
 तरंग के वेग को कला वेग कहते हɇ । 
 मॉडुͧलत तरंग के का के वेग को समूह वेग कहते हɇ । 
 कला वेग तथा समूह वेग मɅ Ǔनàन सàबÛध होता है– 

p
g p

dv
v v

d



   

इसे ͪवͧभÛन Ǿपɉ मɅ ͧलखा जा सकता है । 
 

 पǐर¢ेपण रǑहत माÚयम मɅ कला वेग तथा समह वेग का मान समान होता है । 
 यǑद समूह वेग का मान कला वेग से कम हो तो सामाÛय पǐर¢ेपण होता है । 
 यǑद समूह वेग का मान कला वेग से अͬधक हो तो असामाÛय पǐर¢ेपण होता है ।  
 हवा, ÚवǓन तरंगɉ के ͧलये तथा Ǔनवा[त ͪवɮयतु–चुàबकȧय तरंगɉ के ͧलये पǐर¢ेपण 

रǑहत माÚयम होते है ।  
 कांच मɅ Ĥकाशीय तरंगɉ का–सामाÛय पǐर¢ेपण पǐरलͯ¢त होता है । 

15.7 शÞदावलȣ (Glossory) 
अपवत[नांक Refractive index 
अÚयारोपण superposition 
असामाÛय Anamolous 
आयाम  Amplitude 
कला वेग  Phase velocity 
Ēाहȣ Receiver 
पǐर¢ेपण  Dispersion 
मॉडुलन  Modulation 
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ͪवमाँडुलन  De– modulation 
समूह वेग Group–velocity 
सामाÛय Normal 
संĤेषण Transmission 
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15.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 
1. नहȣं । 
2. कला वेग । 
3. समूह वेग । 

4.  p
g p

dv
v v

d



   

5. िजस माÚयम मɅ कला एव ंसमहू वेग समान नहȣ ंहोत ेहɇ उसे पǐर¢ेपी माÚयम कहत े
है । 

6. दोनɉ वेग समान होते हɇ । 
7. समूह वेग का मान कला वेग से कम होता है । 
8. समूह वेग का मान कला वेग से अͬधक होता है । 

15.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघ×ुतरा×मक Ĥæन (very short answer type questions) 
1. संकेत संĤेषण अनĤुयोग के ͧलये तरंग मɅ पǐरवत[न ͩकस ĤͩĐया ɮवारा ͩकया जाता है । 

इस ͪवͬध से ĤाÜत तरंग के आयाम को Èया कहते हɇ?  
2. कला वेग एव ंसमूह वेग कȧ पǐरभाषा दȣिजये । 
3. पǐर¢ेपण से आपका Èया अͧभĤाय: है? 
4. सामाÛय एव ंअसामाÛय पǐर¢ेपण मɅ अÛतर बतलाइये । 
5. Ǔनàन िèथǓतयɉ मɅ पǐर¢ेपण होता है अथवा नहȣं – 
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(i) ÚवǓन तरंगɉ का वाय ुमɅ सचंरण 
(ii) Ĥकाश का Ǔनवा[त मɅ संचरण । 

ǓनàबÛधा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
6. कला एव ंसमूह वेग कȧ पǐरभाषा दȣिजये एव ंइनमɅ सàबÛध èथाͪपत कȧिजये । 
7. ͩकसी माÚयम ɮवारा पǐर¢ेपण, समहू वेग पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करता है, åयाÉया 

कȧिजये ।  
8. सामाÛय तथा असामाÛय पǐर¢ेपणɉ से आपका Èया अͧभĤाय हɇ । Ĥ×येक का एक एक 

उदाहरण देकर èपçट कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
1. यǑद कला वेग vp के मान Ǔनàन हो तो समूह वेग के मान £ात कȧिजये । 

(i) pv a   ) ii( p
av


   

(उ×तर : (i) 2
pv (ii)2vp) 

2. एक तरंग Ǔनàन समीकरण के अनसुार सचंरण कर रहȣ है. तरंग का कला वेग £ात 
कȧिजये । 
Y = 5sin (120t–0.2x)    (उ×तर : 600 मीटर / सेकÖड) 

 


