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आमुख 
जन-जन तक ͧश¢ा Ĥसार के उƧेæय से वध[मान महावीर खलुा ͪवæवͪवɮयालय,कोटा ɮवारा 

दरूèथ ͧश¢ा पƨǓत के तहत èनातक (ͪव£ान) के ͪवɮयाͬथ[यɉ के ͧलये यह पाɫय सामाĒी ͪवशेष Ǿप 
से तैयार करायी गई है। 

इसी Đम मɅ बी.एस.सी (Ĥथम वष[) भौǓतक ͪव£ान ͪवषय मɅ PH-01 यांǒğकȧ  कȧ पाɫय 
सामाĒी को पाँच खंडɉ मɅ ͪवभािजत कर 15 इकाइयɉ मɅ वगȸकृत ͩकया गया है। 

Ĥथम खंड मɅ “ Ûयटून यािÛğकȧ कȧ Ĥारिàभक आवæयकताएँ” शीष[क के अतंग[त गǓतकȧ, बल, 
काय[ एव ंऊजा[ कȧ दǾुह सकंãपनाओं को दैǓनक जीवन के उदाहरणɉ से èपçट ͩ कया गया है । ɮͪवतीय 
खÖड मɅ “संर¢ण Ǔनयम” के अंतग[त ऊजा[ संर¢ण, रेखीय सवेंग संर¢ण तथा कोणीय संवेग संर¢ण 
को रोमाचंकारȣ उदाहरणɉ ɮवारा Ĥèतुत ͩकया गया है । ततृीय खÖड मɅ “Ǔनदȶश तंğ” के अंतग[त जड़×वीय 
तंğ, गेलेͧलयन ǾपाÛतरण तथा सापेͯ¢कता को सनझाया गया है । चौथे खÖड “Ǻढ़ ͪपÖड गǓतकȧ” शीष[क 
के अंतग[त ġåयमान–– कɅ ġ जड़×व आघणू[ और पाचंवɅ खÖड मɅ Ĥ×याèथता शीष[क क अतंग[त पदाथ[ के 
Ĥ×याèथ गणु बेलन तथा Ĥ×याèथ गणुकɉ का Ĥयोͬगक Ǔनधा[रण कȧ पाɫय सामĒी को सुǽͬचपणू[ तरȣके 
से Ĥèतुत ͩकया गया है। 
èवजांच कȧ Ǻिçट से Ĥ×येक सकंãपना के अÛत मɅ ĤायÜत बोध Ĥæन Ǒदये गये हɇ और इकाई के अÛत 
मɅ मह×वपणू[ ǒबÛदओंु को सारांश के Ǿप मɅ संकͧलत ͩकया गया है । 
Ĥèतुत पèुतक मɅ ĤयÈुत पǐरभाͪषत शÞदɉ का चयन भारत सरकार ɮवारा Ĥकाͧशत Ħहɮ पाǐरभाͪषक 
शÞद संĒह से ͩकया गया है । 
आशा है ͩक दरूèथ ͧश¢ा के अंतग[त अÚययनरत ͪव£ान ͪवषय के ͪवɮयाथȸयɉ के ͧलये यह Ĥèतुत 
èवĤेǐरत अÚययन के ͧलये Ĥेरणा Ǿप मɅ एक साथ[क भूͧमका Ǔनभायेगा । 
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इकाई-1 
गǓतकȧ  

(Kinematics) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

1.0 उƧेæय 
1.1 Ĥèतावना 
1.2 सǑदश Ĥदश[न 
1.3 ऋजु रेखीय गǓत 

1.3.1 ǒबÛद ुġåयमान का ͪपÖड 
1.3.2 èथानाÛतरण गǓत के चर व उनका Ēाफȧय ǓनǾपण   
1.3.3 ऋजु रेखीय आपेͯ¢क गǓत 

1.4 ɮͪव-ͪवमीय गǓत 
1.4.1 ɮͪव-ͪवमीय गǓत कȧ ͪववेचना 
1.4.2 Ĥ¢ेÜय गǓत 

1.5 व×ृताकार गǓत 
1.5.1 ¢ैǓतज तल मɅ वतृाकार गǓत 
1.5.2 उÚवा[धर तल मɅ व×ृताकार गǓत 

1.6 साराशं 
1.7 शÞदावलȣ 
1.8 संदभ[ ĒÛथ 
1.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर   
1.1.0 अßयासाथ[ Ĥæन  

1.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 ͪवͧभÛन भौǓतक राͧशयɉ को सǑदश, अǑदश व ĤǑदश के Ǿप मɅ सूचीबƨ कर सǑदशɉ के संयोजन 
व ͪवयोजन कȧ ĤͩĐया को जान सकɅ गे; 

 सǑदशɉ के अǑदश व सǑदश गणुनफल ɮवारा दो सǑदशɉ के परèपर समाÛतर व लàबवत ्होने 
तथा तीन सǑदशɉ के समतलȣय होने का ĤǓतबधं ĤाÜत कर सकɅ गे; 

 èथानाÛतरण गǓत कȧ ͪवͧभÛन भौǓतक चर राͧशयɉ कȧ संकãपना एव ंउनके Ēाफȧय Ĥदश[न 
जान सकɅ गे; 

 आपेͯ¢क वेग का £ान ĤाÜत कर सकɅ गे; 
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 कण कȧ Ĥ¢ेÜय गǓत मɅ Ĥ¢ेÜय का पथ, उɬडयन काल, परास व अͬधकतम ऊँचाई का आकलन 

कर सकɅ गे; 
 ¢ैǓतज व ऊÚवा[धर तल मɅ कण कȧ व×ृताकार गǓत करने का आवæयक ĤǓतबधं ĤाÜत कर 

सकɅ गे । 
 Ûयटून-यांǒğकȧ कȧ Ĥारिàभक अवधारणाएँ  

1.1 Ĥèतावना (Introduction) 
यांǒğकȧ कȧ वह उपशाखा, िजसमɅ गǓत के कारणɉ (जैसे बलɉ कȧ ĤकृǓत, ͪपÖडɉ कȧ आकृǓत 

आǑद) को जाने ǒबना गǓत का अÚययन ͩकया जाता है, उसे गǓतकȧ कहते हɇ । 
यǑद ͩ कसी ͪ पÖड कȧ िèथǓत' उसके समीपèथ ͪ पÖडɉ के सापे¢ समय के साथ पǐरवǓत[त नहȣ ं

होती है, तो वह ͪपÖड ͪवरामावèथा मɅ कहलाता है । इसके ͪवपरȣत यǑद ͪपÖड कȧ िèथǓत उसके समीपèथ 
ͪपÖडɉ के सापे¢ समय के साथ पǐरवǓत[त होती है, तो यह गǓत कȧ अवèथा मɅ कहलाता है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 1.2 मɅ आप भौǓतक राͧशयɉ के सǑदश ǓनǾपण, उनके संयोजन व 
ͪवयोजन के बारे मɅ पढɅगे, इन संकãपनाओं के अनĤुयोग से ͪपÖडɉ कȧ आपेͯ¢क गǓत व Ĥ¢ेÜय गǓत 
को आप सरलता से समझ सकɅ गे । सǑदश राͧशयɉ के गणुनफल ɮवारा आप काय[, शिÈत, घणू[न वेग, 
कोणीय संवेग, बल आघणू[, लारेÛज बल के Ĥभाव मɅ आवेͧशत कणɉ कȧ गǓत जसेै अनेक भौǓतकȧय 
Ĥभावɉ को समझ सकɅ गे । 

अनÍुछेद 1.3,1.4 तथा 1.5 मɅ आप Ǔनयत ×वरण के अÛतग[त ɮͪव-ͪवमीय तल मɅ कण कȧ 
Ĥ¢ेÜय गǓत के बारे मɅ पढɅगे व इसके ɮवारा ͩकसी कोण पर फɅ के गये ͪपÖड कȧ गǓत, बदंकू से छोडी 
गई गोलȣ कȧ गǓत, हवाई-जहाज से ͬगराये गये पकेैट कȧ गǓत को आसानी से समझ सकɅ गे । इकाई 
के अंत मɅ आप ͩकसी ͪपÖड कȧ ¢ैǓतज व ऊÚवा[धर तल मɅ व×ृताकार गǓत व इसके ͧलए आवæयक 
ĤǓतबधंɉ को जान सकɅ गे ।   

1.2 सǑदश Ĥदश[न (Vector representation) 
Ǒदशा बोध के आधार पर भौǓतक राͧशयɉ को तीन वगȾ मɅ बाटंा जा सकता है : 
(1) अǑदश राͧशया ँ(Scalar quantities) 
ऐसी भौǓतक राͧशयाँ िजÛहɅ पणू[त: åयÈत करने के ͧलए केवल पǐरमाण व माğक कȧ 

आवæयकता होती है, लेͩकन Ǒदशा कȧ आवæयकता नहȣ ंहोती, अǑदश राͧशयाँ कहत ेहɇ । ġåयमान, दरूȣ, 
समय, चाल, आयतन, घन×व, काय[, शिÈत, आवेश, ͪवɮयतु धारा, ͪवभव आǑद अǑदश राͧशयाँ हɇ । 
अǑदश राͧशयɉ का योग, åयवकलन, गणुा, भाग आǑद कȧ संͩĐयाएं बीजगͨणतीय Ǔनयमɉ ɮवारा सàपÛन  

(2) सǑदश राͧशयाँ (Vector quantities) 
वह भौǓतक राͧशयाँ िजÛहɅ पणू[त: åयÈत करने के ͧलए पǐरमाण के -साथ Ǒदशा का बोध भी 

आवæयक होता है, उÛहɅ सǑदश राͧशयाँ कहत ेहɇ । जैसे ͪवèथापन, वेग, ×वरण, संवेग, धारा घन×व 
आǑद । मल Ēाफȧय Ǿप से सǑदश को एक सरल रेखा खÖड ɮवारा åयÈत करते हɇ, िजसके शीष[ पर 
तीर का ͬचÛह लगाया जाता है । सरल रेखा कȧ लàबाई, सǑदश के पǐरमाण के समानपुाती तथा तीर 
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का ͬचÛह सǑदश राͧश कȧ Ǒदशा को åयÈत करता है । ͬचğ 1.1 मɅ कार A व कार B के वेग सǑदश 
Ĥदͧश[त हɇ । कार A पवू[ Ǒदशा मɅ 10 मी./से. व कार B उ×तर-पवू[ Ǒदशा मɅ 15 मी./से. के वेग से गǓतशील 
हɇ ।  

सǑदशɉ के दो Ĥकार हɇ- 
(अ) Ģुवीय सǑदश (Polar vector) - एक Ǔनिæचत ͩĐया ǒबÛद ुसे आरàभ होने वाले सǑदशɉ 

को Ģुवीय सǑदश कहते हɇ । ͪवèथापन, रेखीय संवेग, बल आǑद Ģुवीय सǑदश हɇ । 
 (ब) अ¢ीय सǑदश (Axial vector)- ͩकसी 

अ¢ के ĤǓत घणू[न से सàबिÛधत सǑदश को अ¢ीय सǑदश 
कहते हɇ । इनकȧ Ǒदशा घणू[न अ¢ के अनǑुदश; दाँये हाथ 
के पेच Ǔनयम से åयÈत होती है । कोणीय वेग, कोणीय 
संवेग, बल आघणू[ आǑद अ¢ीय सǑदश है | ͬचğ 1.2(a) 
मे वामावतȸ तथा 1.2(b) मɅ दͯ¢णावतȸ अ¢ीय सǑदश को 
दशा[या गया है । 

(3) ĤǑदश राͧशयाँ (Tensor quantities) 
वह भौǓतक राͧशयाँ िजनकȧ èवय ंकȧ कोई Ǒदशा तो नहȣं होती लेͩकन इनका पǐरमाण 

ͧभÛन-ͧभÛन Ǒदशाओं मɅ ͧ भÛन-ͧभÛन होता है, उÛहɅ Ĥादेश राͧशयाँ कहते हɇ । जड़×व आघणू[, ĤǓतबल, 
ͪवषम दैͧशक माÚयम मɅ ͪ वɮयतुशीलता, चुàबकशीलता आǑद ĤǑदश राͧशयाँ हɇ । सǑदशɉ के Ĥारिàभक 
अÚययन के ͧलये कुछ मूलभूत सकंãपनाऐं Ǔनàनानसुार हɇ - 

एकांक सǑदश (Unit vector) 
ͩकसी Ǒदए हु ए सǑदश के ͧ लए एकाकं सǑदश वह सǑदश है िजसका पǐरमाण एकांक (या इकाई 

हो) तथा Ǒदशा मलू सǑदश कȧ Ǒदशा मɅ होती है । ͩकसी Ǒदए हु ए सǑदश A

 के एकांक सǑदश Â  के 

ͧलए  

ˆ AA
A

 

 सǑदश/(सǑदश का पǐरमाण)     ...(1.1) 

तथा    Â I                  .... (1.2) 

ͬचğ 1.3 मɅ कातȸय Ǔनदȶशाकं अ¢ɉ OX ,OY व OZ के अनǑुदश एकांक 
सǑदशɉ को ˆ ˆ,i j व k̂  ɮवारा दशा[या जाता है। ͩकसी सǑदश 

ˆˆ ˆ ˆ
x y zA iA jA kA    के अनǑुदश एकांक सǑदश  

2 2 2

ˆˆ ˆ
ˆ x y z

x y z

iA jA kAAA
A A A A

 
 

 


    …. (1.3) 

सǑदशɉ का संयोजन एव ंͪवयोजन (Addition and resolution of vectors) 
समान ĤकृǓत के सǑदशɉ के योग (संयोजन) -के Ǔनàन Ǔनयम हɇ- 
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(अ) ǒğभुज Ǔनयम- इस Ǔनयम के अनसुार यǑद ͩकसी ǒğभुज कȧ दो भुजाएं एक हȣ Đम मɅ 
कण पर एक हȣ समय पर लगने वाले सǑदशɉ को पǐरमाण व Ǒदशा मɅ åयÈत करɅ तो तीसरȣ भजुा ͪ वपरȣत 
Đम मɅ उनके योग (पǐरणामी सǑदश) को åयÈत करती है । देͨखये ͬचğ 1.4 | 

P Q R 
 

 

 
ͬचğ 1.4 

(ब) समाÛतर चतभुु [ज Ǔनयम- इस Ǔनयम के अनसुार ͩकसी कण पर एक साथ लग रहे सǑदशɉ 
को पǐरमाण व Ǒदशा मɅ एक ǒबÛद ुसे खींची गई समाÛतर चतुभु [ज कȧ आसÛन भजुाओं से Ĥदͧश[त ͩकया 
जाये तो इनका पǐरणामी सǑदश, पǐरमाण व Ǒदशा मɅ उसी ǒबÛद ुसे पाǐरत समाÛतर चतभुु [ज के ͪ वकण[ 
ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है । 

ͬचğ 1.5 मɅ सǑदश P

 व Q


 जो ͩ क ͩ कसी कण 

पर   कोण पर एक साथ लग रहे हɇ, इÛहɅ समाÛतर चतभुु [ज 
कȧ व OB भुजाओं से Ĥदͧश[त ͩकया जाता है; तो इनका 
पǐरणामी सǑदश R P Q 

 
 को O से पाǐरत ͪवकण[ 

OC


 ɮवारा Ĥदͧश[त होगा । अथा[त ्पǐरणामी सǑदश का 
पǐरमाण Ûयटून-यांǒğकȧ कȧ Ĥारिàभक अवधारणाएँ 

2 2 2 cosR P Q PQ   
      …. (1.4) 

तथा Ǒदशा 1 sintan
cos

Q
P Q




  
   

     …(1.5) 

ɮवारा दȣ जाती है | 
(स) बहु भुज Ǔनयम- इस Ǔनयम के अनसुार दो से अͬधक सǑदशɉ को ͩकसी बहु भुज कȧ Đͧमक 

भुजाओं ɮवारा åयÈत ͩकया जाये तो बहु भुज को बÛद करने वालȣ अिÛतम भुजा ͪ वपरȣत Đम मɅ पǐरमाण 
व Ǒदशा मɅ पǐरणामी सǑदश को åयÈत करती है । 

 
ͬचğ 1.6 

ͬचğ 1.6 मɅ सǑदशɉ , ,A B C
 

 व D

 के योग को पǐरमाण व Ǒदशा मɅ R


 ɮवारा बहु भुज कȧ भजुा से 

दशा[या गया है| 
R A B C D   

   
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सǑदश का ͪवयोजन (Resolution of a vector) 
यह Ǒदये गये सǑदश को ͪवͧभÛन Ǒदशाओं मɅ दो या अͬधक सǑदशɉ 

मɅ ͪ वभािजत करने कȧ ĤͩĐया है, िजनका संयÈुत Ĥभाव वहȣ हो जो ͩ क अकेले 
सǑदश का होता है । इन ͪवयोिजत सǑदशɉ को Ǒदए हु ए सǑदश के घटक कहते 
हɇ । 

यǑद ͩकसी सǑदश को दो ऐसे सǑदशɉ मɅ ͪवयोिजत करɅ जो परèपर लàबवत हो तो इÛहɅ Ǒदये 
हु ए सǑदश के आयताकार घटक (rectangular components) कहते हɇ । ͬ चğ 1.7 मɅ सǑदश A


 

को समकोͨणक अ¢ɉ OX व OY के अनǑुदश आयताकार घटक xA

 व yA


, ɮवारा ͪवयोिजत कर 

दशा[या गया है अत: 

x yA A A 
  

        ….(1.6) 
यǑद सǑदश A


 ,X- अ¢ से   कोण बनाता है तो 

cosxA A   तथा sinyA A   

यǑद î  व ĵ  Đमश: X- अ¢ व Y- अ¢ के अनǑुदश एकांक सǑदश हɉ तो ˆ
x xA A i


 व ˆ
y yA A j


 

अत:  ˆ ˆ
x yA A i A j 


     ....(1.7) 

2 2
x yA A A  


    

 
…(1.8) 

तथा  tan y

x

A
A

             ...(1.9) 

इसी Ĥकार यǑद A

 ͩकसी तल मɅ न होकर ǒğ-ͪवमीय आकाश मɅ हो तथा X,Y, 

व Z-अ¢ɉ से Đमश: , ,    कोण बनाता हो तो इन अ¢ɉ. के अनǑुदश A

  के 

घटक ,x yA A  व zA  होने पर 

x y zA A A A  
   

    …. (1.10) 
ˆˆ ˆ

x y zA i A j A k       …… (1.11) 
जहा ँ cos , cosx yA A A A    व cosz zA A   

तथा  2 2 2
x y zA A A A  


     

..(1.12) 
2 2 2cos cos cos 1       ….. (1.13) 

cos , cos   व cos  को ǑदÈकोÏयाएं कहते हɇ । (देͨखये ͬचğ 1.8 
सǑदशɉ का गणुनफल (Product of vectors) 
गणुनफल के आधार पर सǑदशɉ के ͧलए गणुन Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत हɇ- 
(1) सǑदश राͧश का अǑदश राͧश से गणुन (Multiplication of a vector by a scalar)  
सǑदश A


 को ͩकसी अǑदश राͧश या संÉया K है से गणुा करने पर पǐरणामी सǑदश R


 

का पǐरमाण सǑदश A

 का K गनुा हो जाता है, लेͩकन Ǒदशा वहȣ रहती है । 
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R KA

        (1.14) 

उदाहरण - जब वेग (v ) को अǑदश राͧश ġåयमान (m) से गणुा करत ेहɇ तो सǑदश राͧश 
संवेग ( p mv

  ) ĤाÜत होता है । 
(2) दो सǑदशɉ का अǑदश गणुनफल या ǒबÛद ुगणुनफल (Scalar product or dot 

product of two vectors) 
जब दो सǑदशɉ के गणुन से ĤाÜत राͧश अǑदश हो तो इसे अǑदश गणुनफल कहत ेहɇ । यह 

दोनɉ सǑदशɉ के पǐरमाण व उनके मÚय कोण कȧ कोÏया के गणुन के बराबर होता है । 
. cosA B A B 
  

      
.... (1.15) 

इसे ͩकसी एक सǑदश के पǐरमाण व दसूरे सǑदश के Ĥथम सǑदश कȧ Ǒदशा मɅ एक घटक या Ĥ¢ेप 
के गणुन ɮवारा भी पǐरभाͪषत कर सकते हɇ । अत: 

   . cos cosA B A B B A  
    

 

अत: . .A B B A
  

           ……(1.16) 
इस Ĥकार अǑदश गणुनफल Đम ͪवǓनयम Ǔनयम का पालन करता है । 

दोनɉ सǑदशɉ के समाÛतर होने पर (   = 0) 
. cosA B A B A B 
    

 

इस Ĥकार ˆ ˆ ˆ ˆ. 1, . 1i i j j   व ˆ ˆ. 1k k        .... (1.17)  
तथा जब दो सǑदश परèपर लàबवत ्होते हɇ, तो  

0

. cos90 0A B A B 
  

 

इस Ĥकार 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. . . 0i j j k k i          ..... (1.18)  

अǑदश गणुनफल ɮवारा काय[ ( .dw F dr
  ), शिÈत ( .P F V

 
), ͪवɮयतु ÝलÈस ( .d E ds 

  ) 
आǑद भौǓतक राͧशयɉ के मान ĤाÜत ͩकए जाते हɇ । 

(3) सǑदश गणुनफल या बė गणुनफल (Vector product or cross product) 
जब दो सǑदशɉ के गणुनफल से ĤाÜत राͧश भी एक सǑदश हो तो उसे सǑदश गणुनफल कहत े

हɇ । पǐरणामी सǑदश का पǐरमाण, दोनɉ सǑदशɉ के पǐरमाण व उनके मÚय कोण कȧ Ïया के गणुनफल 
के बराबर होता है तथा पǐरणामी सǑदश कȧ Ǒदशा, उस तल के लàबवत ्होती है िजसमɅ दोनɉ सǑदश 
िèथत होत ेहɇ । इसे ͬचğ 1.9 मɅ दशा[ये अनसुार दͯ¢णावतȸ पेच के Ǔनयम ɮवारा £ात करते हɇ । 

 ˆsinR A B A B n  
   

     .(1.19) 

जहा ँ n̂ , पǐरणामी सǑदश ( R

) मे कȧ Ǒदशा मɅ एकाकं सǑदश है । 

सǑदश गणुनफल Đम ͪवǓनमय के Ǔनयम का पालन नहȣं करता, 
अथा[त ्  A B B A  

  
 तथा 

A B B A   
  

   ....(1.20)   
दो सǑदशɉ के समाÛतर होने पर उनके मÚय कोण 
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00   होगा,    
अत: 0A B 

 
 

कातȸय Ǔनदȶश तंğ मɅ एकाकं सǑदशɉ के ͧलए 

 
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ 0i i j j k k                   .....(1.21) 

तथा  
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; ;i j k j k i k i j       

 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; ;j i k k j i i k j             .....(1.22) 

भौǓतकȧ मɅ सǑदश गणुनफल का अनĤुयोग कोणीय संवेग, बल आघणू[, लॉरेÛज बल आǑद को £ात 
करने मɅ ͩकया जाता है ।           
बोध Ĥæन(Self assessment question) 
1. एकांक सǑदश ͩकसे कहते है | 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ..... .... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
2. दो सǑदशɉ के योग व åयवकलन के ͧलए आवæयक शत[ Èया है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
3. ͩकÛहȣं तीन सǑदशɉ के समतलȣय होने का ĤǓतबंध Èया है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 1.1 सǑदश  का एकांक सǑदश £ात करो । 

हल :  ˆ ˆˆ ˆ ˆ4 3x y zA i A j A k j k


      से 5, 4, 3x y zA A A     

सǑदश A

 का पǐरमाण      2 2 22 2 2 5 4 3x y zA A A A      


  

या  25 16 9 50 5 2A     


 अत: A

 का एकांक सǑदश  ˆˆ ˆ5 4 3ˆ

5 2
A i j kA
A

 
 

  

उदाहरण 1.2 ͩकसी कण पर काय[रत बल ˆˆ ˆ 2F i j k  


 एव ंͪ वèथापन ˆˆ ˆ2dr i j k  
  हɉ, तो 

ͩकया गया काय[ तथा बल व ͪवèथापन के मÚय कोण कȧ गणना करो । 
हल. काय[     ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. 2 2 1 2 1 1 2 1 3dw F dr i j k i j k             

   माğक 

तथा . cosdw F dr F dr  
    से  

             2 2 2 2 2 2

3cos
1 1 2 2 1 1

dw
F dr

  
    

   

  
3 3 1

6 26 6
        060   



12 
 
उदाहरण 1.3 एक कण कȧ िèथǓत सǑदश ˆˆ ˆ2 3r i j k  

   मीटर है तथा उस पर बल 
ˆˆ ˆ2 3F i j k  


 Ûयटून काय[ कर रहा है । मलू ǒबÛद ुके सापे¢ कण पर लगने वाले बल आघणू[ 

का मान £ात करो ।  
हल : बल आघणू[ r F  

    
   

     

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 3 2 3

ˆˆ ˆ
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 2 3 2 9 1 6 3 4 11 5 7

2 3 1

i j k i j k

i j k
i j k j j k

     

 
 

           
  

 

     2 2 211 5 7 121 25 49 195r        
    Ûयटून – मीटर 

1.3 ऋजु रेखीय गǓत (Rectilinear motion) 
सरल रेखीय पथ मɅ होने वालȣ कण कȧ गǓत को ऋजु रेखीय गǓत कहते हɇ । जबͩक èथानाÛतरण 

गǓत (translator motion) मɅ ͪपÖड (जो ͩक ǒबÛद ुġåयमान नहȣं है) इस Ĥकार गǓतशील होता है 
ͩक इसके सभी अवयव कण समाÛतर रेखाओं के अनǑुदश एक साथ गǓतशील होत ेहɇ तथा समान 
समयाÛतराल मɅ समान दरूȣ मɅ ͪवèथाͪपत होत ेहɇ । उदाहरण के ͧलए ͩकसी समतल पर ͩफसल कर 
गǓत करने वाले ͪपÖड कȧ गǓत èथानाÛतरण गǓत होती है । 

1.3.1 ǒबÛद ुġåयमान का ͪपÖड (Object of point mass) 

यǑद कोई ͪ पÖड ͩ कसी Ǔनयत समय मɅ अपने èवय ंके आकार व ͪ वमा कȧ तुलना मɅ अ×यͬधक 
दरूȣ तय करता है तो ऐसी गǓत मɅ उस ͪपÖड को एक ǒबÛद ुġåयमान के Ǿप मɅ माना जा सकता है 
। उदाहरण के ͧलए यǑद एक कार जो ͩक 100 ͩकलोमीटर दरूȣ तय करती है तो उस िèथǓत मɅ कार 
को ǒबÛद ुġåयमान माना जा सकता है । इसके ͪ वपरȣत यǑद वहȣ कार अपने आकार कȧ तलुना मɅ केवल 
5 मीटर दरूȣ तय करती है तो उसे ǒबÛद ुġåयमान नहȣं मान सकते । इसी Ĥकार सूय[ के चारɉ ओर 
पǐरĐमा कर रहे Ēह को कण Ǿप मɅ मान सकत ेहɇ Èयɉͩक इसकȧ क¢ा कȧ लàबाई, Ēह के åयास 
कȧ तलुना मे अ×यͬधक होती है ।   

1.3.2 èथानाÛतरण गǓत के चर व उनका Ēाफȧय ǓनǾपण (Variables of translatory 
motion and their graphical representation) 

(1) दरूȣ तथा ͪवèथापन (Distance and displacement)  
गǓतशील कण ɮवारा Ǔनयत समयाÛतरल मɅ Ĥारिàभक 

व अंǓतम िèथǓतयɉ के मÚय तय ͩकये गये पथ कȧ लàबाई को 
दरूȣ कहत ेहɇ जबͩक कण कȧ Ĥारिàभक व अंǓतम िèथǓत को 
ͧमलाने वालȣ रेखा कȧ लàबाई को ͪ वèथापन कहते हɇ ।दरूȣ एक 
अǑदश राͧश है, जबͩक ͪवèथापन एक सǑदश राͧश है | ͬचğ 
1.10 मɅ एक कण एक ͪवमीय गǓत करते हुए Ĥारिàभक िèथǓत 
O से A तक गǓत कर अंत मɅ B पर आकर Ǿक जाता है । 
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इस Ĥकार कण ɮवारा तय कȧ गई कुल दरूȣ (OA+AB=6+3)=9 मीटर है जबͩक कण कȧ Ĥारिàभक 

िèथǓत O से अंǓतम िèथǓत B तक कुल ͪवèथापन OB

=3 मीटर धन X- अ¢ कȧ ओर है, अथा[त ्

ͪवèथापन ˆ3OB i


  मीटर है । 
(2) चाल (Speed) 
कण ɮवारा Ǔनयत समयाÛतराल मɅ तय कȧ गई कुल दरूȣ कȧ समय के सापे¢ दर को औसत 

चाल कहत ेहɇ । अथा[त ्

औसत चाल 1 2

1 2

.....
.....av

s ssV
t t t

   
 
    

    .... (1.23)  

जहाँ कण ɮवारा Đͧमक समयाÛतरालɉ 1 2, ,.....t t  मɅ तय कȧ गई दǐूरयाँ Đमश: 1 2, ,.....s s   हɇ ।  
अ×यãप समयाÛतराल कȧ सीमा 0t   मɅ औसत चाल को कण कȧ उस ¢ण पर 

ता×¢ͨणक चाल कहते हɇ । अथा[त ्

0 0lim limt av t
s dsv v
t dt  


  

       
..(1.24) 

(3) वेग (Velocity) 
Ǔनयत समयाÛतराल मɅ कण के ͪवèथापन कȧ समय के सापे¢ दर को कण का औसत वेग 

कहते हɇ । वेग एक सǑदश राͧश है, जबͩक चाल एक- अǑदश राͧश है । अथा[त ्

औसत वेग av
xv
t






       

..(1.25) 

ͬचğ 1.11 मɅ कण कȧ एक ͪवमीय गǓत मɅ समय t व t + t  पर िèथǓत A व B मɅ िèथǓतयाँ 
Đमश: x व  

 
(अ) ͬचğ 1.11 (ब) 

व x x  पर दशा[यी गयी हɇ, इस Ĥकार t  समयाÛतराल मɅ कण का ͪवèथापन AB x 
   है 

। अ×यãप समयाÛतराल 0t   होने पर औसत वेग कण का ͩकसी ͪवͧशçट ¢ण पर ता×¢ͨणक 
वेग कहलाता है । 

ता×¢ͨणक वेग 0 0lim limt av t
x dxv v
t dt   


  



  
   

..(1.26) 

यह अभीçट ǒबÛद ुA पर खीचंी गई èपश[ रेखा कȧ Ĥवणता या ढाल के तुãय होता है । 
एक समान गǓत (Uniform motion) 

यǑद कोई कण एक हȣ Ǒदशा मɅ समान समयाÛतराल मɅ समान दरूȣ तय करता है, तो कण 
कȧ गǓत एक समान गǓत कहलाती है, अथा[त ्गǓतशील कण का वेग Ǔनयत रहता है । 
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dxv
dt

  = Ǔनयत 

 
ͬचğ 1.12 

 dx vdt   
यǑद 0t t  समय पर ͪवèथापन 0x  तथा t समय पर ͪवèथापन x हो तो समाकलन ɮवारा 

0 0 0

x t t

x t t

dx vdt v dt      या  0 0x x v t t    

 0 0x x v t t           ..(1.27) 
यह एक सरल रेखा का समीकरण है, इसे ͬचğ 1.12 (अ) मɅ दशा[या गया है । 

(4) ×वरण (Acceleration) 
ͩकसी कण के ͧलए समय के साथ उसके वेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर को ×वरण कहते हɇ । यǑद 

1t  व 2t  समय पर कण के वेग Đमश: 1v
  व 2v  हɉ तो कण का औसत ×वरण  

2 1

2 1
av

v v va
t t t
 

 
 

         …..(1.28) 

जब समयाÛतराल t  अ×यãप होता है तो औसत ×वरण के सीमाÛत मान को कण का 
ता×¢ͨणक ×वरण कहते हɇ । अथा[त ्  

ता×¢ͨणक ×वरण  
0 0

lim limavt t

v dva a
t dt   


  



  
        .....(1.29) 

एक समान ×वरण गǓत- 
एक समान ×वरण गǓत मɅ कण के ×वरण, वेग व ͪवèथापन के समय के साथ आरेख ͬचğ 

1.13 मɅ दशा[ये गये हɇ । इसमɅ कण का ×वरण Ǔनयत रहता है ।   

 
ͬचğ 1.13 

समी. (1.29) से dv adt  

अत:   
0 0

v t t

u t t

dv adt a dt     (चूँͩक a Ǔनयत है) 
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 0v u a t t          .....(1.30)  
पनु: समी. (1.26) से dx vdt  

 
0 0 0

0

x t t

x t t

dx vdt u a t t dt         या    2
0 0 0

1
2

x x u t t a t t      

या    2
0 0 0

1
2

x x u t t a t t          ..(1.31) 

सुͪवधा के ͧलए जब 0 0t   व 0 0x   हो तो 
v u at         ..... (1.32) 

तथा 21
2x ut at        ..... (1.33) 

पनु:  .dv dv dx dva v
dt dx dt dx

      dxv
dt

   
 

 

या  vdv adx  

समाकलन से 
0

v t

u t

vdv adx   या  
0

2 21
2

x

x

v u adx     

या  
0

2 21
2

x

x

v u a dx     (यǑद a Ǔनयत है) 

या     2 2
0

1
2

v u a x x    

  2 2
02v u a x x     

यǑद 0 0t   पर 0 0x    है तो 
2 2 2v u ax         .... (1.34)  

जब गǓत मɅ ͪ पÖड का ×वरण Ǔनयत बना रहे तो समी. (1.32), (1.33) व (1.34) को Đमश: 
गǓत के Ĥथम, ɮͪवतीय व ततृीय समी. कहते हɇ । 

1.3.3 ऋजुरेखीय आपेͯ¢क गǓत (Rectilinear relative motion) 

ͩकसी कण कȧ ͪवराम व गǓत कȧ अवèथाऐं Ǔनरपे¢ न होकर सापेͯ¢क होती हɇ । कोई वèत ु
ͩकसी एक Ĥे¢क के सापे¢ ͪवराम कȧ िèथǓत मɅ हो सकती है, जबͩक दसूरे Ĥे¢क के सापे¢ वह गǓत 
कȧ अवèथा मɅ हो सकती है । 

ͩकसी एक वèतु (A) का दसूरȣ वèत ु(B) के सापे¢ आपेͯ¢क वेग ( ABv ), Ĥथम वèत ु(A) 
के दसूरȣ वèतु (B) के सापे¢ िèथǓत मɅ पǐरवत[न कȧ समय के सापे¢ दर ɮवारा पǐरभाͪषत कȧ जाती 
है ।  

यǑद A व B ͩकसी Ĥे¢क या Ǔनदȶश तंğ के सापे¢ Đमश: एक समान वेग Av  व Bv  से 

गǓतशील हɉ तो A का B के सापे¢, आपेͯ¢क वेग  

AB A Bv v v 
  

        ..(1.35) 
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इसी Ĥकार B का A के सापे¢, आपेͯ¢क वेग  

BA B Av v v 
  

    ..... (1.36)  
माना दो ͪपÖड A व B; X- अ¢ के अनǑुदश Av  व Bv  एक समान वेग से गǓतशील हɇ व Ĥारàभ 

मɅ 0t   पर उनकȧ िèथǓतयाँ 0 Ax  व 0Bx  हɇ तो ͩकसी समय t पर उनकȧ िèथǓतया ँ

0A A Ax x v t   तथा 0B B Bx x v t   
   0 0A B A B A Bx x x x v v t     

   
या  0 A Bx x v v t    
अत: A का B के सापे¢ आपेͯ¢क वेग  

0
AB A B

x xv v v
t


  
      

... (1.37)  

जहाँ A Bx x x   ͩकसी समय t पर A का B के सापे¢ आपेͯ¢क ͪवèथापन 
तथा  0 0 0A Bx x x  समय t=0 पर A का B के सापे¢ Ĥारिàभक ͪवèथापन 

(a) िèथǓत-समय आरेख मɅ आपेͯ¢क वेग- 
(1) यǑद A Bv v  हो तो समी. (1.37) से 0x x  अथा[त ् 0 0A B A Bx x x x   , 

अथा[त ्गǓत के समय दोनɉ वèतओंु के मÚय दरूȣ Ǔनयत रहेगी । देͨखये ͬचğ (1.14a) 
(2) यǑद A Bv v , इस िèथǓत मɅ ͬचğ (1.14b) के दशा[ये अनसुार दोनɉ आरेख समय 

't  पर ͧमलते हɇ । यǑद B Av v B Av v  है तो t’ समय से पवू[  A Bx x  धना×मक है तथा 
't ’ समय के पæचात यह ऋणा×मक होता है । 

(b) आपेͯ¢क वेग £ात करना - 
कण A का B के सापे¢ आपेͯ¢क वेग  ABv  £ात करने के ͧलए कण B के वेग के तुãय  

 
ͬचğ 1.14 

व ͪवपरȣत वेग दोनɉ कणɉ A व B पर लगाते हɇ, िजससे B ͪवरामावèथा मɅ आ जाये तब A पर दो 
वेगɉ का पǐरणामी मान  ABv  ĤाÜत होगा । 

(1) जब दोनो कण एक दसूरे के समाÛतर एक हȣ Ǒदशा मɅ गǓतशील हɉ- माना  

 A Bv v   ͬचğ 1.15 (a) मɅ दशा[ये अनसुार दोनɉ कण समान Ǒदशा मɅ गǓतशील हɇ । अब ͬचğ 

(b) मɅ दशा[ये अनसुार A व B दोनɉ पर Bv  वेग अÚयारोͪपत करत ेहɇ । इस Ĥकार ͬचğ (c) के 

अनसुार कण B ͪवरामावèथा मɅ आ जाता है तथा A का पǐरणामी वेग  A Bv v 
   अथा[त ् A Bv v 

 

ĤाÜत होता है | 
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 AB A Bv v v 
  

  

 
ͬचğ 1.15 

चूँͩक ABv , Av  व Bv  सभी समान Ǒदशा मɅ हɇ, अत: AB A Bv v v 
  

  .....(1.38) 
(2) जब दोनɉ कण एक दसूरे के समाÛतर परèपर ͪ वपरȣत Ǒदशाओं मɅ गǓतशील हो- ͬचğ 

1.16 (a) मɅ दशा[ये अनसुार A व B ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ गǓतशील हɇ । अब ͬचğ (b) के अनसुार 

Bv  वेग दोनɉ कणɉ पर अÚयारोͪपत करते हɇ । इस Ĥकार ͬ चğ (c) के अनसुार कण B ͪ वरामावèथा 
मɅ आ जाता है तथा A कण का वेग  A Bv v 

   हो जाता है । अत: A का B के सापे¢ आपेͯ¢क 

वेग AB A Bv v v 
  

 चूँͩक Bv  कȧ Ǒदशा Av के ͪवपरȣत है, अत: 

AB A Bv v v          ..... (1.39) 

 
ͬचğ 1.16 

इस Ĥकार जब दोनɉ कण परèपर ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ गǓतशील हɉ तो एक कण के दसूरे के सापे¢ 
आपेͯ¢क वेग का पǐरमाण दोनɉ कणɉ के वेगɉ के पǐरमाणɉ के योग के तãुय होता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
4. Èया ͩकसी कण कȧ चाल ऋणा×मक हो सकती है?  
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
5. मोटरगाडी का èपीडोमीटर चाल के ͩकस मान को मापता है? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
6. Èया ͩकसी ͪपÖड कȧ चाल Ǔनयत लेͩकन वेग पǐरवत[नशील हो सकता है? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………  

1.4 ɮͪव-ͪवमीय गǓत (Two dimensional motion)  

1.4.1 ɮͪव-ͪवमीय गǓत कȧ ͪववेचना (Description of two dimensional motion) 

ͩकसी समतल पर चींटȣ कȧ गǓत, ¢ैǓतज व ऊÚवा[धर तल 
मɅ व×ृताकार गǓत, ऊÚवा[धर तल मɅ Ĥ¢ेÜय गǓत आǑद ɮͪव-ͪवमीय 
गǓत के उदाहरण हɇ । ͬचğ 1.17 मɅ दशा[ये अनसुार X-Y तल मɅ ͩकसी 
वĐ रेखी पथ पर कण कȧ गǓत कȧ ͪववेचना करते हɇ । ͩकसी समय 
t पर कण ǒबÛद ुA पर है, जहाँ इसका  िèथǓत सǑदश OA r

   है 
। ͩकसी अÛय समय t' पर कण कȧ िèथǓत ǒबÛद ुB पर िèथǓत सǑदश 
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'OB r
   ɮवारा Ĥदͧश[त होती है । यɮयͪप कण वĐ पथ AB पर गǓत करता है, लेͩकन कण का 

ͪवèथापन सǑदश AB r 
   ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है तो ͬचğ  

'r r r 
    

तब ͪवèथापन सǑदश 'AB r r r   
   

  ..... (1.40) 
यǑद कण के A व B िèथǓत मɅ Ǔनदȶशाकं Đमश:  ,x y  व  , ' 'x y  हɉ तो  

ˆ ˆr ix jy 


 तथा ˆ ˆ' ' 'r ix jy 


  
अत:       ˆ ˆ ˆ ˆ' 'r x x i y y j xi yj       

  

तथा       2 2r x y    
             ..... (1.41) 

(b) वेग- समय के साथ कण के ͪवèथापन मɅ पǐरवत[न कȧ दर Ǔनिæचत समयाÛतराल 
मɅ औसत वेग कहलाता है । 

av
rv
t






      

..... (1.42) 

औसत वेग को ͪ वèथापन सǑदश AB r 
   के समाÛतर सǑदश ɮवारा Ĥदͧश[त ͩ कया जाता 

है । 
ता×¢ͨणक वेग कȧ गणना कȧ पवू[ कȧ भांǓत हम समयाÛतराल t  को अ×यãप लेते हɇ । 

अत: 

0 0
lim limavet t

rv v
t   


 



 
    .....(1.43)

 

जब t 0  तब ͬचğ 1.18 मɅ ǒबÛदओंु B',B'' ....... ɮवारा दशा[ये अनसुार ǒबÛद ुA के Ǔनकट 

पहु ँचता है । ( B A ) इस ĤͩĐया मɅ AB r 
   का पǐरमाण व Ǒदशा सतत Ǿप से पǐरवǓत[त होती 

है तथा औसत वेग पǐरवǓत[त होता है । सीमा B A  मɅ सǑदश AB


 èपश[ रेखा AT कȧ Ǒदशा के 
साथ सàपाती हो जाता है । इस Ĥकार वĐ रेखी गǓत मɅ ता×¢ͨणक वेग वĐ पथ पर उस ǒबÛद ु(A) 
पर èपश[ रेखी सǑदश होता है तथा 

drv
t





   ………… (1.44) 

x  व y अ¢ɉ के अनǑुदश वेग के घटक  xv व yv  Ǔनàन 

समीकरणɉ ɮवारा Ǒदये जाते है  

x
dxv
dt

 ’ y
dyv
dt

     ……… (1.45) 

तथा वेग का पǐरमाण 2 2
x yv v v         ...(1.46)   

(c) ×वरण- सामाÛयत: वĐ रेखी गǓत मɅ वेग का मान पǐरमाण तथा Ǒदशा दोनɉ मɅ 
पǐरवǓत[त होता है । यǑद t तथा t' समय पर कण के ǒबÛद ुA व B पर वेग Đमश: v


 व 'v


 हɉ 

तो समयाÛतराल 't t t  मɅ पǐरवत[न v

  होता है । अत: औसत ×वरण 
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ave
va
t






   ….. (1.47) 

अ×यãप समयाÛतराल कȧ सीमा ( 0t  ) मɅ औसत 
×वरण कण के ता×¢ͨणक ×वरण के तुãय हो जाता है । 

अत: ता×¢ͨणक ×वरण  

0 0lim limavet t

va a
t 

   
 

 


 

या 
2

2

dv d ra
dt dt

 
 

      …..(1.48) 

2-D गǓत मɅ x y  तल मɅ ×वरण के घटक xa  व ya  हɉ तो 

x
x

dva
dt

  तथा y
y

dv
a

dt
      .....(1.49) 

×वरण का पǐरमाण 2 2
x ya a a a 


    .....(1.50) 

ɮͪव-ͪवमीय (2-D) आपेͯ¢क गǓत 
अनÍुछेद 1.33 मɅ हमने एक कण A जो ͩ क वेग से गǓतशील है, का आपेͯ¢क वेग दसूरे कण 

B जो ͩक वेग Bv  से गǓतशील है, के सापे¢ समी (1.35) ɮवारा AB A ABv v v 
   के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत 

कर चकेु हɇ । यǑद कण A व B ͩकसी ɮͪव-ͪवमीय तल मɅ ͩ कसी कोण   पर ͬ चğ 1.20 (a) मɅ दशा[ये 
अनसुार गǓतशील हɇ तो कण A का कण B के सापे¢ आपेͯ¢क वेग £ात करने के ͧलए हम वेग 

 'ABv OP
 

 को दोनɉ कणɉ पर अÚयारोͪपत करते हɇ । इस कारण कण B ͪवरामावèथा मɅ आ जाता 

है और कण A के OQ के अनǑुदश वेग Av  व OP’ के अनǑुदश वेग Bv  दो वेग होते हɇ; जो ͩक 

परèपर (1800- ) कोण पर झकेु हु ए हɇ । अत: ͬ चğ 1.20 (b) के अनसुार इन दो वेगɉ का पǐरणामी 
मान समाÛतर चतभुु [ज  

 
(a) ͬचğ 1.20 (b) 

OQRP’ को ͪवकण[ OR के अनǑुदश पǐरमाण व Ǒदशा मɅ ĤाÜत होता है । 
कण A का B के सापे¢ आपेͯ¢क वेग का पǐरमाण  

 2 2 02 cos 180AB A B A Bv v v v v     = 2 2 2 cosA B A Bv v v v     …..(1.51) 

यǑद ABv  सǑदश Av  के साथ   कोण बनाता है तो समी (1.5) से 
 
 

sin 180
tan

cos 180
B

A B

v
v v








 

=
sin

cos
B

A B

v
v v


    ....(1.52)
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1.4.2 Ĥ¢ेÜय गǓत (Projectile motion) 

जब ͩकसी ͪ पÖड को Ĥारिàभक िèथǓत से, ऊÚवा[धर Ǒदशा से ͧ भÛन ͩकसी Ǒदशा मɅ फɅ का जाता 
है, तो वह गǾु×वीय ×वरण (ऊÚवा[धर Ǒदशा मɅ लगता है) के अÛतग[त ऊÚवा[धर तल मɅ एक वĐ पथ 
पर गǓत करता है । इस गǓत को ''Ĥ¢ेÜय गǓत'' कहते हɇ तथा, ͪ पÖड को Ĥ¢ेÜय (Projectile) कहत े
हɇ । हवाई जहाज से ͬगराये गये बम कȧ गǓत, बÛदकू से छोड़ी गई गोलȣ कȧ गǓत, पØृवी कȧ सतह 
से ͩकसी कोण पर फɅ कȧ गई ͪपÖड कȧ गǓत आǑद Ĥ¢ेप गǓत के उदाहरण हɇ । 

Ĥ¢ेÜय गǓत को सदैव दो लàबवत ्èवतंğ एक ͪवमीय गǓतयɉ मɅ ͪवयोिजत ͩकया जा सकता 
है-   
(1) ¢ैǓतज गǓत - िजसमɅ वेग का ¢ैǓतज घटक Ǔनयत रहता है, Èयɉͩक ¢ैǓतज ×वरण का घटक 
शूÛय होता है और 
(2) ऊÚव[ गǓत - िजसमɅ वेग का ऊÚव[ घटक गǾु×वीय ×वरण g के कारण समय के साथ पǐरवǓत[त 
होता है । 

(a) Ĥ¢ेÜय का पथ (Trajectory of projectile) 
माना एक Ĥ¢ेÜय को मूल ǒबÛद ुO से ¢ैǓतज से o  कोण पर Ĥारिàभक वेग u


 से फɅ का 

जाता है । ͬचğ (1.21) के ɮवारा Ĥारिàभक वेग u

 को ¢ैǓतज व ऊÚवा[धर घटकɉ मɅ ͪवयोिजत करने 

पर 

 
ͬचğ 1.21 

0xu uCos  तथा 0xu uCos     .....(1.54) 
ͪपÖड कȧ गǓत गǾु×वीय ×वरण g के Ĥभाव मɅ है जो ͩक Ǔनयत है तथा ऊÚवा[धर नीचे कȧ ओर है । 
इस कारण Ĥ¢ेÜय का ¢ैǓतज ×वरण घटक 0xa   तथा ऊÚव[ ×वरण घटक ya g  ͩकसी समय 

t पर यǑद Ĥ¢ेÜय ǒबÛद ुP पर हो जहाँ इसके Ǔनदȶशाकं ( ,x y ) हɉ तो गǓत के ɮͪवतीय समीकरण 
 21 2s ut at   से ¢ैǓतज व ऊÚव[ Ǒदशाओं मɅ Ǔनदȶशांक (ͪवèथापन) के मान Đमश: 

21 2x xx u t a t   से  0xx u t uCos t     .....(1.55) 

व  
21 2y yy u t a t   से 

21 2yy u t gt   

या    2
0 1 2y uSin t gt       ..(1.56) 



21 
 

समी (1.55) से 
0cos

xt
u 

  का मान समी (1.56) मɅ रखकर t को ͪवलुÜत करने पर  

 
2

0
0 0

1sin
cos 2 cos

x xy u g
u u


 

   
    

   
 

या   2
0 2 2

0

tan
2 cos

gy x x
u




        .(1.57) 

समी (1.57) से èपçट है ͩक Ĥ¢ेÜय का पथ परवलयाकार होता है । 
(b) Ĥ¢ेÜय का उɬडयन काल (Flight-time of projectile) 
माना ͪ पÖड को अपने Ĥ¢ेÜय पथ के उÍचतम ǒबÛद ुA तक पहु ँचने मɅ t समय लगता है, जहा ँ

ͪपÖड का ऊÚव[ वेग शूÛय होता है । अत: गǓत के Ĥथम समीकरण v=u + at से 
x x xv u a t   या 0cosx xv u u    

व y y yv u a t   या 0sin 0yv u gt    

0sinut
g


          ..(1.58) 

उÍचतम ǒबÛद ुA पर पहु ँचने के पæचात ͪपÖड इतना हȣ समय ǒबÛद ुB पर नीचे आने मɅ लेता है । 

अत: ͪपÖड का उɬडयन काल 02 sin2 uT t
g


       ...(1.59) 

(c) Ĥ¢ेÜय कȧ ऊँचाई (Height of projectile) 
माना ͪ पÖड के पथ के उÍचतम ǒबÛद ुA कȧ ऊÚवा[धर ऊँचाई H है तथा इस ǒबÛद ुपर ऊÚवा[धर 

वेग शूÛय होता है । अत: गǓत के ततृीय समी 2 2 2v u as   से 
2 2 2y yv u gH   

या  
2 2 2

0sin
2

yu uH
g g


             ..(1.60) 

समी (1.6O) से èपçट है ͩ क कोण 0 =900 होने पर ͪ पÖड सबसे अͬधक ऊँचाई ĤाÜत करता 
है । 

2

max 2
uH
g

        ….. (1.61) 

(d) Ĥ¢ेÜय कȧ परास (Range of projectile) 
ͪपÖड अपने उɬडयन काल कȧ अवͬध मɅ िजतनी ¢ैǓतज दरूȣ तय करता है, उसे '¢ैǓतज परास' 

कहते हɇ । अथा[त परास 
R=OB= ¢ैǓतज वेग X उɬडयन काल 

या   0
0

2 sin
cosx

uR u T u
g



 

    
 
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या 
2 2

0 02 sin . cosu uR
g
 

  या 
2

0sin 2uR
g


  …..(1.62) 

अͬधकतम ¢ैǓतज परास के ͧलए 0sin 2 1  अथा[त ् 0
02 90  या 0

0 45   होना चाǑहए । जब 

Ĥ¢ेÜय को 450 कोण पर फɅ का जाता है तो इसकȧ परास अͬधकतम ĤाÜत होती है । अथा[त ् 
2

max
uR
g

                   ….. (1.63) 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
7. एक ͨखलाड़ी गɅद को ¢ैǓतज से ͩकस झुकाव पर फɅ के ͩक गɅद अͬधकतम दूरȣ तक 
 जाये? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
8. ͩकन दो कोणɉ पर कण को Ĥ¢ेͪपत करने पर समान परास ĤाÜत होती है?  
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 1.4 एक åयिÈत 3kmh-1 के वेग से एक समतल सड़क पर गǓतशील है । वषा[ कȧ बूँदɅ 4kmh-1 
के वेग से नीचे कȧ ओर ͬगर रहȣ हɇ । वषा[ कȧ बूँदɉ का åयिÈत के सापे¢ वेग £ात करो । 
हल: मान लȣिजये 3mOP v 

 
 ͩकमी./घटा åयिÈत के वेग को तथा 4rOQ v 

 
ͩकमी.ĤǓत घटंा 

वषा[ कȧ बूँदɉ के वेग को ͬचğ 1.22 मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 
वषा[ का åयिÈत के सापे¢ वेग  rmv


£ात 

करने के ͧलए åयिÈत पर ' mOP v 
 

 वेग लगाकर 
उसे ͪवरामावèथा मɅ लाते हɇ तथा इतने हȣ पǐरमाण का 
वेग वषा[ कȧ बूँदɉ पर भी आरोͪपत करते हɇ । इस Ĥकार 

mv  का मान सǑदश OQ


 व 'OP


 का पǐरणामी 

मान होगा, िजसका पǐरमाण   
2 2 2 2 14 3 5rm r mv OR v v kmh

 
       

तथा 
3tan
4

m

r

v
v

    

या 0tan'0.75 36 52 '    (ऊÚवा[धर के सापे¢) 
इस उदाहरण मɅ åयिÈत को वषा[ से बचाव के ͧ लए छाते को ऊÚवा[धर से अĒ Ǒदशा मɅ 036 52 ' कोण 
पर रखना होगा । 
उदाहरण 1.5 एक कण को Ĥ¢ेपण ǒबÛद ुसे ¢ैǓतज तल मɅ लêय बनाकर जब   कोण पर फɅ कत े
हɇ तो ‘a’ दरूȣ पहले ͬ गरता है तथा जब β कोण पर फɅ कते हɇ तो ‘b’ दरूȣ बाद मɅ ͬ गरता है । यǑद सभी 
िèथǓतयɉ मɅ Ĥ¢ेपण वेग समान हो तो Ĥ¢ेपण के ͧलए सहो कोण कȧ गणना करो । 
हल ; मान लȣिजये Ĥ¢ेपण कȧ सभी िèथǓतयɉ मɅ वेग u है । यǑद Ĥ¢ेपण ǒबÛद ुसे लêय कȧ दरूȣ 
(परास)  
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R हो तो उͬचत Ĥ¢ेपण कोण   के ͧलए 
2 sin 2uR

g


  

जब Ĥ¢ेपण कोण α  हो तो  
2 sin 2uR a

g


   

तथा जब Ĥ¢ेपण कोण β हो तो    
2 s in 2uR b

g


   

उÈत समीकरणɉ से    
2

sin 2 sin 2uR a b a b
g

     

R का मान रखने पर     
2 2s in 2 s in 2 s in 2u ua b a b

g g


     

या 
sin 2 sin 2sin 2 a b

a b
 







  

1.5 व×ृताकार गǓत (Circular Motion)  
जब कोई कण एक Ǔनिæचत ǒबÛद ुको केÛġ मानकर उसके पǐरतः एक व×ृतीय पथ पर Ǔनयत 

चाल से गǓत करता है, तो उसकȧ गǓत 'एक समान व×ृतीय गǓत (uniform circular motion) 
कहलाती है । यह गǓत एक ऐसे ×वरण के अÛतग[त होती है, िजसका पǐरमाण Ǔनयत रहता है परÛत ु
Ǒदशा ǓनरÛतर बदलती रहती है व सदैव केÛġ कȧ ओर इंͬगत होती है । इसे ͬ चğ 1.23 मɅ दशा[या गया 
है । 

(a) कोणीय ͪवèथापन- एक कण r ǒğÏया के व×ृताकार पथ पर Ĥारिàभक िèथǓत X 
से चलना Ĥारàभ करता है तथा समय t व  t t यह कोणीय िèथǓत   व     ĤाÜत करता 

है । अत: कण का t समयाÛतराल मɅ कोणीय ͪ वèथापन   = कोण BOA है । यह एक ͪ वमाहȣन 
अ¢ीय सǑदश है व इसका S.I. माğक रेͫडयन है । इसे 1.24 मɅ दशा[या गया है ।   

 
(b) कोणीय वेग- Ǔनयत समयाÛतराल मɅ को कोणीय ͪवèथापन तथा समयाÛतराल के 

अनपुात को कण का औसत कोणीय वेग कहते हɇ । अथा[त ्औसत कोणीय वेग av t


 



 …..(1.64)  

सीमा 0t   मɅ औसत कोणीय वेग का मान कण के ता×¢ͨणक कोणीय वेग के तुãय हो जाता है 

t o av t o
dLim Lim

t dt
 

     



         ….. (1.65) 

इसका S.I माğक रेͫडयन / सैकÖड है । 
व×ृताकार पथ पर एक पǐरĐमण काल T (आव×त[काल) मɅ कण का कोणीय ͪवèथापन 2π 

रेͫडयन होता है अत: समी (1.65) से 
2 2 n
T


      ..(1.66)
 
 11 sin 2 sin 2sin

2
a b

a b
 

       

11 s in 2 s in 2s in
2

a b
a b
 

       
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जहाँ 
1n
T

  को आविृ×त कहते हɇ तथा ĤǓत सकैÖड कण ɮवारा परेू ͩकये गये चÈकरɉ कȧ संÉया ɮवारा 

पǐरभाͪषत कȧ जाती है । कण के कोणीय वेग व रेखीय वेग मɅ Ǔनàन सàबÛध होता है- 
v w r 
  

           ..(1.67) 
तथा पǐरमाण Ǿप मɅ  v r          ..(1.68) 

(c) कोणीय ×वरण 
यǑद कण व×ृतीय पथ पर पǐरवतȸ कोणीय वेग से गǓतशील हो तथा ͩ कसी समयाÛतराल t

मɅ कोणीय वेग मɅ पǐरवत[न   हो तो कण का औसत कोणीय ×वरण ava
t






 ….. (1.69) तथा 

सीमा t o मɅ औसत कोणीय ×वरण के मान को ता×¢ͨणक कोणीय ×वरण कहते हɇ । 

t o av t o
da Lim a Lim

t dt
 

    



          ….. (1.70) 

कण का èपश[ रेखीय ×वरण 

 T
dv d da r r
dt dt dt


  

                   
  ….. (1.71) 

 
सǑदश Ǿप मɅ aT  मɅ  Ǔनàन सàबÛध होता है-  

Ta a r
  

                                 …. (1.72) 
अͧभकेÛġȣय ×वरण 

ͬचğ 1.25 मɅ कण के r ǒğÏया के व×ृताकार पथ पर Ĥ×येक ǒबÛद ुपर कण के वेग कȧ Ǒदशा 
èपश[ रेखीय होती है । ͩ कसी अãप समयाÛतराल t मɅ 
कण P1P1 तक s  दरूȣ चलता है । तथा कण के वेग 

मɅ पǐरवत[न 2 1v v v  
    होता है । यǑद हम 1v


 व 

2v


 को एक हȣ ǒबÛद ुc से ͬचğ (ब) के अनसुार खीचें 

तो 2 1AB v v 
  

 को åयÈत करेगा ।  

1OPP  तथा CAB  समǾप हɇ, Èयɉͩक 
Ĥ×येक ǒğभुज कȧ दो भुजाऐं समान हɇ तथा उनके मÚय 
कोण  हɇ । अत:  

1 2

1

PP AB
PO AC

  

या  
s v

r v
 

  

vv s
r

    या v v s
t r t

 


 
 

lim t o   होने पर t o av t o
v v sLim a Lim
t r t   

 


 
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या   
dv vds
dt rdt

      या 
va y
r

  

या        
2va

r
                         .....(1.73) 

इस ×वरण कȧ Ǒदशा वहȣ होगी जो v

 कȧ है । t के अनÛत सूêम होने पर 1v


 व 2v


 सàपाती हɉगे 

तथा v

  सǑदशɉ  1v


व 2v


दोनɉ के लàबवत ्होगा । अत: ×वरण a

 भी 1v

  व 2v


 के लàबवत ्

होगा, अथा[त ्×वरण a

 कȧ Ǒदशा व×ृत के केÛġ O कȧ ओर होगी । इसͧलये इसे 'अͧभकेÛġȣय ×वरण' 

कहते हɇ । 

इसका पǐरमाण 
2v

r
 Ǔनयत रहता है, परÛत ुǑदशा ǓनरÛतर बदलती रहती है व सदैव कण के वेग कȧ 

Ǒदशा के लàबवत ्रहती है । 

1.5.1 ¢ैǓतज तल मɅ व×ृताकार गǓत (Circular motion in horizontal plane) 

ͩकसी कण के Ǔनयत चाल से व×ृताकार पथ पर गǓत करने 
पर वेग कȧ Ǒदशा मɅ सतत ्पǐरवत[न होने के कारण कण कȧ गǓत 

×वǐरत होती है । इस ×वरण का पǐरमाण 
2v

r
 होता है और इसकȧ 

Ǒदशा केÛġ कȧ ओर होती है । अत: व×ृताकार पथ पर ×वǐरत गǓत 
के ͧलए यह आवæयक है ͩक कण पर एक Ǔनयत बल काय[ करे । 
इस बल को 'अͧभकेÛġȣय बल' कहत ेहɇ । यह पǐरणामी बल ͬचğ 
1.26 मɅ दशा[ये से अनसुार सदैव केÛġ कȧ ओर लगता है, िजसका 
पǐरमाण  

2

r
mvF ma

r
              ….. (1.74) 

होता है । इस Ĥकार कण को एक समान व×ृताकार गǓत मɅ बनाये रखने के ͧलए अͧभकेÛġȣय बल कȧ 
आवæयकता होती है । इस बल कȧ उ×पि×त ͩ कसी बाéय İोत जैसे गǾु×वाकष[ण, तनाव, घष[ण, कूलाम 
बल आǑद से होती है । पØृवी के पǐरतः पǐरĐमण कर रहे कृǒğम उपĒह को अͧभकेÛġȣय बल पØृवी 
व उपĒह के मÚय गǾु×वाकष[ण बल से ĤाÜत होता है । डोरȣ से बधें कण कȧ ¢ैǓतज व×ृताकार पथ 
मɅ गǓत के समय अͧभकेÛġȣय बल कȧ ĤािÜत डोले मɅ उ×पÛन तनाव से होती है । इसी Ĥकार परमाण ु
मɅ नाͧभक के चारɉ ओर पǐरĐमण कर रहे इलेÈĚॉन को आवæयक अͧभकेÛġȣय बल, इलेÈĚॉन व नाͧभक 
के मÚय कूलाम बल ɮवारा ĤाÜत होता है । 

1.5.2 ऊÚवा[धर तल मɅ व×ृतीय गǓत (Circular motion of vertical plane) 

जब ͩकसी ͪपÖड को डोरȣ के एक ͧसरे से बाधंकर 'ऊÚवा[धर' तल मɅ व×ृताकार पथ मɅ घमुात े
हɇ तो गǾु×वीय बल के पǐरवत[न के कारण ͪ पÖड कȧ चाल मɅ पǐरवǓत[त होता है । अत: ͪ पÖड पर लगने 
वाला अͧभकेÛġȣय बल तथा डोरȣ का तनाव भी सतत ्Ǿप से पǐरवǓत[त होता है । 
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मान लȣिजये ͬचğ 1.27 मɅ m ġåयमान के एक ͪपÖड को 
r लàबाई कȧ डोरȣ के साथ बाधँकर ऊÚवा[धर तल मɅ घमुाया जा रहा 
है । जब ͪपÖड के उÍचतम ǒबÛद ुB पर होता है तो इसका भार mg 
तथा डोरȣ मɅ तनाव Tb दोनो नीचे कȧ ओर लगते हɇ अत: इनका 
पǐरणामी बल व×ृताकार गǓत के ͧलए आवæयक अͧभकेÛġȣय बल 
Ĥदान करता है । 

2
b

b
mvT mg

r
                         ….. (1.75) 

समी (1.75 ) मɅ जब ͪपÖड कȧ चाल vb का मान कम करत ेहɇ तो 
डोरȣ मɅ तनाव (Tb) कम होने लगता है तथा चाल के Ûयनूतम मान 
पर यह घटकर शूÛय हो जाता है । ͪपÖड कȧ चाल के इस Ûयनूतम 
मान को 'ĐांǓतक चाल' (vc) कहते हɇ । अत: उपरोÈत समी. मɅ vb=vc तथा Tb=0 रखने पर 

2
cmvo mg

r
 

 
ĐांǓतक चाल cv gr                                         …..(1.76) 

यǑद पथ के उÍचतम ǒबÛद ुपर ͪ पÖड कȧ चाल का मान ĐांǓतक मान  gr  से कम हो तो आवæयक 

अͧभकेÛġȣय बल कȧ ĤािÜत ͪपÖड के भार से नहȣ हो पायेगी । इस िèथǓत मɅ ͪपÖड ͬगर जायेगा तथा 
डोरȣ ढȣलȣ पड़ जायेगी । 

व×ृतीय पथ के Ǔनàनतम ǒबÛद ुA पर ͪपÖड का वेग va हो तो यांǒğक ऊजा[ के सरं¢ण के 
Ǔनयम से ǒबÛद ुA पर गǓतज ऊजा[ = ǒबÛद ुB पर गǓतज ऊजा[ + िèथǓतज ऊजा[  

2 21 1 2
2 2a bmv mv mg r  

 
 21 1 2

2 2amv m gr mgr            ( bv gr  ĐांǓतक चाल) 

या  
2 5av gr  

5av gr   
अत: यǑद 5av gr  कम हो तो vb का मान 5gr  से कम होगा और डोरȣ ऊपर घमूत ेहु ये ढȣलȣ 
पड़ जायेगी । 

यǑद Ǔनàनतम ǒबÛद ुA पर डोरȣ मɅ तनाव Ta हो तो Ta व mg का पǐरणामी मान आवæयक 
अͧभकेÛġȣय बल Ĥदान करेगा । अत: 

 

2
a

a

mv
T mg

r
 

 
5av gr  रखने पर          5aT mg mg   

या  6aT mg   



27 
 

अत: यǑद ͪपÖड का व×ृतीय पथ के उÍचतम ǒबÛद ुपर तनाव शूÛय है तो Ǔनàनतम ǒबÛद ु
पर तनाव का मान ͪपÖड के भार का 6 गनुा होना चाǑहए । 
जब एक छोटȣ बाãटȣ मɅ कुछ पानी लेकर उसे ऊÚवा[धर तल मɅ तजेी 
से घमुाया जाता है तो बाãटȣ के ऊãटा हो जाने पर भी उसमɅ से पानी 
नहȣं ͬगरता । (देखɅ ͬचğ 1 .28 ) । Èयɉͩक बाãटȣ ऊÚवा[धर तल मɅ 
अͧभकेÛġȣय बल के Ĥभाव मɅ घमूती है । घमूती बाãटȣ मɅ पानी पर 
अपकेÛġȣय बल लगता है जो पǐरमाण मɅ सदैव अͧभकेÛġȣय बल के 
बराबर व ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ लगता है । यǑद बाãटȣ के घमूने कȧ चाल 
अͬधक हो तो अपकेÛġȣय बल का मान पानी के भार w से अͬधक होता 

है । बलɉ का यह अÛतर 
2
bmv w

r
 

 
 

 , पानी को ऊपर कȧ ओर बाãटȣ 

के तलȣ पर दबाये रखता है व नीचे ͬगरने नहȣं देता । 
उदाहरण 1.6 एक कार 30 मी./से. कȧ गǓत से 500 मीटर ǒğÏया के व×ृताकार पथ पर गǓत कर रहȣ 
है । इसका वेग 2 मी./से. कȧ दर से बढ़ रहा है । इसके ×वरण का मान £ात कȧिजये । 
हल. यǑद व×ृतीय पथ पर चल रहȣ वèत ुकȧ चाल बढ़ रहȣ है तो वèतु मɅ अͧभकेÛġȣय ×वरण के अǓतǐरÈत 
èपश[ रेखीय ×वरण भी होता है । अͧभकेÛġȣय ×वरण (ar) वèतु के चलने कȧ Ǒदशा मɅ पǐरवत[न के 
कारण होता है तथा èपश[ रेखीय ×वरण (aT) चाल मɅ पǐरवत[न के कारण होता है । ar कȧ Ǒदशा ǒğÏया 
के अनǑुदश तथा aT कȧ Ǒदशा वतृ पर खींची गई èपश[ रेखा के अनǑुदश होती है, इस Ĥकार ar व aT 
परèपर लàबवत ्होते हɇ । 

यहाँ   
2 30 30 1.8

500r
va
r


     तथा aT 2.0 मी./से.    

अत: पǐरणामी ×वरण 2 2
r ra a a     या    2 21.8 2 2.7a    मी./से. 

1.6 सारांश (Summary) 
 भौǓतक राͧशयɉ को अǑदश, सǑदश व ĤǑदश के Ǿप मɅ वगȸकृत करते हɇ । िजन राͧशयɉ को 

केवल पǐरमाण व माğक ɮवारा åयÈत कर सकते हɇ, उÛहɅ अǑदश राͧशया ँकहते हɇ । िजन 
राͧशयɉ को åयÈत करने के ͧलए पǐरमाण व माğक के साथ Ǒदशा कȧ भी आवæयकता होती 
है, उÛहɅ सǑदश राͧशयाँ कहत ेहɇ । िजन राͧशयɉ को åयÈत करने के ͧलए पǐरमाण, माğक, 
Ǒदशा के अǓतǐरÈत पदाथ[ के अÛय गणुɉ कȧ भी आवæयकता होती है, उÛहɅ ĤǑदश कहते हɇ। 

 वह सǑदश िजसका पǐरमाण एकांक तथा Ǒदशा Ǒदये गये सǑदश के अनǑुदश हो, उसे एकाकं 
सǑदश कहते हɇ । 

 दो सǑदशɉ का संयोजन ǒğभजु Ǔनयम या समाÛतर चतुभु [ज Ǔनयम से तथा दो से अͬधक सǑदशɉ 
का संयोजन बहु भजु Ǔनयम से £ात कर सकत ेहɇ । 

 ͩकसी सǑदश को दो या दो से अͬधक घटकɉ मɅ इस Ĥकार ͪवभािजत करने कȧ ĤͩĐया को, 
िजसमɅ सभी ͪवभािजत घटकɉ का सǑदश योग Ǒदये हु ये सǑदश के समान हो, ͪवयोजन कहते 
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हɇ । दो सǑदशɉ का आदेश गणुनफल . cosA B A B 
  

 ɮवारा Ǒदया जाता है व यह एक 

अǑदश राͧश है । 
 दो सǑदशɉ का सǑदश गणुनफल ˆsinA B A B n 

   
 ɮवारा Ǒदया जाता है यह एक सǑदश 

राͧश है।  
 यǑद कोई दो सǑदश समाÛतर हɇ तो मɅ 0A B 

 
तथा इनके लàबवत ्होने पर . 0A B 

 

होता है । 
 ͩकÛहȣं तीन सǑदशɉ के एक हȣ तल मɅ (समतलȣय) होने के ͧलए .( ) 0A B C   

  
 होता 

है । 
 जब कोई कण एक सरल रेखा के अनǑुदश एक ͪ वमीय गǓत करता है तो उसे ऋजुरेखीय गǓत 

कहते हɇ। 
 ͩकसी एक कण का दसूरे कण के सापे¢ वेग, उस कण का आपेͯ¢क वेग कहलाता है । 
 ͩकसी तल मɅ कण कȧ वĐȧय गǓत को ɮͪवͪवमीय गǓत कहते हɇ । जब कण को ऊÚवा[धर तल 

मɅ Ǔनयत ×वरण से ͩ कसी कोण पर फɅ का जाता है, तो कण परवलयाकार पथ पर Ĥ¢ेÜय गǓत 
करता है । 

 व×ृताकार पथ पर गǓत के ͧलए कण पर सदैव केÛġ कȧ ओर अͧभकेÛġȣय बल 2( / )mv r  
कȧ आवæयकता होती है । 

 ऊÚवा[धर तल मɅ वतृाकार गǓत मɅ पथ के Ǔनàनतम व उÍचतम ǒबÛदओंु पर वेग Đमश: 

5Rg  व Rg  तथा तनावɉ का अÛतर 6mg होता है । 

1.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
ऋजुरेखीय गǓत Rectilinear motion 
आपेͯ¢क गǓत Relative motion 
Ĥ¢ेÜय Projectile 
सǑदश Vector 

1.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
M. Alonslo and E.Finn Fundamental University Addition-Wesley Publishing Co. 
 Physics (Vol I)  
R. Resnick and D. Halliday Physics (Part I) Wiley Eastern Private Ltd. 
  New Delhi 
H. C. Verma Concepts of Physics Bharati Bhawan, Patna 
 (Part I)  
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1.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. वह सǑदश िजसका पǐरमाण एकांक हो तथा Ǒदशा Ǒदये हु ए सǑदश के अनǑुदश हो । 
2. दोनɉ सǑदश समान ĤकृǓत के होने चाǑहए, जैसे वेग को वेग मɅ हȣ जोड़ा या घटाया जा सकता 

है । 
3. .( ) 0A B C 

  
 होने पर तीनɉ सǑदश समतलȣय हɉगे । 

4. नहȣं । 
5. ता×¢ͨणक चाल । 
6. हाँ व×ृताकार पथ पर गǓतशील कण कȧ गǓत इसका उदाहरण है । 
7. 045  कोण पर Ĥ¢ेͪपत करने पर अͬधकतम परास ĤाÜत होती है । 
8. 2

max /R u g  

1.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓत लघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. एक कण r ǒğÏया के व×ृताकार पथ पर गǓतशील है, अƨ[ चĐ मɅ कण ɮवारा चलȣ गई दरूȣ व 

ͪवèथापन £ात करो ।          
(उ×तर: r व2r ) 

2. ͩकस Ǒदशा मɅ गǓतशील कण ɮवारा चलȣ गई दरूȣ व उसका ͪवèथापन समान हो सकते हɇ । 
(उ×तर: सरल रेखा मɅ) 

3. ͩकस दशा मɅ गǓतशील कण का औसत वेग तथा ता×¢ͨणक वेग समान हो सकते हɇ । 
(उ×तर: एकसमान गǓत) 

4. वेग-समय आरेख का ढाल Èया दशा[ता है? 
 (उ×तर : ×वरण) 

Ǔनबधंा×मक Ĥæन (essay type questions) 
5. एक समान गǓत के ͧ लये वेग-समय आरेख खीͬचयें और ͧ सƨ कȧिजए ͩ क इस आरेख के वĐ और 

समय अ¢ के मÚय का भाग का ¢ेğफल गǓत कर रहȣ वèत ुके ͪवèथापन के बराबर होता है । 
6. ͧसƨ कȧिजये ͩ क ¢ैǓतज से   कोण पर फɅ के गये एक Ĥ¢ेÜय का पथ परवलयाकार होगा । इसके 

ɮवारा अͬधकतम ऊचांई का सूğ ĤाÜत कȧिजए । 
7. एक डोरȣ से बधंा हुआ ͪ पÖड ऊÚवा[धर व×ृताकार पथ मɅ गǓतशील है । सफलतापवू[क गǓत के ͧ लये 

पथ के ͧ लये पथ के (1) Ǔनàनतम तथा (2) उÍचतम ǒबÛद ुपर कम से कम गǓत चाल Èया होनी 
चाǑहए । अपने उ×तर का औͬच×य ͧसƨ कȧिजए । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
8. सǑदश ˆ ˆ( )i j ) का पǐरमाण व Ǒदशा £ात करो । 

उ×तर: 2 तथा 
045 X  अ¢ से) 
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9. सǑदशɉ ˆˆ ˆ2A i j k  


 तथा ˆˆ ˆ ˆ2B i j k    के मÚय कोण £ात करो । 

(उ×तर: 060 ) 
10. ͩ कसी Ĥ¢ेÜय के ͧलए समान ¢ैǓतज परास तथा अͬधकतम ऊँचाई के ͧ लए Ĥ¢ेÜय कोण Èया होगा। 

(उ×तर: tan 14


) 
11. ͬ चğ 1.29 मɅ Ĥदͧश[त एक m ġåयमान का ͪपÖड घष[ण रǑहत तल पर ǒबना ͩफसले गǓत करता 

है । ͪपÖड कȧ Ûयनूतम ऊँचाई h Èया हो िजससे वह R ǒğÏया के 
व×ृताकार पथ को पणू[ कर सके? 

(उ×तर: 2.5r)  
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इकाई- 2 
बल 

(Force) 
इकाई कȧ ǽपरेखा 

2.0 उƧेæय 
2.1 Ĥèतावना 
2.2 बल कȧ अवधारणा 
2.3 ĤकृǓत के मलू बल 
2.4 संगामी बलɉ का संतलुन 
2.5 घष[ण 

2.5.1 èथैǓतक घष[ण 
2.5.2 गǓतक घष[ण 
2.5.3 लोटनी घष[ण 
2.5.4 घष[ण के अनĤुयोग 

2.6 साराशं 
2.7 शÞदावलȣ 
2.8 संदभ[ ĒÛथ 
2.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
2.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

2.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप- 

 बल कȧ अवधारणा समझ पायɅगे; 
 ĤकृǓत मɅ åयाÜत ͪवͧभÛन मलू बलɉ व उनकȧ अÛयोÛय ͩĐयाओं को जान सकɅ गे; 
 ͩकसी कण व ͪपÖड पर लग रहे ͪवͧभÛन बलɉ के Ĥभाव मɅ साàयावèथा का ĤǓतबधं ĤाÜत 

कर सकɅ गे; 
 ͩकसी ͪपÖड पर लगने वाले ͪवͧभÛन Ĥकार के घष[ण बलɉ के बारे मɅ जान सकɅ गे; 
 घष[ण के मह×व तथा इसे कम करने के ͪवͧभÛन उपायɉ को जान सकɅ गे । 

2.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने èथानाÛतरण गǓत के ͪ वͧभÛन भौǓतक चर राͧशयɉ के बारे मɅ जानकारȣ 

कȧ है । इस इकाई मɅ आप बल तथा इसके Ĥभावɉ का अÚययन करɅगे । दैǓनक जीवन मɅ हम सभी 
धÈका ͨ खचंाव, हाथ से ͩकसी हãकȧ या भारȣ वèतु को पकड़ना व मासं पेͧशयɉ कȧ गǓतͪवͬधयɉ से भलȣ 
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भांǓत पǐरͬचत हɇ । यह हमɅ बल के अÛत£ा[न का बोध कराती हɇ । बल, वèतुत: दो वèतुओं के मÚय 
होने वालȣ एक अÛयोÛय ͩĐया है । कोई भी वèतु चाहे वह आपेͯ¢क ͪवराम या आपेͯ¢क गǓत कȧ 
अवèथा मɅ हो एक या एक से अͬधक बलɉ के Ĥभाव èवǽप व उनके सतंुलन का हȣ पǐरणाम है । ĤकृǓत 
मɅ होने वालȣ समèत Ĥकार कȧ गǓतͪवͬधयां मलू बलɉ के अÛतग[त सàपÛन होती हɇ । ĤकृǓत मɅ åयाÜत 
सभी बलɉ को चार भागɉ मɅ वगȸकृत ͩकया गया है, जो ͩक गǾु×वीय, ͪवɮयतु चुàबकȧय, नाͧभकȧय 
तथा दबु[ल अÛयोÛय ͩĐयाऐं हɇ । 

इस इकाई के अनÍुछेद 2.2 व 2.3 मɅ आप Đमश: बल कȧ अवधारणा को अनेक रोचक 
उदाहरणɉ कȧ सहायता से तथा ĤकृǓत के मूल बलɉ का ͪवèतारपवू[क अÚययन करɅगे । जब दो या दो 
से अͬधक बल ͩकसी ͪपÖड पर एक हȣ ͩĐया ǒबÛद ुपर रÈत साथ काय[ करते हɇ तो उÛहɅ संगामी बल 
कहते हɇ । इस इकाई के अनÍुछेद 2.4 मɅ आप संगामी बलɉ के अÛतग[त ͪपÖड कȧ साàयावèथा का 
ĤǓतबधं ĤाÜत करɅगे । 

हमारे दैǓनक जीवन मɅ घष[ण एक सामाÛय अनभुव कȧ बात है । जब दो सàपͩक[ त सतहɉ के 
मÚय सापेͯ¢क गǓत होती है तो उनके मÚय मɅ घष[ण बल लगता है । अनÍुछेद 2.5 मɅ आप घष[ण 
बल के ͪवͧभÛन Ĥकारɉ का ͪवèतार पवू[क अÚययन करɅगे । साथ हȣ घष[ण के मह×व व इसके Ĥभावɉ 
को भी जानɅगे । घष[ण के कारण ऊजा[ कȧ ऊçमा के ǽप मɅ ¢Ǔत होती है तथा मशीनɉ कȧ द¢ता मɅ 
कमी आती है अत: आप घष[ण कम करने के उपायɉ को भी जानɅगे । 

2.2 बल कȧ अवधारणा (Concept of force) 
बल शÞद कȧ उ×पि×त लेǑटन भाषा के शÞद ''Fortis'' से हु ई है । हमारे दैǓनक जीवन का 

अनभुव हमɅ बल के अÛत£ा[न का ͪवचार Ĥदान करता है । बल का ͪवचार सव[Ĥथम मांसपेͧशयɉ के 
ͨखचंाव (Stress) से आया । जब हम ͩ कसी भारȣ वèतु को हाथ मɅ पकड़ते हɇ तो उस पर अͬधक बल 
लगात ेहɇ तथा हãकȧ वèतु को हाथ मɅ पकड़ने के ͧ लये कम बल लगाते हɇ । इसी Ĥकार भार को खींचने 
या धÈका देने के ͧ लये बल कȧ आवæयकता होती है । बल वाèतव मे दो वèतुओं के मÚय एक अÛयोÛय 
ͩĐया होती है । 

जब एक बãलेबाज बãले से गɅद को मारता है तो वह अÛयोÛय ͩĐया ɮवारा इसकȧ गǓत को 
बदल देता है । नहाते समय हमारे शरȣर पर पानी कȧ बूदंो का ͬचपकना, पानी के अणुओं तथा शरȣर 
के मÚय अÛयोÛय ͩ Đया के कारण है । Ǔनजȸव वèतुओं ɮवारा भी बल लगता है । जब हम तीĭ तूफान 
मɅ खड़ ेहोते हɇ तो हवा ɮवारा हम पर बल लगता है । सूखे बालɉ मɅ कंघा करने के उपराÛत, कंघे को 
जब कागज के छोटे टुकडɉ के पास ले जात ेहɇ तो इनका कंघे के साथ ͬचपकना, कंघे. व कागज के 
मÚय अÛयोÛय ͩ Đया के कारण है । इसी Ĥकार ͪ पÖड कȧ Ĥ¢ेÜय गǓत उसकȧ पØृवी के साथ अÛयोÛय 
ͩĐया का Ĥभाव है । 

अनभुव के आधार पर बलɉ को दो वगȾ मɅ बांटा जा सकता है, दरूȣ पर काय[रत बल तथा सàपक[  
बल । सौरमÖडल के ͪवͧभÛन Ēह सूय[ के साथ व परèपर अÛयोÛय ͩĐया ɮवारा अ×यͬधक दǐूरयɉ पर 
अपना èथान ͧलये हु ए हɇ । उपरोÈत उदाहरणɉ मɅ सूêम Ǻिçटकोण के ͪवचार से बãला कभी भी गɅद 
के सàपक[  मɅ नहȣं होता । यɮयͪप बãले के अणु गɅद के अणओंु के अǓतǓनकट होते हɇ तथा अÛयोÛय 
ͩĐया ɮवारा गɅद कȧ गǓतक अवèथा मɅ ¢ͨणक बदलाव कर देते हɇ । इस Ĥकार ĤकृǓत के सभी बल, 
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कुछ दरूȣ पर पथृक ͪवͧभÛन वèतुओं के मÚय अÛयोÛय ͩĐया के पǐरणामèवǽप हɇ । मानवीय èतर 
व Ǻिçटकोण से कुछ िèथǓतयɉ मɅ दǐूरयां इतनी कम होती हɇ, ͩक हम इÛहɅ शूÛय मान लेते हɇ तथा 
वèतुओं के मÚय बलɉ को सàपक[  बल कह देते हɇ । जबͩक कुछ िèथǓतयɉ मɅ दǐूरयां अͬधक होने के 
कारण हम बलɉ को दरूȣ पर काय[रत बल कह देते हɇ । 

èपçटत: बल वह कारक (agent) या बाéय Ĥयास (external effort) है जो ͩकसी वèत ु
कȧ यांǒğक िèथǓत मɅ पǐरवत[न कर सकता है । यह एक सǑदश राͧश है । यǑद ͩकसी कण पर एक 
से अͬधक बल लग रहे हɉ तो सǑदश संयोजन के Ǔनयम ɮवारा पǐरणामी बल £ात कर सकते हɇ । 

Ĥ×येक दो वèतुओं के मÚय बल लगता है । उदाहरणाथ[ जब ͩकसी Þलॉक को मेज पर रखत े
हɇ तो मेज ɮवारा Þलॉक को रखने के ͧलये उस पर बल लगता है तथा Þलॉक भी मेज पर अपने भार 
ɮवारा मेज को नीचे कȧ ओर दबाये रखता है । इसी Ĥकार जब एक भारȣ Þलॉक को रèसी से लटकात े
हɇ तो रèसी Þलॉक को रोके रखने के ͧलये उस पर बल लगाती है तथा Þलॉक भी रèसी पर बल लगाकर 
उसे सीधे ताने रखता है । 

2.3 ĤकृǓत के मूल बल (Fundamental forces in nature) 
ĤकृǓत मɅ åयाÜत ͪवͧभÛन Ĥकार के बलɉ को चार भागɉ मɅ वगȸकृत ͩकया जा सकता है: 

(1) गǽु×वीय बल   (2) ͪवɮयतु चुàबकȧय बल 
(3) नाͧभकȧय बल  (4) दबु[ल बल 

इन बलɉ कȧ पणू[ åयाÉया Ǔनàन Ĥकार है :- 
(1) गǽु×वीय बल (Gravitational force) 

Ĥ×येक दो ͪपÖडɉ या कणɉ के मÚय उनके ġåयमान के गणु के कारण एक दसूरे पर आकष[ण 
बल लगता है िजसे गǽु×वाकष[ण बल कहते हɇ । 

यǑद दो कणɉ के ġåयमान 1m  व 2m  हɉ तथा उनके मÚय दरूȣ r हो तो Ûयटून के 
गǽु×वाकष[ण के Ǔनयम से उनके मÚय बल का पǐरमाण  

1 2
2

m mF G
r

         …. (2.1) 

ɮवारा Ǒदया जाता है । जहा ंG गǽु×वाकष[ण का साव[ǒğक Ǔनयतांक है, िजसका मान 6.67 
x 1110 N-m2/kg2 होता है । Ûयटून के ततृीय Ǔनयम के अनसुार दोनɉ कण समी. (2.1) ɮवारा Ǒदये 
जाने वाले बल के मान से एक दसूरे को अपनी ओर बल लगाकर आकͪष[त करते हɇ । 

पØृवी ɮवारा अÛय वèतुओं पर जो आकष[ण बल उ×पÛन होता है उसे पØृवी का गǽु×व (gravity) 
कहते हɇ । कोई m ġåयमान का कण जो पØृवी कȧ सतह के समीप हो उस पर समी (2.1) के अनसुार

2

G M mF
R

  गǽु×वाकष[ण बल लगता है । इस बल कȧ Ǒदशा पØृवी के केÛġ कȧ ओर (ऊÚवा[धर नीचे 

कȧ ओर) होती है । जहा ं 246 10M kg   व 6400R km  Đमश: पØृवी के ġåयमान व ǒğÏया 

के मान हɇ । राͧश 
2

G M
R

एक Ǔनयतांक है, िजसकȧ ͪवमा ×वरण कȧ होती है तथा इसे गǽु×वीय ×वरण 

(g) कहत ेहɇ, िजसका मान 9.8 मी. / से2 होता है । अत: पØृवी ɮवारा उसके पçृठ के समीप िèथत 
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एक छोटे ͪपÖड िजसका ġåयमान m हो पर mg बल ऊÚवा[धर नीचे कȧ ओर लगता है, िजसे ͪपÖड 
का भार कहते हɇ । 

गǽु×वाकष[ण बल ĦéमाÖड मɅ िèथत Ĥ×येक दो कणɉ या ͪ पÖडɉ (èथूल व सूêम) के मÚय लगता 
है । यह एक संर¢ी व केÛġȣय बल है । इस बल कȧ परास (range) सवा[ͬधक है लेͩकन इसकȧ सामØय[ 
(strength) अãप होती है । 
(2) ͪवɮयतु चुàबकȧय बल (Electromagnetic force) 

यǑद दो कण आवेͧशत हɉ तो उनके मÚय परèपर लगने वाले बल को ͪवɮयतु चुàबकȧय बल 
कहते हɇ । यह बल आकष[ण व ĤǓतकष[ण दोनɉ Ĥकार का हो सकता है तथा यह गǽु×वाकष[ण बल के 
अǓतǐरÈत होता है । इस बल कȧ सामØय[ गǽु×वाकष[ण बल से 1036 गनुा अͬधक होती है, लेͩकन इसकȧ 
परास बहु त कम होती है । यह भी केÛġȣय व संर¢ी बल है । 

जब आवेͧशत कण गǓतशील अवèथा मɅ हो तो ͪवɮयतु चुàबकȧय बल के एक भाग को चàुबकȧय 
बल कहते है, जो ͩक आवेशɉ के पǐरमाण व उनकȧ गǓत कȧ Ǒदशा पर भी Ǔनभ[र करता है । लेͩकन 
यǑद आवेͧशत कण ͪवरामावèथा मɅ हो तो ͪवɮयतु चुàबकȧय बल को िèथर ͪवɮयतु बल (electrostatic 
force) कहत ेहɇ । इसका मान कूलाम के Ǔनयम (coulomb’s law) ɮवारा Ǒदया जाता है । ͩकÛहȣ ं
दो आवेͧशत कणɉ q1 व q2 जो ͩ क r दरूȣ पर िèथत हɉ, के मÚय कूलाम बल Ǔनàन समीकरण ɮवारा 
Ǒदया जाता है: 

F x          …. (2.2) 
जहां 0 2 2

0

1 9 10 /
4

N m c


  


 कूलाम Ǔनयतांक है तथा 12 2 2
0 8.85 10 /c N m     

Ǔनवा[त कȧ ͪवɮयतुशीलता है । यहȣ बल ͧसर के बालɉ मɅ फेरे हु ए कंघे तथा कागज के टुकड़ɉ के मÚय 
आकष[ण के ͧलये उ×तरदायी है । परमाणु मɅ इलेÈĚॉन भी Ĥोटोनɉ ɮवारा उन पर लगने वाले ͪवɮयतु 
चुàबकȧय बलɉ ɮवारा बƨ होते हɇ । इसी Ĥकार इलेÈĚॉन, Ĥोटान, आवेͧशत मेसोन कण आǑद उप 
परमाणͪवक कणɉ के मÚय लगने वाले ͪवɮयतु चुàबकȧय बलɉ ɮवारा अनेक परमाणͪवक व आणͪवक 
Ĥभाव घǑटत होते हɇ । इनके अǓतǐरÈत दैǓनक जीवन कȧ अनेक घटनाओं मɅ भी ͪ वɮयतु चुàबकȧय बल 
देखने को ͧमलत ेहɇ, कुछ Ĥमुख उदाहरण Ǔनàन है : 
(अ) परèपर सàपक[  मɅ दो पçृठɉ के मÚय बल (Force between two surfaces in contact) 

जब हम दो वèतुओं को एक दसूरे से सàपक[  मɅ रखते हɇ तो दोनɉ पçृठɉ के परमाणु एक दसूरे 
से Ǔनकट आते हɇ, तथा दोनɉ वèतुओं के परमाणुओं के आवेͧशत अवयवɉ के मÚय परèपर तीĭ बल 
लगते हɇ । सामाÛयत: परèपर सàपक[  मɅ िèथत दो वèतुओं के मÚय बल उनके उभयǓनçठ अͧभलàब 
अथा[त पçृठ के अͧभलàब Ǒदशा मɅ लगते हɇ । यह बल धÈके या ĤǓतकष[ण बल के ǽप मɅ होते हɇ । 
उदाहरण के ͧ लये जब ͩकसी मेज पर एक ͩ कताब को रखते हɇ तो ͩ कताब, मेज को नीचे कȧ ओर दबाती 
है (अपने से दरू) तथा मेज, ͩकताब को ऊपर कȧ ओर धÈका-देती है (पनु: अपने से दरू) । 
(ब) घष[ण बल (Force friction) 

दो वèतुऐं जो ͩ क परèपर एक दसूरे के सàपक[  मɅ होती हɇ, उनका पçृठ के समाÛतर यǑद बल 
का घटक होता है तो यह घष[ण बल कहलाता है । जब दो सàपक[  मɅ िèथत पçृठɉ ɮवारा पçृठ के अͧभलàब 
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Ǒदशा मɅ बल लगते हɇ' तो वह घष[ण रǑहत होते हɇ तथा ͬचकने पçृठ वालȣ वèतओंु ɮवारा पçृठ के समाÛतर 
बहु त कम माğा मɅ बल उ×पÛन करते हɇ अत:. इÛहɅ घष[ण रǑहत पçृठɉ के अǓत Ǔनकट मान सकते हɇ 
। इसी कारण हम ͬचकने पçृठ पर खड़े नहȣ हो सकते, इसके ͪ वपरȣत पेड कȧ टहनी जो ͩक बहु त खरुदरȣ 
होती है, पर हम आसानी से खड़े हो जाते हɇ । 
(स) डोरȣ या रèसी मɅ तनाव (Tension in a string or rope) 

जब दो åयिÈतयɉ ɮवारा रèसाकसी कȧ जाती है या छत से रèसी ɮवारा ͩकसी भारȣ Þलॉक 
को लटकाया जाता है तो रèसी ͨखचंी हु ई या तनाव कȧ अवèथा मɅ होती है । डोरȣ के Ǔनचले ͧसरे पर 
िèथत इलेÈĚॉन व Ĥोटान ɮवारा Þलॉक के इलेÈĚॉनɉ व Ĥोटोनɉ पर बल लगते हɇ, इÛहȣं बलɉ का पǐरणामी 
मान डोरȣ ɮवारा Þलॉक पर लगने वाला बल होता है । वाèतव मɅ तनी हु ई डोरȣ या रèसी ɮवारा इसके 
दोनɉ ͧसरɉ पर खींचने वाले ͪपÖडɉ पर ͪवɮयतु चुàबकȧय बल लगते हɇ । 
(द) िèĤगं के कारण बल (Force due to a spring) 

जब िèĤगं ͪवèतार कȧ िèथǓत मɅ होती है तो यह इसके ͧसरे के साथ जुड़ी वèतु को खींचती 
है तथा सàपीडन कȧ िèथǓत मɅ यह इसके ͧसरे पर जुडी वèतु को धÈका देती है । यǑद संकुचन व 
ͪवèतार x का मान अͬधक न हो तो िèĤगं ɮवारा लगाये गये बल F का मान, उसकȧ लàबाई मɅ 
पǐरवत[न के समानपुाती होता है, अथा[त ्

F x   
या F K x           ...(2.3) 

यǑद िèĤगं ͪवèताǐरत होती है तो बल केÛġ कȧ ओर लगता है तथा संकुचन होने पर इसकȧ 
पनु: केÛġ कȧ ओर होती है । k को िèĤगं का बल Ǔनयतांक कहते हɇ, तथा यह ĤǓत इकाई सकुंचन 
या ͪवèतार के ͧलये बल कहलाता है । यह बल भी पदाथ[ के परमाणुओं के मÚय ͪवɮयतु चàुबकȧय 
बल ɮवारा जǓनत है । 
(3) नाͧभकȧय बल (Nuclear forces)- नाͧभक मɅ परमाणु का लगभग 99.98% ġåयमान 
ǓनǑहत होता है तथा रेͫडयोधͧम[ता रǑहत त×व का नाͧभक एक èथायी कण होता है । उदाहरण के ͧ लये 
यǑद हȣͧलयम परमाणु से दोनɉ इलेÈĚॉन Ǔनकाल ͧलये जायɅ तो हमɅ आवरण रǑहत (bare) नाͧभक 
के ǽप मɅ अãफा कण ĤाÜत होत ेहɇ । ÛयĚूान ͪ वɮयतुीय उदासीन होते हɇ, जबͩक Ĥोटȣनɉ के धनावेͧशत 
होने के कारण यह कूलॉम बल ɮवारा एक दसूरे को ĤǓतकͪष[त करते हɇ, लेͩकन तब भी यह नाͧभक 
को नहȣ ंतोड़ पाते । नाͧभक का यह èथाǓय×व ÛयĚूानɉ व Ĥोटȣनɉ के मÚय गǽु×वाकष[ण बल से भी 
नहȣं हो सकता Èयɉͩक इस बल का पǐरमाण कूलॉम ĤǓतकष[ण बल कȧ तुलना मɅ अ×यãप होता है । 

वाèतव मɅ यह गǽु×वाकष[ण व ͪ वɮयतु चुàबकȧय बल से ͧ भÛन एक तीसरे Ĥकार के बल िजसे 
नाͧभकȧय बल कहते हɇ, यहां काय[ करते हɇ । यह बल ÛयिूÈलओनɉ अथा[त ्दो Ĥोटॉनɉ, दो ÛयĚूानɉ या 
एक Ĥोटॉन व एक ÛयĚुान मÚय लगते हɇ । यह अ×यͬधक शिÈतशालȣ व आकष[ण ĤकृǓत होते हɇ लेͩकन 
अ×यãप दǐूरयɉ (नाͧभकȧय परास) मɅ हȣ लगत ेहɇ । जब ÛयÈूलȣओनɉ के मÚय दरूȣ एक फमȸ (1 fermi 
= 10-15metre) Đम कȧ होती है, तब नाͧभकȧय बल, कूलॉम बल कȧ तुलना मɅ लगभग 10 गनुा 
अͬधक शिÈतशालȣ होता है । लेͩकन 10 फमȸ या इससे अͬधक दǐूरयɉ पर यह कूलॉम बल से ¢ीण 
हो जाता है ।  
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रेͫडयो सͩĐयता, नाͧभकȧय ͪवखÖडन, नाͧभकȧय सलंयन आǑद पǐरघटनाऐं नाͧभकȧय बलɉ 
के फलèवǽप सàपÛन होती हɇ । 
(4) ¢ीण या दबु[ल बल (Weak forces) - 

गǽु×वाकष[ण, ͪवɮयतु-चुàबकȧय तथा नाͧभकȧय बलɉ से ͧ भÛन एक बल िजसे ¢ीण बल कहत े
हɇ, हमɅ Ĥोटॉन, इलेÈĚॉन व ÛयĚूान से सàबƨ अͧभͩĐयाओं के समय देखने को ͧ मलता है । ¢ीण बल 
या अÛयोÛय ͩĐयाऐं हमɅ   - ¢य, लेÜटॉन, मेसान, बेǐरऑन आǑद मलू कणɉ के ¢य के समय ͧमलती 

हɇ, िजनका आयकुाल अãप होता है । 
एक ÛयĚूान, इलेÈĚॉन तथा एÛटȣ ÛयǑूĚनो के उ×सज[न के साथ Ĥोटॉन मɅ ǾपाÛतǐरत (¢Ǔयत) 

होता है । 
n p e v         ....(2.4) 

समीकरण (2.4) को    ¢य का समीकरण कहते हɇ । Ĥयोगो ɮवारा रेͫडयोएिÈटव नाͧभक के ¢य 
से उ×सिज[त    कणɉ या इलेÈĚॉनɉ कȧ ऊजा[ सतत ्ǽप से शूÛय से लेकर एक अͬधकतम मान के 

मÚय पǐरवǓत[त होती है । इसकȧ åयाÉया के ͧ लये पाउलȣ (Pauli) ने 1930 मɅ   ¢य के उ×सज[न 

के साथ एक उदासीन कण एÛटȣ ÛयĚुȣनो (v ) के भी उ×सिज[त होने कȧ अͧभकãपना Ĥèतुत कȧ, इसकȧ 
पिुçट बाद मɅ Ĥयोग ɮवारा ĤाÜत हु ई ।   ¢य के समय उ×सिज[त ऊजा[ l   कण तथा एÛटȣ 
ÛयǑूĚनो के मÚय बटं जाती है । इसी Ĥकार दबु[ल अÛयोÛय ͩĐया रेͫडयोएिÈटव नाͧभक मɅ Ĥोटॉन के 
ÛयĚूान मɅ ǽपाÛतरण के समय सàपÛन होती है : 

 p n v          ….(2.5) 
एÛटȣ ÛयǑूĚनो (v ) को ÛयǑूĚनो (v) का ĤǓतकण कहते हɇ ।   ¢य कȧ ĤͩĐया मɅ ÛयǑूĚनो कȧ 
पǐरकãपना ɮवारा ऊजा[ सरं¢ण तथा कोणीय संवेग सरं¢ण ͧसƨाÛतɉ कȧ यथाथ[ता बनी रहती है । 
उपरोÈत अͧभͩĐयाओं मɅ ÛयǑूĚनो का आवेश तथा ͪवराम ġåयमान शूÛय होता है तथा इसका कोणीय 
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h


 
 
 

होता है । 

¢ीण बलɉ कȧ सामØय[ गǽु×वाकष[ण बल कȧ तुलना मɅ लगभग 2510 गनुा अͬधक होती है लेͩकन 
इसकȧ परास अ×यãप होती है, जो ͩक वाèतव मɅ Ĥोटॉन व ÛयĚूान के आकार से भी कम होती है । 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. पानी मɅ  तैर रहे एक काक[  पर पǐरणामी बल का मान Èया होगा? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
2. जब दो åयिÈत एक दूसरे से हाथ ͧमलाते हɇ, तो उनके मÚय कौनसा बल लगता है? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
3. ĤकृǓत के चारɉ मूल बलɉ कȧ आपेͯ¢क सामØय[ बताइये ।  
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
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उदाहरण 2.1 ͬचğ 2.1 मɅ दो हाइĜोजन के परमाणु दशा[ये गये हɇ । एक पथृक ͬचğ बनाकर तंğ के 
ͪवͧभÛन कणɉ पर लगने वाले ͪवɮयतु बलɉ को दशा[इये । 

 
हल: Ĥ×येक कण शेष तीनɉ कणɉ पर ͪवɮयतु बल उ×पÛन करेगा, इस Ĥकार 4 x 3 = 12 बल कुल 
ͧमलाकर अिèत×व मɅ हɉगे, इÛहɅ ͬचğ 2.2 मɅ दशा[या गया है । 
उदाहरण 2.2 दो इलेÈĚॉनो के मÚय ͪवɮयतु व गǽु×वाकष[ण बलɉ का अनपुात £ात कȧिजये । 

हल: ͪवɮयतु बल 1 2
2

0

1
4e

q qF
r




 

= 2
0

1 ( )( )
4

e e
r

 


 

2

2
04

e
r




 

तथा गǽु×वाकष[ण बल 
2

1 2
2 2

( )
g

Gm m G meF
r r

   

  
2

2
04 ( )

e

g e

F e
F G m

 


 

   

9 19 2

11 31 2

9 10 (1.6 10 )
6.67 10 (9.1 10 )



 

  


     (सभी मान SI माğकɉ मɅ है) 
   424.17 10   

2.4 संगामी बलɉ का संतुलन (Equilibrium of concurrent forces) 
यǑद ͩकसी ͪपÖड पर दो या दो से अͬधक बल इस Ĥकार काय[ कर रहे हɉ ͩक उन सभी कȧ ͩĐया रेखा 
एक ǒबÛद ुसे गजुरती हो, तो उÛहɅ संगामी बल कहते हɇ । जब संगामी बलɉ का पǐरणामी मान (सǑदश 
योग) शूÛय होता है, तो इसे संगामी बलɉ का संतलुन कहत ेहɇ । 

अथा[त यǑद ͪपÖड पर 1 2 3, , ,.......... nF F F F
   

 संगामी बल काय[रत हɉ तो 

  1 2 3, .......... 0nF F F F   
   

     .. (2.6) 
होने पर ͪपÖड संतलुन कȧ अवèथा मɅ कहलाता है । 

 
 यǑद ͩकसी ͪपÖड पर ͬचğ 2.3 मɅ दशा[ये अनसुार दो संगामी बल काय[रत हो तो ͪपÖड कȧ 
साàयावèथा के ͧलये 

1 2 0F F 
 

       ..... (2.7) 
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अथा[त 1 2F F
 

 
इस Ĥकार जब दोनɉ संगामी बलɉ के पǐरमाण समान व Ǒदशाऐं एक दसूरे के ͪवपरȣत हɉ, तो 

ͪपÖड संतलुन कȧ अवèथा मɅ होता है । 
यǑद ͪपÖड पर तीन संगामी बल 1 2F F

 
व 3F


काय[रत हɉ तो उनके संतलुन के ͧलये 

 1 2 3 0F F F  
  

      .... (2.8) 
या  3 1 2( )F F F 

  
  

या 
2 2

3 1 2 1 22F F F FFCos  


     ......(2.9) 
बलɉ हो 1F


 व 1F


 के पǐरणामी मान को ͬचğ 2.4 मɅ पǐरणामी 

सǑदश OD


ɮवारा दशा[या गया है ।सǑदश OD


 का पǐरणामी मान समी 
(2.9) ɮवारा समाÛतर चतभुु [ज के Ǔनयम ɮवारा Ǒदया गया है । तीनɉ संगामी 
बलɉ के संतलुन के ͧलये तीसरे सǑदश 3F


 (या OC


) का मान OD


 के 

पǐरमाण के समान व ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होना चाǑहए I  
लामी का Ĥमेय (Lami’s Theorem) : 

इस Ĥमेय के अनसुार यǑद ͩ कसी ͪ पÖड पर तीन संगामी बल काय[रत 
हȣ हɉ तो ͪपÖड के सतंुलन के ͧलये  

 31 2

sin
FF F

Sin Sin  
     ……. (2.10) 

जहा ँ 2F 


 व 3F


 के मÚय कोण 
1F 


 व 3F


 के मÚय कोण  
1F 


 व 2F


 के मÚय कोण  
इन कोणɉ को ͬचğ 2.4 मɅ दशा[या गया है । 
यǑद ͪ पÖड पर काय[रत संगामी बल संतलुन कȧ िèथǓत मɅ हɇ तो उसकȧ यांǒğक िèथǓत मɅ कोई 

पǐरवत[न नहȣं होता है, अथा[त ͪपÖड Ûयटून के गǓत के Ĥथम Ǔनयमानसुार अपनी यथािèथǓत (ͪवराम 
या एकसमान ऋजुरेखीय गǓत कȧ अवèथा) बनाये रखता है । इसके ͪवपरȣत यǑद ͪपÖड पर आरोͪपत 
संगामी बल सतंुलन कȧ अवèथा मɅ नहȣं हɇ, तो संगामी बलɉ के पǐरणामी मान व Ǒदशा के अनǽुप ͪ पÖड 
कȧ िèथǓत पǐरवǓत[त होगी । 

यǑद ͪपÖड पर असंगामी बल काय[रत हɉ तो ͪपÖड मɅ घणू[न गǓत भी हो सकती है । 
उदाहरण 2.3 एक नगÖय ġåयमान वालȣ डोरȣ से 8 ͩकĒा ġåयमान का एक ͪपÖड लटकाया गया है 
। डोरȣ के मÚय ǒबÛद ुपर एक ¢ैǓतज बल 60 Ûयटून का लगाने पर ͬचğ 2.5 मɅ कोण   तथा डोरȣ 
मɅ तनाव £ात कȧिजए । ( 10g  मी./से.2) 
हल: यǑद डोरȣ के मÚय ǒबÛद ुपर ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ 60 N का बल लगाने पर डोरȣ ¢ैǓतज के साथ 
  कोण बनाती है व डोरȣ मɅ तनाव T है तो सतंुलन कȧ िèथǓत मɅ 
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60
sin 80

TCos N
T N




  

 2 2(60) (80) 100T    Ûयटून 

 

80 4 1.33
60 3

Tan     

या 1tan (1.33)    
उदाहरण 2.4 1m  तथा 2m  ġåयमान ( 2 2m m ) के दो ͪपÖड एक भारहȣन अͪवताÛय डोरȣ के दो 
ͧसरɉ पर जडुे हɇ तथा यह डोरȣ एक घष[ण रǑहत Ǔघरनी से होकर गजुरती है । जब ͪपÖडɉ को छोड़ा 
जाता है तो उनमɅ ×वरण तथा डोरȣ मɅ तनाव £ात कȧिजए । 
हल: ͬचğ 2.6 मɅ दशा[ये अनसुार जब ͪपÖडɉ को छोड़ा जाता है तो 2 2m m  होने के कारण 1m का 
ġåयमान का ͪपÖड नीचे कȧ ओर तथा 2m  ġåयमान का ͪपÖड ऊपर कȧ ओर गǓत करेगा । अत: 

Ĥथम ͪपÖड कȧ गǓत का समीकरण 
1 1m a m g T   

तथा ɮͪवतीय ͪपÖड कȧ गǓत का समीकरण 
2 2m a T m g   

अत: 1 2 1 2( ) ( )a m m g m m      

  रेखीय ×वरण 1 2

1 2

m ma g
m m

 
   

 

a का मान रखने पर डोरȣ मɅ तनाव 
1 2

1 2

2m m gT
m m


  

उदाहरण 2.5 43.0 10  ͩकĒा ġåयमान का एक आवेͧशत गोला एक अͪवताÛय डोरȣ से Ǔनलिàबत 
है । गोले पर ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ ͪ वɮयतु बल लग रहा है व डोरȣ ͪ वरामावèथा मɅ ऊÚवा[धर से 030  कोण 
बनाती है तो ͪवɮयतु बल का पǐरमाण व डोरȣ मɅ तनाव £ात करो । ( 10g   मी./से) 
हल: ͬचğ 2.7 मɅ कण पर संगामी बलɉ के सतंुलन के ͧलये ऊÚवा[धर संतलुन हेत ु

 osTC mg   

अत:   
43 10 10

cos cos30
mgT


 
   

   
43 10 10 2
3

 
   

 33.464 10T   Ûयटून 

तथा आवेͧशत कण के ¢ैǓतज संतलुन हेतु  
sinT F    ͪवɮयतु बल 

अत:  3 03.464 10 sin 30F     
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या  31.732 10F     Ûयटून 
उदाहरण 2.6 ͬचğ 2.8 मɅ एक कण O झुके हु ए तल AB पर भार W, ͨखचंाव बल F तथा पçृठ ɮवारा 
उ×पÛन अͧभलàब ĤǓतͩĐया बल N के Ĥभाव मɅ साàयावèथा मɅ है तो F व N के मान £ात कȧिजए। 
हल : X- अ¢ के अनǑुदश साàयावèथा के ͧलये 
  cos sin 0ixF F W     

या  cos sinF W   

अत: 
sin

cos
WF 


  

Y- अ¢ के अनǑुदश कण कȧ साàयावèथा के ͧलये 

 sin cos 0iyF F W N      
या  cos sinN W F    

या  
sincos sin

cos
WN W 

 


   

या  
(cos cos sin sin )

cos
WN    




  

या  
cos( )

cos
WN  




  

वकैिãपक हल : इस समèया को लामी के Ĥमेय ɮवारा भी Ǔनàन Ĥकार हल कर सकते है:  

sin(180 ) sin(90 ) sin(90 )
F N W

   
 

   
 

या  
sin ) cos cos

F N W
   

 


 

या 
sin

cos
WF 


  

तथा 
cos( )

cos
WN  





 

2.5 घष[ण (Friction) 
ͩकÛहȣं दो सàपͩक[ त वèतुओं के सतहɉ पर उ×पÛन वह बल जो ͩ क उनकȧ आपेͯ¢क गǓत का 

ͪवरोध करता है, घष[ण बल कहते हɇ । इसकȧ Ǒदशा वèतुओं के पçृठ के अनǑुदश आपेͯ¢क वेग के ͪ वपरȣत 
होती है । 

जब दो वèतुऐं एक-दसूरे के सàपक[  मɅ रखी जाती हɇ तो 
उनकȧ पçृठɉ पर िèथत आवेͧशत कणɉ या परमाणुओं के मÚय 
ͪवɮयतु चुàबकȧय बल लगने के कारण Ĥ×येक वèतु दसूरे पर सàपक[ 
बल उ×पÛन करती है । दोनɉ वèतुओं पर सàपक[  बल के पǐरमाण 
बराबर होते हɇ लेͩकन उनकȧ Ǒदशा एक-दसूरे के ͪवपरȣत होती है । 
इस Ĥकार सàपक[  बल Ûयटून के ततृीय Ǔनयम का पालन करते हɇ। 
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यह आवæयक नहȣ ंहै ͩक ͩकसी ͪवͧशçट वèतु पर सàपक[  बल कȧ Ǒदशा सàपͩक[ त पçृठ के अͧभलàब 
हȣ हो । हम ͬचğ 2.9 के अनसुार सàपक[  बल (F) को दो घटकɉ मɅ ͪवयोिजत कर सकते हɇ । एक 
घटक cosN F   जो ͩक सàपक[  पçृठ के अͧभलàब होता है, को अͧभलàब सàपक[  बल (normal 
contract force) या अͧभलàब बल (normal force) कहते हɇ तथा दसूरा घटक जो ͩक पçृठ के 
समाÛतर होता है ( sin )f F   को घष[ण (friction) कहते हɇ । अत: सàपक[  बल का पǐरमाण 

2 2F N f        ……. (2.11) 
ɮवारा Ǒदया जाता है िजससे 

tan f
N

              ......(2.12) 

बाéम घष[ण (External friction) 
यह दो सàपͩक[ त ठोस वèतुओं के पçृठɉ के मÚय अÛयोÛय ͩ Đया है। जब दोनɉ पçृठ एक दसूरे 

के सापे¢ ͪवराम मɅ होती है, तो उनके मÚय èथैǓतक घष[ण होता है तथा जब दोनɉ पçृठ आपेͯ¢क 
गǓत कȧ अवèथा मɅ होते हɇ तो घष[ण बल को गǓतक घष[ण (Sliding or Kinetic friction) कहते है। 

जब कोई एक वèत ुǒबना ͩफसले दसूरे ͪपÖड के पçृठ के समाÛतर लोटनी (rolls) गǓत करे 
तो लोटनी घष[ण (rolling friction) उ×पÛन होता है । 
आÛतǐरक घष[ण या æयानता (Internal friction or viscosity) 

यह तरल पदाथ[ (Fluid) अथा[त ġव या गसै कȧ ͪवͧभÛन परतɉ जो ͩक एक-दसूरे के सापे¢ 
गǓतशील हɉ, के मÚय अÛयोÛय ͩ Đया है। बाéम घष[ण के ͪ वपरȣत यहां कोई èथैǓतक घष[ण नहȣं होता 
है। 
घष[ण कȧ परमाणु èतर पर åयाÉया (Explanation of friction at atomic level) 

जैसा ͩक पवू[ मɅ èपçट ͩकया गया है ͩक दो वèतुओं के सàपͩक[ त पçृठɉ के आवेͧशत कणɉ 
के मÚय अÛयोÛय ͩĐया से घष[ण उ×पÛन होता है । परमाणु èतर पर Ĥ×येक वèतु का पçृठ खुरदरा 
व अǓनयͧमत (irregular surface) होता है । जसेै ͩक एक पॉͧलश कȧ हु ई èटȣल कȧ Üलेट को नगंी 
आंखɉ से देखने पर हमɅ भले हȣ समतल Ĥतीत होती हो, लेͩकन इसे एक शिÈतशालȣ सूêमदशȸ ɮवारा 
देखने पर इसका पçृठ ͬचğ 2.10 के दशा[ये अनसुार अǓनयͧमत Ǒदखाई देता है । जब दो वèतओंु को 
एक-दसूरे पर रखा जाता है तो दोनɉ पçृठɉ के मÚय सàपͩक[ त वाèतͪवक ¢ेğफल का मान वèतुओं के 
कुल ¢ेğफल कȧ तलुना मɇ बहु त कम होता है (देͨखये ͬचğ 2.11) I दोनɉ वèतओंु के इन सàपͩक[ त 
ǒबÛदओंु पर परमाणुओं के मÚय दरूȣ बहु त कम होने के कारण पçृठɉ पर आणͪवक बल लगने Ĥारàभ  

 
ͬचğ 2.10 ͬचğ 2.11 

हो जात ेहɇ तथा सàपक[  ǒबÛदओंु पर आणͪवक बधं बन जात ेहɇ । जब दोनɉ मɅ से ͩकसी एक पçृठ को 
खींचा जाता है, तो यह बधं टूटत ेहɇ, इससे बधं से सàबƨ पदाथ[ का ͪवǽपण होता है व नये बधं बनत े
हɇ । वèतुओं के èथानीय ͪवǾपण ɮवारा उनमɅ कàपÛन तरंगɅ संचǐरत होती हɇ । अÛतत: यह कàपÛन 
अवमिÛदत होते हɇ और यह ऊजा[ कणɉ कȧ बढ़ȣ हु ई याǺिÍछक गǓत के ǽप मɅ Ĥकट होती है । इसी 
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कारण वèतुऐं गम[ हो जाती हɇ और हमɅ गǓत Ĥारàभ करने या गǓत को बनाये रखने के ͧलये बल कȧ 
आवæयकता होती है । 

2.5.1 èथैǓतक घष[ण (Static friction) 

जब दो वèतुऐं एक दसूरे के सàपक[  मɅ हɉ, लेͩकन एक दसूरे के सापे¢ ͩफसलनी गǓत (sliding 
motion) मɅ न हɉ तो उस िèथǓत मɅ लगने 
वाले घष[ण बल को èथैǓतक घष[ण कहते हɇ । 
इस िèथǓत मɅ ͬचğ 2.12 (अ) के अनसुार 
वèतु पर काय[रत ĤǓतͩĐया बल (N), उस 
वèतु के भार (W=mg) के बराबर तथा 
ͪवपरȣत होता है । लेͩकन जब वèतु पर 
अãपमान का ¢ैǓतज बल F लगाकर कर गǓत 
कराने के Ĥयास के पæचात भी यǑद कोई पǐरणामी ĤǓतͩĐया बल R ऊÚवा[धर से   कोण पर झकुा 
होता है । इस अवèथा मɅ cosN R W  तथा सàपक[  तल के समाÛतर घटक sinR   जो ͩ क 
आरोͪपत बल F के ͪवपरȣत होता है तथा इसके ɮवारा èथǓैतक घष[ण बल ĤाÜत होता है । जब वèत ु
पर आरोͪपत बल का मान धीरे-धीरे बढ़ात ेहɇ, तो जब तक आरोͪपत बल एक Ûयनूतम बल से अͬधक 
नहȣं हो जाता तब तक वèतु गǓत (ͩफसलती) नहȣं करती । इस Ĥकार èथैǓतक घष[ण बल, सàपक[  
तल के अनǑुदश घटक ɮवारा ĤाÜत होता है तथा यह एक èवसमायोÏय बल है । यह अपने मान व 
Ǒदशा को इस Ĥकार समायोिजत करता है ͩक यह वèतु पर लगाये गये अÛय बलɉ के साथ ͧमलकर 
दोनɉ पçृठɉ के मÚय आपेͯ¢क ͪवराम कȧ िèथǓत को बनाये रखता है । 

दो पçृठɉ के मÚय èथैǓतक घष[ण बल sf  के पǐरमाण का अͬधकतम मान सीमाÛत घष[ण 

(limiting friction) कहलाता है । सीमाÛत घष[ण बल का मान अͧभलàब सàपक[  बल (N) के 
समानपुाती होता है  
अथा[त ्  

  max( )sf N  
या  max( )s sf N  

जहां s  èथैǓतक घष[ण गणुांक है तथा N=W=mg भार होता है । s  का मान पदाथ[ कȧ 

ĤकृǓत तथा दोनɉ सàपͩक[ त पçृठɉ के खुरदरेपन (roughness) पर Ǔनभ[र करता है । 

2.5.2 गǓतक घष[ण (kinetic friction) 

जब दो वèतुऐं जो एक-दसूरे के सàपक[  मɅ हɉ, सापेͯ¢क वेग से पçृठ पर रगड़ते (rubbing) 
या ͩफसलत े(slipping) हु ए गǓतशील हɉ तो उनके मÚय घष[ण को गǓतक घष[ण कहते हɇ । घष[ण 
बल कȧ Ǒदशा इस Ĥकार होती है ͩक आपेͯ¢क ͩफसलनी गǓत का घष[ण ɮवारा ͪवरोध हो । 

ͬचğ 2.13 के अनसुार एक वèतु A जो ͩक पçृठ B के सàपक[  मɅ है, इसके सापे¢ गǓतशील 
है । B के ɮवारा A पर लगने वाले घष[ण बल कȧ Ǒदशा, वèतु A के B के सापे¢ वेग कȧ Ǒदशा के 
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ͪवपरȣत होती है । ͬचğ मɅ A पर गǓतक घष[ण बल कȧ Ǒदशा बाई ओर है । 
पçृठ B पर घष[ण बल कȧ Ǒदशा दांई ओर है, जो ͩक B के A के सापे¢ वेग 
कȧ Ǒदशा के ͪवपरȣत है । इस Ĥकार गǓतक घष[ण बल, आपेͯ¢क गǓत का 
ͪवरोध करता है । 

गǓतक घष[ण बल का पǐरमाण, दोनɉ वèतओंु के मÚय लगने वाले 
अͧभलàब ĤǓतͩĐया बल (N) के समानपुाती होता है, 

अथा[त  kf N  

या k kf N       ......(2.14) 
k को गǓतक घष[ण गणुांक कहते हɇ । इसका मान दोनɉ सàपͩक[ त पçृठɉ के पदाथ[ व उनकȧ ĤकǓत 

पर Ǔनभ[र करता है । k  का मान ͬ चकने पçृठɉ के ͧ लये कम तथा खुरदरे पçृठɉ के ͧलये अͬधक होता 
है । समी (2.14) के अनसुार k  का मान ͩफसलने वालȣ वèतुओं कȧ चाल पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है। 

2.5.3 लोटनी घष[ण (Rolling friction) 

जब एक वèत ुदसूरȣ वèतु के पçृठ पर लुढ़कती है या लुढ़कने का Ĥयास करती है, तो सàपक[  
पçृठɉ के मÚय काय[रत बल को लोटनी घष[ण कहते हɇ । 

जब कोई पǑहया ͩकसी समतल पर लोटनी गǓत करता है तो समतल के सापे¢ पǑहये के सàपक[  
ǒबÛद ुका वेग सदैव शÛूय बना रहता है, यɮयͪप पǑहये का ġåयमान केÛġ आगे कȧ ओर गǓत करता 
है । इसͧलये लोटनी घष[ण का मान, गǓतक घष[ण कȧ तुलना मɅ बहु त कम होता है । यहȣ कारण है 
ͩक भारȣ माल का आवागमन पǑहयɉ लगी गाͫड़यɉ ɮवारा ͩ कया जाता है । इस Ĥकार गǓतक घष[ण का 
ǽपाÛतरण, लोटनी घष[ण मɅ हो जाता है । उदाहरण के ͧलये èटȣल व èटȣल के मÚय लोटनी घष[ण 
का मान इÛहȣं के मÚय गǓतक घष[ण का लगभग 1% होता है । 

Ĥयोगɉ ɮवारा यह Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है ͩक जब कोई बेलन ǒबना ͩफसले लोटनी गǓत 
करता है तो लोटनी घष[ण का मान अͧभलàब ĤǓतͩĐया बल के समानपुाती तथा बेलन या पǑहये कȧ 
ǒğÏया के åय×ुĐमानपुाती होता है । अत:  

   r r
Nf
r

  

जहां r लोटनी घष[ण गणुांक है तथा इसकȧ ͪवमा लàबाई कȧ होती है । 

2.5.4 घष[ण के अनĤुयोग (Applications of friction) 

घष[ण एक आवæयक दोष है । जहां एक ओर घष[ण के ǒबना हमारे बहु त से दैǓनक काय[ असàभव 
हɇ, वहȣं दसूरȣ ओर घष[ण के कारण ऊजा[ कȧ हाǓन भी होती है । इसे Ǔनàनͧलͨखत ǒबÛदओंु ɮवारा èपçट 
ͩकया जा सकता है । 
(अ) घष[ण कȧ आवæयकता या लाभ - 
1. घष[ण के ǒबना हम फश[ पर चल नहȣं पायɅगे व ͩफसल जायɅगे । 
2. घष[ण के ǒबना हम कागज या æयामप͠ पर ͧलख नहȣं सकत े। 
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3. घष[ण के ǒबना गाͫड़यɉ के Ħेक नहȣं लग सकते । 
4. घष[ण के ǒबना ͩकÛहȣं दो वèतुओं को ͬचपकाया नहȣं जा सकता । 
5. घष[ण के ɮवारा रेगमाल (sand paper) से सफाई नहȣ ंकȧ जा सकती । 
6. टायर के Ǔनमा[ण मɅ संæलेͪषत रबर का Ĥयोग ͩकया जाता है, Èयɉͩक इसके तथा सड़क के मÚय 

घष[ण गणुाकं का मान अͬधक होता है । 
(ब) घष[ण से हाǓनया ँ
1. घष[ण के कारण मशीनɉ मɅ ऊजा[ åयǓयत होती है तथा इस कारण मशीनɉ कȧ द¢ता कम हो जाती 

है । 
2. घष[ण के कारण मशीनɉ मɅ ͪवͧभÛन पजुɟ के परèपर सàपक[  व रगड़ ɮवारा उनमɅ ¢रण होता है, 

िजससे उनका आयकुाल कम हो जाता है । 
3. घष[ण ɮवारा ऊçमा उ×पÛन होती है, िजससे मशीनɉ को ¢Ǔत पहु ंचती है । 
(स) घष[ण कम करने कȧ ͪवͬधयाँ 
1. पॉͧलश ɮवारा (By polishing) 

पçृठɉ को पॉͧलश करने पर -वह ͬचकने हो जाते हɇ, तथा इसरो घष[ण मɅ कमी आती है । 
2. बॉल ǒबयǐरगं ɮवारा (By using ball bearing) 

ͬचğ 2.14 मɅ A व C दो संकेÛġȣय बेलन है, इनके मÚय मɅ èटȣल कȧ ठोस गोͧलयां (B) 
åयविèथत कȧ हु ई होती हɇ, िजÛहɅ बॉल ǒबयǐरगं कहते हɇ । अÛत: बेलन ऐिÈसल (axle) पर तथा 

 
ͬचğ 2.14 

बाéम बेलन C पǑहये के साथ जुड़ा होता है । जब पǑहया घमूता है तो बॉल ǒबयǐरगं (B) घूͨ ण[त होती 
हɇ । अत: पǑहया एिÈसल पर ͩफसलने के बजाय गोͧलयɉ पर लढ़ुकता है, अथा[त ͩफसलनी गǓत, लोटनी 
गǓत मɅ ǽपाÛतǐरत हो जाती है । िजससे लोटनी घष[ण Ĥभावी ǽप से बहु त कम हो जाता है । 
3. èनेहक के Ĥयोग ɮवारा (By using lubricants) 

मशीनɉ या मोटर गाͫड़यɉ के इंिजन मɅ ͪवͧभÛन पजुȶ जब एक-दसूरे के सàपक[  मɅ आते हɇ या 
जब उनमɅ आÛतǐरक तालाबदंȣ होती है तो वह एक-दसूरे पर ͩफसल नहȣं पाते । èनेहक पदाथ[, दो 
सàपͩक[ त वèतुओं के मÚय एक पतलȣ æयान परत का Ǔनमा[ण करके आÛतǐरक तालाबÛदȣ को कम 
करता है तथा घष[ण Ĥभाव को घटाता है । ġवɉ मɅ ठोस पदाथȾ कȧ तलुना मɅ अÛतर-आणͪवक बल कम 
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होते हɇ, इस कारण दो सàपͩक[ त ठोस वèतओंु के मÚय èनेहक डालने पर घष[ण बल का Ĥभाव कम 
अनभुव होता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
4. जब एक पǑहया समतल सडक पर घूमता है, तो पǑहये व सडक के मÚय घष[ण बल 
 कȧ Ǒदशा Èया होती है? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
5. एक घोड़ागाड़ी को गǓत के Ĥारàभ मɅ कुछ ¢ण के ͧलये घोड़े के ͧलये खींचना Èयɉ 
 मुिæकल होता है? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………  
6. पǑहया वृ ×ताकार Èयɉ होता है? 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
7. घष[ण गुणांक का मान ͩकन बातɉ पर Ǔनभ[र करता है?  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 2.7 एक Þलॉक ¢ैǓतज से   कोण पर झुके नत तल पर ͪवरामवèथा मɅ है । जब आनत 
कोण को बढाया जाता है तो x  कोण पर Þलॉक ͩफसलना आरàभ कर देता है । Þलॉक तथा नत तल 
के मÚय èथैǓतक घष[ण गणुाकं £ात करो । 
हल: ͬचğ 2.15 मɅ Þलॉक को कण मानकर उस पर काय[रत बलɉ को Ǒदखाया गया है । जहा ंW Þलॉक 
का भार, N झुके हु ए तल के पçृठ ɮवारा Þलॉक पर अͧभलàब बल तथा sf  पçृठ ɮवारा Þलॉक पर  

 
ͬचğ 2.15 

उ×पÛन èपशȸय घष[ण बल है । चू ंͩक Þलॉक ͪवराम मɅ है, अत: 
   0sN f W  

  
 

X- अ¢ (तल के अनǑुदश) तथा Y- अ¢ (तल के अͧभलàब) के अनǑुदश ͪवयोिजत करने पर 
sin 0sf W    तथा cos 0N W    

जब तक ͩ क s sf N  हो । जब नत तल का कोण बढ़ात ेहɇ, िजससे ͩ क s  होने पर Þलॉक धीरे 
से ͩफसलना Ĥारàभ कर दे तब s sf N रखने पर अत: 

  cos sN W   
तथा  sins sN W   
  tans s    
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इस Ĥकार झुकाव कोण s िजस पर Þलॉक माğ ͩफसलना Ĥारàभ करे, इसके मापन ɮवारा 

s  £ात कर सकते हɇ । इसी Ĥकार कोण k  िजस पर नत तल पर नीचे कȧ ओर Þलॉक एक समान 

चाल बनाते हु ए ͩफसले, ɮवारा k  £ात कर सकते हɇ, अथा[त ्
   tank k   जहा ँ k s   

उदाहरण 2.8 ͩĐकेट के एक मचै मɅ एक तेज गɅदबाज 50 मी./से के वेग से 400 Ēाम ġåयमान कȧ 
एक गɅद फɇ कता है । बãलेबाज गɅद को 0.4 सेकÖड तक अपने बãले के सàपक[  मɅ रख कर, गɅद को 
उसी वेग से गɅदबाज कȧ ओर लौटा देता है । बãलेबाज ɮवारा गɅद पर लगाये गये बल कȧ गणना करो। 
हल:  गɅद का ġåयमान m = 400 Ēाम 

गɅद का Ĥारिàभक वेग u = 50 मी / से 
गɅद का अंǓतम वेग   v = - 50 मी / से 
सàपक[  समयाÛतराल t  = 0.4 सेकÖड 

बल  
( )m v uF ma

t





 

0.4(50 50) 100
0.4


   Ûयटून 

उदाहरण 2.9 एक 3000 ͩकĒा का रोड रोलर 2 मी / से वेग से गǓतशील है । इसे 2 ͧमǓनट मɅ 
ͪवरामावèथा मɅ लाने के ͧलये ͩकतना बल लगाना होगा? 
हल:  रोड रोलर का ġåयमान m = 3000 ͩकĒा 

रोड रोलर का Ĥारिàभक वेग 1 2v   मी / से 
रोड रोलर का अिÛतम वेग 0fv   मी/ से 
समयाÛतराल      = 2 ͧमǓनट =120 सेकÖड 

  
3000 2 50

120
vF m
t

 
  

  Ûयटून 
उदाहरण 2.10 एक वèतु पर 1 ˆ2F i 


 Ûयटून, 2 ˆ6F j 


 Ûयटून तथा 3 ˆ4F j 


 Ûयटून 

तीन संगामी बल काय[रत हɇ । Èया वèत ुसÛतुलन िèथǓत मɅ है? यǑद नहȣ,ं तो सÛतलुन िèथǓत के 
ͧलए ͩकतना बल और लगाना चाǑहये? 
हल: यǑद वèतु सÛतुलन िèथǓत मɅ है तो कुल बल शूÛय होना चाǑहये । 

यहा ँ 1 2 3 ˆ ˆ ˆ( 2 6 4 )F F F i j j     
  

 

                   
ˆ ˆ(2 2 )i j     

यह शूÛय नहȣं है, इसͧलये वèतु सÛतुͧलत अवèथा मɅ नहȣं है । 
यǑद 4F


 बल और लगाने पर वèतु सÛतलुन िèथǓत मɅ होती हो तो- 
( 1 2 3 4 ) 0F F F F   
   

 
या 4 1 2 3( )F F F F   

   
 

ˆ ˆ(2 2 )i j   Ûयटून 
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 या आवæयक बल 2 2
4 (2) (2) 2 2F    Ûयटून, उ×तर-पवू[ Ǒदशा मɅ अथा[त ्X-अ¢ 

से 045  कोण पर । 
उदाहरण 2.11 एक 10 Ēाम के ͩकसी कण का ͩकसी ¢ण पर िèथǓत है- 

  2x a bt ct     
इस कण पर काय[रत बल का मान £ात करो । 

हल: िèथǓत 
2x a bt ct      

वेग ( 2 )dxv b ct
dt

    

×वरण 2dv c
dt

   

ġåयमान  310 10m    
बल  F = ġåयमान ¢ ×वरण = 310 10 2c   
    = 3 210 10 2 10c c      Ûयटून 
उदाहरण 2.12 एक M ġåयमान के ͪपÖड को भारहȣन अͪवताÛय डोरȣ ɮवारा ͬचğानसुार 

लटकाया गया है । ¢ैǓतज डोरȣ मɅ तनाव £ात कȧिजये । 
हल: ͬचğानसुार, लटकाये गये भार Mg के कारण संगामी ǒबÛद ुपर 
िèथǓत मɅ,  

 ऊÚव[ सÛतलुन के ͧलये- 

2 sin 30T Mg  या 2 2
sin 30
MgT Mg 

 
¢ैǓतज सÛतलुन के ͧलये-  

 1 2 2
3 3cos30 2

2 2
T T T Mg

 
    

 
 

या 1 3T Mg  
उदाहरण 2.13 एक 20 ͩकĒा का Þलॉक एक घष[ण रǑहत मेज पर रखा हुआ है । Þलॉक से एक भारहȣन 
रèसी बाधँकर मेज के ͧसरे पर लगी घष[णहȣन हãकȧ Ǔघरनी से होकर, इसके दसूरे ͧसरे पर 5 ͩकĒा 
का ͪपÖड लटकाया गया है । Ǔनकाय मɅ उ×पÛन ×वरण तथा रèसी मɅ तनाव £ात कȧिजये। 
(g = 10 मीटर / सेकंड) 
हल: ͬचğानसुार, M = 20 ͩकĒा के Þलॉक कȧ गǓत का समीकरण-  

T Ma  
तथा m = 5 ͩकĒा के ͪपÖड कȧ गǓत का समीकरण 

 mg T ma mg Ma ma      

या 
( )

mga
M m



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तथा तनाव 
mgT M

M m
     

 

मान रखने पर ×वरण 5 10 2
(20 5)

a 
 

  
मीटर/ सेकेÖड2 

तनाव 
20 5 10 40

20 5
T  
 


 Ûयटून 

उदाहरण 2.14 ͩकसी नाͧभक मɅ उपिèथत नाͧभकȧय कणɉ के बीच अÛयोÛय ͩĐया के कारण उ×पÛन 
िèथǓतज ऊजा[ Ǔनàन यकुावा ͪवभव से Ĥदͧश[त है- 

 /0
0( ) r rrU r U e

r
  

िजसमɅ 0r  तथा 0U Ǔनयतांक हɇ तो- 
(i) आकष[ण बल का åयजंक ĤाÜत कȧिजये । 
(ii) 0 0 02 , 4r r r r   तथा 0 010r r  पर इस बल का 0 0r r  पर के बल से अनपुात कȧ 

गणना कȧिजये तथा इस गणना पǐरणाम से आप Èया Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ? 

हल:  (i) बल 0/0
0( ) ( ) r rrd df r U r U e

dr dr r
      

 

/ / 0
0 0 2

0

1 1 1( )r ro r rr U e e
r r r

          
    

 

0/0 0

0

1 1r rr U e
r r r

  
   

 
 

चूँͩक बल के åयजंक मɅ ऋण ͬचÛह (-) उपिèथत है अत: बल आकष[ण ĤकृǓत का है । 

(ii) 0r r  पर बल 40 0
0

5(10 )
16e

F r U
r

 
   

 
 

1 0
0

0 0

22 UU e
r er

 
 

इसी Ĥकार 02r r  पर बल, 

0 02 /0
0

0 0 0

1 1(2 )
2 2

r r
o

rF r U e
r r r

  
  

 
 

2

0

3
4oU e

r
  

  
 

 

04r r  पर बल,   40 0
0

54
16e

F r U
r

 
   

 
 

तथा 010r r  पर बल, 

10
0 0

0

11(10 )
1000

F r U e
r

  
   

 
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2
0

0 10

10
0

0

3
4(2 ) 3 0.14

( ) 82

U e
rF r e

F r
U e

r







 
 
   
 
 
   

4
0

0 3 30

10
0

0

5
16(4 ) 5 7.8 10

( ) 322

U e
rF r e

F r
U e

r



 



 
 
    
 
 
 

 

तथा 

10
0

0 9 60

10
0

0

11
1000(10 ) 11 6.7 10

( ) 2002

U e
rF r e

F r
U e

r



 



 
 
    
 
 
 

 

उपरोÈत गणना के पǐरणाम से यह £ात होता है, ͩक बल दरूȣ बढ़ने पर बहु त तीĭता से हाͧसत होता 
है, अत: यह अãप परास बल (short range force) है । 

2.6 सारांश (Summary) 
 ͩकसी िèथर वèतु को गǓतशील करने के Ĥयास के ǽप मɅ खीचंना या धÈका देना या उसके 

वेग मɅ पǐरवत[न हेतु ͩकया गया Ĥयास, बल कहलाता है । 
 ĤकृǓत मɅ चार मलू बल या अÛयोÛय ͩĐयाऐं होती हɇ । यह (i) गǽु×वीय बल (ii) 

ͪवɮयतु-चुàबकȧय बल (iii) नाͧभकȧय बल (iv) ¢ीण या दबु[ल बल हɇ । सभी घटनाऐं इÛहȣं 
चार बलɉ के अÛतग[त सàपÛन होती हɇ I 

 जब ͩकसी वèतु पर दो या दो से अͬधक बल इस Ĥकार काय[रत हɉ ͩक उन सभी कȧ ͩ Đया 
रेखा एक हȣ ǒबÛद ुसे होकर गजुरती हो, तो उÛहɅ संगामी बल कहते हɇ । 

 जब दो वèतु एक-दसूरे के सàपक[  मɅ हɉ तो वह बल जो ͩ क उनकȧ आपेͯ¢क गǓत का ͪ वरोध 
करता है, घष[ण बल कहलाता है । 

 वह घष[ण बल जो दो सàपͩक[ त तलɉ के मÚय आपेͯ¢क गǓत उ×पÛन होने से पवू[ काय[ करता 
है, èथैǓतक घष[ण कहलाता है । 

 èथैǓतक घष[ण बल  s sf N  होता है I 
 सीमाÛत घष[ण बल  max( )s sf N  होता है I 
 वह घष[ण बल जो सàपͩक[ त सतहɉ के मÚय आपेͯ¢क गǓत होने के पæचात काय[ करता हɇ, 

गǓतक घष[ण कहलाता है, अथा[त ्
 k kf N  जहा ँ k s   
 जब कोई वèत ुͩकसी सतह पर लुढ़कती है तो पçृठ ɮवारा इस गǓत मɅ उ×पÛन ͪवरोध को 

लोटनी घष[ण कहत ेहɇ । 
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 घष[ण के कारण ऊजा[ कȧ हाǓन होती है, तथा मशीनɉ कȧ द¢ता कम होती है । घष[ण को पॉͧलश 
करके, बॉल ǒबयǐरगं Ĥयोग मɅ लाकर तथा मशीनɉ मɅ èनेहक डालकर कम ͩकया जाता है । 

2.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
अÛयोÛय ͩĐया Interaction 
गǓतक Dynamic 
गǽु×वाकष[ण बल Gravitational force  
घष[ण Friction 
¢ीण बल Weak force 
मूल बल Force 
ͪवɮयतु चुàबकȧय बल Fundamental forces 
नाͧभकȧय बल Nuclear force  
लोटनी घष[ण Rolling friction  
æयान बल Viscous force 
èथैǓतक Static 
संगामी बल Concurrent forces 
सीमाÛत घष[ण Limiting friction  

2.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
1. M Alonslo and E. Finn Fundamental University     Addition-Wesley Publishing Co. 

 Physics (Vol I)  
2. R. Resnick and D. Halliday Physics (part I) Willey Eastern Private Ltd, 

  New Delhi  
3. H. C. Verma Concepts of Physics Bharati Bhawan, Patna 
 (Part-I)  

2.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to self assessment questions) 
1. काक[  पानी मɅ तरै रहा है, अत: इसका मार इस पर पानी ɮवारा उ×पलावक बल (काक[  ɮवारा 

ͪवèथाͪपत पानी के भार के तुãय) से संतुͧलत रहता है । इस Ĥकार काक[  पर नेट बल का 
मान शÛूय होता है । 

2. ͪवɮयतु-चुàबकȧय बल लगता है । 
3. 25 36 38: : : 1:10 :10 :10G W E NF F F F   
4. जब पǑहया अĒ Ǒदशा मɅ चलता है तो सड़क के सàपͩक[ त पǑहये का भाग पीछे कȧ ओर गǓत 

करता है । अत: घष[ण बल अĒ Ǒदशा मɅ सड़क व पǑहये के सàपͩक[ त èपश[ रेखीय Ǒदशा के 
अनǑुदश लगेगा । 
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5. गǓत के Ĥारिàभक कुछ पɮ चापɉ मɅ घोड़ ेके ͧलये गाडी को खीचंना मुिæकल होता है, Èयɉͩक 

सीमाÛत घष[ण के ͪवǽƨ काय[ करना होता है । तत ्पæचात जब गǓत Ĥारàभ हो जाती है तो 
गǓतक घष[ण के ͪवǽƨ काय[ करना होता है, जो ͩक सीमाÛत घष[ण से कम होता है ।   

6. Èयɉͩक पǑहये के व×ृताकार होने पर ͩफसलन घष[ण का मान लोटनी घष[ण मɅ ǽपाÛतǐरत हो 
जाता है ।   

7. दो सàपͩक[ त पçृठɉ के मÚय घष[ण गणुांक का मान पçृठɉ के पदाथ[ तथा पçृठɉ  कȧ ĤकृǓत पर 
Ǔनभ[र करता है। 

2.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓत लघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. बल ͩकस कहते हɇ? 
2. ĤकृǓत के मलू बल कौन-कौन से हɇ ? 
3. संगामी बल ͩकÛहɅ कहते हɇ? 
4. बरसात के Ǒदनɉ मɅ हम आसानी से Èयɉ ͩफसल जात ेहɇ? 
5. èथैǓतक घष[ण, लोटनी घष[ण व गǓतक घष[ण मɅ से कौन अͬधक होता है? 
6. एक èनेहक घष[ण को ͩकस Ĥकार कम करता है? 
7. एक ͬचकने खàबे पर चढना Èयɉ मुिæकल होता है? 

Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
8. बल कȧ अवधारणा को समझाइये । संगामी बलɉ से Èया अͧभĤाय है ? संगामी बलɉ के सतंुलन 

के ͧलये आवæयक ĤǓतबधं Èया है? 
9. ĤकृǓत के मलू बलɉ कȧ ͪवèतारपवू[क åयाÉया कȧिजए । 

10. èथैǓतक घष[ण, गǓतक घष[ण एव ंलोटनी घष[ण मɅ अÛतर èपçट कȧिजए । घष[ण Ĥभाव कम 
करने के ͪवͧभÛन उपाय Èया हɇ, समझाइये? 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 

11. यǑद घष[ण कोण 300 हो तो घष[ण गणुांक का मान £ात करो ।  (उ×तर: 
1
3s  ) 

12. एक 10 ͩकĒा का Þलॉक 300 कोण के नत तल पर ͩफसल रहा हɇ । Þलॉक के ×वरण का 
मान £ात करो ।  ( 0.5k  )   

(उ×तर: 0.656 मी./ से.2) 
13. ͬचğ 2. 18 मɅ तीन घनाकार आकृǓत के ͪ पÖड 1 220 , 40m kg m g   तथा 3 60m kg

घष[ण रǑहत 

 
ͬचğ 2.18 
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तल पर परèपर अͪवताÛय डोǐरयɉ से जुड़े हɇ, तनाव 1T  व 2T के मान Èया हɉगे? 
 (उ×तर: 20N, 60N) 

14. एक 2104 ͩकĒा. के रॉकेट को Ĥ¢ेͪपत. करने के ͧलए 5 104 Ûयटून बल 20 सेकÖड 
तक लगाया जाता है । 20 सेकÖड के अÛत मɅ रॉकेट ɮवारा ĤाÜत वेग का मान £ात कȧिजए। 

(उ×तर: 500 मी. / से.)   
15. एक 4 मीटर लàबी व 25 ͩकĒा. ġåयमान कȧ एक सीढ़ȣ का ͧसरा एक ͬचकनी दȣवार पर 

व दसूरा ͧसरा खुरदरे फश[ पर Ǒटका है । फश[ व सीढ़ȣ के मÚय Ûयनूतम घष[ण गणुांक का 
मान Èया हो ͩ क सीढ़ȣ ǒबना ͩफसले ¢ैǓतज से 600 कोण पर अटकȧ रहे? (देͨखये ͬ चğ 2.19) 

(उ×तर: 0.29)   
 
 
 
 
 
 
 

ͬचğ 2.19 
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इकाई -3 
काय[ एव ंऊजा[ 

(Work and Energy) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

3.0 उƧेæय 
3.1 Ĥèतावना 
3.2 काय[ 
 3.2.1 Ǔनयत बल ɮवारा काय[ 
 3.2.2 पǐरवतȸ बल ɮवारा काय[ 
 3.2.3 शिÈत   
3.3 ऊजा[ 
 3.3.1 गǓतज ऊजा[ 
 3.3.2 िèथǓतज ऊजा[ 
 3.3.3 यांǒğक ऊजा[ 
3.4 ऊजा[ के èवǾप 
3.5 साराशं 
3.6 शÞदावलȣ 
3.7 संदभ[ ĒÛथ 
3.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
3.9 अßयासाथ[ Ĥæन 

3.0 उƧेæय (Objective) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 काय[ कȧ पǐरभाषा जान सकɅ गे; 
 Ǔनयत व पǐरवतȸ बल ɮवारा ͩकये गये काय[ कȧ गणना कर सकɅ गे; 
 शिÈत कȧ गणना कर सकɅ गे; 
 ऊजा[ व यांǒğक ऊजा[ को जान सकɅ गे; 
 ऊजा[ के ͪवͧभÛन èवǾप व उनका मह×व जान सकɅ गे । 

3.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाईयɉ मɅ आपने बल तथा उनके ͪ वͧभÛन Ĥकारɉ का अÚययन ͩ कया है । इस इकाई 

मɅ आप बल ɮवारा ͩकये गये काय[ तथा ऊजा[ व उसके ͪवͧभÛन èवǾपɉ को जानɅगे । इसी सÛदभ[ मɅ 
अनÍुछेद 3.2 मɅ आप काय[ के बारे मɅ पढ़Ʌगे । दैǓनक जीवन मɅ समèत गǓतͪवͬधयɉ या Įम ͩĐयाओं 



54 
 
को हम काय[ करके सàपÛन करते हɇ । हम उन सभी ͩĐयाओं को काय[ कहत ेहɇ, िजनमɅ ͩकसी वèत ु
पर बल लगाने से वèतु कȧ िèथǓत मɅ पǐरवत[न हो जाता है । यǑद बल लगाने पर वèतु कȧ िèथǓत 
मɅ पǐरवत[न न हो तो काय[ ͩकया हुआ नहȣं माना जाता । ͩकसी वèतु पर िजतना अͬधक बल लगाया 
जाता है तथा िजतना अͬधक वèत ुकȧ िèथǓत मɅ ͪवèथापन होता है, काय[ भी उतना हȣ अͬधक होता 
है । 

ͩकसी वèतु या उस पर ͩकये गये काय[ का मान, इसके सàपÛन होने मɅ लगे समय पर 
Ǔनभ[र-नहȣं करता । शिÈत वह भौǓतक राͧश है िजसका मान काय[ के सàपÛन होने मɅ लगे समय पर 
भी Ǔनभ[र करता है । शिÈत को काय[ करने कȧ दर के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत करते हɇ । 

ͩकसी वèत ुकȧ काय[ करने कȧ ¢मता को उस वèतु कȧ ऊजा[ कहते हɇ । ऊजा[ हमारȣ दैǓनक 
जीवन कȧ समèत गǓतͪवͬधयɉ के ͧ लए आवæयक है । ऊजा[ के अनेक Ǿप हɇ, जैसे यांǒğक ऊजा[, ऊçमा 
ऊजा[, Ĥकाश ऊजा[, ÚवǓन ऊजा[, ͪवɮयतु ऊजा[, चुàबकȧय ऊजा[ आǑद । अनÍुछेद 3.3 मɅ आप ऊजा[ 
तथा 3.4 मɅ आप ऊजा[ के अनेक èवǾपɉ के बारे मɅ पढ़Ʌगे ।   

3.2 काय[ (Work)  
बल ɮवारा ͩ कसी ͪ पÖड पर काय[ उस िèथǓत मɅ ͩ कया जाता है, जबͩक ͪ पÖड बल के लàबवत ्

Ǒदशा के अǓतǐरÈत ͩकसी भी अÛय Ǒदशा मɅ ͪवèथाͪपत होता है । उदाहरण èवǾप यǑद ͧसर पर भार 
ͧलए हु ए एक कुलȣ Üलेटफाम[ पर खड़े होकर रेलगाड़ी के आने कȧ Ĥती¢ा करता है तो उसके ɮवारा ͩ कया 
गया काय[ शूÛय होता है । 

3.2.1 Ǔनयत बल ɮवारा ͩकया गया काय[ (Work done by a constant force) 

जब एक Ǔनयत बल F


 के ɮवारा ͪ पÖड मɅ ͪ वèथापन s

 उ×पÛन होता है तो ͩ कये गये काय[ 

का मान बल व ͪवèथापन के अǑदश गणुनफल के बराबर होता है अथा[त 
 .w F s

 
        ... (3.1) 

 
ͬचğ 3.1 के अनसुार यǑद F


 व s

 के मÚय कोण   हो तो बल का ͪवèथापन कȧ Ǒदशा 

मɅ घटक osFC   होगा, अत: समी (3.1) से  
( )W FsCos s FCos     ͪवèथापन x ͪवèथापन कȧ Ǒदशा मɅ बल का घटक 

या  W = बल  बल कȧ Ǒदशा मɅ ͪवèथापन का घटक    ....(3.2)  
जब ͪपÖड मɅ ͪवèथापन बल कȧ Ǒदशा मɅ उ×पÛन हो तब  =00 तथा समी. (3.2) से  

  W = Fs ... (3.3) 
इस Ĥकार जब बल व ͪवèथापन 

समान Ǒदशा मɅ हɉ तो Ǔनयत बल ɮवारा 
ͩकया गया काय[, बल व ͪवèथापन के 
गणुनफल के बराबर होता है । उदाहरण 
èवǾप जब कोई ͪपÖड पØृवी कȧ सतह के 

समीप गǓत करता है तो गǾु×वीय बल का मान व Ǒदशा दोनɉ Ǔनयत रहती हɇ । अत: गǾु×वीय बल 
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के ɮवारा या इसके ͪवǾƨ ͩकया गया काय[, Ǔनयत 
बल ɮवारा ͩकये गये काय[ का उदाहरण है । इसी 
Ĥकार जब बल, ͪवèथापन के लàबवत ्होता है तो 
बल ɮवारा ͩकये गये काय[ का मान शूÛय होता है 
। ͪवèथापन - उदाहरण के ͧलए व×ृताकार गǓत मɅ 
अͧभकेÛġȣय बल (centripetal force) ɮवारा 
ͩकया  गया काय[ (ͬचğ 3.2 अ); ͩकसी Ēह के 
पǐरत: व×ृतीय क¢ा मɅ चÈकर लगाते हु ए उपĒह कȧ 

गǓत तथा गǾु×वीय बल ɮवारा ¢ैǓतज तल मɅ गǓतशील ͪपÖड पर ͩकया गया काय[, शूÛय होता है    
(देͨखये ͬचğ 3.2 ब) । 

काय[ एक अǑदश राͧश है । 
इसका .S I  माğक जलू तथा . . .C G S पƨǓत मɅ माğक अग[ होता है । इनमɅ Ǔनàन सàबÛध होता है- 

1 जूल =107 अग[ 

3.2.2 पǐरवतȸ -बल ɮवारा ͩकया गया काय[ (Work done by a variable force)  

अनÍुछेद 3.2.1 मɅ आप Ǔनयत बल ɮवारा ͩकसी ͪपÖड पर काय[ £ात करना जान चकेु हɇ । 
लेͩकन åयवहार मɅ बल सामाÛयत: पǐरवतȸ ĤकृǓत का होता है ।  

 वह बल जो ͩक समय या िèथǓत के सापे¢ पǐरमाण 
या Ǒदशा या दोनɉ मɅ पǐरवǓत[त होता है, पǐरवतȸ बल कहलाता 
है । ͬचğ 3.3 मɅ हम एक कण कȧ बल F


 के तट Ĥभाव 

मɅ वĐ c पर गǓत पर ͪवचार करते हɇ । अãपाशं समय dt 
मɅ कण को A से A' तक A A


= d r  दरूȣ से ͪवèथाͪपत 

करने मɅ बल ɮवारा ͩकया गया काय[    
.dw F


 dr


    ..... (3.4) 

या, Tdw F ds     ….. (3.5) 
जहाँ ( )TF FCos बल का पथ पर èपश[ रेखा के अनǑुदश घटक है । तथा ds dr


, ͪवèथापन 

का पǐरमाण है I 
 समी. (3.4) अनÛत सूêम ͪवèथापन के ͧलए काय[ का 

समीकरण है । जब कण A से B तक (देͨखये ͬचğ 3.4) गǓतशील 
हो तो कण पर ͩकये गये कुल काय[ का मान, Đमो×तर अनÛत सूêम 
ͪवèथापनɉ मɅ ͩकये गये कायȾ के योग के तुãय होता है ।  
अत:   1.w F


1dr


2.F


2dr


+ 3.F


3dr


+......   

या  .
B

A

w F 


dr


        .... (3.6) 
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या 
B

T
A

w F ds   

ͬचğ 3.5 मɅ TF  को दरूȣ के फलन के Ǿप मɅ आलेͨखत ͩकया 

गया है । अãपाशं ͪवèथापन ds के संगत ͩकया गया काय[ 

Tdw F ds  संकरȣ आयताकार प͠ी के ¢ेğफल के बराबर है । इस 

Ĥकार जब कण ͬचğ 3.4 मɅ दͧश[त ǒबÛद ुA से B तक ͪवèथाͪपत 
होता है तो ͩ कये गये कुल काय[ के मान को वĐ तथा s अ¢ के मÚय 
के सàपणू[ भाग को इसी  

Ĥकार अनेक संकरȣ आयताकार पǑ͠यɉ मɅ ͪवभािजत कर उनके ¢ेğफल के योग ɮवारा £ात 
कर सकते हɇ । अत: ͩकये  गये कुल काय[ का मान ͬ चğ 3.5 मɅ छायांͩकत- भाग के ¢ेğफल के ɮवारा 
Ǒदया जाता है । 
अत:  w = भाग ABCDA  का ¢ेğफल 

ͪवͧशçट िèथǓत मɅ जब बल का पǐरमाण व Ǒदशा Ǔनयत होती है तथा ͪपÖड बल कȧ Ǒदशा 
मɅ सरल रेखा मɅ गǓत करता है तब ,TF F अत: समी. (3.6) ɮवारा 

B B

A A

w Fds F ds F s            ... (3.7) 

या काय[ = बल x दरूȣ 
िèĤगं के ͪवèतारण या सàपीड़न मɅ ͩकया गया काय[- 
यǑद एक Ĥ×याèथ िèĤगं का एक ͧसरा Ǻढ़ आधार से जुड़ा हो तथा दसूरे ͧसरे पर एक m  

ġåयमान का कण जुड़ा हो । जब कण को माÚय िèथǓत ( 0x  ) से ͩकसी ओर ͪवèथाͪपत करत ेहɇ 
तो िèĤगं मɅ ͪवèतार या सकुंचन उ×पÛन होता है तथा कण को मुÈत करने पर िèĤगं कȧ Ĥ×याèथता 
के कारण Ĥ×यानयन बल उ×पÛन होता है । Ĥ×यानयन बल, ͪवèथापन ( x ) के समानपुाती होता है 
तथा सदैव माÚय िèथǓत कȧ ओर लगता है, अथा[त ्

  F x  
या  F kx         ... (3.8) 

जहां k िèĤगं का बल Ǔनयतांक हɇ तथा ऋण 
ͬचÛह यह åयÈत करता है ͩक Ĥ×यानयन बल (F) 
कȧ सदैव ͪवèथापन के ͪवपरȣत होती है । िèĤगं 
को इस Ĥ×यानयन बल के ͪवǾƨ माÚय िèथǓत 
( 0x  ) से x a   तक ͪवèथाͪपत करने मɅ 
काय[ करना पड़ता है, िजसका मान बल-ͪवèथापन 
आलेख ͬ चğ 3.6 मɅ वĐ तथा ͪ वèथापन अ¢ के 
मÚय घेरे गये भाग के ¢ेğफल के तुãय होता है 
। अत: OMN ͩकया गया काय[ का ¢ेğफल 
या,  1/ 2( )( )w ON MN  
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=1/ 2 .( )a ka    
या 21/ 2w ka        ..... (3.9) 

यह ͩकया गया काय[ िèĤगं मɅ िèथǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ संͬचत रहता है । काय[ के इस मान 
को समी. (3.6) ɮवारा भी Ǔनàन Ĥकार से ĤाÜत कर सकते हɇ । 

2

0 0 0

( )
2

aa a xw Fdx kx dx k
 

    
 

   

या 21
2

w ka  

3.2.3 शिÈत (Power) 

ͩकसी ͪ पÖड कȧ शिÈत को उसके ɮवारा समय के सापे¢ काय[ करने कȧ दर से पǐरभाͪषत करत े
हɇ I अथा[त ्

शिÈत = काय[ करने कȧ दर
ͩकया गया काय[

काय[ मɅ लगा समय
 

शिÈत = काय[ करने कȧ दर = ͩकया गया काय[ / काय[ मɅ लगा समय  
जब ͪ पÖड ɮवारा काय[ करने मɅ ͧ लया गया समय कम होता है तो उसकȧ शिÈत अͬधक होती 

है । 

ता×¢ͨणक शिÈत 
dwP
dt

       ...(3.10) 

या    
.F drP
dr




 

या  .P F


 .dr F v
dt


 

           ...(3.11) 

इस Ĥकार शिÈत को ͪ पÖड पर आरोͪपत बल तथा उसके ता×¢ͨणक वेग के अǑदश गणुनफल 
के Ǿप मɅ åयÈत करते हɇ । ͬचğ 3.7 (अ) मɅ ͩकसी समय पर काय[-समय वĐ का ढाल ता×¢ͨणक 
शिÈत को Ĥदान करता है ।   

 tandwP
dt

   

 
ͬचğ 3.7 

इसी Ĥकार ͬचğ 3.7 (ब) से शिÈत-समय आरेख पर घेरे गये भाग का ¢ेğफल समयाÛतराल 
t1 व t2 के मÚय ͩकये गये काय[ को Ĥदान करता है । अथा[त ्
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2

1

t

t

w pdt 
 

            .... (3.12) 

= p – t वĐ पर घेरे गये भाग (ABCDA) का ¢ेğफल 
शिÈत का S.I. माğक वाट है । (1 वाट = 1 जलू / सेकÖड) 
अͧभयांǒğकȧ मɅ शिÈत को 'अæव शिÈत' (horse power) मɅ मापते हɇ । 
1hp = 746 Watt 

उदाहरण 3.1 एक ͪपÖड Ǔनयत बल F


 ˆˆ ˆ2 3i j K    Ûयटून के Ĥभाव मɅ z- अ¢ के अनǑुदश 

गǓतशील है । ͪपÖड को z- अ¢ के अनǑुदश 3 मीटर ͪवèथाͪपत करने मɅ ͩकये गये काय[ का मान 
£ात कȧिजये । 
हल :  F


ˆˆ ˆ2 3i j K     तथा ˆ3s K


 

अत: .w F s
 

   

 ˆ ˆˆ ˆ2 3 .(3 )i j K K      
ˆ ˆ9 . 9k k   जूल  

उदाहरण 3.2 एक मालȣ घास काटने के ͧलए रोलर को 50 Ûयटून बल लगाकर ¢ैǓतज से 600कोण 
पर इसे 100 मीटर दरूȣ तक चलाता है । यǑद उसे 25 जलू काय[ के ͧलए 20 पसेै मजदरूȣ ͧमलती 
है तो उसे कुल ͩकतना धन ĤाÜत होगा?  

हल:   .w F s FsCos 
 

  
         = 50 100 60Cos     

  

15000 2500
2

    जूल 

25 जूल काय[ के ͧलए मजदरूȣ = 20 पसेै = 0.2 Ǿपये 

अत: 2500 जूल काय[ कȧ मजदरूȣ 
0.2 2500 20

25


   Ǿपये 

उदाहरण 3.3 एक ऐलȣवेटर ɮवारा 500 ͩकĒा. भार को Ǔनयत वेग 0.4 मी./ से. से ऊपर उठाया जाता 
है । इस काय[ के ͧलए ĤयÈुत मोटर Ûयनूतम ͩकतनी अæव शिÈत कȧ होनी चाǑहए? 
हल : m = 500 ͩकĒा.; v = 0.4 मी. / से. 

अत: शिÈत ( )p Fv mg v   
    = 500 x 9.8 x 0.4 
    = 1960 वाट 
यǑद घष[ण के ͪवǾƨ ऊजा[ कȧ कोई हाǓन न हो तो ĤयÈुत मोटर कȧ Ûयनूतम शिÈत 

1960
746

p   अæव शिÈत = 2.62 अæव शिÈत 
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3.3 ऊजा[ (Energy) 
Ĥ×येक वèतु चाहे वह सजीव हो या Ǔनजȸव हो व काय[ करने मɅ स¢म हो, तो उसमɅ ऊजा[ 

ͪवɮयमान होती है । 
''ͩकसी वèतु कȧ ऊजा[, उसके ɮवारा काय[ करने कȧ ¢मता ɮवारा पǐरभाͪषत होती है'' तथा 

इसका मापन वèतु ɮवारा ͩकये गये कुल काय[ कȧ माğा ɮवारा करते हɇ । 
काय[ व ऊजा[ दोनɉ के माğक समान होते हɇ, Èयɉͩक दोनɉ समान Ĥकार कȧ राͧशयाँ हɇ । 
ऊजा[ के ͪ वͧभÛन Ĥकार होते हɇ । जसेै यांǒğक ऊजा[, ऊçमीय ऊजा[, ͪवͩकरण ऊजा[, रासायǓनक 

ऊजा[, नाͧभकȧय ऊजा[ आǑद । 
यांǒğकȧ के अÚययन मɅ यांǒğक ऊजा[ का ͪ वशेष मह×व होता है, यह दो Ĥकार कȧ होती है-गǓतज 

ऊजा[ तथा िèथǓतज ऊजा[। 
ͩकसी Ǔनकाय को गǓतज ऊजा[ (K) एव ंिèथǓतज ऊजा[ (U) का योग Ǔनकाय कȧ यांǒğक ऊजा[ 

(E) कहलाता है । 
अथा[त ्  E = K + U 

ͩकसी वèतु कȧ ऊजा[ हमɅ उसके ɮवारा ͩकये जा सकने वाले कुल काय[ के बारे मɅ बताती है 
तथा इसके ͧ लए हमɅ समय का सÛदभ[ देने कȧ आवæयकता नहȣ ंहोती, िजसमɅ यह काय[ सàपÛन होता 
है । जबͩक दसूरȣ ओर शिÈत, वèतु ɮवारा ͩकये गये काय[ कȧ दर होती है । 

3.3.1 गǓतज ऊजा[ (Kinetic energy) 

ͩकसी गǓतशील ͪ पÖड मɅ ͪ वɮयमान ऊजा[ को उसकȧ गǓतज ऊजा[ कहते हɇ तथा यह उस काय[ 
कȧ माğा ɮवारा मापी जाती है जो ͩक वèत ुͩकसी बाहय बल के ͪवǽƨ ͪवराम िèथǓत मɅ आने तक 
करती है । Ǔनàन उदाहरण गǓतज ऊजा[ कȧ åयाÉया करत ेहɇ- 

1. बÛदकू ɮवारा छोड़ी गई गोलȣ, जो ͩक लêय मɅ टकराकर उसे भेदन कȧ ¢मता रखती 
है ।   

2. गǓतशील हथौड़ा, जो ͩक लकडी या दȣवार मɅ ͩकसी कȧल को गǓत Ĥदान करता है । 
3. एक ͬगरती हु ई वèत,ु जो ͩक ͩकसी पçृठ पर ͬगरकर उसे तोड़ सकती है । 
4. फश[ पर लढ़ुकती हु ई बॉल, ͪवरामावाèथा मɅ िèथत बॉल को टÈकर कर गǓतशील कर सकती 

है ।  
हम एक m ġåयमान के ͪपÖड पर ͪवचार करते हɇ, जो ͩक पणू[त: घष[णरǑहत तल पर 

ͪवरामावाèथा (Ĥारिàभक वेग u = 0) से गǓत Ĥारàभ करती है । 
अब माना ͪ पÖड पर एक Ǔनयत बल 

F


काय[ करता है, जो ͩक इसमɅ a

×वरण 

उ×पÛन करता है (देͨखये ͬचğ 3.8), यǑद 
ͪवèथापन s


 पæचात ्ͪपÖड का वेग v हो तो 

गǓत के ततृीय समीकरण से 
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2 2

2

2
0 2

v u as
v as

 

   

या  
2

2
va

s
  

बल ɮवारा ͪपÖड  s

 से ͪवèथाͪपत करने मɅ ͩकया गया काय[  

चूँͩक F


 व s

 समान Ǒदशा मɅ हɇ, अत: 

  0w FsCos Fs       ( )F ma   
या      w mas                                                                         

2

2
va

s
  का मान रखने पर 

2

2
va

s
       

यह ͩकया गया काय[ åयथ[ नहȣं जाता तथा वèतु मɅ गǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ संͬचत हो जाता 
है । अत:  

गǓतज ऊजा[ 21
2

mv         ...(3.13)  

3.3.2 िèथǓतज ऊजा[ (Potential energy) 

ͩकसी बल ¢ेğ मɅ िèथत ͪपÖड कȧ उसकȧ (position) या अͧभͪवÛयास (orientation) के 
कारण ǓनǑहत ऊजा[ को, िèथǓतज ऊजा[ कहते हɇ । 

वèतुत: यह बल ¢ेğ Ĥदायक तथा ͪपÖड से ͧमलकर बने Ǔनकाय (system) कȧ ऊजा[ होती 
है । िèथǓतज ऊजा[ का मापन ͪपÖड ɮवारा ͩकये गये काय[ कȧ उस माğा ɮवारा करते हɇ, जो ͩक ͪपÖड 
अपनी वत[मान या अͧभͪवÛयèत िèथǓत से मानक िèथǓत (शÛूय िèथǓतज ऊजा[ कȧ अवèथा) मɅ आने 
तक करता है ।  

िèथǓतज ऊजा[ कȧ अवधारणा केवल आÛतǐरक सरं¢ी बलɉ के ͧलए हȣ पǐरभाͪषत होती है, 
असंर¢ी बलɉ के ͧलए नहȣ।ं 

आप जानते हɇ ͩ क िèथǓतज ऊजा[ कȧ ऋणा×मक Ĥवणता का मान, संर¢ी बल के बराबर होता 
है, अथा[त ् 

  F gradU U   
  

                            …… (3.14) 

जहा ँ   ˆˆ ˆi j k
y y y
  

   
  


 एक सǑदश अवकल सकंारक है । 

संर¢ी बल ɮवारा अãपांश ͪवèथापन dr होने पर        
dUF
dr

   से       ..... (3.15) 

.dU F dr dw   
 

      ..... (3.16) 
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इस Ĥकार ͪ पÖड को इसकȧ Ĥारिàभक अवèथा (i) से अंǓतम अवèथा (f) तक ͪ वèथाͪपत करने 
मɅ आÛतǐरक संर¢ी बल ɮवारा ͩ कये गये काय[ का ऋणा×मक मान, इसकȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न 
के तुãय होता है । अथा[त ्

f f

i i

dU dw    

.
f

f i
i

U U F dr  
 

        .. (3.17) 

िèथǓतज ऊजा[ एक सापे¢ राͧश होती है तथा यह ͪपÖड कȧ िèथǓत का अǑदश फलन होती 
है । 

बल ¢ेğ के आकष[ण ĤकृǓत का होने पर िèथǓतज ऊजा[ ऋणा×मक तथा बल ¢ेğ के ĤǓतकष[ण 
ĤकृǓत का होने पर िèथǓतज ऊजा[ धना×मक होती है । 

बल ¢ेğ कȧ ĤकृǓत के आधार पर िèथǓतज ऊजा[ के अनेक Ĥकार हो सकते हɇ, जैसे गǾु×वीय 
िèथǓतज ऊजा[, Ĥ×याèथ िèथǓतज ऊजा[, ͪवɮयतु िèथǓतज ऊजा[, रासायǓनक िèथǓतज ऊजा[ आǑद ।  

गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ (Gravitational potential energy) 
हम ''पØृवी + ͪपÖड'' से Ǔनͧम[त एक Ǔनकाय पर ͪवचार करते हɇ । माना m ġåयमान का 

ͪपÖड पØृवी के पçृठ के समीप िèथत है तथा इसे h ऊँचाई से ऊपर उठाया जाता है । गǾु×वीय बल 
एक संर¢ी बल है अत: हम िèथǓतज ऊजा[ को पǐरभाͪषत कर सकत े
हɇ ।  पØृवी के ͪ पÖड कȧ तलुना मɅ अ×यͬधक भारȣ होने के कारण हम 
इसके ×वरण को नगÖय मान सकते हɇ और हम पØृवी से सàबƨ Ǔनदȶश 
तंğ को जड़×वीय मान सकते हɇ । इस Ǔनदȶश तÛğ मɅ ͪपÖड के 
गǾु×वाकष[ण बल ɮवारा पØृवी पर ͩकया गया काय[ शूÛय है । यǑद ͪपÖड 
h ऊँचाई रो ऊपर उठता है तो बल mg ɮवारा काय[ (-mgh) ͩकया 
जाता है, अत: िèथǓतज ऊजा[ mgh से बढ़ जाती है । इस Ĥकार जब 
ͪपÖड को पØृवी कȧ सतह से h ऊँचाई से ऊपर उठात ेहɇ (h<< पØृवी 
कȧ ǒğÏया), हो तो ''पØृवी + ͪपÖड'' Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ mgh 
वृͪ ƨ होती है । इसी Ĥकार जब ͪपÖड h ऊँचाई से नीचे ͬगरता है, तो 
Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ mgh कमी आती है । 

समी. (3.17) ɮवारा भी गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ कȧ गणना 
कर सकते हɇ । ͬचğ 3.9 मɅ माना m ġåयमान के ͪपÖड को पØृवी के 
गǾु×वाकष[ण ¢ेğ मɅ ǒबÛद ुA से B तक ͪ वèथाͪपत ͩ कया जाता है तो 
पØृवी के केÛġ से ͩकसी दरूȣ r पर ͪपÖड पर गǾु×वाकष[ण बल 

  
2 ˆM mF G r

r
 

   

होगा जहाँ M पØृवी का ġåयमान है, अत: समी (3.17) से Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ मे 
पǐरवत[न 
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2

1

2 ˆ. .
rB

B A
A r

MmU U F d r G r dr
r

       
  

  
 

 या  
22

11

2

1 1
rr

B A
rr

U U GMm dr GMm
r r

        

या  
1 2

1 1
B AU U GMm

r r
 

   
 

      ...(3.18)  

यǑद ǒबÛद ुA पØृवी कȧ सतह पर हो तो 1r R पØृवी कȧ ǒğÏया तथा 2r R H  होने     

 

1 1
B AU U GMm

R R h
     

 

या 
( )B A

R h RU U GMm
R R h

  
    

 

 
2GM gR  रखने पर 

 
2

( ) 1
B A

gR mh mghU U hR R h
R

  
 

 

पØृवी कȧ सतह को Ǔनदȶश ǒबÛद ुलेने पर AU = 0, अत: सतह से h ऊँचाई पर िèथǓतज ऊजा[ 

 
1

B
mghU Uh

R

 


 

    ..... (3.19) 

यǑद  h R  हो तो  1,h
R
  अत: 

   U mgh  
सàपीͫडत या ͪवèताǐरत िèĤगं कȧ िèथǓतज ऊजा[ (Potential energy to a 

compressed)  
ͬचğ 3.10 मɅ एक L लàबाई कȧ ġåयमान हȣन िèĤगं पर ͪ वचार करते हɇ, िजसका एक ͧ सरा 

Ǻढ़ दȣवार से तथा दसूरा ͧसरा एक Þलॉक से जुड़ा है । इसे एक ¢ैǓतज 
तल पर खींचकर x  दरूȣ से ͪवèताǐरत करते हɇ । Þलॉक पर kx  
बल माÚय िèथǓत कȧ ओर लगता है । इस Ĥकार बल ɮवारा िèĤगं 
पर धना×मक काय[ ͩकया जाता है । मलू लàबाई कȧ िèथǓत मɅ 
िèथǓतज ऊजा[ शÛूय लेने पर ͪवèताǐरत िèथǓत मɅ िèथǓतज ऊजा[ 

 
0 0

x x

U Fdx kk dx      

या  
2

0 02

xx xU k xdx k
 

   
 

  
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या  21
2

U kx         ..... (3.20) 

3.3.3 यांǒğक ऊजा[ (Mechanical energy) 

ͩकसी Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ (U)व गǓतज ऊजा[ (K) का योग Ǔनकाय कȧ कुल यांǒğक 
ऊजा[ (E) कहलाती है । 
अथा[त ्  E K U         ...(3.21) 

 जब Ǔनकाय पर केवल संर¢ी आÛतǐरक बल काय[रत हɉ तो िèथǓतज ऊजा[ इन बलɉ के संगत 
पǐरभाͪषत होती है । तथा जब कोई बाहय बल नहȣ ंलग रहा हो या इसके ɮवारा ͩ कया गया काय[ शूÛय 
हो तो 

( )f i f iU U w K K     
या  f f i iU K U K                                                  ..(3.22) 

जहाँ i व f Ǔनकाय कȧ Ĥारिàभक व अंǓतम अवèथा को दशा[त ेहɇ । समी. (3.22) के अनसुार 
जब Ǔनकाय पर लग रहे आÛतǐरक बल संर¢ी हɉ तथा बाहय बलɉ ɮवारा कोई काय[ नहȣं ͩकया जा 
रहा हो तो Ǔनकाय कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ Ǔनयत रहती है । इसे यांǒğक ऊजा[ के सरं¢ण का Ǔनयम कहते 
हɇ । यǑद Ǔनकाय के भागɉ के मÚय असरं¢ी बल (जैसे घष[ण बल) लग रहा हो तो कुल यांǒğक ऊजा[ 
K+U Ǔनयत नहȣं रहती है । 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èया यह सàभव है ͩक ͩ कसी ͪ पÖड पर बल लग रहा हो, िजसके कारण ͪ पÖड मɅ ×वǐरत 
 गाते हो परÛतु ͩफर भी बल ɮवारा कोई काय[ न ͩकया जा रहा हो?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .... .....  
2. घड़ी मɅ  चाबी भरने पर िèĤंग मɅ कौन-सी ऊजा[ संͬचत होती है? घड़ी के चलते रहने 
 पर यह ͩकस ऊजा[ मɅ  ǾपाÛतǐरत होती है?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
3. यǑद दो Ĥोटॉन एक-दूसरे के समीप लाये जायɅ तो इस Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ घटेगी 
 या बढ़ेगी?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
4. दो िèĤंग A व B समǾप हɇ; लेͩकन िèĤंग A,B कȧ तुलना मɅ  कठोर (stiff) 
 A BK K है । ͩकस िèĤंग पर अͬधक काय[ करना होगा यǑद, करना ( i) उÛहɅ  समान 

 दूरȣ तक खींचा जाये, ( ii) उÛहɅ  एक हȣ बल से खींचा जाये? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
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5. एक हãके एवं भारȣ ͪपÖड कȧ गǓतज ऊजा[ऐं समान हɇ ।ͩकस ͪपÖड का संवेग अͬधक 
 होगा?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .. ............ ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
6. Èया ͩकसी ͪपÖड मɅ ǒबना संवेग के हु ए, ऊजा[ हो सकती है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... .. .... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
7. जूल, कैलोरȣ, ͩकलोवॉट, ͩकलोवॉट-घÖटा इलेÈĚॉन-वोãट मɅ से कौनसा माğक ऊजा[ 
 का नहȣं है?  
 .............. ....... .. .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
उदाहरण 3.4 m ġåयमान का एक Þलॉक ͬचğानसुार एक घष[णहȣन तल पर ͩफसलता है । यǑद इसे 
ǒबÛद ुA से ͪवरामावाèथा से छोड़ा जाता है तो B पर पहुचँने पर इसका वेग £ात करो । 
हल: यहा ँÞलॉक +पØृवी ͧमलकर Ǔनकाय बनाते हɇ । 
केवल Þलॉक गǓत करता है अत: इस पर ͩकया गया 
काय[ केवल गǽु×वीय िèथǓतज ऊजा[ मɅ योगदान करता 
है तथा Þलॉक पर पçृठ ɮवारा लगने वाला अͧभलàब 
ĤǓतͩĐया, वेग के लàबवत ्होने के कारण कोई काय[ 
नहȣं करता । चूँͩक Ǔनकाय पर कोई बाहय बल काय[ 
नहȣ कर रहा है, अत:  

गǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ = िèथǓतज ऊजा[ मɅ कमी 

या 21
2

mv mgh   या 2v gh  

उदाहरण 3.5  एक ͪपÖड का ġåयमान 2 ͩकलोĒाम है उसे Ǔनयत बल लगाकर ¢ैǓतज सɅ 300 कोण 
पर झुके तल पर ऊपर कȧ ओर खींचा जाता है । यǑद ġåयमान Ǔनयत वेग 6 मीटर / से. से ऊपर कȧ 
ओर चलता है तो घष[ण बल के Ĥभाव को नगÖय मानते हु ए गणना. कȧिजए - 

(i) बल ɮवारा एक ͧमǓनट मɅ ͩकया गया काय[   (ii)  उ×पÛन शिÈत का मान 
हल : (i) ͪपÖड पर लगने वाला पǐरणामी बल 

sinF mg ma   
चूँͩक ͪपÖड Ǔनयत वेग से ऊपर गǓतमान है  
इसͧलए   a = 0होगा  
अत:   sin 0F mg    
या,   sinF mg    
या  0.2 9.8 sin 30F     
  = 9.6 Ûयटून 
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1 ͧमनट मɅ ͪपÖड ɮवारा तय कȧ दरूȣ d= vt  = 6 x 60 
     = 360 मीटर 
चूँͩक बल ɮवारा एक ͧमनट मɅ ͩकया गया काय[  
 W = (F) (d) 
 = (9.8) (360) 
 3.528 x 103 जूल 
(ii) औसत शिÈत =  Fv  = (9.8) (6) 
            = 58.8 वॉट  

उदाहरण 3.6 एक सरल लोलक का गोलक जब माÚय िèथǓत से गजुरता 
है तो इसका वेग 3 मी. / से. होता है । जब गोलक ऊÚवा[धर से 600 
का कोण बनाता है तो इसकȧ चाल £ात करो । लोलक कȧ लàबाई 0.5 
मी. है ।(g= 10 मी./से2.) 
हल:  यहाँ गोलक + पØृवी ͧमलकर Ǔनकाय कȧ रचना करते हɇ । डोरȣ 
मɅ तनाव, बाहय बल है, लेͩकन यह तेग के लàबवत ्होने के कारण कोई 
काय[ नहȣं करता । अत: केवल गǾु×वाकष[ण संर¢ी बल काय[ करता है, िजसके Ĥभाव मɅ यांǒğक ऊजा[ 
Ǔनयत रहती है ।  कोणीय ͪवèथापन कȧ िèथǓत मɅ गोलक कȧ माÚय िèथǓत से ऊँचाई  

( )h l lCos l l Cos      
यǑद  कोणीय ͪवèथापन के समय गोलक कȧ चाल 1v  हो तो  
गǓतज ऊजा[ मɅ कमी = िèथǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ 

या  2 2
1

1 1 ( )
2 2

mv mv mgl l Cos    

या 2
1 2 (1 )v v gl Cos    

19 2 10 .5 1
2

      
 

 

9 5   
= 2मी./से. 

उदाहरण 3.7 एक 4 ͩकलोĒाम ġåयमान का ͪपÖड घष[ण हȣन ¢ैǓतज तल पर 2 मीटर / से. के वेग 
से गǓतमान है । यǑद ͪपÖड राèते मɅ रखी िèĤगं को संकुͬचत करके Ǿक जाता है तो िèĤगं ͩकतनी 
संकुͬचत होगी? यǑद िèĤगं का बल Ǔनयतांक 16 Ûयटून /मी. है । 

हल : ͪपÖड कȧ गǓतज ऊजा[ 2 21 1 4 (2)
2 2

mv     

                    = 8 जलू  
माना ͪपÖड के िèĤगं से टकराने पर िèĤगं x  मीटर सकुंͬचत होती है तथा ͪपÖड Ǿक जाता 

है । इस िèथǓत मɅ ͪपÖड अपनी सàपणू[ गǓतज ऊजा[ खो देता है तथा यह उसकȧ गǓतज ऊजा[ िèĤगं 
मɅ िèथǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ एकǒğत हो जाती है । 
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अत: िèĤगं कȧ िèथǓतज ऊजा[  21
2

Kx  

लेͩकन  21
2

Kx 21
2

mv = 8 जूल 

 2 8 2 16 1
16

x
k


     

 1.0x  मीटर 

उदाहरण 3.8 तीन ͪवɮयतु आवेश A,B तथा C Đमश: 60 -70 तथा -12 कूलाम के इस Ĥकार रखे 
गये हɇ ͩक दǐूरयाँ AB,BC, तथा CA Đमश: 10,30 तथा 30 सेमी हɇ । इस Ǔनकाय कȧ ͪवɮयतु िèथǓतज 
ऊजा[ ͩकतनी होगी? 
हल : Ǔनकाय कȧ कुल वɮैयतु िèथǓतज ऊजा[ 

 AB BC ACU U U U        

2 2 2

60( 70) ( 70) ( 12) ( 12) 60
10 10 30 10 30 10

k k k  

     
  

  
 

 

2 2 2

4200 840 720
10 10 30 10 30 10

k   

       
 

     2 420 28 24
10

k
     

   
 

9

2

9 10 416
10


   

   
119 10 ( 416)     

   113744 10    जूल  
अत: Ǔनकाय कȧ ͪवɮयतु िèथǓतज ऊजा[ का मान 113744 10  जूल होगी तथा ऋणा×मक 

ऊजा[ का अͧभĤाय है ͩक यह Ǔनकाय मɅ संͬचत रहती है । 
उदाहरण 3.9 एक m ͩकलोĒाम ġåयमान का ͪपÖड h मीटर कȧ ऊँचाई से एक िèĤगं पर ͬगरता है, 
िजसका बल Ǔनयतांक  k Ûयटून / मी. है । िèĤगं ͩकतनी अͬधकतम दरूȣ तक दबेगी? गणना कȧिजये 
। घष[ण Ĥभाव उपे¢णीय है । 
हल: ͪपÖड कȧ गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ मɅ कमी =  िèĤगं कȧ Ĥ×याèथ ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ माना िèĤगं 
x  दरूȣ तक सकुंͬचत होती है तो   

  
21( )

2
mg h x kx 

 
या   21

2
kx ( )mg h x   

या    2 2 2 0mg mghx x
k k

    
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2 2mg mg mghx
k k k

     
 

   

इस Ĥकार िèĤगं x  मीटर दरूȣ से दबेगी । 
उदाहरण 3.10 एक एãफा कण ( ) 2.0 x 106  मी. / से. के वेग से èवण[ नाͧभक, िजसका परमाण ु
Đमाकं 79 है, कȧ ओर सीधी रेखा मɅ गǓतमान है ।   - कण के नाͧभक के पास पहु ँचने कȧ Ǔनकटतम 
दȣ कȧ गणना करो । 
हल :   कण पर आवेश 

192 2 1.6 10e      
  

193.2 10  कूलॉम  
 कण का ġåयमान  274 4 1.67 10pm    ͩकĒा 

  
276.68 10   

èवण[ नाͧभक पर आवेश  1979 79 1.6 10Ze e      कूलॉम 

एãफा कण कȧ गǓतज ऊजा[ 21
2

mv  

माना Ǔनकटतम पहु ँच कȧ दरूȣ d है, तो Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ 

  
1 2 ( )( )q q Ze Zek k
r d

   

एãफा कण, èवण[ के नाͧभक के पास Ǔनकटतम दरूȣ वहाँ तक जायेगा जहाँ उसकȧ कुल 
Ĥारिàभक गǓतज ऊजा[, पणू[तया िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवǓत[त हो जायेगी अथा[त ् 

21
2

mv
22Zek

d
  

2

2

4Zed k
mv

   
9 38

27 12

9 10 4 79 1.6 1.6 10
6.68 10 2.0 2.0 10





     


   
 

29

15

9 4 79 2.56 10
6.68 4 10





   


 
  

122.72 10   मीटर 

3.4 ऊजा[ के èवǾप (From of energy) 
ऊजा[ अनेक Ǿप होते हɇ-जैसे यांǒğक ऊजा[, ऊçमा ऊजा[, नाͧभकȧय ऊजा[, रासायǓनक ऊजा[, 

Ĥकाश ऊजा[, ÚवǓन ऊजा[, ͪवɮयतु ऊजा[ आǑद । ĤकृǓत मɅ होने वालȣ ͪवͧभÛन घटनाओं मɅ ऊजा[ का 
एक Ǿप से दसूरे Ǿप मɅ ǾपाÛतरण होता रहता है । ऊजा[ को न तो उ×पÛन ͩकया जा सकता है और 
न हȣ नçट ͩकया जा सकता है । 

(1) यांǒğक ऊजा[ (Mechanical energy) 
ͩकसी वèतु मɅ यांǒğक ऊजा[, उसकȧ गǓत या ͩकसी संर¢ी बल ¢ेğ मɅ उसकȧ िèथǓत या 

अͧभͪवÛयास के कारण  होती -है- । उदाहरण के ͧलए गǓतशील गोलȣ मी ऊजा[, पवन ऊजा[, छत 
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पर िèथत पानी कȧ टंकȧ मɅ ऊजा[, घडी  व ͨखलौने मɅ िèĤगं कȧ ऊजा[ आǑद यांǒğक ऊजा[ के हȣ 
Ǿप हɇ । 

(2) आÛतǐरक ऊजा[ (Internal energy) 
अणुओं के- मÚय परèपर आकष[ण बल के कारण इनमɅ आÛतǐरक िèथǓतज ऊजा[ होती है । 

ġव व गसैɉ मɅ अणुओं कȧ अǓनयͧमत गǓत होती है तथा ठोसɉ मɅ अणओंु कȧ कàपÛन गǓत होती है, 
िजससे इनमɅ गǓतज ऊजा[ होती है । इस Ĥकार पदाथ[ कȧ कुल आÛतǐरक ऊजा[, उसकȧ आÛतǐरक िèथǓतज 
तथा आÛतǐरक गǓतज ऊजा[ के योग के बराबर होती है । आÛतǐरक िèथǓतज ऊजा[ का मान अणुओं 
के मÚय दरूȣ पर तथा आÛतǐरक गǓतज का मान ताप पर Ǔनभ[र करता है । 

(3) रासायǓनक ऊजा[ (Chemical energy) 
ͪवͧभÛन रासायǓनक ͩĐयाओं से ĤाÜत होने वालȣ ऊजा[ को रासायǓनक ऊजा[ कहते हɇ । सेल 

से ͪवɮयतु ऊजा[ कȧ ĤािÜत, गोबर गसै से ĤाÜत ऊजा[ आǑद इसके Ĥमुख उदाहरण हɇ । 
(4) नाͧभकȧय ऊजा[ (Nuclear energy) 
इकाई 2 के अनÍुछेद 2.3 के अÛतग[त आप ĤकृǓत के मलू बलɉ मɅ नाͧभकȧय बल के बारे 

मɅ पढ़ चुके हɇ । नाͧभक मɅ नाͧभकȧय कणɉ के मÚय काय[रत नाͧभकȧय बलɉ के कारण ऊजा[ को नाͧभकȧय 
ऊजा[ कहते हɇ । यह दो Ĥकार कȧ होती है- (1) नाͧभकȧय ͪ वखÖडन ɮवारा तथा (2) नाͧभकȧय सलंयन 
ɮवारा ĤाÜत ऊजा[ । नाͧभकȧय ͪवखÖडन मɅ भारȣ नाͧभक (जसेै 235U ) पर जब मÛदगामी ÛयĚूानɉ से 
संघात कराया जाता है, तो नाͧभक का हãके नाͧभकɉ मɅ ͪ वखÖडन हो जाता है इस ĤͩĐया मɅ ġåयमान 
कȧ ¢Ǔत होती हɇ I नाͧभकȧय सलंयन से छोटे नाͧभकɉ के सलंयन (fusion) से बड़े नाͧभक का Ǔनमा[ण 
होता है तथा इस ĤͩĐया मे भी ġåयमान ¢Ǔत (mass defect) होती है । आइÛसटȣन के ġåयमान-ऊजा[ 
तुãयता समी.  

2.E m c            .. (3.23) 
से यह ġåयमान ¢Ǔत ( m ) नाͧभकȧय ऊजा[ के Ǿप मɇ ǾपाÛतǐरत होती है I उपरोÈत समी. मɅ c 
Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश का वेग हɇ । 

(5) ÚवǓन ऊजा[ (Sound energy) 
यह ऊजा[ का एक ऐसा Ǿप है, िजससे हम कानɉ मɅ संवेदना (sensation) उ×पÛन होती है 

। वाèतव मɅ ÚवǓन ऊजा[ ,ÚवǓन सचंरण मɅ ĤयÈुत माÚयम के कणɉ कȧ कàपÛन ऊजा[ हɇ I 
(6) सौर ऊजा[ (Solar energy) 
यह ऊजा[ हमɅ गलेैÈसी व सूय[ से ͪवͩकरण ɮवारा ĤाÜत इस ͪवͩकरण ऊजा[ का ġæय भाग 

(Visible part) है जो ͩक हमɅ Ĥकाश ऊजा[ के Ǿप मɅ ĤाÜत होता है । सौर ऊजा[, ऊजा[ का एक 
गरैपरàपरागत तथा कभी भी न ख×म होने वाला İोत है । इस ऊजा[ ɮवारा पौधɉ मɅ Ĥकाश सæंलेषण 
कȧ ͩĐया होती है तथा हमɅ ĤाकृǓतक Ǿप से ͪवटाͧमन डी कȧ ĤािÜत भी होती है । 
उदाहरण 3.11 ͩकसी ɮͪवपरमाणकु अण ुमɅ दो परमाणुओं के मÚय बल के ͧलये िèथǓतज ऊजा[ का 
फलन Ǔनàन है ?  

12 6( ) 0a bU x
x x

    
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जहाँ  तथा b धना×मक अचर हɇ और xदोनɉ परमाणुओं के बीच कȧ दरूȣ है (i) दोनɉ परमाणुओं 
के मÚय बल का åयजंक åय×ुपÛन कȧिजये । (ii) x के ͩ कस मान के ͧ लए U( x ) शूÛय होगा तथा ͩकस 
मान के ͧलये U( x ) Ûयनूतम होगा? (iii) अण ुकȧ ͪवयोजन ऊजा[ (Dissociation energy) कȧ गणना 
कȧिजये । 

हल: (i) 12 6( ) 0a bU x
x x

    

चू ंͩक िèथǓतज ऊजा[ कȧ ऋणा×मक Ĥवणता बल के बराबर होती है । अत: परमाणुओं के मÚय 
बल का मान 

( )dU xF
dx

    

 
12 6 13 7

12 6d a b a d
dx x x x x

         
7 6

6 2 / 1b a b
x x

    
 

   

(ii) U ( x ) = 0 के ͧलये  

   12 6 0a b
x x

       

या    6
12

1 0a bx
x

   

x  के दो मान सàभव हɉगे  
जब     

6 0a bx   
तो   

1/ 6ax
b

   
 

 

तथा जब  12

1 0
x

  हो तो x   होगा I 

U ( x ) के Ûयनूतम मान के ͧलये 

 ( ) 0d U x
dx

  होना चाǑहए   

12 6 0d a b
dx x x

     
 

या 
13 7

12 6 0a d
x x

    

या  6
1 3
6 2 0a bx

x
      

या  6 2 0bx a    
1 / 62 ax

b
    
 
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(iii) ͪवयोजन ऊजा[ D, ऊजा[ का वह मान है, जो अणु को अलग-अलग परमाणुओं मɅ तोड़ने के 
ͧलये आवæयक होती है । इसका मान, 1/6(2 / )x a b  पर Ûयनूतम िèथǓतज ऊजा[ तथा x   पर 
िèथǓतज ऊजा[ के अÛतर के बराबर होगा। 

1/ 6

( )
2

x
aD U U x

b

          
 

2

2 20
(2 / ) (2 / )a b a b

 
   

 
 

2

2 24 / 2
a b

a b a
 

   
 

 

2 2

24 2
a b b

a a
 

   
 

 

2 2

4 2
b b

a a
 

   
 

 

2 22
4

b b
a

 
   

 
 

2

4
b
a

  

उदाहरण 3.12 एक 2 ͩकलोĒाम ġåयमान के ͪपÖड को पØृवी कȧ सतह से 2 eR  ऊँचाई तक ले जायɅ 

तो उसकȧ गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न कȧ गणना कȧिजये । पØृवी कȧ ǒğÏया 36.4 10eR  

ͩकलोमीटर तथा g= 9.8 मी./से2। 
हल : Ĥæनानसुार m = 2 ͩकलाĒाम, , ?eh R U   

पØृवी के केÛġ से r दरूȣ पर िèथत m ġåयमान के ͪपÖड पर आकष[ण बल 

2
eGM mF

r
  

जहाँ M पØृवी का ġåयमान है । 
इस बल के ͪवपरȣत dr ͪवèथापन मɅ ͩकये गये काय[ का मान 

2
eGM mF

r
  

अत: पØृवी कȧ सतह  er R से 3 er R तक ले जाने मɅ ͩकया गया कुल काय[   
33

2
1 ee

e e

RR
e

e
R R

GM mW dW dr GM m
r r

          

1 1 2 2
3 3 3

e
e e

e e e e

GM mGM m GM m
R R R R

   
      

   
 

लेͩकन पØृवी कȧ सतह पर 2
e

e

GMg
R

  



71 
 

अत: 
2
3 eW R gm  

यहȣ काय[ ͪपÖड कȧ गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न के बराबर होगा । 

अत: 
2
3 eU R gm    

Ĥæनानसुार m=2 ͩकलाĒाम, 36.4 10eR    ͩकलोमीटर तथा g= 9.8 मी./से2 
6

62 106.4 10 9.8 2 250.88
3 3

U         
6 783.62 10 8.362 10    जूल 

उदाहरण 3.13 Ǔनàन ͬचğ 3.16 मɅ ͩकसी कण कȧ U( x ) तथा x  के बीच का िèथǓतज ऊजा[ वĐ 
Ĥदͧश[त ͩकया गया है । x  के वे सàभाͪवत मान Èया हɉगे िजनके इधर-उधर कण कàपन गǓत कर 
सकता है? Ĥ×येक िèथǓत मɅ कàपन कȧ सàभाͪवत ऊजा[ ͩ कतनी होगी ? यǑद कण कम x  वाले ͪ वभव 
कूप से Ǔनकल जाये तो अनÛत पर उसकȧ गǓतज ऊजा[ Èया होगी?        

 
ͬचğ 3.16 

हल : कण के िèथǓतज ऊजा[ वĐ से èपçट है ͩ क x= 4 मीटर तथा x  = 9 मीटर के मानɉ पर कण 
कȧ िèथǓतज ऊजा[ का मान Ûयनूतम है, इसͧलये इन िèथǓतयɉ के इधर-उधर कण कàपन गǓत कर 
सकता है ।  

x= 4 मीटर तथा x  =9 मीटर के ͧ लए कàपन कȧ अͬधकतम सàभाͪवत ऊजा[यɅ (िèथǓतज 
तथा गǓतज ऊजा[ओं का योग) Đमश: 3.5 जलू तथा 1.5 जलू है । 

वĐ से Ĥदͧश[त होता है ͩक x  =9 मीटर िèथǓत के अथा[त ्कम ͪवभव कूप से Ǔनकल पाने 
ͩक िèथǓत मɅ कण कȧ सàपणू[ ऊजा[ का मान एक जलू है ।  x  के ͧलए िèथǓतज ऊजा[ शूÛय 
है । अत: ऊजा[ संर¢ण से कण के अनÛत तक पहु ँचने कȧ िèथǓत मɅ उसकȧ गǓतज ऊजा[ एक जलू 
होनी चाǑहए ।  
अथा[त ् 1i f fT U T U     जूल 
लेͩकन  0fU   जबͩक x   या अनÛत पर 
गǓतज ऊजा[ 1fT   जूल 
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उदाहरण 3.14 अनतं से पØृवी कȧ सतह तक एक ͩकलोĒाम ġåयमान को लाने मɅ ͩकतनी ऊजा[ कȧ 
आवæयकता होगी? (पØृवी कȧ ǒğÏया= 6.4 x 106 मीटर तथा पØृवी तल पर g= 9.8 मी. / से2)I 
हल : एक ͩ कलोĒाम ġåयमान को अनतं से पØृवी के पçृठ तक लाने मɅ आवæयक ऊजा[ का मान पØृवी 
कȧ सतह पर िèथǓतज ऊजा[ के बराबर होगा । 

61 9.8 6.4 10e
e

e

GMU mgR
R

        

76.27 10   

3.5 सारांश (Summary)   
 जब ͩकसी ͪ पÖड पर बल लगाया जाता है तो ͩ कये गये काय[ का मान बल तथा बल के अनǑुदश 

ͪवèथापन के घटक या ͪवèथापन के अनǑुदश बल के घटक तथा ͪवèथापन के गणुनफल के 
ɮवारा Ǒदया जाता है । गͨणतीय Ǿप से .W F D


  अथा[त ्बल व ͪवèथापन का अǑदश 

गणुनफल काय[ के तुãय होता है । यह एक अǑदश राͧश है । 

 पǐरवतȸ बल ɮवारा ͩकया गया काय[  .
f

i

W F d r 
 

 

 ͩकसी ͪपÖड या यिुÈत ɮवारा ͩकये गये काय[ कȧ समय के सापे¢ दर को शिÈत कहते हɇ । 

अथा[त ् .dwp F v
dt

 


 

 ͩकसी ͪपÖड ɮवारा काय[ कर सकने कȧ ¢मता को उसकȧ ऊजा[ कहते हɇ । ͩकसी ͪपÖड कȧ 
गǓतज ऊजा[ व िèथǓतज ऊजा[ का योग उसकȧ यांǒğक ऊजा[ कहलाती है । संर¢ी बलɉ के Ĥभाव 
मɅ ͪपÖड कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ सदैव Ǔनयत या संरͯ¢त रहती है । 

 ऊजा[ के ͪवͧभÛन Ĥकार होते हɇ । ĤकृǓत मɅ होने वालȣ ͪवͧभÛन घटनाओं मɅ ऊजा[ एक Ǿप 
से दसूरे Ǿप मɅ ǾपाÛतǐरत होती रहती है । 

 ऊजा[ न तो उ×पÛन कȧ जा सकती है, न हȣ नçट कȧ जा सकती है । इसे ऊजा[ के संर¢ण 
का ͧसƨाÛत कहते हɇ ।  

3.6 शÞदावलȣ (Glossary)  
ऊजा[ Energy  
काय[  Work 
गǓतज ऊजा[ Kinetic constant  
बल Ǔनयतांक  Force constant 
यांǒğक ऊजा[ Mechanical energy   
शिÈत Power  
िèथǓतज ऊजा[ Potential energy  
संर¢ी बल Conservative force  
संर¢ण  Conservation 
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3.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answer to Self assessment questions)   
1. हाँ, सàभव है, जब बल गǓत कȧ Ǒदशा के लàबवत ्हो /व×ृताकार गǓत मɅ अͧभकेÛġȣय बल 

ɮवारा कण पर ͩकया गया काय[ शÛूय होता है । 
2. िèथǓतज ऊजा[, गǓतज ऊजा[ मɅ । 
3. बढ़ेगी, Èयɉͩक दो Ĥोटोनɉ को पास लाने पर ĤǓतकष[ण बल के ͪवǾƨ काय[ करना होगा जो 

िèथǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ संͬचत हो जायेगी । 
4. (i) 'A पर, (ii)  B पर 

5.  
2 2 2

21
2 2 2

m u pk mu
m m

    या  p mk , अत: भारȣ ͪ पÖड का संवेग अͬधक होगा। 

6. हाँ, ͪ पÖडɉ के कणɉ कȧ ऊçमीय गǓत के कारण आÛतǐरक होती है, जबͩक गǓतमान कणɉ के 
संवगɉ का सǑदश योग शूÛय हो सकता है । 

7. ͩकलो-वॉट   

3.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 

1. Ǔनयत बल ɮवारा काय[ का एक उदाहरण दȣिजये । 
2. शिÈत का आरोͪपत बल तथा कण के वेग को दशा[ने का सàबÛध Èया है? 
3. यांǒğक ऊजा[ के Èया Ĥकार हɇ? 
4. घष[ण बल के ͪवǾƨ ͩकया गया काय[ ऊजा[ के ͩकस Ǿप मɅ Ĥकट होता है? 
5. यǑद ͩ कसी कण को पØृवी के गǾु×वाकष[ण बल ¢ेğ मɅ पØृवी कȧ ǒğÏया के तãुय मान से ऊपर 

उठाया जाता है तो उसकȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ Èया पǐरवत[न होगा? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 

6. काय[ को पǐरभाͪषत कर, Ǔनयत व पǐरवतȸ बल ɮवारा ͩकये गये काय[ का मान £ात कȧिजये। 
7. ͩकसी आदश[ िèĤगं पर लगाये गये बल तथा उसमɅ ͪवèथापन का सàबÛध एक Ēाफ ɮवारा 

Ĥदͧश[त कȧिजये । ͪ वèथाͪपत िèĤगं मɅ संͬचत Ĥ×याèथ िèथǓतज ऊजा[ का सूğ ĤाÜत कȧिजये। 
8. ऊजा[ कȧ पǐरभाषा दȣिजये तथा उसके ͪवͧभÛन èवǾपɉ का वण[न कȧिजये । 

आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
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9. एक िèĤगं कȧ लàबाई मɅ 0.1 मीटर का पǐरवत[न करने से िèĤगं कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ 0.5 

जूल का पǐरवत[न हो जाता है । िèĤगं का बल Ǔनयतांक £ात करो । 
(उ×तर: 100 Ûयटून / मीटर)  

10. एक मोटर उठाने वालȣ केǒबल मɅ 4500 Ûयटून का तनाव उ×पÛन करती है व इसे 2 मीटर 
/ से. कȧ दर से लपेटती है । मोटर कȧ शिÈत है । 

(उ×तर: 9 kw)   
11. एक ͪपÖड कȧ िèथǓतज ऊजा[ 2 230 6 7 8 32U x xy y z     जूल है जब ͪपÖड (- 

2,0,5) िèथǓत मɅ हो तो उस पर लगने वाले बल के , ,x y z  घटकɉ को £ात कȧिजये । 
12. यǑद ͩकसी कण पर ǒबÛद ु( , ,x y z ) पर काय[ करने वाला बल 2 ˆˆ ˆ(2 )j xyj xz k   Ûयटून 

हो तो कण के z-अ¢ के अनǑुदश ǒबÛद ु(2,3,1) से (2,3,4) तक ͪ वèथाͪपत करने मɅ ͩ कतना 
काय[ करना होगा ।  

(उ×तर: 42 जूल) 
13. यǑद  2 2 ˆˆ ˆ(2 ) 2F xy z i x j xzk   


 हो तो कण का िèथǓतज ऊजा[ फलन £ात करो ।   

      (उ×तर:  2 2U x y xz     )   

14. एक 4 ͩकĒा. का ͪपÖड घष[णहȣन ¢ैǓतज तल पर 2 मी./ से. के वेग से गǓतमान है । यǑद 
यह माग[ मɅ रखी िèĤगं को संकुͬचत करके Ǿक जाता है तो िèĤगं ͩकतनी संकुͬचत होगी ? 

(उ×तर: 0.5 मीटर)   
15. 10 Mev ऊजा[ का एक  -कण 80 Ĥोटोनɉ वाले िèथर नाͧभक कȧ ओर गǓतशील है । 

-कण कȧ नाͧभक के Ǔनकटतम पहु ँच कȧ दरूȣ £ात करो । 
       (उ×तर: 122.3 10 सेमी.)  

16. एक कमानीदार बÛदकू का बल Ǔनयताकं 4 Ûयटून / से.मी. है । कमानी को 3 सेमी. दबाकर 
उसके ͩ कनारे पर 5 Ēाम कȧ एक गोलȣ रखी जाती है । यǑद बÛदकू कȧ नाल ¢ैǓतज हो तथा 
गोलȣ कȧ गǓत घष[ण रǑहत हो तो गोलȣ का अͬधकतम वेग £ात कȧिजये । 

(उ×तर: 8.5 मी. /से.) 
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इकाई-4 
ऊजा[ संर¢ण 

(Conservation of Energy) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

4.0 उƧेæय 
4.1 Ĥèतावना 
4.2 संर¢ी बल 
 4.2.1 संकãपना एव ंपǐरभाषा 
 4.2.2 रेखीय Ĥ×यानयन बल 
 4.2.3 ¢ैǓतज धरातल पर ġåयͪपÖड जड़ुी िèĤगं कȧ गǓत 
 4.2.4 संर¢ी बल ¢ेğ 
 4.2.5 असंर¢ी बल   
4.3 काय[-ऊजा[ Ĥमेय 
 4.3.1 कथन एव ंगͨणतीय ĤाǾप 
 4.3.2 भौǓतक अथ[ एव ंउपयोग 
4.4 यांǒğकȧय ऊजा[ सरं¢ण 

4.4.1 यांǒğक ऊजा[ का सरं¢ण Ǔनयम   
 4.4.2 कǓतपय उदाहरण 
4.5 साराशं   
4.6 शÞदावलȣ 
4.7 संदभ[ ĒÛथ 
4.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
4.9 अßयासाथ[ Ĥæन  

4.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 संर¢ी व असंर¢ी बलɉ मɅ मूल अÛतर कर सकɅ गे; 
 भौǓतक ͪव£ान मɅ संर¢ण Ǔनयमɉ को समझने के ͧलए सरं¢ी बलɉ को जानना आवæयक है;   
 संर¢ी बल ¢ेğ को समझ सकɅ गे 
 असंर¢ी बलɉ को समझ सकɅ गे; 
 काय[-ऊजा[ Ĥमेय के मह×व को जान सकɅ गे; 
 आप यह भी जान सकɅ गे ͩक संर¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत मɅ हȣ काय[-ऊजा[ Ĥमेय को ĤयÈुत 

ͩकया जा सकता है; 
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 यांǒğक ऊजा[ संर¢ण के अÛतग[त आप यह भी जान सकɅ गे ͩक आÛतǐरक असंर¢ी बलɉ के 
शूÛय होने पर हȣ यांǒğक ऊजा[ संर¢ण संभव है । 

4.1 Ĥèतावना (Introduction)  
ͬचरसàमत यांǒğकȧ का मूल आधार संर¢ण के Ǔनयम (conservation) हɇ । संर¢ण के 

ͧसƨाÛत कȧ मह×वपणू[ सफलता यह' है ͩक इसके आधार पर कण-गǓतकȧ (particle kinematics) 
मɅ होने वालȣ कई पǐरघटनाओं को समझाया जा सका है । इकाई 2 मɅ आपने बल कȧ अवधारणा एव ं
ĤकृǓत के मलू बलɉ का अÚययन ͩकया है । इसके अǓतǐरÈत इकाई 3 मɅ आप यह भी जान चकेु हɇ 
ͩक भौǓतक ͪव£ान मɅ काय[ का भौǓतक अथ[ Èया होता है । साथ हȣ काय[ व ऊजा[ मɅ सàबÛध एव ं
ऊजा[ के ͪ वͧभÛन Ĥकारɉ मɅ से गǓतज ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[, इ×याǑद के बारे मɅ भी आप ͪ पछलȣ इकाई 
मɅ पढ़ चुके हɇ । 

इस इकाई के अनÍुछेद 4.2 मɅ आप संर¢ी बलɉ के बारे मɅ जान सकɅ गे । संर¢ी बलɉ कȧ 
अवधारण से भौǓतक ͪव£ान मɅ ĤयÈुत होने वाले संर¢ण Ǔनयमɉ कȧ संकãपना का ĤǓतपादन होता 
है । अनÍुछेद 4.3 मɅ आप काय[-ऊजा[ Ĥमेय (Work –Energy theorem) के बारे मɅ ͪवèतार से 
पढ़Ʌगे । अनÍुछेद 4.4 मɅ यांǒğकȧय ऊजा[ संर¢ण के Ǔनयम (law of conservation of 
mechanical energy) का अÚययन भी इस इकाई मɅ करɅगे । इसी अनÍुछेद मɅ आप यह भी पढ़Ʌगे 
ͩक यांǒğकȧय ऊजा[ संर¢ण के Ǔनयम को समझने के ͧलए सरं¢ी बलɉ कȧ संकãपना एक मह×वपणू[ 
आधार होती है ।   

4.2 संर¢ी बल (Conservative forces)  
संर¢ी बल उस बल को कहत ेहɇ िजसके Ĥभाव ¢ेğ मɅ ͩकसी अभीçट कण को एक ǒबÛद ुसे 

दसूरे ǒबÛद ुतक ले जाने मɅ ͩकया गया काय[ कण के पथ पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है अथा[त ्यǑद एक 
कण ǒबÛद ुA से ǒबÛद ुB तक ͪवͧभÛन मागȾ ɮवारा ले जाया जाये तो Ĥ×येक बार उस पर लगे हु ए 

बल ɮवारा ͩ कया गया बराबर काय[ .
B

A

F dr
 

 कण के पथ पर Ǔनभ[र नहȣं करता है तो यह बल, संर¢ी 

बल होगा । दसूरे शÞदɉ मɅ संर¢ी बलɉ के Ĥभाव मɅ ͩ कया गया काय[ केवल कण कȧ Ĥारिàभक व अिÛतम 
िèथǓतयɉ पर Ǔनभ[र करता है । 

4.2.1 संकãपना एव ंपǐरभाषा (Concept and definition) 

सामाÛय अनभुव से हम जानत ेहɇ ͩक कोई भी वèत ुèवत : गǓत नहȣं कर सकती है । इसे 
गǓतशील बनाने के ͧलए कोई कारक (cause) आवæयक है । यहȣ कारक बल (force) के Ǿप मɅ भौǓतक 
ͪव£ान मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जाता है । बल एक सǑदश भौǓतक राͧश है िजसे F


 से åयÈत ͩकया जाता 

है । बल का S.I पƨǓत मɅ माğक Ûयटून है । 
बल ɮवारा ͩकसी कण या कण Ǔनकाय पर ͩकये गये काय[ के आधार पर इÛहɅ सरं¢ी व असरं¢ी 

बलɉ के Ǿप मɅ ͪवभेǑदत ͩकया जा सकता है । माना m ġåयमान के ͩकसी कण पर बल F


 काय[ 
कर रहा है । इस बल के कारण कण Ĥारिàभक िèथǓत A अंǓतम िèथǓत B तक पथ I, II तथा III 
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मɅ से ͩकसी एक पथ से होता हुआ ͪवèथाͪपत होता है । माना बल ɮवारा पथ I, पथ II व पथ III 
पर ͩ कया गया काय[ Đमश: , , ,( ) ( ) ( )AB I AB II AB IIIW W W  है तो संर¢ी व असरं¢ी बलɉ को तीन Ĥकार 

से पǐरभाͪषत ͩकया जा सकता है- 
Ĥथम पǐरभाषा- 
यǑद अभीçट बल ¢ेğ के Ĥभाव मɅ ͩकसी कण को A 

से B तक ͪ वèथाͪपत करने मɅ बल ɮवारा ͩ कया गया काय[ केवल 
कण कȧ Ĥारिàभक िèथǓत व अंǓतम िèथǓत पर हȣ Ǔनभ[र करता 
है, अथा[त यǑद काय[ उस चयǓनत पथ कȧ लàबाई पर Ǔनभ[र नहȣ ं
करता है, िजसके ɮवारा उसे ͪवèथाͪपत ͩकया गया है, तो कण 
पर काय[रत बल संर¢ी बल कहलाता है । इस कथन को गͨणतीय 
Ǿप मɅ Ǔनàन Ĥकार åयÈत कर सकते हɇ- 

यǑद ( ) ( ) ( )AB I AB II AB IIIW W W   है तो अभीçट बल सरं¢ी ĤकृǓत का होगा । 
(देͨखए ͬचğ 4. 1 ) । 
इसके ͪवपरȣत यǑद ( ) ( ) ( )AB I AB II AB IIIW W W    हो तो अभीçट बल को असरं¢ी बल 

कȧ Įेणी मɅ रखते हɇ ।  
ɮͪवतीय पǐरभाषा- 
यǑद ͩ कसी कण पर काय[रत बलɉ के कारण एक पणू[ चĐ मɅ पǐरणामी बल ɮवारा ͩ कया गया 

काय[ शूÛय हो तो कण पर काय[रत बल संर¢ी बल कहलाता है (देͨखए ͬचğ 4 .2 ) । अथा[त ्
 ( ) ( ) 0AB I AB IIW W   
 ( ) ( )AB I AB IIW W   

होने पर अभीçट बल ¢ेğ को सरं¢ी बल कहते हɇ I 
इस Ĥकार यǑद    

 ( ) ( ) 0AB I AB IIW W   
है तो काय[रत बल को असंर¢ी बल कहते हɇ । 

ततृीय पǐरभाषा- 
यǑद कण कȧ ͩकसी बÛद पथ मɅ इस Ĥकार कȧ गǓत हो ͩक एक पणू[ चĐ के पæचात जब 

कण अपनी Ĥारिàभक िèथǓत मɅ लौटे तो कण कȧ गǓतज ऊजा[ पवू[वत (Ǔनयत) रहे तो इस िèथǓत मɅ 
कण पर काय[रत बल सरं¢ी बल कहलाता है! 

इसके ͪवपरȣत यǑद बÛद पथ मɅ गǓत करने पर कण कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न होता है 
तो अभीçट बल को असरं¢ी बल कहा जाता है । अथा[त ्असरं¢ी बल के लगने से एक पǐरĐमण मɅ 
वèतु कȧ गǓतज ऊजा[ उतनी नहȣं रहती है जो ͩक Ĥारàभ मɅ थी । 

संर¢ी बलɉ के उदाहरण- गǾु×वीय बल, समèत केÛġȣय बल व आदश[ िèĤगं का Ĥ×यानयन 
बल, िèथर ͪ वɮयतु बल, चुàबक के दो Ģवुɉ के मÚय चुàबकȧय बल संर¢ी बल के उदाहरण हɇ । सरं¢ी 
बलɉ को िèथǓतज ऊजा[ फलन कȧ Ĥवणता के ऋणा×मक मान ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है । अथा[त ्
संर¢ी बल के ͧलये F gradU 


ͧलखा जा सकता है । 
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4.2.2 रेखीय Ĥ×यानयन बल (Linear restoring force) 

वह बल जो ͩ कसी िèथर ǒबÛद ुसे कण के ͪ वèथापन (displacement) के समानपुाती होता 
है और िजसकȧ Ǒदशा ͪवèथापन के ͪवपरȣत होती है, रेखीय Ĥ×यानयन बल कहलाता है ।  

 
ͬचğ 4.3 

मान ͧलया ͩक एक कण X - अ¢ के अनǑुदश एक रेखीय Ĥ×यानयन बल F


 के Ĥभाव मɅ 

गǓत कर रहा है । यǑद िèथर ǒबÛद ुमलू ǒबÛद ु(origin)O है और ͩकसी समय t पर ͪवèथापन ˆxi  
है, 

(िजसमɅ ˆ,i X  अ¢ के अनǑुदश एकांक सǑदश है) 
तो पǐरभाषा से (ͬचğ 4.3 मɅ दशा[ए अनसुार) 

ˆF Cxi


 या F Cx      ....(4.1) 

िजसमɅ िèथरांक को बल िèथरांक (force constant) या िèĤगं गणुक (spring factor) 
कहते हɇ । यहाँ पर ऋणा×मक ͬचÛह यह Ĥदͧश[त करता है ͩक बल ͪवèथापन के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ है। 

यह आसानी से ͧसƨ ͩकया जा सकता है ͩक रेखीय Ĥ×यानयन बल एक संर¢ी बल का उदाहरण 
है Èयɉͩक यǑद कण रेखीय Ĥ×यानयन बल हे ˆF Cxi


 के अÛतग[त 1x x  से 2x x तक गǓत 

करता है तो ͩकया गया काय[ कण कȧ 1x  और 2x  िèथǓतयɉ पर Ǔनभ[र करता है अथा[त ्
2 2 2

1

1 1 1

( )
ˆ ˆ. . . .

x x x

x x
x x x

W F dr Cxi dxi Cx dx       
 

 

2 2
1 2

1 ( )
2

C x x   

कम ͪवèथापनɉ के ͧलए इस Ĥकार का बल एक तनी हु ई (streched) या संपीͫडत 
(compressed) िèĤगं के ɮवारा उ×पÛन ͩकया जा सकता है । 

घष[ण बल, æयान बल व अवमÛदन बल असरं¢ी बलɉ के उदाहरण हɇ । 

4.2.3 ¢ैǓतज धरातल पर ġåय ͪपÖड जड़ुी िèĤगं कȧ गǓत (Motion of a mass 
attached with a spring lying on a horizontal surface) 

¢ैǓतज धरातल पर रखी िèĤगं से जड़ुे ġåयमान कȧ गǓत संर¢ी तथा असरं¢ी बलɉ को èपçटत: 
समझने के ͧलए एक उपयÈुत उदाहरण है । 

ͬचğ 4.4 मɅ ġåयमान m का एक गटुका एक ġåयमान रǑहत िèĤगं के ͧसरे से जुड़ा हुआ है 
। िèĤगं का दसूरा ͧसरा Ǻढ़ आधार से जुड़ा हुआ है । यह परूा तÛğ एक घष[णरǑहत ͬचकने ¢ैǓतज 
धरातल पर रखा है । माना ͩ क गटुके को दȣवार कȧ ओर v वेग से Ǒदया जाता है । िजसके कारण िèĤगं 
मɅ सàपीडन उ×पÛन होता है । Ĥ×याèथता के गणु के करण गटुके के ͪवèथापन कȧ ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ 
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एक Ĥ×यानयन बल उ×पÛन होता है िजससे धीरे-2 गटुका िèथर हो जायेगा । सàपणू[ गǓतज (उजा[, 
िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवǓत[त हो जायेगी ।   

 
ͬचğ 4.4 

इसके बाद सàपीͫडत िèĤगं ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ लौटना Ĥारàभ करती है और संͬचत ऊजा[ पनु: 
गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवǓत[त होती जाती है । जब गटुका अपनी Ĥारिàभक अवèथा (अ) मɅ पहु ँचता है तो 
उसका वेग तथा गǓतज ऊजा[ Ĥारिàभक मान के बराबर होता है । èपçट है ͩक िèĤगं के सàपीडन से 
गटुके कȧ िजतनी गǓतज ऊजा[ कम होती है, िèĤगं के Ĥसरण मɅ गटुका अपनी गǓतज ऊजा[ मɅ उतनी 
हȣ वृͪ ƨ कर लेता है । अथा[त ्पǐरवत[न के पणू[ चĐ मɅ गटुके कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ कोई पǐरवत[न नहȣं 
होता है । 
इस Ĥकार िèĤगं का Ĥ×याèथ बल संर¢ी बल है । 

सàपीͫडत िèĤगं मɅ संͬचत ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[ (U) के Ǿप मɅ संͬचत हो जाती है । यǑद 
हम तÛğ (system) कȧ ऊजा[ सÛतलुन िèथǓत मɅ शूÛय मानɅ तो ͪ पÖड के x  ͪवèथापन. पर िèथǓतज 
ऊजा[ Ǔनàनͧलͨखत से दȣ जायेगी 

2

0 0 0

1ˆ ˆ. .
2

x x x

U F dr Cxi dxi Cxdx Cx     
 

 

यǑद U और x  के बीच एक Ēाफ खीचंा जाये तो एक परवलय होगा (ͬचğ 4.5) ।       

 
ͬचğ 4.5 
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यǑद कण का मह×तम ͪवèथापन a है तो तÛğ ɮवारा ĤाÜत कȧ गयी िèथǓतज ऊजा[ 
21

2
U Ca  

यǑद m ġåयमान का कण x  = a पर िèथर िèथǓत से छोड़ Ǒदया जाता है तो हमɅ कण के 
ͩकसी ͪवèथापन x  पर उसकȧ गǓतज ऊजा[ £ात करनी है । छोड़ देने पर कण Ĥ×यानयन बल के 
अÛतग[त गǓत x  = 0 कȧ ओर करेगा और यह एक संर¢ी बल है । अत: कण कȧ सàपणू[ ऊजा[ िèथर 
रहेगी । Ĥारàभ मɅ, 

सàपणू[ ऊजा[   2 21 10
2 2

E K U Ca Ca         ...(4.5) 

यǑद x  ͪवèथापन पर कण कȧ चाल v है तो 

कण कȧ गǓतज ऊजा[ 21
2

K mv   

और कण कȧ िèथǓतज ऊजा[  21
2

U Cx
 

ऊजा[ के सरं¢ण Ǔनयम से   2 2 21 1 1
2 2 2

U Ca mv Cx  
 

2 2 21 1 ( )
2 2

mv C a x 
 

िजससे 2 2( )Cv a x
m

            …(4.6) 

समी. (4.6) ͪवèथापन xपर कण कȧ चाल बताता है । 
जब कण मÚयमान िèथǓत x= 0 पर आता है तो उसकȧ गǓतज ऊजा[ और चाल मह×तम 

होगी, इस Ĥकार  

  2 2
0

1 1
2 2

mv Ca  और 0
Cv a
m

     .....(47)   

अत: कण कȧ अͬधकतम िèथǓतज ऊजा[ 21
2

Ca 
 
 

पर पणू[त: गǓतज ऊजा[ से बदल जाती है ।  

इसी Ĥकार Ǔनवा[त मɅ यǑद ͩ कसी ͪ पÖड को ऊÚवा[धर करɅ तो वह भी उतनी हȣ ऊजा[ से वाͪपस 
लौट आता है । अत: वाय ुके ĤǓतरोधी æयान बल कȧ अनपुिèथǓत मɅ गǾु×वीय बल भी सरं¢ी बल होता 
हɇ I  

यǑद ͬचकने घष[णरǑहत तल के èथान पर साधारण तल के ऊपर गटुके-िèĤगं कȧ गǓत पर 
ͪवचार करɅ तो बल असंर¢ी हो जाता है । इस Ĥकार घष[ण बल, æयान बल, ĤǓतरोधक बल, आǑद असरं¢ी 
बलɉ के उदाहरण हɇ । 

4.2.4 संर¢ी बल ¢ेğ (Conservative force field) 

हम सरं¢ी बलɉ के बारे मɅ यह तØय भलȣ-भांǓत जानते हɇ ͩ क इन बलɉ का मान दरूȣ के बढ़ने 
के साथ åय×ुĐम वगा[नसुार घटता है और एक ऐसी दरूȣ भी ĤाÜत कȧ जा सकती है जहाँ बल का मान 
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शूÛय के सिÛनकट हो जाता है । इस Ĥकार ''ͩकसी संर¢ी बल İोत का वह ¢ेğ, िजसमɅ बल के Ĥभाव 
को अनभुव ͩकया जा सकता है, संर¢ी बल ¢ेğ कहलाता है । उदाहरणèवǾप गǾु×वीय एव ंͪवɮयतुीय 
¢ेğ, दोनɉ हȣ सरं¢ी बल हɇ तथा इन बलɉ के मान िèथǓत सǑदश के फलन होत ेहɇ- 
अथा[त ्  ( )F F r

 
              ... (4.8) 

संर¢ी बल ¢ेğ कȧ अवधारणा से हȣ िèथǓतज ऊजा[ कȧ सकंãपना Ǔनकल कर आती है । 

4.2.5 असंर¢ी बल (Non-conservative force) 

असंर¢ी बल उस बल को कहते हɇ िजसके ɮवारा एक कण को एक ǒबÛद ुसे दसूरे ǒबÛद ुतक 
ले जाने मɅ ͩकया गया काय[ कण ɮवारा तय ͩकये गये पथ पर Ǔनभ[र करता है । घष[ण (frictional) 
और æयानीय (viscous) बल असंर¢ी बलɉ के उदाहरण हɇ । इस Ĥकार के बल होने पर, यǑद एक 
कण B से  A तक गǓत करता है तो बÛद पथ (closed path) के अनǑुदश ͩकया गया काय[ शÛूय 
नहȣं होता है; लेͩकन कण कȧ èवय ंकȧ गǓतज ऊजा[ दोनɉ पथɉ के अनǑुदश कम होती जाती है । उदाहरण 
के ͧलए, यǑद हम एक लकड़ी का टुकड़ा मेज पर एक ǒबÛद ुसे दसूरे ǒबÛद ुतक ͪवͧभÛन मागȾ ɮवारा 
ले जायɅ तो तय कȧ हु ई दरूȣ अलग-अलग होने से घष[ण बल ɮवारा ͩकये गये काय[ का मान भी 
ͧभÛन-ͧभÛन पथɉ के ͧलए अलग-अलग होगा । 

संर¢ी बलɉ के ͧलए, िèथǓतज और गǓतज ऊजा[ओं का योग िèथर रहता है, 
अथा[त ्   ,K U E   एक िèथरांक 
या    0K U E         (संर¢ी बलɉ के ͧलये)  

लेͩकन संर¢ी बल ɮवारा ͩकया गया काय[ िèथǓतज ऊजा[ मɅ हु ई वृͪ ƨ का ऋणा×मक होता है,  
अथा[त ्  cW U   

अब मान लȣिजए ͩ क संर¢ी बलɉ के अलावा घष[ण के कारण कण पर एक असरं¢ी बल काय[ 
करता है । यǑद fW    और cW Đमश: घष[ण तथा सरं¢ी बलɉ ɮवारा ͩ कये गये काय[ हɇ तो कण 

पर ͩकया गया कुल काय[ ( 0fW W ) कण कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ हु ए पǐरवत[न ( K ) के बराबर होना 

चाǑहए । इस Ĥकार, 
f cW W K    

लेͩकन ,cE U   और K U    fW            ...... (4.9)  
यह समीकरण Ĥदͧश[त करता है ͩक यǑद घष[ण बल एक कण पर काय[ करता है तो सàपणू[ 

यांǒğक ऊजा[ िèथर नहȣं रहती है, बिãक इसमɅ पǐरवत[न घष[ण बल ɮवारा ͩकये गये काय[ कȧ माğा 
के बराबर होता है । समीकरण (4.9) इस Ĥकार ͧलखा जा सकता है:  

0 fE E E W                ..... (4.10) 

लेͩकन fW जो ͩ क घष[ण ɮवारा कण पर ͩ कया गया काय[ है, हमेशा ऋणा×मक होता है, अत: 

समीकरण (4.10) से हम देखते हɇ ͩक अिÛतम यांǒğक ऊजा[ E (= K + U) का मान Ĥारिàभक यांǒğक 
ऊजा[ 0 0 0( )F K U  से कम होती है । लुÜत हु ई यांǒğक ऊजा[ ऊçमा के Ǿप मɅ उ×पÛन होती है । उ×पÛन 
हु ई ऊçमा ऊजा[ लÜुत हु ई यांǒğक ऊजा[ के ठȤक बराबर होती है । 
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इस Ĥकार उ×पÛन हु ई ऊçमा कण ɮवारा घष[ण के ͪवǾƨ ͩकये गये काय[ के बराबर होती है 
। यǑद Q ऊçमा कȧ माğा उ×पÛन होती है तो èपçटतया fW Q   और तब समीकरण (4.10) से 

0E Q                          ...... (4.11)  
 
यह समीकरण Ĥदͧश[त करता है ͩक तÛğ (system) कȧ यांǒğक ऊजा[ और ऊçमा ऊजा[ के 

योग मɅ उस समय तक कोई पǐरवत[न नहȣं होता जब तक ͩक उस तÛğ पर घष[ण और सरं¢ी बल 
काय[ कर रहे हɇ ।  

घष[ण के अÛतग[त और æयानीय माÚयम मɅ गǓत (Motion under friction and in a 
viscous medium) 
जब एक ठोस वèतु ͩ कसी दसूरȣ ठोस वèतु पर ͨ खसकती है तो दोनɉ के सàपक[  पçृठɉ के बीच 

अवरोधी बल (resisting force) काय[ करने लगता है । यह अवरोधी बल दोनɉ वèतुओं कȧ आपेͯ¢क 
गǓत को समाÜत करने का Ĥय×न करता है और इसे घष[ण बल (force of friction) कहते हɇ । यǑद 
वèतुओं के बीच आपेͯ¢क -गǓत नहȣं भी हो तो भी सàपक[  पçृठɉ के बीच घष[ण बल ͪ वɮयमान हो सकत े
हɇ । 

 
ͬचğ 4.6 

सूêम Ǻिçट से देखने पर यह £ात होता है ͩक घष[ण एक बहु त हȣ जǑटल घटना (complicated 
phenomenon) है । परमाणकु पमैाने पर सàपक[  करने वाले दोनɉ पçृठ अǓनयͧमत (irregular) 
होते हɇ । सàपक[  के ऐसे बहु त से ǒबÛद ुहोते हɇ जहाँ पर परमाणु ǒबãकुल पास-पास सट जाते हɇ और 
तब जसेै हȣ ͨखसकने वालȣ वèतु सरकाई जाती है, तो वे कǑठनाई के साथ अलग होते हɇ और उनमɅ 
कàपन Ĥारàभ हो जाते हɇ । पहले इस घष[ण कȧ काय[-ͪवͬध बहु त हȣ सरल समझी जाती थी । 

ऐसा माना जाता था ͩक वèतओंु के पçृठ (surfaces) खुरदरे होते हɇ और उभारɉ (bumps) 
के ऊपर ͨखसकने वालȣ वèतु कȧ ऊपर-नीचे कȧ गǓत के कारण घष[ण उ×पÛन होता है; लेͩकन ऐसा 
नहȣ हो सकता Èयɉͩक इस ͩĐया मɅ ऊजा[ कȧ कोई हाǓन नहȣ होगी । हम जानत ेहɇ ͩक जब एक वèतु 
दसूरȣ के ऊपर ͨखसकती है तो वाèतव मɅ शिÈत खच[ होती है । शिÈत-हास कȧ ͩĐया-ͪवͬध यह है ͩक 
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जैसे हȣ ͨ खसकने वालȣ वèतु उभारɉ से सàपक[  करती है तो उभार ͪ वǾͪपत (deform) हो जाते हɇ और 
तब वे तरंगɅ और परमाणुक कàपन उ×पÛन करते हɇ और दोनɉ वèतुओं मɅ ऊçमा उ×पÛन हो जाती है 
। मोटे तौर पर यह घष[ण एक सरल आनभुͪवक Ǔनयम (empirical law) ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जा 
सकता है । इस Ǔनयम के अनसुार, घष[ण बल F


 सàपक[  करने वाले दोनɉ पçृठɉ के बीच समकोͨणक 

बल (normal force) (पçृठ के लàबवत) N


 के समानपुाती होता है, इस Ĥकार,  
F N
 

                                  ...... (4.12)  
िजसमɅ  को घष[ण-गणुांक (coefficient of friction) कहत ेहɇ । यह गणुाकं ǒबãकुल िèथर नहȣं 

होता है । जब वèतु ¢ैǓतज सतह पर चल रहȣ होती है तो समकोͨणक बल N


 वèतु के भार W


 के 
बराबर होता है । पदाथȾ के ͪ वͧभÛन यÊुमɉ (pairs) के ͧ लए   का मान ͧ भÛन-ͧभÛन होता है लेͩकन 

यह सàपक[  करने वाले पçृठ के ¢ेğफल पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है और न हȣ यह भार W पर Ǔनभ[र 
करता है जब तक ͩक भार अͬधक न हो । यह   वèतु के वेग पर भी लगभग Ǔनभ[र नहȣ ंकरता 
है । 

जब एक वèतु एक æयान-माÚयम (viscous-medium) मɅ धीरे-धीरे गǓत करती है तो घष[ण 
का बल वèत ुके वेग के समानपुाती होता है (जसेै अरÖडी के तेल या शहद मɅ होकर गǓत करती हु ई 
धातु कȧ गोलȣ) इस Ĥकार बल को Ǔनàनͧलͨखत Ǿप मɅ åयÈत कर सकते हɇ :  
 F Cv 

 
                   ........ (4.13)  

िजसमɅ C समानपुात का िèथराकं है । 
लेͩकन यǑद माÚयम मɅ वèतु कȧ गǓत इतनी तजे है ͩक तरल (ġव या गसै) वèतु के पीछे- 

कȧ ओर भँवर बनाने लगता है (जसेै वाययुान कȧ हवा मɅ गǓत) तो घष[ण अवरोध वेग के वग[ के लगभग 
समानपुाती होता है, अथा[त ्

2F Cv           ..... (4.14) 
लेͩकन उÍच वेग-मानो पर यह Ǔनयम भी असफल होने लगता है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment question) 
1. एक वèतु पृ Øवी के गुǾ×वीय ¢ेğ मɅ èवतंğता पूव[क ͬगर रहȣ है, वèतु पर काय[रत 
 बल कȧ ĤकृǓत बताओ ।     
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
2. पृØवी तथा अÛय Ēह जब अपनी क¢ा मɅ  गǓत करते हɇ तो इन पर काय[रत ्बल कैसे 
 होते हɇ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .. .......  
3. केÛġȣय बलɉ के अÛतग[त गǓत करते हु ए ͩकसी ͪपÖड कȧ यǑद Ĥारàभ मɅ रहȣ गǓतज 
 ऊजा[ गǓत कȧ अंǓतम अवèथा से ĤाÜत गǓतज ऊजा[ के बराबर है तो ͪ पÖड पर काय[रत ्
 बल कȧ ĤकृǓत है-    
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 .............. ......... .......... ......... ......... ........ .. ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
4. संर¢ी बलɉ के दो उदाहरण दȣिजये ।    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .. .............. .............. ......... .........  
5. असंर¢ी बलɉ के दो उदाहरण ͧलखो । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
उदाहरण 4.1 अĒͧलͨखत सरं¢ी बलɉ के Ĥभाव मɅ िèथǓतज ऊजा[ के ͧलए åयजंक £ात कȧिजये ।   

(i) F = kr   (ii) 2

kF
r

  

हल:  (i)  सरं¢ी बल के ͧलए  
dUF
dr

  

या  dU Fdr krdr         

या  21 ,
2

U kr A  अब. यǑद r =0 पर U=0 हो तो Ǔनयताकं A का मान शूÛय होगा 

और   21
2

U kr   

(ii)  dU Fdr   2

k dr
r

 

या kU A
r

    

यǑद, अब r =   पर  U = 0 हो तो A = 0 

 
kU
r

  

उदाहरण 4.2 एक कण Ǔनàनांͩकत िèथǓतज ऊजा[ फलन के ¢ेğ मɅ गǓतशील है, कण पर काय[रत बल 
¢ेğ का Ǔनधा[रण कȧिजए :   

(i) ( )
n

xU ax   (ii) ( )
n

yU by  

हल:  कण पर काय[कार बल ¢ेğ ( ) ,xF gradU


अत:   

(i) ( ),nF grad ax


 

  1ˆ ˆn ni ax anx i
y


  


    

(ii) ( )nF grad by


 
1ˆ ˆ ˆn ni y j bny j

y


  

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4.3 काय[-ऊजा[ Ĥमेय (Work – Energy theorem)  
इसी इकाई के अनÍुछेद 4.2 से हम जान चकेु हɇ ͩक वèत ुकȧ èवत: गǓत सभंव नहȣ ंहै । 

गǓत के कारक को हȣ बल कहते हɇ । इसी मɅ हम जान चकेु हɇ ͩक यǑद यह बल संर¢ी ĤकृǓत का है 
तो एक ¢ेğ का Ǔनमा[ण करता है िजसे बल ¢ेğ कहते हɇ । 

इकाई 3 मɅ हम काय[ व ऊजा[ के बारे मɅ पढ़ चुके हɇ । जब कोई कण या कण तÛğ (Ǔनकाय) 
ͩकसी बल ¢ेğ मɅ िèथत है अथवा गǓतशील है तो वह इस बल ¢ेğ के Ĥभाव के कारण अपनी िèथǓत 
अथवा अवèथा मɅ पǐरवत[न कर सकता है । इससे वह या तो èवय ंकाय[ करता है अथवा उस पर बल 
कȧ एजɅसी ɮवारा काय[ ͩकया जाता है । ऐसा काय[ कण या कण तÛğ कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न 
के बराबर होता है, इसे हȣ काय[-ऊजा[ Ĥमेय कहते हɇ । 

4.3.1 कथन एव ंगͨणतीय ĤाǾप (Statement and its mathematical form) 

संर¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत के कारण कण या Ǔनकाय पर पǐरणामी बल ɮवारा ͩ कया गया काय[ 
उसकȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न के तुãय होता है । इसे काय[-ऊजा[ Ĥमेय कहत ेहɇ । अथा[त ्

सàपÛन काय[   W K             ...(4.15) 
या    f iW K K        …(4.16) 
जहाँ iK   व fK  कण कȧ Ĥारिàभक तथा अंǓतम िèथǓत मɅ इसकȧ गǓतज ऊजा[ओं के मान 

हɇ । 
उपपि×त (Proof) 
काय[ कȧ पǐरभाषा से 

.W F d s 
 

        ... (4.17)  
लेͩकन Ûयटून के ɮͪवतीय Ǔनयम से 

  F ma
 

 
अत :    .W ma d s 

 
  

या   .dvW m d s
dt

 
 

 यहा ँ
dva
dt



 

या   .
f

i

v

v

W mv dv 
 

   यहा ँ
d sv
dt



 

या   31
2

f

i

v

v

W mv    
 यहाँ iv  व fv कण के Ĥारिàभक व अंǓतम वेग हɇ । 

या   
2 21

2 f iW m v v     
  f iW K K        ...... (4.18)  

यहȣ काय[-ऊजा[ Ĥमेय है । इससे èपçट है ͩक यǑद बल ɮवारा सàपÛन काय[ धना×मक है तो 
अिÛतम िèथǓत मɅ गǓतज ऊजा[ का मान Ĥारिàभक मान कȧ तुलना मɅ बढ़ ( f iK K ) जायेगी । 
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4.3.2 भौǓतक अथ[ एव ंउपयोग (Physical meaning and its uses) 

काय[-ऊजा[ Ĥमेय कण तğं (याǓन Ǔनकाय) क ͧ लए भी पǐरभाͪषत कȧ जाती है । इसके अनसुार 
ͩकसी Ǔनकाय (कण तÛğ) पर काय[रत ्सभी बलɉ (आंतǐरक तथा बाéय के कारण ͩकया गया काय[ Ǔनकाय 
कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न के तुãय होता है, अथा[त 

Wबाéय + Wआंतǐरक (संर¢ी व असंर¢ी) = ( f iK K )   ..... (4.19) 
उपयोग (Uses) 

 काय[-ऊजा[ Ĥमेय कȧ अवधारणा ɮवारा सरं¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत का £ान ͩकया जा सकता 
है ।   

 काय[-ऊजा[ Ĥमेय से िèथǓतज ऊजा[ कȧ अवधारणा को समझाया जा सकता है । Èयɉͩक ͩ कसी 
Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ कमी ͩकए गए काय[ के तुãय होती है और यह मान काय[ W 
के बराबर पाया जाता है । इसͧलए िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न (या वृͪ ƨ)   

 काय[-ऊजा[ Ĥमेय से याǒंğक ऊजा[ के संर¢ण के Ǔनयम को èथाͪपत ͩकया जा सकता है । Èयɉͩक 
काय[-ऊजा[ Ĥमेय से हमने पढ़ा है ͩक 

W K   
परÛतु   W U   जहाँ U  िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न है । 
अत:   U dK   
  0,K U     समाकलन करने पर 
  K U   Ǔनयतांक                                ...(4.20) 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Èया काय[-ऊजा[ Ĥमेय से बलɉ कȧ ĤकृǓत का £ान ͩकया जा सकता है?   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
2. Èया काय[-ऊजा[ Ĥमेय यांǒğक ऊजा[ संर¢ण Ǔनयम को स×याͪपत कर सकती है? कैसे?     
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... ....... ..  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
3. पृØवी कȧ सतह से ͩकसी ऊँचाई से कोई वèतु èवतंğता पूव[क ͬगरती है, पृØवी कȧ 
 सतह पर टकराते समय उसकȧ गǓतज ऊजा[ का मान कैसे £ात करोगे?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ..... ..... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 4.3 एक 3 ͩकĒा. ġåयमान का ͪपÖड घष[ण हȣन ¢ैǓतज तल पर 4 मी. / से. के वेग से गǓतशील 
है । यǑद ͪपÖड ͩकसी िèĤगं से टकराकर उसे संकुͬचत करके Ǿक जाता है तो िèĤगं मɅ संकुचन £ान 
कȧिजये । िèĤगं का बल Ǔनयताकं 3.2 ͩकĒा. भार / मीटर है । 
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हल:  ͪपÖड कȧ गǓतज ऊजा[ िèĤगं मɅ िèथǓतज ऊजा[ के Ǿप मɅ एकǒğत हो जाती है । 
अत: ऊजा[ संर¢ण के Ǔनयम से- 

2 21/ 2 1 / 2kx mv  
2

2 mvx
k

   

 
2 16 1

3.2 10


 


  

1x  मीटर 
उदाहरण 4.4 पØृवी कȧ सतह से 10 मीटर कȧ ऊँचाई पर िèथत 50 Ēाम कȧ वèतु èवतंğतापवू[क ͬगरायी 
जाती है, पØृवी तल से टकराते समय वèतु कȧ चाल ͩकतनी होगी? 
हल: वèतु कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ गǾु×वीय बल ɮवारा ͩ कये गये काय[ के तुãय होगी । गǾु×वीय बल 
ɮवारा काय[  W = mgh  

वèतु कȧ Ĥारिàभक चाल  0u   माना वèत ुकȧ अंǓतम चाल = v, 
वèतु कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न  = 21/ 2 0K mv    
चूँͩक 21/ 2mv mgh  
या 2 2 9.8 10 14v gh     मी./ से. 

उदाहरण 4.5 एक Ǔनयत बल के Ĥभाव मɅ कण कȧ िèथǓत एव ंसमय मɅ सàबÛध  23x t   से 

Ǒदया जाता है । जहाँ x  मीटर मɅ तथा t सैकÖड मɅ है तो बल ɮवारा Ĥथम 6 सैकÖड मɅ ͩकये गये 
काय[ कȧ गणना कȧिजये । 
हल: काय[-ऊजा[ Ĥमेय से, सàपÛन काय[ = गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न 

2 2
6 0

1 1
2 2t tmv mv 

   
 

 

यहा ँ  2( 3 )x t   से वेग 2( 3) 2( 3)dx dv t t
dt dt

      

अत :   0 2(0 3) 6tv      मी./ से. 
     6 2(6 3) 6tv       मी. / से.  

2 21 6 (6)
2

W m       या  0W   

4.4 यांǒğकȧय ऊजा[ संर¢ण (Mechanical energy conservation)  
इकाई 3 मɅ हम यांǒğक ऊजा[ के बारे मɅ पढ़ चकेु हɇ । वहाँ हमने यह भी पढ़ा है ͩक ͩकसी 

वèतु मɅ ऊजा[, वèतु कȧ गǓत के कारण अथवा ͩ कसी बल ¢ेğ मɅ उसकȧ िèथǓत या उसके अͧभͪवÛयास 
के कारण हो सकती है । इन अवèथाओं के कारण वèतु मɅ उ×पÛन ऊजा[ को यांǒğक ऊजा[ कहत ेहɇ 
। उदाहरण के ͧलए छत पर िèथत पानी के टɇक मɅ पानी कȧ ऊजा[, गǓतशील गोलȣ कȧ ऊजा[, बॉल 
पनै मɅ लगी छोटȣ िèĤगं कȧ ऊजा[, गǓतशील वाय ुकȧ ऊजा[, इ×याǑद यांǒğक ऊजा[ के हȣ Ǿप हɇ । 
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यांǒğक ऊजा[ कȧ पǐरभाषा के Ǿप मɅ आपा यह भी पढ़ा है ͩक ͩकसी Ǔनकाय कȧ िèथǓतज ऊजा[ 
(U) एव ंगǓतज ऊजा[ (E) का योग Ǔनकाय कȧ Ǔनयम कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ (K) कहलाती है । अथा[त ् 

E = K + U                       ...... (4.21)   

4.4.1 यांǒğक ऊजा[ का सरं¢ण Ǔनयम (Law of conservation of mechanical 
energy)  

Ǔनकाय के ͧलए काय[ ऊजा[ Ĥमेय के अनसुार ͩकसी Ǔनकाय पर काय[रत समèत बलɉ (बाéय 
तथा आÛतǐरक) ɮवारा ͩकया गया काय[ Ǔनकाय कȧ कुल गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न के तुãय होता है 
अथा[त ् 

Wआंतǐरक संर¢ी + Wआंतǐरक असंर¢ी + W बाéय = ( f iK K ) .(4.22)  
परÛत,ु िèथǓतज ऊजा[ कȧ अवधारणा से                       

 Wआंतǐरक संर¢ी = f iU U       .. (4.23)     
समी. (4.22) मɅ ĤयÈुत करने पर 

Wआंतǐरक संर¢ी + Wबाéय = ( ) ( )f f f f f iK U K U E E             …(4.24) 
जहाँ E = K + U Ǔनकाय कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ है । 
यǑद   Wआंतǐरक संर¢ी  = 0 हो तो                            ..... (4.25)  
यǑद   Wबाéय = f iE E  
यǑद   Wबाéय =0 हो तो 

 0f iE E   
या   f f i iK U K U          .. (4.26) 

अत: यǑद ͩ कसी Ǔनकाय पर कोई बाéय बल काय[रत नहȣं हो (अथवा उनके ɮवारा ͩ कया गया 
काय[ शूÛय हो) तो आÛतǐरक सरं¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत मɅ Ǔनकाय कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ सरंͯ¢त रहती 
है । यह गौरतलब है ͩ क यांǒğक ऊजा[ के सरं¢ण के ͧ लए आÛतǐरक असंर¢ी बलɉ का मान शÛूय होना 
आवæयक है । 

अत: ͩकसी ͪ वलͬगत Ǔनकाय के सàपणू[ ĤĐम (process) मɅ कहȣं गǓतज ऊजा[ मɅ कमी होती 
है तो िèथǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ हो जायेगी अथवा यǑद िèथǓतज ऊजा[ मɅ कमी होती है तो गǓतज ऊजा[ 
मɅ वृͪ ƨ हो जायेगी । यǑद गǓतज ऊजा[ व िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न को Đमश: K  व U  
åयÈत करɅ  
तो K U    या  0K U     
या  K U E  (Ǔनकाय कȧ कुल यांǒğक ऊजा[)                             ...(4.27)  

अंसर¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत मɅ ͩकसी भी ͪवलͬगत Ǔनकाय कȧ यांǒğक ऊजा[ सàपणू[ चÈकर 
मɅ पǐरवǓत[त हो जाती हɇ । यांǒğक ऊजा[ मɅ जो कमी होती है वह असरं¢ी बलɉ (घष[ण आǑद) के कारण 
ऊçमा, ÚवǓन आǑद मɅ बदल जाती है । अथा[त ्Ǔनकाय कȧ ऊजा[ का èवǾप बदल जाता है परÛतु उसकȧ 
सàपणू[ ऊजा[ (यांǒğक + ऊçमा + अÛय) का मान Ǔनयत रहता है । इसे हम ऊजा[ संर¢ण का Ǔनयम 
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कहते हɇ । इसके अनसुार ऊजा[ कभी नçट नहȣं होती और न ऊजा[ उ×पÛन कȧ जा सकती है । ऊजा[ 
के केवल èवǾप मɅ पǐरवत[न होता है । 

4.4.2 कǓतपय उदाहरण (Some examples) 

संर¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत मɅ यांǒğक ऊजा[ अथा[त ्गǓतज ऊजा[ व िèथǓतज ऊजा[ का योग सàपणू[ 
ĤĐम मɅ Ǔनयत रहता है । इसे हम èवतंğता पवू[क नीचे ͬगरती वèतु व सरल लोलक कȧ गǓत के उदाहरणɉ 
से समझ सकते हɇ । 
 èवतंğता पवू[क नीचे ͬगरती वèतु (Freely falling body) 

संलÊन ͬचğ 4.7 के अनसुार पØृवी को शूÛय यांǒğक ऊजा[ का ͪपÖड मानते हु ए यǑद पØृवी 
कȧ सतह से h ऊँचाई पर िèथत ǒबÛद ुA पर m ġåयमान कȧ वèतु िèथत हो तो इस ǒबÛद ुपर वèत ु
(Ǔनकाय) कȧ कुल यांǒğक ऊजा[ केवल िèथǓतज ऊजा[ होगी । अथा[त ्    

AE mgh                                    ...... (4.28) 
जब वèतु ǒबÛद ुA से èवतंğतापवू[क नीचे ͬ गरती है तो गǾु×वीय ×वरण के कारण इसका वेग 

बढ़ता है । अत: ǒबÛद ुB पर वèतु मɅ गǓतज ऊजा[ तथा िèथǓतज ऊजा[ दोनɉ हȣ होती हɇ । 
B पर िèथǓतज ऊजा[ ( )BU mg h x                      ..... (4.29) 

 
ͬचğ 4.7 

 B पर गǓतज ऊजा[ हठ  21
2B Bk mv                     ..... (4.30) 

 B पर कुल यांǒğक ऊजा[  B B BE U K                     ...... (4.31) 

या   21( )
2B BE mg h x mv    

या  
1( ) .2
2BE mg h x m gx    

या BE mgh                                                ... (4.32) 

वèतु के पØृवी तल पर िèथत ǒबÛद ुC पर पहु ँचने पर h = 0 होता है अत: C पर िèथǓतज 
ऊजा[  0cU   होगी । C पर कुल यांǒğक ऊजा[ ͧसफ[  गǓतज ऊजा[ हȣ होगी जो ͩक A से C तक 
गǾु×वीय बल ɮवारा ͩकये गये काय[ के तुãय होती है अत: 
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210
2C cE mu           या 

10 .2
2CE m gh   

या cE mgh            .... (4.33) 
इस Ĥकार हम देखते हɇ ͩक èवतंğता पवू[क नीचे ͬगरती वèत ुके ͧलए पथ के Ĥवत[क ǒबÛद ु

पर कुल यांǒğक ऊजा[ का मान हमेशा Ǔनयत रहता है । 
 सरल लोलक के ͧलए यांǒğक ऊजा[ सरं¢ण (Energy conservation for simple 

pendulum) 
संलÊन ͬचğ 4.8 मɅ सरल लोलक दशा[या गया है । सरल लोलक कȧ गɅद को ǒबÛद ुA से ǒबÛद ु

B तक ले जाकर छोड़ दɅ तो गɅद आवत[ गǓत करती है । इस ͩĐया मɅ गेद का वेग ǒबÛद ुB पर शूÛय 
होता है । फलत: गǓतज ऊजा[ भी शूÛय होती है । लोलक कȧ गɅद को ऊपर उठाने मɅ उस पर काय[ 
करना होता है । अत: लोलक िèथǓतज ऊजा[ अिज[त करता है । गɅद को छोड़ने पर जब लोलक अपनी 
माÚय िèथǓत कȧ ओर लौटता है तो उसकȧ िèथǓतज ऊजा[ धीरे-2 घटती हɇ और गɅद का वेग व गǓतज 
ऊजा[ का मान बढ़ता है । माÚय िèथǓत (A) पर लोलक कȧ िèथǓतज ऊजा[ शूÛय तथा गǓतज ऊजा[  

 
ͬचğ 4.8 ͬचğ 4.9 

अͬधकतम 2
0

1
2

mu 
 
 

 होती है । इसी गǓतज ऊजा[ से वह दसूरȣ ओर अĒͧसत हो िèथǓत C ĤाÜत 

करता है । यहा ँभी लोलक का वेग शूÛय होता है । अत: गǓतज ऊजा[ शूÛय परÛत ुिèथǓतज ऊजा[ 

अͬधकतम 21
2

U kx   
 

 हो जाती है । लोलक पनु: माÚय िèथǓत कȧ ओर लौटता है ।  

इस Ĥकार लोलक के एक पणू[ चÈकर मɅ अिज[त िèथǓतज ऊजा[ Ĥथम गǓतज ऊजा[ मɅ तथा 
बाद मɅ ͩ फर िèथǓतज ऊजा[ मɅ (िèथǓत C पर) बदलती है । यह Đम चलता रहता है और लोलक सरल 
आवत[ गǓत करता रहता है । लोलक कȧ उÍचतम िèथǓत (ǒबÛद ुB व A पर) गǓतज शूÛय ऊजा[ तथा 
िèथǓतज  

ऊजा[ अͬधकतम  2
0

1
2

kx 
 
 

होती है । माÚय िèथǓत पर िèथǓतज ऊजा[ शूÛय व गǓतज ऊजा[ 

अͬधकतम 2
0

1
2

mu 
 
 

होती है । गǓत के अÛय ǒबÛदओंु पर लोलक मɅ िèथǓतज व गǓतज दोनɉ हȣ Ĥकार 

कȧ ऊजा[ ͪवɮयमान रहती है और इनका योग सदैव िèथर रहता है । गǓतशील लोलक कȧ िèथǓतज 
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व गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न ͬ चğ 4.9 मɅ दशा[या गया है । ͬ चğ 4.9 मɅ रेखा AB लोलक कȧ कुल ऊजा[ 
Ĥदͧश[त करती है । ͩकसी ¢ण ǒबÛद ुP पर िèथǓतज ऊजा[ का मान PM तथा गǓतज ऊजा[ PN का 
योग PM + PN = PR िèथर है । 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
9. घड़ी मɅ चाबी भरने पर िèĤंग मɅ कौनसी ऊजा[ संͬचत होती हɅ  । घड़ी के चलते रहने 
 पर यह ऊजा[ कौनसी ऊजा[ मɅ  पǐरवǓत[त हो जाती है?   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... .... .. .............. ......... .........  
10. Èया यांǒğक ऊजा[ हमेशा संरͯ¢त रहती है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .... .......... ......... ......... 
11. Èया ͩकसी Ǔनकाय कȧ यांǒğक ऊजा[ का मान ऋणा×मक हो सकता है?   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ........ .. ...... .............. ......... .........  
12. बॉल पेन मɅ लगी छोटȣ िèĤंग कȧ ऊजा[ अथवा छत पर रखी पानी कȧ टंकȧ मɅ  िèथत 
 पानी ला ऊजा[ ͩकस Ĥकार कȧ ऊजा[ के उदाहरण हɇ?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 4.6 एक मीटर लàबाई के सरल लोलक का ġåयमान 0.1 ͩकĒा. है । गोलक को एक ओर 
इतना ऊपर उठाते हɇ कȧ धागा ¢ैǓतज हो जाता है (ͬचğ 4.10) तथा अब गोलक को छोड़ Ǒदया जाता 
है । गोलक कȧ गǓतज ऊजा[ कȧ गणना कȧिजये जबͩक धागा ऊÚवा[धर से 

(i) 00 का कोण बनाता है  (ii)   300 का कोण बनाता है ।   

 
हल: Ĥारिàभक िèथǓत मɅ कुल ऊजा[ 

 = िèथǓतज ऊजा[ (चूँͩक गǓतज ऊजा[ शूÛय है) 
(i) जब 00  हो तो गǓतज ऊजा[ 0.1 1 9.8 0.98mgl      जूल 

(ii) जब   030   हो तो गǓतज ऊजा[ 0 3cos30 0.1 1 9.8 0.85
2

mgl       जूल 

उदाहरण 4.7 एक छोटȣ वèतु h ऊँचाई पर िèथत एक ǒबÛद ुसे ͪवरामावाèथा से छोड़ी जाती है और 
यह घष[णरǑहत टेढ़े माग[ (track) पर चलती है । इस Ěेक का अÛत D åयास के एक व×ृताकार घेरे 
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ͬचğ 4.11 

(circular loop) मɅ होता है (देͨखये ͬचğ 4.11) वèतु घेरे से èपश[ करती हु ई चलती है । घेरे के 
åयास D के Ǿप मɅ h का कम से कम मान £ात करो । 
हल: जब वèतु A पर है तो वèतु ɮवारा ĤाÜत कȧ हु ई गǓतज ऊजा[ 

21
2

mv mgh  िजससे 2 2v gh  

h Ûयनूतम मान के ͧलए, A पर v मान इस तरह से होना चाǑहए ताͩक वèत ुठȤक B पर पहु ँच सके 
। इस िèथǓत मɅ वèत ुपर अपकेÛġ बल 2 ( / 2)mV D  या 22 /mV D  वèतु के भार mg  को 
सÛतुͧलत करेगा, अथा[त ्

 
22 /mV D mg  

या   2 / 2V Dg   

इसके अलावा,  2 21 1
2 2

mV mV mgD    

 या  2 2 2V V gD   

मान रखने पर 2 / 2 2gh Dg gD    या 
5
4

h D  

उदाहरण 4.8 ͬचğ 4.12 मɅ Ĥदͧश[त 1 ͩकलाĒाम ġåयमान कȧ वèत ुजो Ĥारàभ मɅ िèथरावèथा मɅ है,  
490 Ûयटून / मीटर बल िèथरांक वाले ऊÚवा[धर िèĤगं पर 2 मीटर ऊँचाई से ͬगराई जाती है । वह 
दरूȣ £ात करो िजससे िèĤगं संकुͬचत हो जायेगी । 

 
ͬचğ 4.12 

हल : गǾु×वीय ऊजा[ मɅ कमी  = िèĤगं  कȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ, 

अथा[त ्  21( )
2

mg h x Cx   

यहȣं पर, 1m   ͩकĒा., 9.8g  मी./ से। 2h m  और  C =490 N/m 
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  24901 9.8(2 )
2

x x     

या,     2100 4 8,x x   या 225 2 0x x    

िजससे   1 1 200 15.177 0 .303
50 50

x  
   m (ऋणा×मक मान नहȣं ͧलया गया है)   

4.5 सारांश (Summary) 
 संर¢ी बल: जब ͩकसी बल ¢ेğ के Ĥभाव ͩकसी कण या कण तÛğ को एक èथान से दसूरे 

èथान पर ͪ वèथाͪपत ͩ कया जाता है तो बल ɮवारा ͩ कया गया काय[ केवल कण या कण तÛğ 
कȧ Ĥारिàभक िèथǓत व अंǓतम िèथǓत पर हȣ Ǔनभ[र करता है । ऐसा काय[कारȣ बल संर¢ी 
बल कहलाता है । यǑद काय[ पथ पर Ǔनभ[र करता है तो बल असरं¢ी होता है । 

 संर¢ी बल के उदाहरण:  गǾु×वीय बल, समèत केÛġȣय बल व आदश[ िèĤगं का Ĥ×यानयन 
बल, िèथर ͪवɮयतु बल, चुàबक के दो Ģुवɉ के मÚय चुàबकȧय बल ।  

 असंर¢ी बल के उदाहरण : घष[ण बल, æयान बल व अवमÛदन बल । 
 काय[-ऊजा[ Ĥमेय : सरं¢ी बलɉ कȧ उपिèथǓत के कारण कण या Ǔनकाय पर पǐरणामी बल ɮवारा 

ͩकया गया काय[ उसकȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न के तुãय होता है । इसे काय[-ऊजा[ Ĥमेय 
कहते हɇ । इसके अनसुार W K   

 यांǒğक ऊजा[ का सरं¢ण Ǔनयम : यǑद ͩकसी Ǔनकाय पर काय[रत बाहय बलɉ का पǐरणामी 
मान शूÛय हो अथवा उनके ɮवारा ͩकया गया काय[ शूÛय हो तो आÛतǐरक सरं¢ी बलɉ कȧ 
उपिèथǓत मɅ Ǔनकाय कȧ यांǒğक ऊजा[ सरंͯ¢त रहती है जहाँ W आÛतǐरक असंर¢ी का मान 
शूÛय होना आवæयक है । èवतÛğापवू[क नीचे ͬगरती हु ई वèतु व सरल लोलक कȧ गǓत मɅ 
यांǒğक ऊजा[ के संर¢ण Ǔनयम का पालन होता है । 

4.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
ऊजा[ Energy 
ऊजा[ संर¢ण Conservation of energy 
कमानी (िèĤगं) spring  
काय[ Work 
केÛġȣय बल Central force  
गǓतज ऊजा[ kinetic energy  
गǾु×वीय ×वरण Gravitational acceleration 
घष[ण Friction 
Ǔनकाय System 
बल Ǔनयतांक Force constant 
मूल ǒबÛद ु Origin 
यांǒğक ऊजा[ Mechanical energy 



94 
 

िèथǓतज ऊजा[ Potential energy 
समीकरण  Equation  
सरल आवत[ गǓत  Simple harmonic motion 
सरल लोलक Simple pendulum 
संर¢ण Conservation 
संर¢ी बल Conservative force 
संर¢ी बल ¢ेğ Conservative force field 
¢ेğ Field 

4.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
D.S. Mathur Mechanics S.Chand & Co., New Delhi 
Berkley Mechanics New York 
Ghose Mechanics Shiv Lal & Co., Agra 
B.K. Agrawal & P.C. Agrawal Mechanics Sahitya Bhawan, Agra 
जगदȣश चÛġ उपाÚयाय  नवीन यांǒğकȧ रामĤसाद एÖड सÛस, आगरा  
के. के. सरकार-आर एन. शमा[ यांǒğकȧ  साǑह×य भवन, आगरा 
एम. पी. सÈसैना -एन. एस.सÈसनैा  यांǒğक कॉलेज बकु हाऊस, जयपुर  

4.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self assessment 
questions) 

1. वèत ुपर काय[रत बल गǾु×वीय होता है, जो ͩक संर¢ी ĤकृǓत का होता है ।   
2. पØृवी तथा अÛय Ēह जब अपनी क¢ा मɅ गǓत करते हɇ तो इन पर केÛġȣय बल काय[ करता 

है, जो ͩक संर¢ी ĤकृǓत का होता है । 
3. ͪपÖड पर संर¢ी ĤकृǓत का बल काय[रत है । 
4. गǾु×वीय बल एव ंĤ×यानयन बल 
5. æयान बल तथा घष[ण बल 
6. काय[-ऊजा[ Ĥमेय से बलɉ के संर¢ी होने या न होने का £ान ͩकया जा सकता है । 
7. हाँ काय[-ऊजा[ Ĥमेय से हम जान सकते हɇ ͩक 

काय[   W K   
परÛत ु  W U   (िèथǓतज ऊजा[ मɅ कमी) 
अत:   U K    
या   0U K     
या  U K = Ǔनयतांक यहȣ ऊजा[ संर¢ण का Ǔनयम है । 

8. गǓतज ऊजा[ 21/ 2mv mgh  
जहाँ h = पØृवी कȧ सतह से वèतु कȧ ऊँचाई ।   
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9. िèथǓतज ऊजा[, गǓतज ऊजा[ । 

10. नहȣ ͧसफ[  ͪवलͬगत Ǔनकाय कȧ यांǒğक ऊजा[ हमेशा संरͯ¢त रहती है, जबͩक आंतǐरक असरं¢ी 
बल शÛूय हो । 

11. हाँ। 
12. यांǒğक ऊजा[ । 

4.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
(1) यǑद . 0F d r 

 
 है तो बल कȧ ĤकृǓत कैसी होगी? 

(2) ͩकसी Ǔनकाय पर संर¢ी आंतǐरक बल ɮवारा ͩ कये गये काय[ का ऋणा×मक मान Èया Ĥदͧश[त 
करता हɇ? 

(3) सभी Ĥकार कं बलɉ (बाéय तथा आÛतǐरक) ɮवारा Ǔनकाय पर ͩ कये गये काय[ का मान राͧश 
के तुãय होता है? 

(4) संर¢ी ¢ेğ मɅ ͩकसी गǓतशील वèतु पर बल इस Ĥकार काय[ करते हɇ ͩक उसके Ĥारिàभक 
अवèथा मɅ लौटने पर उसकȧ गǓतज ऊजा[ Ǔनयत रहेगी अथवा नहȣं । 

(5) संर¢ी तथा असंर¢ी बलɉ के ͪवभेद उदाहरण सǑहत समझाइये । 
सकेत: इकाई के अनÍुछेद (4.2) को पढ़Ʌ ।  

Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
(6) ͩकसी Ǔनकाय के ͧलए काय[-ऊजा[ Ĥमेय का कथन ͧलखो तथा इसे åय×ुपÛन कȧिजये ।  
(7) यांǒğक ऊजा[ के सरं¢ण का Ǔनयम Èया है? ͧसƨ कȧिजये ͩ क èवतंğतापवू[क नीचे ͬ गरती हु ई 

वèतु मɅ यांǒğक ऊजा[ का सरं¢ण होता है । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
(8) एक कण Ǔनàनांͩकत िèथǓतज ऊजा[ फलन के ¢ेğ मɅ गǓतशील है तो कण पर काय[रत बल 

¢ेğ का Ǔनधा[रण कȧिजए:  
(i) ( , )x yU Cxy    2 2 2( )U k x y z    

संकेत: 
कण पर काय[कार बल ¢ेğ ( )xUF grad 


, अत 

(i) ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )( )F grad Cxy i Cxy k CxyCxy j
y y y
  

   
  


 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( )Cyi Cxj C yi xj             
(ii)  2 2 2F grad k x y z     


  

      2 2 2ˆˆ ˆk i k x y zj
y y y

   
         

 

   ˆˆ ˆ(2 ) (2 ) (2 )k i x y k zj       



96 
 

   ˆˆ ˆ2k xi y zkj       

(9) दो एक समान 2 ͩकĒा. के गटुके एक समान चाल (2 मी./से.) से एक घष[ण रǑहत ¢ैǓतज 
तल पर एक दसूरे कȧ ओर गǓतशील होते हɇ । वे आपस मे टÈकर करके एक दसूरे से सàबƨ 
हो जाते हɇ तथा िèथरावèथा मɅ आ जाते हɇ । दोनɉ कणɉ के Ǔनकाय पर बाéय बलɉ तथा 
आÛतǐरक बलɉ ɮवारा ͩकये गये काय[ का पǐरकलन करो 
संकेत :  Wबाéय बल    +Wआंतǐरक बल  = f iK K   (उ×तर: शूÛय, - 8 जूल)  

(10) एक èटȣल के तार से 2.5 ͩकĒा. भार उसकȧ लàबाई मɅ 0.25  से./मी. कȧ वृͪ ƨ हो जाती 
है । तार को खीचंने मɅ ͩकया गया काय[ £ात करो । (g = 10 मी. / से.) 
संकेत :  21, 2Mg kx W kx                        (उ×तर: 0.03125 जलू) 

 
(11) यǑद 5 ͩकĒा. कȧ एक वèतु पØृवी कȧ सतह से 10 मीटर कȧ ऊँचाई से èवतंğतापवू[क ͬ गरती 

है तो पØृवी तल से टकराते समय उसकȧ चाल Èया होगी । 
                                                   (उ×तर: 14 मी. / से.) 

(12) m ġåयमान कȧ एक वèत ुएक िèĤगं से लटका दȣ जाती है । नीचे कȧ ओर ͪवèथापन 0x
के पæचात ्यह िèथरावèथा मɅ आ जाती है । यǑद एक रेखीय बल (linear force) काय[ कर 
रहा है तो ͧसƨ करो ͩक 
(i) िèĤगं गणुक (बल िèथराकं) = 0/mg x , 
(ii) गǾु×वीय िèथǓतज ऊजा[ मɅ हाǓन = 0mgx  और  

(iii) Ĥ×याèथ (elastic) िèथǓतज ऊजा[ मɅ वृͪ ƨ = 0
1

2 mgx  

शेष ऊजा[ का Èया होता है? 
संकेत: लगाया गया बल =  रेखीय Ĥ×यानयन बल 

चूँͩक सÛतुलन मɅ,   0 0mg Cx Cx     या 0/C mg x        ..... (1)  
गǾु×वीय ऊजा[ मɅ हाǓन 0mgx                        .... (2)  

Ĥ×याèथ िèथǓतज ऊजा[ 
0

2
0 0

0

1 1
2 2

x

Cxdx Cx mgx                  .... (3)  

शेष ऊजा[ 0 0 0
1 1
2 2

mgx mgx mgx       

यह ऊजा[ पहले तो गǓतज ऊजा[ मɅ बदल जाती है और अÛत मɅ ऊçमा मɅ, जबͩक Ĥारिàभक 
दोलन बÛद हो जाते हɇ । 

(13) m ġåयमान कȧ एक वèत ुr सेमी लàबी डोरȣ के एक ͧ सरे से बँधी है और वèतु एक ऊÚवा[धर 
व×ृत मɅ घमुायी जाती है । व×ृत के उÍचतम ǒबÛद ुऔर Ǔनàनतम ǒबÛद ुकȧ गǓतज ऊजा[ओं 
मɅ Èया अÛतर है? ͧसƨ करो ͩक डोरȣ का तनाव उÍचतम ǒबÛद ुसे Ǔनàनतम ǒबÛद ुपर 6mg 
माğा मɅ अͬधक होता हɇ I  
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ͬचğ 4.13 

संकेत: जैसे हȣ ġåयमान m Ǔनàनतम ǒबÛद ुA से उÍचतम ǒबÛद ुB पर पहु ँचता है तो इसकȧ 
गǓतज ऊजा[ कम होती है, लेͩकन उसी माğा मɅ इसकȧ िèथǓतज ऊजा[ बढ़ जाती है, अथा[त ्

  2 2
1 2

1 1 .2
2 2

mv mv mg r   

   
अथा[त ्गǓतज ऊजा[ओं मɅ अÛतर = 2 mgr 
Ǔनàनतम ǒबÛद ुA पर, 2

1 1 /T mg mv r    
ǒबÛद ु B पर, 2

2 2 /T mg mv r    
िजसमɅ 1T  व 2T  Đमश: Ǔनàनतम और उÍचतम ǒबÛदओंु पर डोरȣ के तनाव हɇ । 

2 2
1 2

1 2 2 4mv mvT T mg mg
r r

       

िजससे   1 2 6T T mg  . 
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इकाई- 5 
रेखीय संवेग संर¢ण 

(Conservation of Linear Momentum) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
5.0 उƧेæय 
5.1 Ĥèतावना 
5.2 रेखीय संवेग सरं¢ण 

5.2.1 दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए रेखीय संवेग संर¢ण 
5.2.2 n- कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए रेखीय संवेग सरं¢ण 
5.2.3 रॉकेट - जेट नोदन का ͧसƨाÛत 

5.3 कणɉ का संघ͠ या टÈकर 
5.3.1 टÈकर के ͧलए Ûयटून का Ǔनयम तथा Ĥ×यावèथान गणुांक 
5.3.2 टÈकर के Ĥकार 
5.3.3 सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर 
5.3.4 सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ Ĥ¢ेÜय से लêय को èथानाÛतǐरत गǓतज ऊजा[   
5.3.5 अĤ×याèथ सàमुख टÈकर 
5.3.6 िèथर कण ɮवारा गǓतमान कण का ͪव¢ेप 

5.4 साराशं 
5.5 शÞदावलȣ 
5.6 संदभ[ ĒÛथ 
5.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
5.8 अßयासाथ[ Ĥæन   

5.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप : 

 रेखीय संवेग सरं¢ण के Ǔनयम को जान सकɅ गे; 
 दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम को समझ सकɅ गे;   
 n- कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय सवेंग सरं¢ण को भी जान सकɅ गे; 
 यह भी जान सकɅ गे कȧ रॉकेट रेखीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम पर काय[ करता है;   
 यह भी जान सकɅ गे कȧ पǐरवतȸ ġåयमान वाले Ǔनकाय अथा[त रॉकेट कȧ गǓत मɅ ͩकस Ĥकार 

रेखीय संवेग सरं¢ण का Ǔनयम लाग होता है; 
 Ĥ×याèथ एव ंअĤ×याèथ टÈकरɉ मɅ अÛतर कर सकɅ गे । 
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5.1 Ĥèतावना (Introduction)  
भौǓतक ͪव£ान मɅ घटनाओं को समझने के ͧलये संर¢ण Ǔनयम आधारभतू संकãपनाओं का 

ĤǓतपादन करते हɇ । ऊजा[ संर¢ण Ǔनयम का अÚययन आप इकाई - 4 मɅ कर चकेु हɇ । इस इकाई 
मɅ आप रेखीय संवेग सरं¢ण Ǔनयम का ͪवèततृ अÚययन करɅगɅ । 

इसके अÛतग[त अनÍुछेद 5.2.1 मɅ आप दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग संर¢ण 
का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 5.2.2 मɅ n- कणɉ के Ǔनकाय के ͧ लये रेखीय संवेग सरं¢ण Ǔनयम को 
पढɅगे । अनÍुछेद 5.2.3 मɅ जेट नोदन का ͧ सƨाÛत पढɅगे । अनÍुछेद 5.3 मɅ कणɉ कȧ टÈकर एव ंउस 
पर आधाǐरत भौǓतक पर पǐरघटनाओं कȧ ͪवèततृ ͪववेचना कȧ गयी है । अनÍुछेद 5.3.1 से 5.3.5 
मɅ Ĥ×याèथ एव ंअĤ×याèथ टÈकरɉ का वण[न पढɅगे । अनÍुछेद 5.3.6 मɅ िèथर कण ɮवारा गǓतमान 
कण के ͪव¢ेप को समझɅगे ।   

5.2 रेखीय संवेग का संर¢ण (Conservation of linear momentum)  
यǑद m ġåयमान के ͩकसी कण पर F बल काय[ कर रहा है तो Ûयटून के गǓत के दसूरे Ǔनयम 

के अनसुार  

      d p dF mv
dt dt

 
 

                                         ... (5.1)  

िजसमɅ मे p mv
 

 कण का रेखीय संवेग (liear momentum) है । संवेग एक सǑदश राͧश है । 
यǑद कण पर काय[ करता हुआ सàपणू[ बाहरȣ बल शÛूय के बराबर है तो 

0d pF
dt

 
     या p mv

 
  एक िèथरांक                          ..... (5.2)  

अथा[त ्यǑद कण पर काय[ करने वाले पǐरणामी बाहरȣ बल का मान शÛूय है तो रेखीय संवेग 
का सरं¢ण (conserve) होता है । यह संवेग के सरं¢ण का ͧसƨाÛत (principle of conservation 
of momentum) है । 

5.2.1 दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए रेखीय संवेग संर¢ण Ǔनयम (Law of conservation of 
linear momentum for the system of two particles) 

माना ͩक 1m  और 2m  ġåयमान के दो कण आपस मɅ टकरात े(collide) है । यǑद कणɉ के 
टÈकर से पहले वेग Đमश:  1u और 2u  तथा टÈकर के बाद वेग 1v  और 2v  हɇ तो संवेग के सरं¢ण 

   .... (5.3) के ͧसƨाÛत से  
यहाँ हम रेखीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम कȧ èथापना दो ͪवͬधयɉ से करɅगे । पहलȣ ͪवͬध 

ÛयटूोǓनयन बलɉ (Newtonian forces) कȧ पǐरकãपना (assumption)पर आधाǐरत है तथा दसूरȣ 
ͪवͬध अͬधक सामाÛय (more general) और अÍछȤ है; जो गलैȣͧलयन Ǔनæचरता (Galilean 
invariance) और ऊजा[ के सरं¢ण (conservation of energy) ͧसƨाÛत पर आधाǐरत है । 

पहलȣ ͪ वͬध: माना ͩक कणɉ के बीच काय[ करने वाले बल इस Ĥकार का है जो Ûयटून के तीसरे 
Ǔनयम को सतंुçट करता है । ऐसे बलɉ को ÛयटूोǓनयन बल (Newtonian forces) कहत ेहɇ । 

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v  
   
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ÛयटूोǓनयन बल का यह गणु होता है ͩ क बल  21F


 (िजसे पहला कण दसूरे पर लगाता है) ऋणा×मक 

बल 12F


, (िजसे दसूरा कण पहले पर लगाता है) के बराबर होता है, अथा[त ्
 21 12F F 
 

   या   21 12 0F F  
 

                    .... (5.4) 
यǑद Ǔनकाय पर कोई बाहरȣ बल काय[रत नहȣं है तो दोनɉ कणɉ कȧ गǓत के समीकरण  

 1 1 12
d m u F
dt




 या   1 1 21
d m u F
dt


  होगɅ I 

इन दोनɉ को जोड़ने पर    1 1 2 2 12 21 0d m u m u F F
dt

   
  

 
या, 1 1 2 2m u m u   = िèथरांक अथा[त ् 1 2p p   = िèथरांक 
तथा सामाÛय Ǿप मɅ 1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v                                     .....(5.5)  

यहȣ संवेग के सरं¢ण का Ǔनयम है । 
इस Ǔनयम कȧ उपरोÈत åय×ुपि×त (proof) सÛतोषजनक नहȣं है, Èयɉͩक ͩकसी कण तक 

पहु ँचने मɅ बल को पǐरͧमत समय (finite time) लगता है, िजससे यह सàभव हो सकता है ͩक बहु त 
थोड़े समय के ͧलए ͩĐया और ĤǓतͩĐया बराबर न हो । 

दसूरȣ ͪवͬध : माना ͩक िèथर ĥेम S (िèथर Ĥे¢क से सàबƨ) मɅ दो टकराने वाले कणɉ के 
Ĥारिàभक और अिÛतम वेग Đमश:  हɇ । सामाÛय Ǿप से, यǑद टÈकर (collision) अĤ×याèथ 
(inelastic) है तो ĥेम S मɅ ऊजा[ सरं¢ण Ǔनयम के अनसुार 

1 2 2 2
1 2 1 2 1 1 1 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v E                                ....(56)  

िजसमɅ E गǓतज ऊजा[ का वह भाग है जो टÈकर मɅ ऊçमा, Ĥकाश आǑद के Ǿप मɅ लुÜत 
हो जाता है । यहाँ यह मान ͧलया है ͩक टÈकर मɅ ġåयमान 1m और 2m  पǐरवǓत[त नहȣ ंहोते हɇ । 

यǑद एक दसूरा Ĥे¢क (Ǔनदȶश ĥेम S”) पहले Ĥे¢क S के सापे¢ िèथर वेग 1v से गǓत कर 
रहा है तो गलैȣͧलयन ǾपाÛतरणɉ के अनसुार दसूरे ĥेम मɅ वेग Ǔनàनͧलͨखत से Ĥदͧश[त हɉगे* : 

1 1 ;u u v        2 2 ;u u v         1 1 ;v v v    और 2 2 v v v 
  

  ....(57)   
अब, गलैȣͧलयन Ǔनæचरता कȧ पǐरकãपना के अनसुार यǑद ऊजा[ का संर¢ण का Ǔनयम ĥेम 

S मɅ ठȤक है तो यह ĥेम S” मɅ भी लाग ूहोना चाǑहए। अत: ĥेम S” मɅ ऊजा[ संर¢ण के Ǔनयम से 
' 2 ' 2 ' 2 ' 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v E         ..... (5.8)  

यǑद ऊजा[ के संर¢ण का Ǔनयम गलैȣͧलयन ǾपाÛतरणɉ के अÛतग[त Ǔनæचर (invariant) है 
तो समी. (5.8) मɅ समी. (5.7) से मान रखने पर  

        2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u v m u v m v v m v v E       
         

       2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1. 2 2 2. 1 1 1. 2 2 2.

1 1 1 12 2 2 2
2 2 2 2

m u v u v m u v u v m v v v v m v v v v           
       

 
या 
 

       2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1. . . .
2 2 2 2

m u m u v m u u v m v m v v m v m v v     
       
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* गलैȣͧलयन ǾपाÛतरणɉ का ͪवèततृ अÚययन इकाई 8 मɅ करɅगे; अत: दसूरȣ ͪवͬध को ͪवɮयाथȸ 

इकाई 8 के अÚययन के पæचात भलȣ-भाँǓत समझ सकɅ गे । 
समीकरण (5.9) को (5.6) मɅ से घटाने पर 
या,    1 1 2 2 1 1 2 2. . . .m u v m u v m v v m v v           
या,      1 1 2 2 1 1 2 2. .m u m u v m v m v v  

     
     ..... (5.10) 

 
यह रेखीय संवेग के सरं¢ण का Ǔनयम है । वèततु: सके और ऊजा[ के संर¢ण Ǔनयम ĤकृǓत 

के मलू Ǔनयम (Fundamental law of nature) हɇ । यह Ǔनयम èवयंͧ सƨ है । 

5.2.2 n- कणɉ के Ǔनकाय के ͧलए रेखीय संवेग सरं¢ण (Conservation of linear 
momentum for the system of n-particles) 

माना कणɉ के एक Ǔनकाय (system) मɅ n कण हɇ (जो Ǻढ़ वèतु के Ǿप मɅ संकͧलत है) 
िजनके ġåयमान 1 2 3, , ,...... nm m m m  हɇ । यǑद कणɉ के इस Ǔनकाय का सàपणू[ ġåयमान M है तो 

 1 2 ...... nM m m m    
ये कण आपस मɅ ͩĐया-ĤǓतͩĐया (interact) बल से सàबƨ हो रहे हɇ और उन पर बाहरȣ 

बल भी काय[ कर रहे हɇ । यǑद कणɉ के संगत रेखीय संवेग Đमश: 1 2 3, , ...... np p p p     हɇ तो Ǔनकाय 

(system) का सàपणू[   

     ..... (5.11)  
इसका अवकलन (differentiation) करने पर  

  1 2 ...... ndpdp dpdp
dr dr dr dr

   
 

 

 या  1 2 ..... nF F F F   
   

       .. (5.12)  
िजसमɅ से, 1 2, .... nF F F

  
 Đमश: 1 2, ,....... nm m m  ġåयमान के कणɉ पर बल Ĥदͧश[त करते 

हɇ । इन बलɉ मɅ बाहरȣ (external) और आÛतǐरक (internal) दोनɉ Ĥकार के बल शाͧमल हɇ । 
 
चूँͩक आÛतǐरक बल बराबर और ͪवपरȣत बलɉ के जोड़ɉ मɅ उपिèथत रहते हɇ अत: वे आपस 

मɅ सÛतुͧलत कर लेत ेहɇ । अत: समीकरण (5.12) मɅ F

 बाहरȣ बलɉ के कारण कण-Ǔनकाय (System 

of particles)पǐरणामी बल को Ĥदͧश[त करता है । Úयान रखना है ͩक आÛतǐरक बल कण-Ǔनकाय 
के सàपणू[ संवेग को नहȣं बदल पाते हɇ Èयɉͩक बराबर और ͪवपरȣत होने के कारण वे संवेग मɅ बराबर 
और ͪवपरȣत पǐरवत[न उ×पÛन करते हɇ । 

इसͧलए, यǑद हमɅ ͩकसी कण-Ǔनकाय के सàपणू[ संवेग मɅ पǐरवत[न करना है तो उसे Ǔनकाय 
पर बाहरȣ बल लगाना पड़ेगा, अथा[त ्बाहरȣ बल   

    1 2..... n
dp dF p p p
dr dr

  
     
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यǑद बाहरȣ बल का मान शूÛय है,  

 0dp
dr




= p  =0 एक िèथराकं 

अथा[त 1 2 3...... np p p p p        = एक िèथरांक     ...(5.14)  
अत: यǑद कणɉ के एक Ǔनकाय पर कोई बाहरȣ बल काय[ नहȣ ंकर रहा है तो उसका सàपणू[ 

संवेग िèथर रहता है । यह कणɉ के एक Ǔनकाय के ͧ लए रेखीय संवेग के संर¢ण का Ǔनयम है । Úयान 
रहे ͩ क Ǔनकाय के ͩ कसी कण ͪ वशेष का संवेग बदल सकता है, परÛतु Ǔनकाय का सàपणू[ संवेग िèथर 
हȣ रहता है, जब तक ͩक Ǔनकाय पर बाहरȣ बल लगा नहȣं Ǒदया जाता । 

5.2.3 राकेट- जेट नोदन का ͧसƨाÛत (Rocket – Principle of jet propulsion) 

अंतǐर¢ (space) मɅ याğा करने का साधन रॉकेट है । यह जेट नोदन (Jet propulsion) 
के ͧसƨाÛत पर काय[ करता है । 

यǑद कोई गसै ͩकसी नोजल (nozzle)या संकुͬचत ɮवार (orifice)मɅ होकर तेज गǓत से 
Ǔनकलती है तो इस तरह Ǔनकलते हु ए पदाथ[ को जेट (jet) कहते हɇ । यǑद जेट कȧ सहायता से कोई 
वèतु आगे कȧ ओर चलाई जाती है तो इस ͩĐया को जेट नोदन कहते हɇ । जेट नोदन का ͧसƨाÛत 
संवेग के सरं¢ण के Ǔनयम पर आधाǐरत है िजसके अनसुार ͩ कसी वèतु से Ǔनकलती हु ई जेट का पीछे 
कȧ Ǒदशा मɅ संवेग वèतु के आगे कȧ Ǒदशा मɅ संवेग के बराबर होता है । जब वèतु के ͪपछले भाग 
के संकुͬचत ɮवार से गसै अ×यͬधक वेग से Ǔनकलती है तो पǐरणामत: वèत ुआगे कȧ Ǒदशा मɅ गǓत 
करती है । 

 
ͬचğ 5.1 

इस रॉकेट मɅ ईधन (fuel) और ऑÈसीकारक (oxidiser) को दहन-क¢ (combustion 
chamber) मɅ जलाया जाता है । दहन कȧ ऊçमा से दहन-क¢ मɅ गसैɉ का दाब बहु त अͬधक हो जाता 
है िजससे गम[ गसैɉ कȧ एक जेट अ×यͬधक वेग से रॉकेट के ͪपछले भाग से Ǔनकलती है । इसके फलèवǾप 
रॉकेट आगे कȧ ओर बढ़ता है (ͬचğ 5.1) । 

रॉकेटɉ मɅ ईधन ġव अथवा ठोस अवèथा मɅ काम मɅ ͧलया जाता है । ġव ईधन वाले रɉकटɉ 
मɅ ईधन के ͧलए पदाथ[ ġव हाइĜोजन या ġव परैॉÈसाइड (H2O2) या नाइǑĚक एͧसड काम मɅ लाये 
जाते हɇ । ठोस ईधन वाले रॉकेटɉ मɅ ईधन (जैसे गनपाउडर) मɅ हȣ ऑÈसीकार ͪवɮयमान रहता है, इस 
कारण इनमɅ एक अलग दहन-क¢ कȧ आवæयकता नहȣं होती । 
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मान ͧलया ͩक ͩकसी ¢ण रॉकेट का ġåयमान M है और उसका वेग Ĥयोगशाला ĥेम (जड़×वीय 
ĥेम) मɅ V है । यǑद रॉकेट मɅ ĤǓत सेकÖड Ǔनकला हुआ गम[ गसैɉ का ġåयमान m हो तो रॉकेट के 
ġåयमान पǐरवत[न कȧ दर dm/dt = - m होगी । 

मान लȣिजये ͩक रॉकेट के सापे¢ - v वेग से गम[ गसैɅ Ǔनकल रहȣ हɇ और V तथा v परèपर 
समानाÛतर हɇ । èपçटत: गसैɉ का वेग Ĥयोगशाला ĥेम मɅ –v + V हɅ होगा और Ǔनçकाͧसत गसैɉ को 
Ǒदया गया ĤǓत सेकÖड संवेग m(-v +V) होगा । 

अत: रॉकेट पर बल  m v V     होगा । या   dM v V
dt

   

लेͩकन Ûयटून के गǓत के दसूरे Ǔनयम से बल का मान  d MV
dt

होता है ।  

अत:        d dMMV v V
dt dt

    

या       
dV dM dM dMM V v V
dt dt dt dt

     

या      
dV dMM v
dt dt

     ..... (5.15)  

समीकरण 5.15 से   
dMdV v
dt

   

समाकलन करने पर   logeV v M C    
िजसमɅ  C समाकलन-िèथरांक (Constant of integration) हɇ । 

यǑद Ĥारàभ मɅ (समय t = 0) रॉकेट का ġåयमान 0M  है और वेग 0V  है तो 
     0 0logeV v M C    

या        0logeC v M V   
अत:     0log loge e oV v M v M V      

या       0
0 loge

MV V v
M

             ..... (5.16)  

अत: रॉकेट का अिÛतम वेग V अͬधक ĤाÜत करने के ͧ लए यह आवæयक है ͩक (i) Ǔनçकाͧसत 
गसैɉ के ͧलये v का मान अͬधक हो और (ii) Ĥारिàभक ġåयमान M0 उनकȧ तुलना मɅ रॉकेट का अिÛतम 
ġåयमान M काफȧ कम हो । 

Ǔनçकाͧसत वेग का मान सकुंͬचत ɮवार (nozzle) कȧ बनावट और ईधन ɮवारा उ×पÛन हु ई 
ऊçमा पर Ǔनभ[र करता है । इसकȧ सैƨािÛतक सीमा (theoretical limit) दहन-क¢ के ताप पर गसै 
के वग[ माध मलू (RMS) वेग के बराबर होती है और इसकȧ Ĥायोͬगक सीमा 2 ͩकलोमीटर ĤǓत सेकÖड 
के लगभग है Èयɉͩक 30000C से ऊँचे ताप ĤाÜत करना कǑठन होता है । 

Ĥायोͬगक तौर पर अनपुात M0 / M का मान अͬधक करने कȧ भी सीमा है । एक èटेज ताले 
रॉकेट  (one stage rocket) िजसमɅ केवल एक इंजन होता है, अिÛतम ġåयमान M Ĥधानत: ईधन 
रखे जाने वाले पाğɉ (fuel containers) के कारण होता है और जो M0 के लगभग 10 ĤǓतशत से 
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कम नहȣं हो सकता । ठोस ईधन वाले रॉकेटɉ मɅ अिÛतम ġåयमान M इसकȧ अपे¢ा कम भी हो सकता 
है, जबͩक Ƀधन पया[Üत माğा मɅ Ǻढ़ (rigid) हो, परÛत ुयह लाभ यहȣ पर Ǔनçकाͧसत वेग का मान 
कम होने से रॉकेट का अिÛतम वेग V अͬधक नहȣ ĤाÜत करा पाता है । 

 
यǑद M0 / M =10 Ĥारिàभक वेग V = 0 और Ǔनçकाͧसत वेग v = 2 ͩकमी. / सेकÖड 

तो अिÛतम वेग v =0+2loge (10) = 2 x 2.3 =4.6 ͩकमी. / सेकÖड होगा । यह वेग पलायन 
वेग (escape velocity) 11 ͩकमी. / सेकÖड या पØृवी के पास क¢ीय वेग (orbital veiocity) 
8 ͩकमी./ सेकÖड से काफȧ कम है । अत: एक èटेज वाले रॉकेट से इतना अͬधक वेग ĤाÜत नहȣं ͩ कया 
जा सकता है । 

दो या तीन èटेजी रॉकेटɉ कȧ सहायता से आवæयक ऊचे अिÛतम वेग ĤाÜत ͩकए जा सकत े
हɇ । दो èटेजी रॉकेट मɅ दो रॉकेट Įेणी Đम मɅ जुड़े रहते हɇ या 
एक रॉकेट का पीछे का भाग दसूरे के आगे के भाग मɅ रहता है 
ɮͪवतीय èटेज घसुा 

(ͬचğ 5.2) । Ĥथम èटेज का रॉकेट बड़ा और भारȣ होता 
है और ɮͪवतीय èटेज इजंन दसूरȣ èटेज का रॉकेट सापे¢त: छोटा 
और हãका होता है । सबसे पहले Ĥथम èटेज रॉकेट को काम 
मɅ लाया जाता है और जब इसका ईधन जल चकुता है तो यह 
अपने आप समायोजन से Ĥथम èटेज अलग होकर नीचे ͬगर 
जाता है । इसके पæचात दसूरȣ èटेज का रॉकेट Ĥारिàभक वेग 
V0, जो इसे Ĥथम èटेजी रॉकेट ɮवारा Ĥदान ͩकया गया है, से 
गǓत करना Ĥारàभ करता है । अत: समीकरण (5. Ĥथम èटेज 
इंजन 16) के अनसुार अंǓतम वेग लगभग दगुना ĤाÜत होता है। 

पायलट कȧ जगह या क¢ा (orbit) मɅ कोई उपĒह 
(satellite) भेजना हो तो उसकȧ जगह सबसे ऊपरȣ भाग मɅ होती 
है। 

उपरोÈत वण[न मɅ हमने रॉकेट के भार को नगÖय मान 
ͧलया है । यǑद रॉकेट ऊÚवा[धर ऊपर कȧ ओर गǓत करता है तो 
रॉकेट पर ऊपर कȧ ओर बल 

 dM v V Mg
dt

    

इस िèथǓत मɅ बल       d dMMV v V Mg
dt dt

     

सरल करने पर,     dV dMM v Mg
dt dt

    

इसका समाकलन करने पर   logeV v M gt C      
जब   0,t   तो 0M M  और  0V V  
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अत:  0 0logeC V v M    
िजससे   0 0log /eV V v M M gt         ..... (5.17) 
िजसमɅ t ईधन के जलने मɅ लगा समय है । 

समीकरण (5.17) से èपçट है ͩक यǑद समय t कम है तो पØृवी के आकष[ण के कारण V 
के मान मɅ कमी नगÖय होगी । लेͩकन यǑद ईधन बहु त धीरे-धीरे जलता है तो हो सकता है ͩक रॉकेट 
पØृवी से ǒबãकुल उठे भी नहȣं । अत: यह आवæयक है ͩक ईधन Ĥारàभ मɅ तजेी से जलाया जाये । 
लेͩकन ईधन को बहु त तजेी से न जलाने के भी कारण हɇ । यǑद रॉकेट वायमुÖडल के ऊपर जाने से 
पहले ऊँचा वेग ĤाÜत कर लेता है तो पØृवी कȧ सतह के पास रॉकेट से वाय ुके घष[ण के कारण ऊजा[ 
कȧ हाǓन अͬधक होगी । रॉकेट मɅ ईधन को धीरे-धीरे जलाने का एक कारण यह भी है ͩ क इसके ×वरण 
के कारण इसमɅ बठेै हु ए याǒğयɉ का भार बहु त अͬधक न बढɅ । 

रॉकेट कȧ आकृǓत ͧसगार (cigar) जैसी बनायी जाती है िजससे इसके Ĥ×येक भाग पर 
वायमुÖडल कȧ हवा का दाब कम से कम पडे । घष[ण के कारण रॉकेट का ताप भी बहु त अͬधक बढ़ 
जाता है । अत: इसका ढाँचा ͩकसी तापरोधी पदाथ[ का बनाया जाता है और उडान के Ĥथम चरण मɅ 
जहाँ हवा सघन होती है, चलने कȧ रÝतार भी कम रखी जाती है ।  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. रेखीय संवेग संर¢ण Ǔनयम Èया है?    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ... ...... ......... .......... ...... .............. ......... .........
2. दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग संर¢ण Ǔनयम को समझाइये ।    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
3. रॉकेट ͩकस ͧसƨाÛत पर काय[ करता है? 
 .............. ......... .......... ... ...... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
4. रॉकेट के अिÛतम वेग के ͧलये åयंजक ͧलͨखये ।    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .... .....
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
5. बंदूक से गोलȣ दागने पर पीछे कȧ ओर धÈका Èयɉ Ĥतीत होता है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ..... ..... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
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उदाहरण 5.1  तीन टकराने वाले ͪपडंɉ के ġåयमान 100, 200 और 400 Ēाम हɇ और Ĥ×येक ͪपडं 
के वेग का मान Đमश:  ,x y और z अ¢ɉ के अनǑुदश 20 मी./ सेकÖड है । अÛयोÛय ͩĐया 

(interaction) के बलɉ ɮवारा तीसरा ͪपडं गǓत करना बÛद कर देता है और दसूरे ͪपडं का वेग (
ˆˆ10 5j k ) मी. /सेकÖड हो जाता हɇ तो पहले ͪपडं का वेग £ात करो । 

हल: Ĥारिàभक संवेग  = 1 1 2 2 3 3
ˆˆ ˆ2 4 8m u m u m u i j k      

अिÛतम संवेग       = 1 1 2 2 3 3m v m v m v   

     1
ˆˆ0. 1 0.2 10 5 0.4 0v v j k      

   1
ˆˆ0. 1 2v v j k    

संवेग के संर¢ण के ͧसƨाÛत से 

  
 

       1
ˆˆ ˆ20 20 70v i j k      मी. / सेकÖड 

उदाहरण 5.2 टÈकर से पहले 200 Ēाम तथा 500 Ēाम ġåयमानɉ के दो ͪपडंो के वेग Đमश: ˆ10i
और ˆ ˆ3 5i j  मी. / सेकÖड है । टÈकर के पæचात ्दोनɉ ͪपडं एक-दसूरे से ͬचपक जाते हɇ । संयÈुत 
ͪपडं का संवेग £ात कȧिजये । 
हल :  यǑद संयÈुत ͪपडं का संवेग p


 है तो संवेग सरं¢ण से - 

   1 1 2 2p m v m v 


 

     ˆ ˆ ˆ0.2 10 0.5 3 5i i j    

=  ˆ ˆ3.5 2.5i j  ͩकलोĒाम मी. / सेकÖड 
उदाहरण 5.3 पØृवी के आकष[ण को नगÖय मानकर ͧसƨ करो ͩक 

  0 0log 1 /eV V v mt M    
िजसमɅ V, समय t मɅ ĤाÜत वेग है, v Ǔनçकाͧसत वेग है और m ईधन के जलने कȧ दर है ।    
हल:  

चूँͩक रॉकेट से ġåयमान के बाहर Ǔनकलने कȧ दर m है, अत: t समय मɅ mt ġåयमान बाहर 
Ǔनकलेगा,  
अथा[त ् 0 ,M M Mt   तो 

  0
0

0

loge
MV V v

M mt
 

    
 

    या  0
0

0

loge
M mtV V v

M
 

   
 

 

    या    0 0log 1 /eV V v mt M    
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उदाहरण 5.4 यǑद दो èटेजी रॉकेट का अलग-अलग ġåयमान 100 ͩकĒा. और 10 ͩकĒा. है और उनमɅ 
ईधन Đमश: 800 ͩकĒा और 90 ͩकĒा. है । 2 ͩकमी./सेकÖड का Ǔनçकाͧसत वेग रखकर अिÛतम 
वेग Èया ĤाÜत होगा? ( log 10 2.3e   और log 2 0.30e  ) 
हल:   

पहलȣ िèथǓत मɅ, जब रॉकेट कȧ Ĥथम èटेज समाÜत होती है, 
    0 0; 2000V v   मीटर / सेकÖड 
   0 100 800 10 90 1000M        ͩकĒा. और 200M   ͩकĒा. 
      0 2000log 1000 / 200 2000log 10 / 2e eV     
      10 102000 2.3 log 10 log 2 2000 2.3 1 0.3       
   = 2000 x 2.3 x 0.7 = 3220 मीटर / सेकÖड 
अब ɮͪवतीय èटेजी, रॉकेट के ͧलए यह Ĥारिàभक वेग है । अत: ɮͪवतीय èटेज के अÛत मɅ 

ĤाÜत अिÛतम वेग 10
90 103200 2000 2.3log 3220 2000 2.3 3220 4000

10
V          

 
 

= 7820 मीटर / सेकÖड = 7.82 ͩकमी. / सेकÖड 
उदाहरण 5.5 एक रॉकेट ऊÚव[ Ǒदशा मɅ V0 वेग से रवाना होता है । ͧ सƨ करो ͩ क h ऊँचाई पर उसका 
वेग V Ǔनàन सूğ से åयÈत होगा : 

2 2
0

2
1 /

ghV V
h R

 


 

िजसमɅ R पØृवी कȧ ǒğÏया है और g पØृवी-तल पर गǾु×वीय ×वरण है । यǑद एक रॉकेट पलायन वेग 
कȧ 90 ĤǓतशत चाल से छोड़ा जाता है तो वह अͬधकतम ͩकतनी ऊँचाई तक पहु ँचेगा? इसके ͧलए 
åयजंक £ात करो । 
हल: जसेै-जैसे रॉकेट ऊपर चलता जाता है, g का मान कम होता जाता है । èपçटतया h ऊँचाई पर 
रॉकेट के वेग   को Ǔनàनͧलͨखत से Ǒदया जायेगा । 

2 2
0

0

2 '
h

V V g dh    

h ऊँचाई पर 
     2 2 22

'
1 / 1 /

GM GM gg
R h R h R h R

 
  

 

हल करने पर  2 2
0

2
1 /

ghV V
h R

 


  

पलायन वेग 2gR  से Ǒदया जाता है । अत: यहȣ पर 0 0.9 2V gR , रॉकेट ɮवारा 

अͬधकतम ऊँचाई ĤाÜत करने पर V = 0, अब उपयु [Èत समीकरण मɅ मान रखने पर, 
20.81 2 ghRgR
R h

 


   या  0.81 h
R h




 

िजससे   h=0.81R/0.19  4.3R 
रॉकेट ɮवारा पहु ँची गयी अͬधकतम ऊँचाई के ͧलए यहȣ åयजंक है ।   
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5.3 कणɉ का संघ͠ या टÈकर (Collision of particles)  
टÈकर एक ऐसी ͪ वलͬगत घटना है िजसमɅ दो या दो से अͬधक ͪ पÖडɉ के बीच एक Ĥबल बल 

अãप समय के ͧलये काय[रत होता है । टÈकर कȧ घटना मɅ कम से कम ͩकसी ͪपÖड का वेग अवæय 
पǐरवǓत[त होता है । 

टÈकर के संदभ[ मɅ मुÉय तØय (Main features with reference to collision) 
(i) टÈकर मɅ दो ͪपÖडɉ का परèपर सàपक[  मɅ आना आवæयक नहȣं है । साधारणतया दो िèथर 
ͪपÖड टÈकर मɅ एक दसूरे को èपश[ करते हɇ, परÛतु सूêम कणɉ कȧ टÈकर मɅ उनके बीच èपश[ नहȣं 
होता है । उदाहरणाथ[ ͩ कसी गɅद तथा बãले के बीच टÈकर मɅ èपश[ होता है जबͩक नाͧभक ɮवारा कण 
Ĥकȧण[न मɅ कोई èपश[ नहȣं होता है । 
(ii) टÈकर कȧ ĤͩĐया मɅ ͪ पÖडɉ के रेखीय संवेगɉ का पनु: ͪ वतरण होकर कुल रेखीय संवेग हमेशा 
संरͯ¢त रहता है । 
(iii) टÈकर मɅ कुल ऊजा[ हमेशा सरंͯ¢त रहती है । 
(iv) यǑद एक टÈकर मɅ टकराने वाले कण टÈकर से पवू[ तथा टÈकर के पæचात एक हȣ सरल 
रेखा के अनǑुदश गǓतशील हɉ तो इसे सàमखु टÈकर (head-on collision) कहते हɇ । यǑद टÈकर 
करने वाले कण टÈकर से पवू[ अथवा पæचात सरल रेखा के अनǑुदश गमन नहȣं करत ेबिãक एक तल 
मɅ गमन करɅ तो टÈकर Ǔतय[क टÈकर (oblique collision) कहलाती है । 

मान ͧलया ͩक m1 और m2, ġåयमान के दो कणɉ कȧ टÈकर (collision) से पहले (before) 
वेग Đमश: 1u


 व 2u


 हɇ और टÈकर के पæचात ्(after) 1v

 व 2v


 हɇ तो संवेग के संर¢ण Ǔनयम 

से  

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v  
   

           ..(5.18)  
यहा ँपर टÈकर के 'पहले (before)' और 'पæचात ्(after)' से अथ[ यह है ͩक जहाँ पर कणɉ 

के बीच परèपर ͩĐया-ĤǓतͩĐया के बलɉ (interaction forces) का Ĥभाव समाÜत हो जाता है । अत: 
टÈकर के पहले और बाद मɅ िèथǓतज ऊजा[ वहȣ रहती है । यǑद टÈकर पणू[तया Ĥ×याèथ (elastic) 
हो तो कणɉ कȧ सàपणू[ गǓतज ऊजा[ टÈकर के ɮवारा नहȣ ंबदलती है अथा[त ्  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v      ..... (5.19)   

गसैɉ के गǓतज ͧसƨाÛत के अनसुार इस Ĥकार कȧ Ĥ×याèथ टÈकरɅ गसै के अणुओं के बीच 
होती हɇ । परमाणुओं, इलेÈĚॉनɉ और Ĥोटȣनɉ आǑद के बीच Ĥाय: इसी Ĥकार कȧ टÈकरɅ होती हɇ । 

जब दो कण एक-दसूरे के पास पहु ँचते हɇ तो उनकȧ परèपर अÛयोÛय ͩĐया (mutual 
interaction) के कारण उनकȧ गǓत पǐरवǓत[त होती है । फलèवǾप उनके संवेग बदल जाते हɇ और 
इस ͩ Đया को टÈकर (collision) कहते हɇ । भौǓतक ͪ व£ान कȧ Ǻिçट से टÈकर मɅ टकराने वाले कणɉ 
का भौǓतक Ǿप से सàपक[  मɅ आना आवæयक नहȣं है । 
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5.3.1 टÈकर के ͧ लये Ûयटून का Ǔनयम तथा Ĥ×यावèथान गणुांक (Newton’s law for 
collision and coefficient of restitution) 

Ûयटून के अनसुार टÈकर के पæचात कणɉ के दरू जाने के आपेͯ¢क वेग तथा टÈकर के पवू[ 
उनके समीप आने के आपेͯ¢क वेग का अनपुात Ǔनयत रहता है । यह Ǔनयतांक Ĥ×यावèथान गणुांक 
कहलाता है । इसे e  से åयÈत करते हɇ । अथा[त ् 

2 1

1 2

v ve
u u





 
        .....(5.20)  

या  2 1 1 2v v e u u  
   

  

जहां 2 1v v
 

 टÈकर के पæचात दरू जाने का आपेͯ¢क वेग तथा 2 1u u
 

 टÈकर के पवू[ 
समीप आने का आपेͯ¢क वेग हɇ । 
Ĥ×यावèथान गणुांक e का मान शूÛय से 1 के बीच होता है । Ĥ×यावèथान गणुांक e के मान के आधार 
पर Ûयटून ने कणɉ कȧ टÈकर के दो Ĥकारɉ मɅ वगȸकृत ͩकया- 

(i) e=1, Ĥ×याèथ टÈकर 
(ii) 0<e<1 अĤ×याèथ टÈकर, यǑद e=0 पणू[त: अĤ×याèथ टÈकर 

5.3.2 टÈकर के Ĥकार (Types of collision) 

गǓतज ऊजा[ संर¢ण के आधार पर कणɉ कȧ टÈकर दो Ĥकार कȧ होती है- 
(अ) Ĥ×याèथ टÈकर (Elastic collision) 
(ब) अĤ×याèथ टÈकर तथा पणू[त: अĤ×याèथ (Inelastic and completely inelastic collision) 

(अ) Ĥ×याèथ टÈकर (Elastic collision)- कणɉ कȧ Ĥ×याèथ टÈकर मɅ  
(i) टÈकर से पवू[ कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ का कुल मान टÈकर के पæचात कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ के कुल 
मान के बराबर होती है । अथा[त ्  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v    

जहां u1, u2 व v1, v2 Đमश: टÈकर के पवू[ व पæचात m1 व m2 ġåयमान के कणɉ के वेग हɇ । 
(ii) रेखीय संवेग सरंͯ¢त रहता है । अथा[त ्टÈकर के दौरान, टÈकर के पवू[ तथा टÈकर के पæचात 
कुल रेखीय संवेग Ǔनयत रहता है । अथा[त ् 

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v  
   

 
(ब) अĤ×याèथ टÈकर (Inelastic collision) 
अĤ×याèथ टÈकर मɅ टÈकर के पæचात गǓतज ऊजा[ का कुल मान टÈकर से पवू[ गǓतज ऊजा[ 

के कुल मान के बराबर नहȣं होता है । 
सामाÛयत: अĤ×याèथ टÈकर मɅ टÈकर के पæचात गǓतज ऊजा[ का कुल मान से कम होता 

है । यहा Ĥारिàभक गǓतज ऊजा[ का कुल भाग तो ͪपÖडɉ कȧ आÛतǐरक ऊजा[ मɅ संͬचत हो जाता है 
तथा कुछ भाग ऊçमा आǑद के ǽप मɅ पǐरवǓत[त हो जाता है अथा[त सामाÛयत: अĤ×याèथ टÈकर मɅ 
गǓतज ऊजा[ कȧ हाǓन होती है लेͩकन कुल अवèथाओं मɅ टÈकर के पæचात कणɉ कȧ कुल गǓतज ऊजा[ 
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का मान टÈकर के पवू[ कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ से अͬधक ĤाÜत होता है । जबͩक टÈकर करने वाले 
कणɉ मɅ संͬचत आÛतǐरक ऊजा[ कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवǓत[त हो जाती है । Úयान रहे ͩ क रेखीय 
संवेग का संर¢ण अĤ×याèथ टÈकर के ͧ लये भी स×य है । साधारण जीवन मɅ Ĥेͯ¢त अͬधकाशं टÈकरɅ 
अĤ×याèथ होती हɇ ।  

यǑद टÈकर के पæचात कण परèपर सàबƨ हो जात ेहɇ या आपस मɅ सटे रहते हɇ तो इसे पणू[त: 
अĤ×याèथ टÈकर कहते हɇ । Úयान रहे ͩ क ͩ कसी पणू[त: अĤ×याèथ टÈकर मɅ गǓतज ऊजा[ कȧ सàपणू[ 
हाǓन हȣ होती है Èयɉͩक रेखीय संवेग सरं¢ण के कारण यǑद टकराने वाले कणɉ का टÈकर के पवू[ यǑद 
कोई संवेग शूÛय नहȣं है तो टÈकर के पæचात कणɉ के सàबƨ होने पर भी उनका कुल संवेग शूÛय 
नहȣं होगा अथा[त कुछ न कुछ गǓतज ऊजा[ अवæय होगी । यǑद टÈकर से पवू[ कणɉ का कुल रेखीय 
संवेग शूÛय हो तो उस अवèथा मɅ Ǔनिæचत ǽप से गǓतज ऊजा[ कȧ सàपणू[ हाǓन हो जायेगी Èयɉͩक 
टÈकर के पæचात सàबƨ कणɉ का कुल रेखीय संवेग शूÛय होगा । बदंकू कȧ गोलȣ का लêय मɅ फंस 
जाना, ͧम͠ी के दो गोलɉ कȧ टÈकर, बम का ͪवèफोट, गǓतशील Ěॉलȣ से ͩकसी मनçुय का कूदना ये 
सभी पणू[त: अĤ×याèथ टÈकर के उदाहरण हɇ । 

5.3.3 सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर (Head-on elastic collision) 

ͬचğ (5.3) के अनसुार माना ͩक m1 व m2 ġåयमान के दो कण Đमश: u1 तथा u2 Ǔनयत 
वेगɉ (u1>u2) से एक सरल रेखा के अनǑुदश गǓतशील हɇ, Ĥ×याèथ टÈकर करते हɇ । टÈकर के पæचात 
उनके वेग Đमश: v1 व v2 हो जाते हɇ । अत: संवेग संर¢ण के Ǔनयम से 

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v    
या    1 1 1 2 2 2m u v m v u        ....(5.21) 

 
ͬचğ 5.3 

चू ंͩक टÈकर Ĥ×याèथ है अत: टÈकर से पवू[ कुल गǓतज ऊजा[ का मान टÈकर के पæचात कुल गǓतज 
ऊजा[ के बराबर होगा अथा[त ्  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v    

या     2 2 2 2
1 1 1 2 2 2m u v m v u       .....(5.22) 

समी. 5.22 को समी. 5.21 से भाग देने पर 

 1 1 2 2u v u v    
या     1 2 2 1u u v v        .....(5.23) 
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इस Ĥकार एक सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ टÈकर से पवू[ कणɉ के समीप आने का आपेͯ¢क वेग (u1-u2) 
टÈकर के पæचात कणɉ के दरू जाने के आपेͯ¢क वेग (v2-v1) के बराबर होता है । 

इसे सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर के ͧलये Ûयटून का Ǔनयम कहते हɇ । 
समी. 5.21 तथा समी. 5.23 से 

   1 2 1 2 2 1 2 12m m u m u m m v     

या   1 2 2
1 1 2

1 2 1 2

2m m mv u u
m m m m

   
        

  .....(5.24)  

तथा      1 1 2 1 2 1 2 22m u m m u m m v     

या   1 2 1
2 1 2

1 2 1 2

2m m mv u u
m m m m

   
        

  .....(5.25)  

समी. 5.24 तथा समी. 5.25 से हमɅ सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर के पæचात ्कणɉ के वेगɉ के मान उनके 
टÈकर से पवू[ वेगɉ के ǽप मɅ ĤाÜत होते हɇ । 
सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ ͪवशेष िèथǓतयां - 
िèथǓत 1: जबͩक m1 = m2 

समी. 5.24 व समी. 5.25 से 
v1 = u2 तथा v2 = u1 

अत: èपçट है ͩक सàमखु Ĥ×याèथ टÈकर मɅ समान ġåयमान के ͪपÖडɉ के वेग परèपर पǐरवǓत[त हो 
जाते हɇ । इसी Đम मɅ यǑद u2 = 0 हो तो 

v1 = u2 तथा v2 = u1 
अथा[त यǑद ɮͪवतीय कण ͪवरामावèथा मɅ हो तो टÈकर के पæचात Ĥथम कण िèथर हो जायेगा तथा 
ɮͪवतीय कण Ĥथम कण के वेग से गǓतशील हो जायेगा । 
िèथǓत 2: यǑद m2>>m1 (अथा[त लêय का ġåयमान Ĥ¢ेÜय के ġåयमान के सापे¢ अ×यͬधक हो) 

इस अवèथा मɅ 
1 2

1 2

1,m m
m m


 


  1

1 2

2 0,m
m m




  2

1 2

2 2m
m m




 

अत: समी. 5.24 व समी. 5.25 से 
v1 = -u1 + 2u2 तथा v2 = u2 

यǑद लêय िèथर हो अथा[त u2 = 0 तब 
v1 = -u1 तथा v2 = 0 

इस अवèथा मɅ टÈकर के पæचात हãकȧ वèत ु(Ĥ¢ेÜय) के वेग का पǐरमाण पवू[ वेग के पǐरमाण 
के बराबर हȣ रहेगा लेͩकन Ǒदशा ͪवपरȣत हो जायेगी जबͩक लêय िèथर हȣ रहेगा । उदाहरण के ͧलये 
दȣवार से एक गɅद कȧ टÈकर होने पर दȣवार तो िèथर हȣ रहती है जबͩक गɅद उसी चाल से परावǓत[त 
हो जाती है ।  
िèथǓत 3: यǑद m1>>m2 (अथा[त Ĥ¢ेÜय का ġåयमान लêय से बहु त अͬधक है) 

इस अवèथा मɅ 
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1 2

1 2

1,m m
m m


 


  1

1 2

2 0,m
m m




  2

1 2

2 2m
m m




 

अत: समी. 5.24 व समी. 5.25 से  
v1 = u1 

तथा v2 = 2u1 – u2  
यǑद लêय िèथर हो अथा[त u2 = 0 तब  

v1 = u1 तथा v2 = 2u1 
इस अवèथा मɅ Ĥ¢ेÜय तो लगभग उसी वेग से गǓतशील रहेगा जबͩक लêय टÈकर के पæचात Ĥ¢ेÜय 
कȧ हȣ Ǒदशा मɅ उसके दगुने वेग से गǓतशील हो जायेगा । यहȣ कारण है ͩक α कण Ĥकȧण[न Ĥयोग 
मɅ α कण का वेग लêय परमाणु के इलैÈĚॉन से टÈकर होने पर लगभग अĤभाͪ वत रहता है । 

5.3.4 सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ Ĥ¢ेÜय से लêय को èथानाÛतǐरत गǓतज ऊजा[ (Transfer of 
K.E. to target the colliding body during head-on elastic collision) 

ͩकसी Ĥ¢ेÜय कȧ टÈकर से पवू[ गǓतज ऊजा[ 2
1 1

1
2ipK m u  

जबͩक Ĥ¢ेÜय कȧ टÈकर के पæचात गǓतज ऊजा[ 2
1 1

1
2fpK m v  

अत: गǓतज ऊजा[ मɅ अÛतर - 
2

2 2 2 1
1 1 1 1 1 1 2

1

1 1 1 1
2 2 2

vK m u m v m u
u

 
     

 
 

या 
2
1
2
1

1ip
vK K
u

 
   

 
      .....(5.26) 

ͩकसी सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ गǓतज ऊजा[ का यह अÛतर हȣ Ĥ¢ेÜय से लêय को 
èथानाÛतǐरत गǓतज ऊजा[ होती है । 

अत: 
2
1
2
1

1
ip

vK
K u


   

यǑद लêय िèथर हो तो समी. 5.24 से - 

1 2
1 1

1 2

m mv u
m m

 
   

 

 

2
1 21 2

2
1 2 1 2

4
1

ip

m mm mK
K m m m m

 
     

 

या 
 

1 2
2

1 2 1 2

4

4ip

m mK
K m m m m



 

     .....(5.27) 

गǓतज ऊजा[ अͬधकतम èथानाÛतǐरत होगी जबͩक m1-m2 =0 (या m1=m2) अथा[त ͩ कसी 
सàमुख Ĥ×याèथ टÈकर मɅ Ĥ¢ेÜय से लêय को (यǑद लêय िèथर हो) अͬधकतम गǓतज ऊजा[ 
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èथानाÛतǐरत होती है । यǑद लêय तथा Ĥ¢ेÜय के ġåयमान समान हो तो इस अवèथा मɅ गǓतज ऊजा[ 
का èथानाÛतरण 100 ĤǓतशत होता है । 

5.3.5 अĤ×याèथ सàमुख टÈकर (Inelastic head-on collision) 

माना ͩक m1 तथा m2 ġåयमान के दो कण एक सरल रेखा के अनǑुदश u1 तथा u2 वेग 
से गǓतशील है िजनके टÈकर के पæचात वेग v1 तथा v2 हो जाते हɇ एव ंĤ×यावèथान गणुाकं का मान 
e है । (0<e<1) 

संवेग सरं¢ण समी. 5.18 से 
1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v    

टÈकर के ͧलये Ûयटून कȧ समी. 5.20 से 
v2 – v1 =e(u1 – u2) 

समी. 5.18 व समी. 5.20 से 
 21 2

1 1 2
1 2 1 2

1m em emv u u
m m m m

 
    

   .....(5.28) 

तथा   2 2 1
2 1 2

1 2 1 2

1m e m emv u u
m m m m

  
     

   .....(5.29) 

अत: अĤ×याèथ टÈकर मɅ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न - 
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1'
2 2 2 2

K m u m u m v m v          
   

 

या  
     21 2

1 2
1 2

' 1
2

m mK u u e
m m

   


 .....(5.30) 

यǑद टÈकर पणू[त: अĤ×याèथ हो अथा[त Ĥ¢ेÜय तथा लêय टÈकर के पæचात सàबƨ होकर 
एक हȣ वेग V से गǓतशील हो तो इस अवèथा मɅ e=0  

अत:  
   21 2

1 2
1 2

'
2

m mK u u
m m

  


 

यहां (u1-u2)2 धना×मक है अत: 'K का मान भी धना×मक होगा जो ͩक गǓतज ऊजा[ मɅ हाǓन को 
åयÈत करता है। 
पणू[त: अĤ×याèथ टÈकर कȧ िèथǓत मɅ यǑद लêय Ĥारàभ मɅ िèथर हो (u2=0) 

 
21 2
1

1 2

'
2

m mK u
m m

 


 

2 2
1 1

1 2

1'
2

mK m u
m m

 
    

 

2

1 2

'

ip

mK
K m m





 

यǑद  m2>>>m1 
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' 1
ip

K
K


  

अथा[त यǑद कम ġåयमान का Ĥ¢ेÜय अ×यͬधक ġåयमान के िèथर लêय से टÈकर के पæचात सàबƨ 
हो जाता हो तो लगभग सारȣ गǓतज ऊजा[ कȧ हाǓन हो जाती है । 

अĤ×याèथ टÈकरɉ (inelastic collision) मɅ कुछ गǓतज ऊजा[ अÛय Ǿपɉ मɅ बदल जाती 
हɇ । बड़े कणɉ मɅ यह ऊजा[ Ĥाय: ऊçमा के Ǿप मɅ उ×पÛन हो जाती है, अथा[त ्उन कणɉ के परमाणुओं 
कȧ दोलन ऊजा[ बढ जाती है । अणु या परमाणु कȧ ͩकसी दसूरे कण से टÈकर मɅ यǑद Ĥारिàभक गǓतज 
ऊजा[ पया[Üत माğा मɅ अͬधक है तो अणु या परमाणु कुछ ऊजा[ को शोͪषत कर लेते हɇ िजससे उनकȧ 
आÛतǐरक बनावट बदल जाती है और हम कहते हɇ ͩ क अणु या परमाणु अͬधक ऊजा[ के èतर (level) 
मɅ उ×तेिजत (excite) हो गया है । Ĥ×येक Ĥकार के अण ुया परमाण ुके ͧलए, उ×तेजन ऊजा[ 
(excitation energy) के कुछ Ǔनिæचत (definite) और ͪ वͪवÈत (discrete) मान होत ेहɇ । (Ĥाय: 
यह ऊजा[ उसी समय या उसके थोड़े समय बाद Ĥकाश के Ǿप मɅ पनु: उ×सिज[त (emit) कर दȣ जाती 
है) इस Ĥकार कण कȧ अिÛतम गǓतज ऊजा[ उ×तजेन ऊजा[ E के बराबर माğा मɅ कम हो जाती है, 
अथा[त ्  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u m v m v E     

ऐसा भी सàभव है ͩक परमाणु या अणु टÈकर से पहले हȣ उ×तेिजत अवèथा (excited state) 
मɅ हɉ और टÈकर के दौरान (during the collision) इनकȧ आÛतǐरक उ×तेजन ऊजा[ E गǓतज ऊजा[ 
मɅ बदल गई हो तो 

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u E m v m v     

5.3.6 िèथर कण ɮवारा गǓतशील कण का ͪव¢ेप (Deflection of a moving 
particle by the particle at rest) 

यǑद हम टÈकर कȧ ͩĐया के ͧलए एक उͬचत Ǔनदȶश-ĥेम (Frame of refrence) चुनɅ तो 
टÈकर कȧ समèया सरलता से हल कȧ जा सकती है । m1 और m2 ġåयमानɉ के दो कणɉ कȧ Ĥ×याèथ 
टÈकर (elastic collision) के ͧ लए हम ऐसा ĥेम ले सकत ेहɇ िजसमɅ m2 ġåयमान का कण Ĥारàभ 
मɅ िèथर (rest) िèथǓत मɅ रहता है। कॉàपटन Ĥभाव (Compton effect),α -कणɉ के Ĥकȧण[न 
(scattering of α particles) आǑद मɅ m2 का Ĥारिàभक वेग Ĥयोगशाला ĥेम (Laboratory 
frame) मɅ शूÛय रहता है । मान ͧलया ͩक इस ĥेम मɅ m1 ġåयमान के कण का वेग u1 है और 
m2 ने टÈकर के पæचात ्यह v1 वेग से अपने Ĥारिàभक पथ से 1  कोण बनाती हु ई Ǒदशा मɅ गǓत 

करता है । इस 1  को कण m1 का Ĥकȧण[न-कोण (scattering angle) कहते हɇ (देͨखये ͬ चğ 5.4)। 
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ͬचğ 5.4 

अब यǑद हम X-अ¢ के अनǑुदश u1 कȧ Ǒदशा मानɅ और वह तल िजसमɅ u1 व v1 हɇ, X-Y 
तल लɅ तो m1u1 और m1v1 मɅ से ͩकसी का भी z - अ¢ के अनǑुदश घटक नहȣं होगा । मान लो 
ͩक वेग v2 कȧ Ǒदशा m1 के Ĥारिàभक पथ से कोण 2  बनाती है तो संवेग और ऊजा[ के सरं¢ण 
के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत समीकरण हɉगे : 

1 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

2 2 2
1 1 2 1 2 2

cos cos
sin sin 0

1 1 1
2 2 2

m u m v m v
m v m v

m u m v m v

 
 

 
 

 

 

ͧसƨाÛतत: इन तीनɉ समीकरणɉ को साथ-साथ हल करके ͩकÛहȣं तीन राͧशयɉ के मान का 
पǐरकलन ͩकया जा सकता है लेͩकन यह गणना काय[ काफȧ लàबा होगा । 

उपरोÈत समèया को ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश-ĥेम (centre of mass frame of 
reference) मɅ देखने पर सरलता से हल ͩकया जा सकता है और इससे हमɅ टÈकर से सàबिÛधत 
अͬधक सचूना ĤाÜत होती है । ġåयमान-केÛġ व ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶशतंğ का ͪवèततृ अÚययन आप 
इकाई 10 मɅ करɅगे । 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. रेͫडयो एिÈटवता मɅ  èवत: ͪवघटन कȧ पǐरघटना से ͩकस कण कȧ खोज हु ई?   
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
7. टÈकर ͩकसे कहते हɇ?     
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
8. Ĥ×याèथ टÈकर एवं अĤ×याèथ टÈकर मɅ Èया अÛतर है?     
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
9. Èया ͩकसी पूण[तया अĤ×याèथ टÈकर मɅ सàपूण[ गǓतज ऊजा[ ¢य हो सकती है?   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
10. टÈकर के ͧलये Ûयूटन का Ǔनयम ͧलͨखये ।  
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 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 5.6 M ġåयमान का एक कण u  वेग से गǓत कर रहा है और वह m ġåयमान के कण, 
जो िèथर िèथǓत मɅ है, सीधे टकराता है िजससे उसी रेखा के अनǑुदश उनके वेग Đमश: V और v 
हो जाते हɇ । यह मानकर ͩक टÈकर Ĥ×याèथ है ͧसƨ करो ͩक 

2
1 /

uv
m M




 

यǑद कण टÈकर के पæचात ्एक-दसूरे से ͬचपक जाते हɇ तो अिÛतम वेग और गǓतज ऊजा[ 
मɅ हाǓन £ात करो । 
हल : संवेग के संर¢ण के ͧसƨाÛत से, Mu MV mv   

ऊजा[ से संर¢ण के ͧसƨाÛत से 2 2 21 1 1
2 2 2

Mu MV mv   

या   2 2 2mu V v
M

   

दोनɉ समीकरणɉ से V को ͪवलोͪपत करने पर 
2 2

2 2 2
2

2m v muv mu V v
M M M

     

या   0 1 2m v u
M

    
 

 

िजससे  
2

1 /
uv

m M
 

दसूरȣ िèथǓत मɅ, जब टकराने पर कण एक-दसूरे से ͬ चपक जात ेहɇ तो मान ͧलया ͩ क अिÛतम 
वेग V हो जाता है । अत: 

 Mu m M V   

या 
 

MuV
m M




 

गǓतज ऊजा[ कȧ हाǓन  2 21 1
2 2

Mu m M V    

 
 

2 2
2

2
1 1
2 2

m uMu m M
m M

  


 

21
2

mMu
m M


  

उदाहरण 5.7 एक मशीनगन Ěॉलȣ पर रखी हु ई है जो एक ¢ैǓतज घष[ण रǑहत पçृठ पर गǓत करने 
के ͧ लए èवतÛğ है ͬ चğ (5.5) । गन से 10 गोͧलयाँ ĤǓत सेकÖड कȧ दर से छोड़ी जाती हɇ और Ĥ×येक 
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ͬचğ 5.5 

गोलȣ का ġåयमान 10 Ēाम है । यǑद तÛğ (गन + Ěॉलȣ) का समय t पर ġåयमान 100 ͩकĒा. है 
और Ěौलȣ के सापे¢ गोͧलयɉ का वेग 1000 मीटर / सेकÖड है तो Ěौलȣ का ×वरण £ात करो । तÛğ 
पर उ×पÛन मÚयमान Ĥणोद (thrust) ͩकतना है? 

हल: एक गोलȣ का संवेग 
10 1000 10

1000
    ͩकĒा.-मीटर / सेकÖड 

ĤǓत सेकÖड Ǒदया गया संवेग =10 x 10 = 100 ͩकĒा.-मीटर / सेकÖड2 
तÛğ ɮवारा अनभुव ͩकया गया Ĥणोद या बल = गोͧलयɉ को Ǒदये गये संवेग पǐरवत[न कȧ दर 

  = 100 Ûयटून 

अत: Ěौलȣ का ×वरण = बल / ġåयमान 100 1
100

   मीटर / सेकÖड2   

5.4 सारांश (Summary)   
 रेखीय संवेग संर¢ण : यǑद कण पर काय[ करने वाले पǐरणामी बाहरȣ बल का मान शूÛय है 

तो रेखीय संवेग का सरं¢ण होता है । यह रेखीय संवेग के संर¢ण का ͧसƨाÛत है । 
 दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम के अनसुार –  

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v  
   

 
 n- कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम से –  

1 2 ....... np p p  
  

 =िèथरांक 
 सभी Ĥकार कȧ टÈकरɉ मɅ रेखीय संवेग के संर¢ण के Ǔनयमɉ का पालन होता है । 
 रॉकेट कȧ काय[Ĥणालȣ जेट नोदन के ͧसƨाÛत पर आधाǐरत है, िजसमɅ भी रेखीय संवेग संर¢ण 

के Ǔनयम का पालन होता है । 
 रॉकेट का अिÛतम वेग  

0
0 log MV V v

M
    
   

 Ĥ×याèथ टÈकर- टÈकर िजसमɅ रेखीय संवेग का सरं¢ण होता हो तथा टÈकर से। पवू[ कणɉ 
कȧ कुल गǓतज ऊजा[ का मान टÈकर के पæचात कुल गǓतज के मान के बराबर होता हो Ĥ×याèथ 
टÈकर कहलाती है । 

 अĤ×याèथ टÈकर- टÈकर िजसमɅ टÈकर के पæचात टकराने वाले कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ 
पǐरवǓत[त हो जाती हो, अĤ×याèथ टÈकर कहलाती है ।   
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5.5 शÞदावलȣ (Glossary)  
अĤ×याèथ टÈकर  Inelastic collision 
पलायन वेग  Escape velocity 
Ĥ×याèथ टÈकर  Elastic collision 
रॉकेट नोदन  Roket propulsion 
संवेग   Momentum   

5.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
D.S Mathur  Mechanics S.Chand & Co., New Delhi 
Berkley  Mechanics New York 
Ghose  Mechanics Shiv Lal & Co., Agra 
B.K. Agrawal & P.C. Agrawal Mechanics Sahitya Bhawan, Agra 
जगदȣश चÛġ उपाÚयाय  नवीन यांǒğकȧ  रामĤसाद एÖड सÛस, आगरा 
के. के. सरकार-आर. एन. शमा[  यांǒğकȧ साǑह×य भवन, आगरा 
एम. पी. सÈसैना-एन. एस. सÈसनैा  यांǒğकȧ कॉलेज बकु हाऊस, जयपुर 

5.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. यǑद कण पर काय[ करने वाले पǐरणामी बाहय बल का मान शूÛय है तो रेखीय संवेग का सरं¢ण 
होता है । यह रेखीय संवेग के संर¢ण का Ǔनयम कहलाता है । 
2. दो कणɉ के Ǔनकाय के ͧलये रेखीय संवेग सरं¢ण होने के ͧलये Ǔनàन शत[ का पालन होना 
आवæयक है ।  

1 1 2 2 1 1 2 2m u m u m v m v  
   

 
3. रॉकेट कȧ काय[Ĥणालȣ जेट नोदन के ͧसƨाÛत पर आधाǐरत है । 

4. रॉकेट का अिÛतम वेग 0
0 log MV V v

M
    
 

 

जहाँ M0 Ĥारिàभक ġåयमान, M ͩकसी ¢ण रॉकेट का ġåयमान, V0 Ĥारिàभक वेग, v रॉकेट के सापे¢ 
Ǔनçकाͧसत गसै का वेग है । 
5. रेखीय संवेग सरं¢ण Ǔनयम से जब कोई गोलȣ बदंकू से दागी जाती है तो गोलȣ कȧ गǓत कȧ 
Ǒदशा के ͪ वपरȣत बदंकू से उतनी हȣ माğा का संवेग उ×पÛन हो जाता है, िजससे बदंकू मɅ पीछे कȧ ओर 
धÈका लगता Ĥतीत होता है । 
6. रेͫडयो एिÈटवता मɅ ͪवघǑटत सभी खÖडɉ के रेखीय संवेग का सǑदश योगफल शूÛय होता है 
िजसके आधार पर हȣ ÛयĚूॉनɉ कȧ खोज सàभव हो सकȧ थी । 
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7. टÈकर एक ऐसी ͪ वलͬगत घटना है िजसमɅ दो या दो से अͬधक ͪ पÖडɉ के बीच एक Ĥबल बल 
अãप समय के ͧलये काय[रत होता है । टÈकर कȧ घटना मɅ कम से कम ͩकसी एक ͪपÖड का वेग 
अवæय पǐरवǓत[त होता है । 
8. Ĥ×याèथ टÈकर मɅ, टÈकर से पवू[ कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ का कुल मान टÈकर के पæचात कणɉ 
कȧ गǓतज ऊजा[ के कुल मान के बराबर होता है, जबͩक अĤ×याèथ टÈकर मɅ ऐसा नहȣं रह पाता है।   
9. हां, जबͩक टÈकर से पवू[ कणɉ का कुल संवेग शूÛय हो । 
10. टÈकर के ͧलये Ûयटून के Ǔनयम के अनसुार   

Ĥ×यावèथान गणुाकं 2 1

1 2

v ve
u u





 
   

5.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. Ĥ×याèथ टÈकर मɅ कौन-कौन सी राͧशयाँ सरंͯ¢त रहती है? 
2. पणू[त: अĤ×याèथ टÈकर ͩकसे कहते हɇ, दो उदाहरण दȣिजए । 
[संकेत: बदंकू कȧ गोलȣ का लêय मɅ फंस जाना, ͧम͠ी के दो गोलɉ कȧ टÈकर, बम का ͪवèफोट, गǓतशील 
Ěॉलȣ से ͩकसी मनçुय का कूदना] 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
3. रेखीय संवेग के सरं¢ण के ͧसƨाÛत को ͧसƨ कȧिजए । ͧसƨ करो ͩक यǑद कणɉ के एक Ǔनकाय 

पर कोई बाहरȣ बल काय[ नहȣं कर रहा हो तो उसका रेखीय संवेग िèथर रहता है । 
4. रॉकेट का ͧसƨाÛत समझाओं । रॉकेट के ͧलये Ǔनàनͧलͨखत सूğ कȧ èथापना करो - 

0
0 log MV V v

M
    
 

 

5. दो कणɉ के ͧलये Ĥ×याèथ टÈकरɉ कȧ ͪववेचना करो । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
6. एक इलेÈĚॉन 20 वोãट के ͪवभवाÛतर ɮवारा ×वǐरत ͩकया जाता है । इसका संवेग बताओ ।   

(उ×तर: 242.4 10  ͩकĒा.-मी. / सेकÖड)  
7. एक 5000 ͩकĒा. का रॉकेट ऊÚवा[धर Ǒदशा मɅ छोड़ा जाता है । यǑद Ǔनçकाͧसत चाल (exhaust 

speed) 500 मीटर ĤǓत सेकÖड है तो रॉकेट के भार को संभालने (overcome) मɅ, रॉकेट को 
19.6 मीटर / सेकÖड का ऊपर कȧ ओर ×वरण Ĥदान करने मɅ आवæयक Ĥणोद बल (thrust) 
ĤाÜत करने के ͧलए ͩकतनी गसै कȧ माğा ĤǓत सेकÖड बाहर Ǔनकलनी चाǑहए? 

(उ×तर: 98 ͩकĒा / सेकÖड) 
संकेत: मान ͧलया ͩक m Ēाम / से. गसै कȧ माğा रॉकेट से बाहर Ǔनकलती है । 

(i) रॉकेट का भार = Mg और ऊपर कȧ ओर Ĥणोद बल = mv 
अत: रॉकेट के भार को ठȤक सभँालने के ͧलए Mg = mv 
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5000 9.8 98
500

Mgm
v


     ͩकĒा. / सेकÖड 

(ii) यǑद रॉकेट का ऊपर कȧ ओर ×वरण a है, तो 
mv – Mg = Ma 

या    5000 19.6 9.8 294
500

Mm g a
v

      मीटर / सेकÖड  

8 एक 10 ͩकĒा. ġåयमान का रेत भरा थैला 3 मीटर लàबी भारहȣन डोरȣ से लटका हुआ है । उसमɅ 
एक 200 Ēाम ġåयमान कȧ गोलȣ 20 मी./ सेकÖड कȧ. चाल से दागी जाती है और थलेै मɅ रह जाती 
है । Ǔनàनͧलͨखत गणनाएँ करो : 

(i) थैले ɮवारा Ēहȣत चाल (acquired speed), 
(ii) थैले का अͬधकतम ͪवèथापन 
(iii) इस टÈकर मɅ ऊçमा मɅ पǐरणत ऊजा[ । 

संकेत: थलेै का ġåयमान M = 10 ͩकलोĒाम, गोलȣ का ġåयमान m = 0.2 ͩकलोĒाम 
गोलȣ कȧ चाल u = 20 मीटर/ सेकÖड, थैले कȧ चाल v = ? 
संवेग के संर¢ण के ͧसƨाÛत से 

Mu = (m + M)v 
0.2 20 0.392

10.2
muv

m M


   


 मीटर सेकÖड 

थैले का अͬधकतम ͪवèथापन x = ? 
इस ͪवèथापन पर Ĥ×यानयन बल 

' sin ' /F Cx M g M gx l       
िजसमɅ l डोरȣ कȧ लàबाई है । 

अत:   

' 10.2 9.8
3

M gC
l


 

 
x ͪवèथापन पर (थलेै + गोलȣ) कȧ सàपणू गǓतज ऊजा[, अथा[त ् 

 21 10.2 0.392
2
   , िèथǓतज ऊजा[ अथा[त ् 2

0

1
2

x

Cxdx Cx  पǐरवǓत[त हो जायेगी,   

अत:   221 1 10.2 0.392
2 2

Cx      

 210.2 0.392 3
0.392 0.54 0.21

10.2 9.8
x

 
   


 मीटर 

ऊçमा मɅ पǐरणत ऊजा[  2 21 1
2 2

mu m M v   

 221 10.2 20 10.2 0.392
2 2

   

 40 0.8 39.2    जूल (लगभग)  



121 
 

इकाई-6   
कोणीय संवेग संर¢ण 

(Conservation of Angular Momentum) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

6.0 उƧेæय 
6.1 Ĥèतावना 
6.2 कोणीय संवेग 

6.2.1 कोणीय संवेग और बल आघणू[ 
6.2.2 ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश ĥेम मɅ कोणीय संवेग 
6.2.3 चĐणी और क¢ीय कोणीय संवेग 

6.3 कोणीय संवेग संर¢ण 
6.3.1 केÛġȣय बल के अÛतग[त कण कȧ गǓत 
6.3.2 कोणीय संवेग संर¢ण के उदाहरण 

6.4 भारȣ नाͧभक से आवेͧशत कण का Ĥकȧण[न 
6.5 केÜलर के Ǔनयम 
6.6 साराशं 
6.7 शÞदावलȣ 
6.8 संदभ[ ĒÛथ 
6.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
6.10 अßयासाथ[ Ĥæन    

6.0 उƧेæय 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 
 कोणीय संवेग के बारे मɅ जान सकɅ गे; 
 कोणीय संवेग और बल आघणू[ को समझ सकɅ गे; 
 कोणीय संवेग और बल आघणू[ मɅ सàबÛध èथाͪपत कर सकɅ गे; 
 चĐणी और क¢ीय कोणीय संवेग मɅ अÛतर कर सकɅ गे; 
 कोणीय संवेग संर¢ण ͧसƨाÛत को पǐरभाͪषत कर सकɅ गे; 
 केÛġȣय बल के अÛतग[त कण कȧ गǓत एव ं¢ेğफलȣय वेग कȧ अवधारणा को समझ सकɅ गे;  
 यह भी जान सकɅ गे ͩ क भारȣ नाͧभक से आवेͧशत कण के Ĥकȧण[न के दौरान ͩ कस Ĥकार 

कोणीय संवेग संरͯ¢त रहता है; 
 Ēहɉ व उपĒहɉ कȧ गǓत से सàबिÛधत केÜलर के Ǔनयमɉ को समझ सकɅ गे । 
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6.1 Ĥèतावना  
संर¢ण Ǔनयमɉ के अंतग[त यांǒğक ऊजा[ संर¢ण का Ǔनयम आप इकाई 4 मɅ ͪवèतार से पढ़ 

चुके हɇ । इकाई 5 मɅ रेखीय संवेग सरं¢ण Ǔनयम कȧ ͪ वèतार से चचा[ कȧ गई है । इस इकाई मɅ कोणीय 
संवेग संर¢ण (angular momentum conservation) के Ǔनयम व इससे जुड़े ͪवͧभÛन पहलओंु 
कȧ ͪवèतार से चचा[ कȧ गई है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 6.2 मɅ कोणीय संवेग कȧ अवधारणा को èपçट ͩकया गया है । कोणीय 
संवेग का सàबÛध कोणीय गǓत मɅ मह×वपणू[ भौǓतक राͧश बल आघणू[ (Torque) से होता है । कोणीय 
संवेग व बल आघणू[ ͪ वषय कȧ चचा[ अनÍुछेद 6.2.1 मɅ कȧ गई है । अनÍुछेद 6.2.2 मɅ ġåयमान-केÛġ 
Ǔनदेश ĥेम मɅ कोणीय संवेग का मान £ात ͩकया गया है । अनÍुछेद 6.2.3 मɅ चĐणी (spin) व क¢ीय 
(orbital) कोणीय संवेगɉ कȧ अवधारणा को ͪवकͧसत ͩकया गया है । इसी इकाई के अनÍुछेद 6.3 
मɅ कोणीय संवेग संर¢ण के ͧसƨाÛत को समझाया गया है । अनÍुछेद 6.3.1 मɅ केÛġȣय बल के अÛतग[त 
कण कȧ गǓत एव ं¢ेğफलȣय वेग (Areal velocity) जैसे ͪवषय का वण[न ͩकया गया है । अनÍुछेद 
6.3.2. मɅ कोणीय संवेग सरं¢ण के उदाहरणɉ के Ǿप मɅ Ēहȣय व उपĒहȣय गǓत, संकुचन व कोणीय 
×वरण, गलेैÈसी का आकार, इ×याǑद को लेकर इस Ǔनयम के मह×व को èथाͪपत ͩकया गया है । 

अनÍुछेद 6.4 मɅ भारȣ नाͧभक से आवेͧशत कण का Ĥकȧण[न और इस घटना मɅ कोणीय संवेग 
संर¢ण जैसे तØय कȧ भूͧमका को èपçट ͩकया गया है । अनÍुछेद 6.5 मɅ Ēहȣय व उपĒहȣय गǓत 
कȧ ͪववेचना करने वाले केÜलर के Ǔनयमɉ को समझाया गया है । इसी अनÍुछेद मɅ केÜलर के Ǔनयम 
से गǾु×वाकष[ण के Ǔनयम कȧ åय×ुपǓत कȧ गई है । 

6.2 कोणीय संवेग (Angular momentum) 
घणू[न गǓत मɅ घणू[न अ¢ के पǐरत: ͩकसी कण के रेखीय संवेग  p mv

 
 के आघणू[ को 

उस कण का कोणीय संवेग कहत ेहɇ । यह एक अ¢ीय सǑदश राͧश है िजसकȧ Ǒदशा घणू[न अ¢ के 
अनǑुदश होती है तथा दाǑहने हाथ के अंगठेू के Ǔनयम से दȣ जाती है । कोणीय संवेग का S.I. माğक 
जूल-सेकÖड या ͩकĒा-मीटर2 सेकÖड होता है । 

ͬचğ 6.1 के अनसुार P ǒबÛद ुपर िèथत एक कण का ġåयमान m तथा मलू ǒबÛद ुO के 

सापे¢ इसका िèथǓत सǑदश r

 है । कण का रेखीय संवेग p mv

 
 है । कण के रेखीय संवेग p


 

का Ǔनदȶश ǒबÛद ुO के सापे¢ कोणीय संवेग का मान रेखीय संवेग के पǐरमाण तथा Ǔनदȶश ǒबÛद ुO 
से रेखीय संवेग कȧ ͩ Đया रेखा के लàबवत ्दरूȣ (r sin  ) के गणुनफल के बराबर होता है । अथा[त-् 

J = (r sin  )  p = r (p sin  ) 

 
ͬचğ 6.1 
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कोणीय संवेग को सǑदश Ǿप मɅ Ǔनàन Ĥकार ͧलखत ेहɇ- 
J r p 
                           .....(6.1)  

कोणीय संवेग के बारे मɅ ͪवशेष तØय - 
(1) यǑद r , कण वेग r  के समाÛतर (Parallel) या ĤǓत समाÛतर (Antiparallel) हो अथा[त ्
जब रेखीय संवेग कȧ ͩĐया रेखा िèथर ǒबÛद ुO से गजुरती है तो कोणीय संवेग का मान शूÛय हो जाता 
है-  

  = 00  या    = 1800 हो तो J = 0 (Ûयनूतम) 
यǑद r , कण वेग v  लàबवत ्हो तो कोणीय संवेग का मान अͬधकतम हो जाता है अथा[त-्  
  = 900 हो तो J = mvr  (अͬधकतम) 
चूँͩक व×ृतीय गǓत मɅ r  एव ंv लàबवत ्होत ेहɇ अत: व×ृतीय गǓत करते कण का व×ृत के 

केÛġ ǒबÛद ुके सापे¢ कोणीय संवेग J = mvr हो जाता है । 
(2) काǓत[य Ǔनदȶशाकं पƨǓत मɅ कोणीय संवेग को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखते हɇ- 

 
  

x y z

x y z
v v

i k

v

jJ r p m  
  

 

या         z y x z y xJ m i yv zv j zv xv k xv yv       
   

 
x y ziJ jJ kJ    

यहा ँ   ,x z yJ m yv zv      ,y x zJ m zv xv      z y xJ m xv yv   

6.2.1 कोणीय संवेग और बल आघणू[ (Angular momentum and torque) 

ͩकसी ǒबÛद ुके सापे¢ ͩकसी कण के रेखीय संवेग (linear momentum) के आघणू[ 
(moment) को उसका कोणीय संवेग (angular momentum) कहत ेहɇ । अत: एक कण का ͩ कसी 

ǒबÛद ुके सापे¢ कोणीय संवेग J

 Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है : 

J r p 
          .....(6.2)  

िजसमɅ r  उस ǒबÛद ुसे कण कȧ सǑदश दरूȣ है और p  उस कण का रेखीय संवेग है । यǑद Ĥे¢क 
(मूल ǒबÛद)ु के सापे¢ कण का ġåयमान m तथा िèथत सǑदश rऔर वेग v  है तो p mv

   संवेग 
वाले कण का ǒबÛद ुO के सापे¢ कोणीय संवेग 

 J m r v 
          .....(6.2)  
कोणीय संवेग एक सǑदश राͧश है िजसका मान (pr sin  ) रेखीय संवेग और Ǔनदȶश ǒबÛद ु

(reference point) से इसकȧ लàबवत ्दरूȣ के गणुनफल के बराबर है तथा Ǒदशा r  और v  (या
p ) दोनɉ से Ǔनͧम[त तल के लàबवत ्होती है । िèथर Ǔनदȶश ǒबÛद ुसे गजुरने वाले ͩकसी भी अ¢ 
के अनǑुदश कोणीय संवेग J का घटक Ĥाय: उस अ¢ के सापे¢ कण का कोणीय संवेग कहलाता है। 

व×ृताकार गǓत के ͧलए   2J m r v mr   
  

                
.....(6.3) 
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अत: J और कोणीय वेग   एक हȣ Ǒदशा मɅ हɇ और यह गǓत के तल के लàबवत ्हɇ । 
पनु: समी. (6.3) को t के सापे¢ अवकͧलत करने पर 

 dJ d dr dpr p p r
dt dt dt dt

     
      

या   dJ drr r F
dt dt

   
       0dr p v mv

dt
      

     

िजसमɅ Ûयटून के Ǔनयमानसुार 
dpF
dt



 कण पर लगाया गया बल है । 

इस Ĥकार िèथत सǑदश r  और बल F

 के सǑदश गणुनफल को िèथर ǒबÛद ुके सापे¢ 

बल-आघणू[ (torque) कहते हɇ और इसे   से Ĥदͧश[त करते हɇ । अत: 
 

dJr F
dt

   
           .....(6.4) 

ͩकसी कण का बल-आघणू[ उसके कोणीय संवेग J

 के समय के सापे¢ पǐरवत[न कȧ दर के 

बराबर होता है । 
यǑद बहु त से कण èवतÛğतापवू[क गǓत कर रहे हɇ या Ǻढ़ वèतु कȧ तरह एक-दसूरे से जुड़ े

हु ए हɇ तो ͩ कसी ǒबÛद ुके सापे¢ उनका कोणीय संवेग उस ǒबÛद ुके सापे¢ अलग-अलग कणɉ के कोणीय 
संवेगɉ के सǑदश योग के बराबर होता है । यǑद ͩकसी ǒबÛद ुके सापे¢ एक कण-Ǔनकाय (system 
of particles) के ͪवͧभÛन कणɉ के कोणीय संवेग 1J


, 2J

, 3J

.... हɇ तो कुल कोणीय संवेग  

1 2 3 .......J J J J   
   

 
या     1 1 1 2 2 2 ......J r m v r m v    

       

या   J r mv  
        .....(6.5) 

अत: बल-आघणू[    dJ dr mv r F
dt dt

         
 

        ......(6.6) 

इस जोड़े मɅ अÛयोÛय +ͩĐया (interaction) के आÛतǐरक बलɉ के आघणू[ (moment) 
एक-दसूरे को सÛतुͧलत कर लेते हɇ Èयɉͩक बराबर और ͪ वपरȣत एक रेखीय (collinear) बलɉ के जोड़े 
(ͩĐया और ĤǓतͩĐया) का आघणू[ ͩकसी भी ǒबÛद ुके सापे¢ बराबर और ͪवपरȣत होता है िजससे इन 
आघणूȾ का योग शूÛय हो जाता है । अत: ͩकसी ǒबÛद ुके सापे¢ एक कण-Ǔनकाय के कोणीय संवेग 
के पǐरवत[न कȧ दर काय[ करते हु ए सभी बाहरȣ बलɉ के उस ǒबÛद ुके सापे¢ बल आघणूɟ के योग के 
बराबर होता है ।   
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6.2.2 ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश-ĥेम मɅ कोणीय संवेग (Angular momentum in centre 
of mass reference frame) 

समी. (6.5) से सàपणू[ कोणीय संवेग £ात करने मɅ यह Ĥाय: सुͪवधाजनक रहता है ͩक 
ġåयमान-केÛġ (centre of mass) के सापे¢ कणɉ के वेग और ġåयमान-केÛġ का वेग काम मɅ लाये 
जायɅ I 

मान ͧलया ͩक ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश और वेग Đमश: R

और V


 हɇ तथा 

ġåयमान-केÛġ के सापे¢ m ġåयमान के ͩकसी कण के िèथǓत सǑदश और वेग Đमश: 0r

और 0v  

हɇ । िèथर ǒबÛद ुके सापे¢ कण के िèथǓत सǑदश ( r ) और वेग ( v ) Ǔनàनͧलͨखत से Ǒदये जायɅगे: 

0r R r 
       0r r R    

   और 0v V v 
        

अत: सàपणू[ कोणीय संवेग  

   
       

   

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

J m R r V v

m R V m R v m r V m r v

R mV R mv mr V r mv

    

        

        

   

      

      
 

चूँͩक 0r r R 
 
   या  0mr mr mR 

   
या 0mr mr mR   

 
 िजसमɅ M m   सभी कणɉ का ġåयमान   

लेͩकन ġåयमान-केÛġ के गणु से 

1 1 2 2 .......MR m r m r mr   
   

 
चूँͩक 0 0mr   (ġåयमान-केÛġ के गणु से)                    ..... (6.7)  
इसी Ĥकार 0 0mv                           .....(6.8) 

 अत: 0 0J R MV r mv   
                           ....(6.9) 

इस समीकरण मɅ 0 0r mv
  ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कोणीय संवेग (मान ͧलया कȧ cmJ


)Ĥदͧश[त 

करता है और MV

 सàपणू[ रेखीय संवेग P को बताता है । राͧश R P

 
 या R MV

 
 िèथर ǒबÛद ु

के सापे¢ ġåयमान-केÛġ का कोणीय संवेग है । अत:  

cmJ J R P 
   

                               ...(6.10)   

6.2.3 चĐणी (spin) और क¢ीय (orbital) कोणीय संवेग 

पØृवी सूय[ के चारɉ ओर चÈकर लगाती है और साथ हȣ अपनी अ¢ के सापे¢ भी घमूती है । पहलȣ 
िèथǓत मɅ पØृवी के कोणीय संवेग कȧ Ǒदशा उसकȧ क¢ा (orbit) के लàबवत ्है और दसूरȣ िèथǓत मɅ 
चĐणी (spin) गǓत के कारण उसके कोणीय संवेग कȧ Ǒदशा पØृवी के अ¢ के अनǑुदश है । इन कोणीय 
संवेगɉ को Đमश: क¢ीय कोणीय संवेग (orbital angular momentum) और चĐणी कोणीय संवेग 
(spin angular momentum) कहते हɇ । पØृवी का सàपणू[ कोणीय संवेग इन दोनɉ राͧशयɉ के सǑदश 

योग के बराबर है; उनकȧ Ǒदशाऐ एक-दसूरे से 
0123 2  के कोण पर झकुȧ हɇ । इस Ĥकार सौरमÖडल 
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(solar system) मɅ Ĥ×येक Ēह का एक चĐणी और एक क¢ीय कोणीय संवेग होता है । सूय[ का 
भी चĐणी कोणीय संवेग है । सौरमÖडल का समणू[ कोणीय संवेग इन सब कोणीय संवेगɉ के सǑदश 
योग के बराबर होगा ।   
पØृवी के ͧलए, चĐणी कोणीय संवेग 22

5
I m R    

 
       .....(6.11)  

* ġåयमान–– कɅ ġ एव ंġåयमान –– केÛġ Ǔनदȶश तÛğ का अÚययन आप इकाई 10 मɅ करɅगे 
 

िजसमɅ R पØृवी कȧ ǒğÏया और 
2

24 60 60


 
 

  रेͫडयन/ से. उसका अपनी अ¢ के सापे¢ को 

उसका क¢ीय कोणीय संवेग 2mr   

िजसमɅ r पØृवी के केÛġ से सूय[ के केÛġ के बीच कȧ दरूȣ है और 
2

365 24 60 60


 
  

 रेͫडयन 

/ सेकÖड उसका सूय[ के सापे¢ कोणीय वेग है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. कोणीय संवेग को पǐरभाͪषत करो? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
2. बल आघूण[ व कोणीय संवेग मɅ सàबÛध को ͧलखो?   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………..……………………………………………………………………………………………
3. चĐणी एवं क¢ीय कोणीय संवेग को समझाइये? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
4. कोणीय संवेग संर¢ण के Ǔनयम को पǐरभाͪषत करो । 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 6.1 एक 50 सेमी. लàबी डोरȣ के एक ͧसरे पर 100 Ēाम का एक प×थर 2 चÈकर ĤǓत सेकÖड 
कȧ दर से घमूता है । इसका कोणीय संवेग £ात करो । यǑद 25 सेकÖड पæचात ्यह केवल 1 चÈकर 
ĤǓत सेकÖड लगाता है तो मÚयमान बल-आघणू[ £ात करो । 
हल : कोणीय संवेग  J m r v 

    
व×ृताकार गǓत मɅ 2r v r  

 
  

अत:    22 0.1 0.5 2 2J mr        
= 0.314 जूल-सेकÖड (गǓत के तल कȧ लàबवत ्Ǒदशा मɅ) 

मÚयमान बल-आघणू[  22 20.1 0.5
25

dJ dmr
dt dt

 
    

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 =6.28 x10-3  Ûयटून-मीटर ( J

कȧ Ǒदशा मɅ) 

6.3 कोणीय संवेग संर¢ण (Conservation of angular momentum)  
हम जानते हɇ ͩ क ͩ कसी कण का बल आघणू[ ( ) उसके कोणीय संवेग ( J


) के पǐरवत[न कȧ 

दर के बराबर होता है । अथा[त ्
dJ
dt

 


  

यǑद बहु त से कण èवतÛğतापवू[क गǓत कर रहे हɇ या Ǻढ़ ͪपÖड कȧ तरह एक दसूरे से जुड़ े
हु ए हɇ तो ͩकसी Ǔनदȶश-ǒबÛद ु के सापे¢ उनका कुल कोणीय संवेग, उस Ǔनदȶश ǒबÛद ुके सापे¢ 
अलग-अलग कणɉ के कोणीय संवेगɉ के सǑदश योग के तुãय होता है । यǑद Ǔनदȶश-ǒबÛद ु0 के सापे¢ 

कणɉ के कोणीय संवेग 1J

, 2J

, 3J

.... हɉ तो 

1 2 3 .......J J J J   
   

                   …… (6.13) 

तथा बल आघणू[  
1

n

i i
i

dJ r F
dt




  
    

यǑद =0 हो तो 0dJ
dt




 या 1J

=िèथराकं        ....(6.14) 

अत: ͪवलͬगत Ǔनकाय (insolated system) अथा[त ्यǑद कण तÛğ Ǔनकाय बल आघणू[ 
मुÈत हो तो उस कण तÛğ का कोणीय संवेग िèथर रहता है इसे कण तÛğ के ͧलए कोणीय संवेग 
संर¢ण ͧसƨाÛत कहते हɇ । 

6.3.1 केÛġȣय बल के अÛतग[त कण कȧ गǓत (Motion under central force) 

एक कण पर काय[ करता हुआ केÛġȣय बल वह होता है जो एक िèथर केÛġ से केवल उसकȧ 
दरूȣ पर Ǔनभ[र करता है। यǑद िèथर केÛġ से कण कȧ ता×काͧलक िèथǓत सǑदश  है तो केÛġȣय बल 
Ǔनàनͧलͨखत से Ǒदया जाता है : 

 F f r r
                     .....(6.15) 

िजसमɅ  f r  दरूȣ r का अǑदश फलन है और 
rr
r




  

कण पर काय[ करता हुआ बल-आघणू[ होगी : 

    0d J rr F r f r r f r r
dt r


 

        
 

       

अत:  J r mv  
  

िèथरांक               .....(6.16) 
इस Ĥकार केÛġȣय बल के अतंग[त गǓत करते हु ये कण का कोणीय संवेग सरंͯ¢त रहता है 

। चूँͩक J

 िèथर है, अत: यह r


 और v


 के तल के हमेशा लàबवत ्रहेगा । 

Ǔनçकष[त: केÛġȣय बल के अÛतग[त एक कण का पथ एक तल मɅ िèथत रहता है ।   
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6.3.2 कोणीय संवेग संर¢ण के उदाहरण (Examples of conservation of 
angular momentum) 

 Ēहȣय या उपĒहȣय गǓत (Planetary or satellite motion)  
Ēह सूय[ के चारɉ ओर दȣघ[व×ृताकार क¢ाओं (elliptical orbits) मɅ घमूते हɇ । सूय[ और Ēह 

का ġåयमान-केÛġ इस दȣघ[व×ृत का एक फोकस होता है । चूँͩक सूय[ अपे¢ाकृत अͬधक भारȣ है, अत: 
ġåयमान-केÛġ सूय[ के केÛġ के बहु त पास हȣ होता है । Ēहɉ कȧ गǓत समझाने के ͧलए इसे हम लगभग 
सूय[ के केÛġ पर हȣ मान सकते हɇ । Ēह पर गǾु×वाकष[ण बल सूय[ के केÛġ कȧ और है, अथा[त ्यह 

बल केÛġȣय बल है । इस कारण Ēह का कोणीय संवेग J r mv 
  

 िèथर रहेगा, अथा[त ्Ēह कȧ 
क¢ा समतल (Plane) होगी । 

दȣघ[व×ृताकार पथ मɅ होने वालȣ Ēहȣय गǓत मɅ कोणीय संवेग ( J r mv 
  

) सरंͯ¢त करने 
के ͧलए Ēह कȧ चाल अपने पथ के सूय[ से पास के ǒबÛद ुकȧ अपे¢ा तजे होगी । इसका कारण यह 
है ͩक इन ǒबÛदओंु पर ,r v

 
 के लàबवत ्है, अत: कोणीय संवेग mvr होगा; 

इस Ĥकार यǑद सूय[ से Ǔनकटतम और अͬधकतम दǐूरयɉ 1r  व 2r  पर Ēह के वेग Đमश: 

1v  व 2v  हɉ तो कोणीय संवेग कȧ िèथरता के ͧलए  

1 1 2 2mv r mv r  
या  1 1 2 2v r v r                                 ………(6.17)   

इस Ĥकार जब Ēह सूय[ के पास होगा तो उसकȧ चाल का मान अͬधक होगा । 
ͪवǑदत हो ͩ क यǑद कृǒğम उपĒह पØृवी के पास आता है तो वायमुÖडल का घष[ण उसकȧ चाल 

धीरे कर देता है और उसका कोणीय संवेग कम होता जाता है । परÛतु इस ͩ Đया मɅ पØृवी का कोणीय 
संवेग बढ़ता है िजससे पØृवी और उपĒह का सàपणू[ कोणीय संवेग िèथर रहता है । 
 संकुचन और कोणीय ×वरण (Contraction and angular acceleration) 

मान ͧलया m ġåयमान का एक कण एक डोरȣ के एक ͧसरे पर 0v  वेग से 0r  ǒğÏया के 

व×ृताकार पथ पर गǓत कर रहा है । इस डोरȣ को एक नलȣ (tube) 
मɅ होकर गजुारकर एक बल से खीचंा जाता है । डोरȣ के तनाव के 
कारण कण पर बल ǒğÏयीय (radial) होगा, अत: डोरȣ के खींचने 
पर अथा[त ्ǒğÏया का मान कम करने पर बल आघणू[ का मान (बल 
तथा केÛġ से लàबवत ्दरूȣ एक हȣ Ǒदशा मɅ होने कारण) शूÛय रहता 
है । इसͧलए डोरȣ कȧ लàबाई कम करने पर 

कोणीय संवेग िèथर रहना चाǑहए । यǑद बाद मɅ कण का 
वेग v  और वतृाकार पथ कȧ ǒğÏया r  हो जाती है तो 

0 0mv r mvr  िजससे , 0
0

rv v
r

  

अत: दरूȣ r0 पर कण कȧ गǓतज ऊजा[ 2
0

1
2

mv               .....(6.18) 
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अत: दरूȣ r पर कण कȧ गǓतज ऊजा[
2

2 0 01 1
2 2

r vmv
r

    
 

        .....(6.19) 

अत: गǓतज ऊजा[ मɅ हु ई वृͪ ƨ 
2

2 0
0

1 1
2

rmv
r

     
   

   ....(6.20) 

गǓतज ऊजा[ मɅ हु ई यह वृͪ ƨ अपकेÛġ बल (centrifugal force) के ͪ वपरȣत डोरȣ को खीचंने 
मɅ ͩकए गए काय[ ɮवारा होगी । यह काय[ ऊजा[ के बाहरȣ İोत या िèथǓतज ऊजा[ ɮवारा ͩकया जाता 
है । हम देखत ेहɇ ͩ क r के कम होने पर, रेखीय और कोणीय वेग दोनɉ और बढ़ने चाǑहए जबͩक कोणीय 
संवेग िèथर रहता है । 

अब यǑद डोरȣ के ͧसरे पर बँधा हुआ एक कण, एक िèथर छड़ी (stick) पर ͧलपटता (wind 
up) है तो डोरȣ छोटȣ होने पर वह छड़ी के पास आता जाता है । लेͩकन इस िèथǓत मɅ बाहर से कोई 

ऊजा[ नहȣं दȣ जाती है, अत: कण कȧ गǓतज ऊजा[ िèथर रहनी चाǑहए, अथा[त ् 2 2
0

1 1
2 2

mv mv  । 

इस Ĥकार r के कम होने पर कण के रेखीय वेग मɅ कोई पǐरवत[न नहȣं आता है परÛतु कोणीय वेग 
/v r   बढ़ता जाता है । यहा ँपर छड़ी कȧ अ¢ के सापे¢ कण का कोणीय संवेग ͬगरता जाता 

है Èयɉͩक डोरȣ का तनाव ǒğÏयीय सǑदश r, जो पथ के मÚयमान केÛġ से गजुर रहा है, के लàबवत 
नहȣं है । यɮयͪप, कण का पथ सͪप[लाकार (spiral) होगा और डोरȣ का तनाव पथ कȧ èपश[ रेखा के 
हमेशा लàबवत ्होगा िजससे रेखीय वेग मɅ पǐरवत[न नहȣं होता है । 
 गलेैÈसी का आकार (Shape of galaxy) 

तारɉ (stars) कȧ बहु त बड़ी संÉया (1012 तक) के समहू को गलेैÈसी कहते हɇ । इसमɅ बहु त 
बड़ी माğा मɅ èवतÛğ गसै होती है । एक गलेैÈसी अÛय गलेैिÈसयɉ से बहु त अͬधक दǐूरयɉ ɮवारा अलग 
रहती है । एक गलेैÈसी कȧ आकृǓत Ĥाय: गोलाकार न होकर लɇस (lens) जैसे आकार कȧ होती है । 
आधुǓनक मतानसुार गसैɉ कȧ बहु त बड़ी माğा के गǾु×वाकष[ण संघनन (condensation) ɮवारा 
गलेैिÈसयाँ Ǔनͧम[त हु ई हɇ । 

 
ͬचğ 6.3 

मान ͧलया ͩक Ĥारàभ मɅ गसै के लगभग गोलाकार ġåयमान का ͩकसी अ¢ के सापे¢ कोणीय 
संवेग J (ͬचğ 6.3 अ के अनसुार), चूँͩक गसै गǾु×वाकष[ण के कारण संघǓनत होती है अत: गसै के 
अणुओं मɅ या तारɉ के बीच परèपर या-ĤǓतͩĐया बल (interacton force) हɉगे और फलत: सàपणू[ 
कोणीय संवेग J संरͯ¢त रहना चाǑहए । 

ͩकसी कण के व×ृताकार पथ के ͧलए, कोणीय संवेग संरͯ¢त रहने पर,  
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0 0v r vr k   या /v k r   तथा 2/ /v r k r    

इसͧलए अपकेÛġ-बल 
2 2

3

mv mk
r r

                ....(6.21)  

èपçट है ͩक यǑद घणू[न-अ¢ के सापे¢ ͩकसी कण के घमूने से पथ कȧ ǒğÏया r कम होती 
है तो अपकेÛġ-बल बहु त तेजी से बढ़ता है और वह संकुचन (contraction) को रोकता है । लेͩकन 
गसै घणू[न-अ¢ या J कȧ Ǒदशा के समाÛतर संघǓनत (condense) होने के ͧलए èवतंğ है । अत: 
गलेैÈसी कȧ गसै चपटे (flat) आकार कȧ होती जाती है और अÛत मɅ लɇस जैसे आकार कȧ हो जाती 
है (ͬचğ 6.3 ब) ।   
 अÛय उदाहरण (Other examples) 

यǑद एक तÛğ   कोणीय वेग से ͩ कसी अ¢ के सापे¢ घमू रहा है तो उसका कोणीय सवेंग 
J I  से Ǒदया जाता है; िजसमɅ I घणू[न अ¢ के सापे¢ तंğ का जड़×व आघणू[ (moment of 
inertia) है । 

अत: कोणीय संवेग के संर¢ण के ͧलए I  िèथर रहना चाǑहए । 
यहाँ पर हम कोणीय संवेग के संर¢ण के ͧ लए 

एक सरल व Ĥͧसƨ उदाहरण देते हɇ । मान ͧलया ͩक 
एक -मनçुय Ĥारàभ मɅ अपने हाथɉ को ताने हु ए एक 
घमूने वालȣ मेज पर खड़ा हुआ है और इसके हाथɉ मɅ 
भारȣ-भारȣ गोले लगे हु ए हɇ । (ͬचğ 6.4 अ) मेज घमूने 
के ͧ लए èवतÛğ है । शुǾ मɅ मेज धीरे से घमुा दȣ जाती 
है । दसूरȣ िèथǓत मɅ जब वह आदमी अपने हाथɉ को 
गोलɉ सǑहत नीचे ͬगरा लेता तो वह बड़ी तेजी से घमूने    (अ)   (ब)  
लगता है (ͬचğ 6.4 ब) ।       ͬचğ 6.4 

चूँͩक दसूरȣ िèथǓत मɅ ġåयमान घणू[न अ¢ के पास जाता है िजससे घणू[न-तंğ का जड़×व-आघणू[ 
पहले कȧ अपे¢ा कम हो जाता है । चूँͩक घणू[न-तÛğ का कोणीय संवेग िèथर रहता है, जड़×व-आघणू[ 
कम हो जाने से कोणीय वेग बढ़ जाता है िजससे मुनçय तेजी से घमूने लगता है । इस ͧसƨाÛत को 
सक[ स मɅ खेल Ǒदखाने वाले, गोताखोर आǑद काम मɅ लेत े है I 

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
5. जब कण केÛġȣय बल के Ĥभाव मɅ गǓत करता है तो उस समय Èया संरͯ¢त रहता 
 है, दो उदाहरण ͧलखो ।   
 ..... .......................................................................................
 ........................................................................................... 
6. Èया केÛġȣय बलɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करते हु ये कणɉ के ͧलये कोणीय संवेग िèथर 
 रहता है?  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
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7. ͩकसी घूमने वाले Üलेटफाम[ पर हाथ फैलाकर खड़े åयिÈत ɮवारा एकाएक अपने हाथ 
 समेट लेने पर Üलेटफाम[ के वेग मɅ वृ ͪƨ Èयɉ हो जाती है ।   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
8. ͩकसी प×थर को डोरȣ से बाँधकर घुमाया जा रहा है, अब यǑद डोरȣ कȧ लàबाई कम 
 कर दȣ जाती है तो प×थर के वेग पर Èया Ĥभाव पड़ेगा ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 6.2 एक पÍुछल तारे (comet) कȧ सूय[ से मह×तम और Ûयनूतम दǐूरयाँ Đमश: 1.4x1012 
मी. और 7x1010 मी. हɇ । जब यह सूय[ के सबसे पास आता है तो इसका वेग 6 x 1014 मी. से 
होता है । सबसे अͬधक दरूȣ पर पÍुछल तारे का वेग Èया होगा ? मान लो ͩक वह दोनɉ िèथǓतयɉ 
मɅ व×ृताकार पथ पर गǓत करता है । 
हल : पÍुछल तारे के ͧलए कोणीय संवेग के संर¢ण से 

m.v1r1 = mv2r2 
4 10

31 1
2 12

2

6 10 7 10 3 10
1.4 10

v rv
r

  
    


 मी./ सेकÖड 

6.4 भारȣ नाͧभक से आवेͧशत कण का Ĥकȧण[न (Scattering of 
charged particle by heavy nucleus) 
मान ͧ लया ͩ क m ġåयमान और +e आवेश का एक Ĥोटॉन Ze आवेश से आवेͧशत एक भारȣ 

नाͧभक कȧ ओर गǓत कर रहा है, िजसमɅ z नाͧभक कȧ परमाणु संÉया (atomic number) है । Ĥोटॉन 
पर ͪवकष[ण (repulsion) का िèथर ͪवɮयतुीय बल काय[ करेगा िजससे उसका पथ अǓत परवलय 
(hyperbola) होगा । Ĥोटॉन कȧ Ĥारिàभक गǓत कȧ Ǒदशा से नाͧभक कȧ लàबवत ्दरूȣ b संघात 
परैामीटर (impact parametar) कहलाती है । यǑद Ĥोटॉन का अनÛत दरूȣ पर वेग v0 है तो इसकȧ 

 
ͬचğ 6.5 

Ĥारिàभक गǓत गǓतज ऊजा[ 
1
2
mv 2

0  होगी ओर इसका भारȣ नाͧभक (िजसे िèथर माना गया है) के 

सापे¢ कोणीय सवेंग mv0b होगा । यǑद Ĥोटॉन कȧ नाͧभक से Ǔनकटतम पहु ँच कȧ दरूȣ (distance 
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of closet approach) dहै और वहाँ पर उसका वेग vc है तो गǓतज ऊजा[ -
1
2
mv 2

c  होगी और 

कोणीय संवेग mvcd होगा जबͩक वहाँ पर िèथर ͪ वɮयतु िèथǓतज ऊजा[ 
 

2

04
ze

d 
 होगी । कोणीय 

संवेग और ऊजा[ के सरं¢ण के ͧलए  
 Mvc b = mvc d                                          ....(6.22) 

तथा  
 

2
2 2
0

0

1 1
2 2 4c

zemv mv
d

 


                           ....(6.23)  

समी. (6.22) से vc का मान समी. (6.23) मɅ रखने पर    

 
2

04
ze

d 
=

2
2
0

1 1
2

bmv
d

     
                                    .....(6.24)

 

िजससे Ĥोटॉन कȧ Ǔनकटतम पहु ँच कȧ दरूȣ d का मान £ात ͩकया जा सकता है ।  

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
9. नाͧभक ɮवारा आवेͧशत कणɉ के Ĥकȧण[न के दौरान कौनसी भौǓतक राͧश संरͯ¢त रहती 
 है । 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
10. संघात Ĥाचाल (Impact parameter) ͩकसे कहते हɇ? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 

6.5 केÜलर के Ǔनयम (Keppler’s laws)  
केÜलर ɮवारा खगोलȣय Ĥे¢णɉ के आधार पर सौर पǐरवार (solar system) मɅ Ēहȣय गǓत 

सàबÛधी अĒांͩकत तीन Ǔनयम ĤǓतपाǑदत ͩकये गये थे- 
Ĥथम Ǔनयम : Ĥ×येक Ēह (planet) सूय[ के चारɉ ओर दȣघ[व×ृतीय क¢ा (elliptical orbit) 

मɅ पǐरĐमण करता है िजसमɅ सूय[ उस दȣघ[व×ृतीय क¢ा के एक फोकस पर िèथत होता है । 
ɮͪवतीय Ǔनयम : ͩकसी भी Ēह कȧ सूय[ से ͧमलाने वालȣ रेखा समान समयाÛतर मɅ समान 

¢ेğफल Ĥसͪप[त (sweep) करती है । अथा[त ्सूय[ से Ēह तक खींची गयी एक रेखा ɮवारा पार ͩकये 
गये ¢ेğफल कȧ देर िèथर रहती है । 

माना ͩक 0 पर िèथत सूय[ काय[रत बल का केÛġ है । यǑद Δt समयाÛतराल मɅ अभीçट Ēह 
का िèथǓत सǑदश r


 से r


 + Δ r


 हो जाता है तो ǒğÏयीय सǑदश ɮवारा इस समय मɅ पार ͩकया 

हुआ सǑदश ¢ेğफल 
1
2

S r r  
  

                                            .....(6.25)
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यह ¢ेğफल Δt समय मɅ पार ͩकया जाता है । 
अत: समी. (6.25) के दोनɉ ओर Δt से भाग देकर सीमा Δt 

 0 लेने पर  - 

 
1 1
2 2 2

d s dr Jr r v
dt dt m

    
   

        ...(6.26)
 

चूँͩक केÛġȣय बल के Ĥभाव मɅ J

 िèथर रहता है; अत: 

¢ेğफलȣय वेग d s
dt


 भी िèथर रहता है । 

Ēहȣय गǓत के ͧलए J

 के िèथर रहने का अथ[ है ͩक ¢ेğफलȣय वेग 

d s
dt


= 

2
J
m


 एक 

िèथराकं है, अथा[त ्सूय[ से Ēह तक खींची गयी एक रेखा ɮवारा पार ͩकये गये ¢ेğफल कȧ दर िèथर 
रहती है ।  

इसे केÜलर (keppler) का Ēहȣय गǓत सàबÛधी दसूरा Ǔनयम भी कहत ेहɇ । 
 
इसी Ĥकार कृǒğम उपĒह (artificial satellites) पØृवी के चारɉ और घमूत ेहɇ और उनका 

कोणीय संवेग संरͯ¢त रहता है । 
ततृीय Ǔनयम : सूय[ के चारɉ ओर ͩकसी भी Ēह के पǐरĐमण काल (T)का वग[, उसकȧ 

दȣघ[व×ृतीय क¢ा के अध[-दȣघ[ अ¢ (semi major axis)a के घन (cube) के अनĐुमानपुाती होता 
है अथा[त ्T2  a2 I 
 केÜलर के Ǔनयमɉ से Ûयटून के गǾु×वाकष[ण Ǔनयम का Ǔनगमन 

माना M ġåयमान के सूय[ के चारɉ ओर m ġåयमान को कोई Ēह, दȣघ[व×ृताकार पथ पर 
गǓतशील है । ͩकसी ¢ण फोकस (सूय[) से Ēह कȧ दरूȣ r है तो Ēह पर काय[रत अͧभकेÛġȣय बल, 

2
2mvF m r

r
   

या  
2 2

2

2 4 mrF m r
T T
    

 
 

परÛतु केÜलर के ततृीय Ǔनयम के अनसुार 
T =kr3/2   (यहाँ r दȣघ[व×ृतीय क¢ा कȧ अƨ[-दȣघ[ अ¢ है ।) 

इसͧलए 
 

2 2

2 2 23/2

4 4mr mF
k rkr

 
   

जहाँ 
2

2

4
k
  का मान GM के तुãय ĤाÜत होता है । यहȣ Ûयटून का गǾु×वाकष[णीय Ǔनयम 

है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 



134 
 
11. केÜलर के तृतीय Ǔनयम को ͧलͨखये ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
12. केÜलर के Ǔनयम से सूय[ का ġåयमान £ात करो ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 6.3 केÜलर के Ǔनयम से Ûयटून के गǾु×वाकष[ण Ǔनयम को èथाͪपत करो ? 
हल: माना सूय[ का ġåयमान M व Ēह का ġåयमान है, अत: गǓत कȧ समीकरण 

2
2mvF m r

r
   

या  
2 2

2

2 4 mrF r
T T
    

 
 

परÛतु केÜलर के ततृीय Ǔनयम से   
T = kr3/2 

अत:  
 

2 2

2 2 23/2

4 4mr mF
k rkr

 
   

जहाँ 
2

2

4
k


 का मान GM के तुãय ĤाÜत होता है । यहȣ Ûयटून का गǽु×वाकष[णीय Ǔनयम है । 

उदाहरण 6.4 एक m ġåयमान का उपĒह r ǒğÏया के व×ृताकार पथ मɅ गǓत करता है । इसका कोणीय 
संवेग G,M,m और, r के Ǿप मɅ £ात करो, िजससे M पØृवी का ġåयमान है । 
हल: व×ृताकार क¢ा के ͧलए j = mvr; इसकȧ Ǒदशा गǓत के तल के लàबवत ्होगी । 

अब चूँͩक उपĒह पर गǾु×वाकष[ण बल अपकेÛġ बल ɮवारा सÛतुͧलत होता है,  

अत: 
2

2

GMm mv
r r

  या  2 2mvr GMm r  

 
1

2 2J mvr GMm r   

उदाहरण 6.5 चÛġमा पØृवी के चारɉ ओर अपनी क¢ा मɅ चÈकर लगाता है और साथ हȣ वह अपनी 
अ¢ के सापे¢ घमूता है । दोनɉ िèथǓतयɉ मɅ कोणीय संवेगɉ कȧ तुलना करो (चÛġमा का पǐरĐमण 
2.36x106 सेकÖड । 
हल: पØृवी के सापे¢ चÛġमा का कोणीय संवेग j1 = mvr = mr2 

चÛġमा का ġåयमान m = 7.35 x 1022 ͩकलोĒाम; चÛġमा के क¢ कȧ ǒğÏया, r = 3.84 

x 108 मीटर और पØृवी के सापे¢ कोणीय वेग  6

2 2
2.36 10T

 
  


 रेͫडयन / सेकÖड 

22 8 2 34
1 6

27.35 10 (3.84 10 ) 2.89 10
2.36 10

J 
       


जूल-सेकÖड 
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हम जानते हɇ ͩ क हमɅ हमेशा चÛġमा का एक हȣ ओर का भाग Ǒदखायी देता है । अत: चÛġमा को अपनी  
अ¢ के सापे¢ घमूने मɅ उतना हȣ समय लगाना चाǑहए िजतने मɅ यह पØृवी के चारɉ ओर एक चÈकर 
लगाता है । अत: चÛġमा का अपनी अ¢ के सापे¢ एक चÈकर का आवत[काल (इस Ĥकार कोणीय 
आवǓृत) पØृवी के सापे¢ पǐरĐमण-काल (period of revolution) के ठȤक बराबर होगा । 

इस Ĥकार अपनी अ¢ के सापे¢ चÛġमा का कोणीय संवेग 
2

2
21 '
5

J mR    

िजसमɅ R = चÛġमा कȧ ǒğÏया और ’ = अपनी अ¢ के सापे¢ कोणीय वेग । 
22 6 2 29

2 6

2 27.35 10 (1.74 10 ) 2.37 10
5 2.36 10

J 
       


  जूल-सेकÖड 

51

2

1.22 10J
J

   

उदाहरण 6.6  0.5 A0 ǒğÏया के व×ृताकार पथ मɅ इलेÈĚॉन एक Ĥोटॉन के चारɉ ओर घमूता है :   
(अ) Ĥोटॉन के सापे¢ इलेÈĚॉन का क¢ीय कोणीय संवेग Èया है? 
(ब) इलेÈĚॉन कȧ सàपणू[ ऊजा[ इलेÈĚॉन वोãट मɅ ͩकतनी है? 

हल: (अ) चूँͩक इलेÈĚॉन का पथ वतृाकार है, अत: इलेÈĚॉन का कोणीय संवेग 
  J mvr    (चूँͩक r


 और v


 परèपर लàबवत ्हɇ)  

व×ृताकार पथ मɅ इलेÈĚॉन के घमूने के ͧ लए आवæयक बल इलेÈĚॉन और Ĥोटॉन के बीच काय[ 
करते हु ए कूलॉàब बल ɮवारा Ĥदान ͩकया जाता है, अथा[त ्

2 2

2
0

1
4

mv e
r r

    या 2 2 2 2

0

1
4

m v r me r


  

2

0

1
4

J mvr me r


   

(ब) इलेÈĚॉन कȧ गǓतज ऊजा[ 
2

2

0

1 1
2 4 2

ek mv
r

   

इलेÈĚॉन कȧ िèथǓतज ऊजा[  
2

0

1
4

e
r

   

इसͧलए इलेÈĚॉन कȧ सàपणू[ ऊजा[ 
2 2

0 0

1 1
4 2 4 r

e eK U
r 

    

उदाहरण 6.7 एक m ġåयमान का कण r0 लàबाई कȧ डोरȣ के एक ͧसरे पर व×ृताकार पथ मɅ घमूता 
है । इसका दसूरा ͧसरा एक पतलȣ नलȣ मɅ होकर गजुरता है । 10 सेमी, लàबी डोरȣ होने पर यǑद 
कण दो चÈकर ĤǓत सेकÖड लगाता है तो लàबाई 5 सेमी. होने पर वह ͩकतने चÈकर ĤǓत सेकÖड 
लगाएगा? यǑद डोरȣ कȧ लàबाई नलȣ पर ͧलपटकर कम होती है तो Èया पǐरणाम होगा? 
हल: व×ृताकार गǓत मɅ कोणीय संवेग के संर¢ण के ͧलए, 

1 1 2 2 Mv r mv r  
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या  1 2 2r r            v r    
लेͩकन   = 2π   ĤǓत सेकÖड चÈकरɉ कȧ संÉया =2πn 

2 2
1 1 2 2n r n r  

या   2
2 1 1 2= /n n r r  = 2(10/5)2 = 8 चÈकर / सेकेÖड 

इस िèथǓत मɅ, चू ंͩक r1>r2, अत: 2 1v v  अथा[त ्कण कȧ अिÛतम गǓतज ऊजा[ 2
2

1
2

mv 
 
 

 

Ĥारàभ कȧ गǓतज ऊजा[ 2
1

1
2

mv 
 
 

 कȧ अपे¢ा अͬधक है । यǑद डोरȣ नलȣ पर ͧलपटकर कम होती 

है तो कण कȧ गǓतज ऊजा[ िèथर रहेगी । 

अब        ଵ
ଶ
ݒ݉ 2

1
2
2

1
2

mv     

या,   1 2 v v    या  r11 = r22 या  n1r1 = n2r2 
िजससे n2=n1(r1 / r2) = 2 (0.1 / 0.5) =4  चÈकर / सेकÖड 

6.6 सारांश (Summary) 
 कोणीय संवेग: घणू[न मɅ पणू[ अ¢ के पǐरत: ͩकसी कण के रेखीय संवेग के आघणू[ को उस 

कण का कोणीय संवेग कहते है । कोणीय संवेग को सǑदश Ǿप मɅ ǓनÛम Ĥकार से ͧलखत े
है  

j r p 
  

 
 बल आघणू[: यǑद कोई Ǻढ़ ͪ पÖड या वèतु ͩ कसी अ¢ के एक ǒबÛद ुसे कȧलͩकत (Pivoted) 

है तो बल लगाने पर साधारणत: वह उस अ¢ के पǐरत: घमूने कȧ Ĥविृ×त रखता है । बल 
कȧ ͪपÖड को ͩकसी अ¢ के पǐरत: घमुाने कȧ Ĥविृ×त को िजस राͧश ɮवारा मापा जाता है , 
उसे बल आघणू[ कहत ेहै । इसे Ĥतीक   से Ĥदͧश[त करते है । 

 बल आघणू[ व कोणीय संवेग मɅ सàबÛध: कोणीय संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर आरोͪपत बल-आघणू[ 

के बराबर होती है, अथा[त dJ
dt

 

  

 ͩकसी वèतु ɮवारा èवय ंके अ¢ के सापे¢ घणूȸ गǓत के कारण जो कोणीय संवेग होता है 
उसे चĐणी कोणीय संवेग कहते है । जबͩक उस वèतु ɮवारा दसूरȣ वèतु के सापे¢ घणूȸ गǓत 
के कारण कोणीय संवेग होता है, उसे क¢ीय कोणीय संवेग कहते है । 

 कोणीय संवेग संर¢ण का ͧसƨाÛत: ͩकसी ͪवलͬगत Ǔनकाय के ͧलये अथा[त ्यǑद कण तÛğ 
Ǔनकाय बल आघणू[ मुÈत हो तो उस कण तÛğ का कोणीय संवेग िèथर रहता है, इसे कण 
तÛğ के ͧलये कोणीय संवेग सरं¢ण ͧसƨाÛत कहते हɇ । 

 केÛġȣय बल के अÛतग[त गाते करते हु ये कण का कोणीय सवेंग संरͯ¢त रहता है । 
 केÛġȣय बलो के ͧलये कणो का ¢ेğफलȣय वेग िèथर रहता है । 
 Ēहȣय या उपĒहȣय गǓत मɅ कोणीय संवेग सरंͯ¢त रहता है । 
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 गलेैÈसी का आकार लɇस जसैा होता है, ͩकसी कोणीय संवेग के सरं¢ण के कारण सभंव हो 
जाता है  

 भारȣ नाͧभक से आवेͧशत कण के Ĥकȧण[न के दौरान कोणीय संवेग सरं¢ण Ǔनयम का पालन 
होता है । इससे टÈकर Ĥाचाल या सधंात परैामीटर का मान भी £ात ͩकया जा सकता है । 

 केÜलर ɮवारा खगोलȣय Ĥे¢णɉ के आधार पर सौर पǐरवार मɅ Ēहȣय गǓत सàबÛधी तीन Ǔनयम 
ĤǓतपाǑदत ͩकये । 

 केÜलर के ततृीय Ǔनयम कȧ सहायता से Ûयटून के गǾु×वाकष[ण Ǔनयम को उ×पÛन ͩ कया जा 
सकता है । 

6.7 शÞदावलȣ (Glossary)  
कोणीय संवेग            Angular momentum  
कोणीय संवेग संर¢ण       Angular momentum conservation 
बल आघणू[               Torque 
सौरमÖडल                Solar system 
¢ेğफलȣय वेग             Areal velocity 
संघात Ĥाचाल              Impact parameter 
Ĥसͪप[त                   Sweep 

6.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books)  
D.S Mathur  Mechanics S.Chand & Co., New Delhi 
Berkley  Mechanics New York 
Ghose  Mechanics Shiv Lal & Co., Agra 
B.K. Agrawal & P.C. Agrawal Mechanics Sahitya Bhawan, Agra 
जगदȣश चÛġ उपाÚयाय  नवीन यांǒğकȧ  रामĤसाद एÖड सÛस, आगरा 
के. के. सरकार-आर. एन. शमा[  यांǒğकȧ साǑह×य भवन, आगरा 
एम. पी. सÈसैना-एन. एस. सÈसनैा  यांǒğकȧ कॉलेज बकु हाऊस, जयपुर 

6.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment questions) 
1. ͩकसी ǒबÛद ुके सापे¢ ͩ कसी कण का कोणीय संवेग ( J


) उस ǒबÛद ुके सापे¢ कण के रेͨखक 

संवेग का आघणू[ होता है, अथा[त ् J r p 
  

 
2. कण के कोणीय संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर उस कण पर लगे बल आघणू[ के तुãय होती है।  
3. ͩकसी वèतु कȧ अपने अ¢ के सापे¢ घणूȸ गǓत के कारण तो चĐणी कोणीय संवेग होता है, 

जबͩक अÛय वèतु के सापे¢ घणूȸ गǓत के कारण क¢ीय कोणीय संवेग होता है । 
4. यǑद कण तÛğ Ǔनकाय बल आघणू[ मुÈत हो तो उस कण तÛğ का कोणीय संवेग िèथर रहता 

है ।  
5. कोणीय संवेग सरंͯ¢त रहता है; Ēहȣय गǓत व नाͧभक ɮवारा आवेͧशत कणɉ का Ĥकȧण[न । 
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6. केÛġȣय बलɉ के Ĥभाव मɅ कोणीय सवेंग J


 संरͯ¢त रहता है, अत: इस कारण ¢ेğफलȣय वेग 

भी Ǔनयत रहता है । 
7. ऐसा करने पर तÛğ का जड़×व-आघणू[ कम हो जाने से कोणीय वेग बढ़ जाता है, िजससे 

J

 Ǔनयत रह सके । 

8. कोणीय संवेग संरͯ¢त रहने के कारण प×थर का वेग बढ़ जाता है । 
9. कोणीय संवेग संरͯ¢त रहता है । 

10. आवेͧशत कण कȧ Ĥारिàभक गǓत कȧ Ǒदशा से नाͧभक कȧ लàबवत ्दरूȣ ''b'' को संघात Ĥाचाल 
कहते हɇ । 

11. T2  r3 या  
2 2

1 2
3 3

1 2

T T
r r

  Ǔनयतांक 

12. यǑद Ms सूय[ का ġåयमान हो व m ͪपÖड का ġåयमान हो तथा ͪपÖड इसके चारɉ ओर व×ृताकार 

गǓत कर रहा हो तो, गǓत कȧ समीकरण 2
2
sGM m mr

r
  परÛतु 

22T 


  या  
2 2 2 2

3 2

4 4
s

s

T rM
r GM GT

 
 

 
6.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (very short answer type questions) 
1. गलेैÈसी का आकार लɇस जसैा Èयɉ होता है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
2. कोणीय संवेग संर¢ण का Ǔनयम ĤǓतपाǑदत कर दो उदाहरणɉ से समझाइये । 
3. केÛġȣय बल के अÛतग[त होने वालȣ गǓत मɅ कोणीय संवेग सरं¢ण कȧ ͪववेचना कȧिजये । 
4. गलेैÈसी कȧ आकृǓत कȧ ͪववेचना कȧिजये । 
5. केÜलर के Ēहȣय गǓत के Ǔनयम Èया है? 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
6. एक 20 Ēाम ġåयमान का कण 10 सेमी. / सेकेÖड कȧ िèथर चाल से 4 सेमी. ǒğÏया के व×ृताकार 

पथ पर गǓत कर रहा है । Ǔनàनͧलͨखत ǒबÛदओंु के सापे¢ उसका कोणीय संवेग ͩकतना होगा: 
(अ) व×ृताकार पथ के केÛġ के सापे¢, (ब) उस ǒबÛद ुके सापे¢ जो व×ृत के अ¢ पर केÛġ से 
3 सेमी. दरूȣ पर है । इनमɅ से कौन-सा उसी Ǒदशा मɅ रहेगा ? 

 
ͬचğ 6.7 
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संकेत: (अ)J = mvr = 0.02 x 0.1 x 0.04 = 8 x 10-5 -जूल-से., Ǒदशा व×ृत के तल के लàबवत ्
होगी ।  

(ब) J = 0.02 x 0.1 x 0.05 = 10-4 जूल-से.; Ǒदशा कण A के ता×काͧलक 
(instantaneous) ǒğÏयीय सǑदश और ता×काͧलक वेग के तल के लàबवत ्होगी अथा[त ्इसकȧ Ǒदशा 
OB होगी जो समय के साथ बदलती जा रहȣ है । 
7. सोने (Gold) के नाͧभक (Z = 80) के ͧलए 2Mev गǓतज ऊजा[ वाले - कणɉ कȧ Ǔनकटतम 

पहु ँच कȧ दरूȣ (distance of closet approach) 2 x 10-11 सेमी. है तो संघात परैामीटर 
(impact parameter) £ात करो । 

(उ×तर: 1-3x10-13 मी.) 
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इकाई-7 
जड़×वीय तÛğ  

(Inertial Frame)  
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

7.0 उƧेæय 
7.1 Ĥèतावना 
7.2 Ǔनदȶशांक तÛğ 

7.2.1 ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशाकं तÛğ 
7.2.2 ǒğͪवमीय Ǔनदȶशाकं तÛğ 
7.2.3 दͯ¢णहèत व वामहèत Ǔनदȶशांक तÛğ 

7.3 Ǔनदȶश तÛğ 
7.3.1 जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ 
7.3.2 अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ 

7.4 िèथǓत सǑदश के ͧलए ǾपाÛतरण समीकरण 
7.4.1 ͪवèथाͪपत हु ए तंğ कȧ अवèथा मɅ 
7.4.2 तंğ कȧ घमूी हु ई अ¢ɉ कȧ िèथǓत मɅ 

7.5 साराशं 
7.6 शÞदावलȣ 
7.7 संदभ[ ĒÛथ 
7.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
7.9 अßयासाथ[ Ĥæन   

7.0 उƧेæय (objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप समझ पायɅगे ͩक 
 ͩकसी वèतु या कण कȧ गǓतक या èथैǓतक िèथǓत को åयÈत करने के ͧलए हमɅ एक 

èवेÍछ सदंभ[ ǒबÛद ुकȧ आवæयकता होती है; 
 Ǔनकाय कȧ वèतुिèथǓत कȧ गͨणतीय ͪवबेचना के ͧलए इस èवेÍछ संदभ[ ǒबÛद ुको 

मूल-ǒबÛद ुमान लेते हɇ 
 ǒğͪवमीय Ǔनदȶश अ¢ɉ (X,Y,Z) के ĤǓतÍछेदन ǒबÛद ुको मलू ǒबÛद ुकहा जाता है; 
 चयǓनत संदभ[ ǒबÛद ुको मलू ǒबÛद ुलेत ेहु ए संलÊनक Ǔनदȶशाकं तÛğ को Ǔनदȶश तÛğ 

कहा जाता है; 
 ͪपÖडɉ या कणɉ कȧ सापे¢ गǓत को पǐरभाͪषत करने के ͧ लए एक Ǔनदȶश तÛğ का चयन 

करना आवæयक होता है 
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 ͩकसी वèतु या कण िèथर या गǓत-अवèथा, पणू[त: सापेͯ¢क अवधारणायɅ हɇ; 
 Ûयटून के गǓत ͪवषयक Ĥथम व ɮͪवतीय Ǔनयम ऐसे सभी Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ वधै रहते हɇ 

जो ͩकसी िèथर Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ समान वेग से गǓतशील होता है । 

7.1 Ĥèतावना (Introduction)  
दैǓनक जीवन मɅ ĤǓतǑदन हम वèतुओं के िèथर होने या ͩकसी ͩकसी वèत ुके गǓतशील होने 

कȧ बात सुनते हɇ और अनभुव भी करते हɇ । उदाहरण के ͧलए जब आप बस या कार मɅ बठैकर याğा 
करते हɇ तो यह अनभुव करते हɇ ͩक सड़क-ͩकनारे पर िèथत पेड़ आपसे दरू जाते जाते हु ए लगत ेहɇ 
। साथ हȣ आपकȧ याğा नɅ ĤयÈुत वाहन । िजतने अͬधक वेग से गǓत करता है उतने हȣ अͬधक को 
वेग ये पेड़ आपके वाहन कȧ गǓत के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ दौड़त ेहु ये Ĥतीत होत ेहɇ । जब आप याğा पणू[ 
करंने के बाद वाहन से बाहर आते हɇ तो आपको वे सभी दौडते हु ए Ĥतीत होने वाले पेड़ (वèतुयɅ) िèथर 
Ĥतीत होती हɇ । èपçट है ͩक जब Ĥे¢क कȧ (हमारȣ) अवèथा मɅ पǐरवत[न आता है तो उसके (हमारे) 
ɮवारा Ĥेͯ¢त अÛय वèतुओं कȧ अवèथाओं मɅ भी पǐरवत[न Ĥतीत होता है । 

इसी Ĥकार ͩ कसी रेलवे èटेशन पर दो समाÛतर पटरȣयɉ पर खड़ी दो रेलगाͫड़यɉ मɅ बठेै याǒğयɉ 
को जब ऐसा एहसास होता है ͩक उनकȧ रेलगाड़ी ने गǓत करना Ĥारàभ कर Ǒदया हो तो यǑद दोनɉ 
रेलगाͫड़या ँएक हȣ Ǒदशा मɅ एक समान वेग से गǓत करना Ĥारàभ करɅ तो दोनɉ रेलगाͫड़यɉ मɅ बठेै याǒğयɉ 
(Ĥे¢कɉ) के ͧलए वे अभी िèथर Ĥतीत होती हɇ । और उदाहरण देखɅ - राम व æयाम मोटर साईͩकल 
पर जा रहे हɇ और मोहन अपने मकान पर खड़ा है तो æयाम को राम िèथर लगेगा (Èयɉͩक उनके मÚय 
दरूȣ यथावत बनी हु ई है) जबͩक मोहन को राम गǓत करता हुआ अनभुव होगा । इन सभी उदाहरणɉ 
से èपçट है ͩक वèतु कȧ िèथर व गǓतक अवèथायɅ अवधारणायɅ हɇ । 

अब Ĥæन यह उठता है ͩक ऐसी वèतु Èया हो िजसके सापे¢ अÛय वèतुओं कȧ िèथǓत या 
वेग का Ǔनधा[रण हो सके । Èया ऐसी चुनी हु ई वèतु कȧ िèथǓत मɅ समय के साथ पǐरवत[न होना चाǑहए 
या नहȣं । यǑद चयǓनत वèतु गǓतशील है तो यह जानना आवæयक है ͩक उसके वेग अथवा ×वरण 
मɅ से कौन सी राͧश Ǔनयत रहती है । 

इन सभी बातɉ का उãलेख करने के ͧलए हम अनÍुछेद 7.2 तथा अनÍुछेद 7.3 मɅ उपयÈुत 
Ǔनदȶश तÛğ (संदभ[ तंğ) के चयन कȧ बात करɅगे जो कǓतपय गणुɉ के आधार पर दो Ĥकार के- (जड़×वीय 
Ǔनदȶश तÛğ व अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ) हो सकते हɇ । 

इसी Đम मɅ अब एक अÛय èवाभाͪवक एव ंåयावहाǐरक Ĥæन पर ͪवचार करत ेहɇ- ''हम सभी 
पØृवी पर रहते हु ये अÛय वèतओंु कȧ अवèथाओं को Ĥेͯ¢त करते है जबͩक पØृवी èवय ंकȧ भौगोͧलक 
अ¢ के सापे¢ झकुȧ हु ई है तथा अपने अ¢ के सापे¢ घणू[न गǓत करते हु ए सूय[ के सापे¢ पǐरĐमण 
गǓत करती है'' ऐसी अवèथा मɅ पØृवी से सàबिÛधत Ǔनदȶशाकं तÛğ को Èया माना जाये । इन सभी 
Ĥæनɉ का उ×तर खोजने का काय[ हम इस इकाई के अनÍुछेद 7.4.1 तथा 7.4.2 मɅ करɅगे िजसमɅ झकेु 
हु ये Ǔनदȶश तÛğɉ के Ǔनदȶशांकɉ के मÚय सàबÛध èथाͪपत ͩ कया गया है । इन तØयɉ व अͧभधाराणाओं 
का उãलेख करत ेसमय हम यह मानते हɇ ͩक पØृवी के घणू[न वेग का मान अ×यãप है अत : इसके 
सापे¢ घǑटत ͩ कसी भी घटना के ͧ लए Ûयटून के Ǔनयमɉ का उपयोग कर सकते हɇ । Ǔनçकष[त: वèतुओं 
कȧ अवèथाओं को पØृवी के सापे¢ पǐरभाͪषत करने के ͧलए हम इसे जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मानते हɇ। 
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7.2 Ǔनदȶशांक तÛğ (Coordinate system)  
ͩकसी कण या वèतु कȧ िèथǓत (गǓतक या èथैǓतक) को समझने के ͧ लए हमɅ एक संदभ[ ǒबÛद ु

(reference point) कȧ आवæयकता होती है । संदभ[ ǒबÛद ुका चयन पणू[त: èवेिÍछक होता है । 
चयǓनत संदभ[ ǒबÛद ुबदलने पर अभीçट वèतु कȧ िèथǓत का वण[न भी बदल जाता है याǓन ͩक वèत ु
कȧ िèथǓत का ͩकया गया वण[न सापेͯ¢क (relaive) होता है । इस Ĥकार ͩकसी कण या वèत ुकȧ 
िèथǓत Ǔनधा[रण के ͧलये चयǓनत संदभ[ ǒबÛद ु(Ĥे¢क के èथान) को मूल ǒबÛद ु(origin) कहते हɇ । 

अब Ĥे¢क के èथान (मलू ǒबÛद)ु से अभीçट कण या वèतु कȧ िèथǓत का अवलोकन कर यह 
Ǔनधा[ǐरत करते हɇ ͩक मलू ǒबÛद ु(Ĥे¢क के èथान) से अभीçट कण या वèतु तक पहु ँचने का सरल 
से सरल तरȣका कौन सा है । यह काम कई तरȣकɉ से संभव हो सकता है जसेै- सीधी दरूȣ और ¢ैǓतज 
से बनने वाला कोण या तीन लàबवत ्अ¢ɉ का चयन कर िèथǓत का Ǔनधा[रण करना आǑद । 

इसके ͧलए चयǓनत मलू ǒबÛद ु(संदभ[ ǒबÛद)ु से गजुरने वालȣ परèपर लàबवत ्तीन अ¢ɉ  
X,Y,तथा Z का चयन करत ेहɇ । इन अ¢ɉ से ͩकÛहȣ ंभी दो अ¢ɉ ɮवारा परèपर लàबवत ्कटने वाले 
तलɉ (Đमश: X- Y, Y-Z, Z-X) का Ǔनधा[रण हो जाता है । ऐसे तंğ को कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ कहत े
हɇ । 

इस Ĥकार, कण या वèतु कȧ िèथǓत Ǔनधा[रण के ͧलए ĤयÈत ͩकये जाने वाले तंğ को 
Ǔनदȶशांक-तंğ कहते हɇ । कातȸय Ǔनदȶशांक तंğ कȧ अ¢ɉ के अनǑुदश नापी गई दǐूरयɉ को कातȸय Ǔनदȶशांक 
(Cartesian coordinate) कहते हɇ अथा[त ्X- अ¢ के अनǑुदश लȣ गई दरूȣ को x Ǔनदȶशांक से Y- 
अ¢ के अनǑुदश नापी गई दरूȣ को y Ǔनदȶशांक से तथा Z- अ¢ कȧ ओर नापी गई दरूȣ को z Ǔनदȶशांक 
ɮवारा åयÈत करते हɇ । 
अतएव यǑद Ĥे¢क (मलू ǒबÛद)ु के सापे¢ अभीçट कण यǑद X, Y या Z अ¢ पर हȣ िèथत है तो 
उसकȧ िèथǓत का Ǔनदȶशाकं x, y या z ɮवारा Ǒदया जा सकता है । और यǑद वèतु X-Y तल मɅ हो 
तो उसके Ǔनदȶशाकं (x,y) ɮवारा åयÈत होत ेहɇ । इसके अǓतǐरÈत Ģुवीय Ǔनदȶशाकं तंğ एव ंगोलȣय 
Ǔनदȶशांक तÛğ भी अÚययन हेत ुउपयोग मɅ ͧलये जा सकते हɇ । 

अब आप ɮͪवͪवमीय व ǒğͪवमीय Ǔनदȶशाकं तÛğ के बारे मɅ जानकारȣ करɅगे । 

7.2.1 ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशाकं तÛğ (Two dimensional coordinate system) 

ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशांक तÛğ मɅ मूल ǒबÛद ुसे गजुरने वालȣ परèपर लàबवत ्अ¢ɉ को सामाÛयतया 
X तथा Y अ¢ɉ ɮवारा åयÈत करते हɇ । ¢ैǓतज 
अ¢ को X- अ¢ से तथा ऊÚवा[कार को Y- अ¢ 
ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है ।  

ɮͪवͪवमीय Ǔनदȶशांक तंğ मɅ ͩकसी ǒबÛद ु
कȧ िèथǓत को åयÈत करने के ͧलए x इकाई का 
मान पहले ͧ लखा जाता है तथा y इकाई का मान 
बाद मɅ ͧलखते हɇ । उदाहरणाथ[ ͬचğ 7.1 ǒबÛद ु
p को Ǔनदȶशांक (3, 5) ɮवारा åयÈत ͩकया गया 

वह तÛğ, िजसमɅ ͩकसी 
आकाश मɅ कण कȧ 
िèथǓत को åयÈत करने 
के ͧलए सÉंयाओ ं का 

उपयोग ͩ कया जाता है ; 
को Ǔनदȶशांक  तÛğ 
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है िजसका अथ[ है ͩक मलू ǒबÛद ुO से P तक पहु ँचने के ͧलए पहले X- अ¢ के अनǑुदश 3 इकाई 
दरूȣ तय करके, Y अ¢ के अनǑुदश 5 इकाई दरूȣ तय करनी है । 

ͬचğ 7.1 मɅ दशा[ये अनसुार दो लàबवत ्अ¢ɉ के ĤǓतÍछेदन से अभीçट तल मɅ चार ¢ेğ बनते 
हɇ । इनमɅ Ĥ×येक ¢ेğ को चतुथाɍश (quadrants) कहते हɇ । इन चतुथा[शɉ को रोमन भाषा मɅ Đमश: 
I,II,III, तथा IV चतथुा[श ɮवारा नामांͩकत करते हɇ । इन चतथुा[शɉ का नामांकन वामावतȸ (anticlock 
wise) Ǒदशा मɅ घमूते हु ये ͩकया जाता है । चतथुा[शɉ कȧ िèथǓत के अनसुार Ǔनदȶशाकंɉ का मान धना×मक 
या ऋणा×मक या दोनɉ Ĥकार के हो सकते हɇ िजÛहɅ Ǔनàनांͩकत सारणी मɅ दशा[या गया है- 

चतथुा[श I  Ǔनदȶशांक x Ǔनदȶशांक y 
II  धना×मक धना×मक 
III  ऋणा×मक धना×मक 
IV  ऋणा×मक ऋणा×मक 

7.2.2 ǒğͪवमीय Ǔनदȶशाकं तÛğ (Three dimensional coordinate system) 

ǒğͪवमीय Ǔनदȶशांक तÛğ, ͩकसी आकाश (space) मɅ तीन भौǓतक, ͪवमाओं- ऊँचाई, चौड़ाई 
व लàबाई को åयÈत करती हɇ । ͬचğ 7.2 मɅ ǒğ2ͪवमीय Ǔनदȶशांक तÛğ को Ĥदͧश[त ͩकया गया है । 

 
ͬचğ 7.2 

 
ǒğͪवमीय आकाश को X-Y,Y-Z तथा Z-X तल आकाश (space) को आठ भागɉ मɅ ͪ वभÈत 

करता है तथा Ĥ×येक भाग अçठाशं के नाम से जाना जाता है । 

7.2.3 दͯ¢णहèत व वामहèत Ǔनदȶशांक-तÛğ(Right hand and left hand coordinate 
system) 

जब Ǒदये गये आकाश मɅ X- अ¢ व Y- अ¢ का Ǔनधा[रण कर ͧलया जाता है तो Z - अ¢ 
कȧ रेखा का Ǔनधा[रण ͩकया जाता है । इस Ǔनधा[रण मɅ दो सàभावनायɅ हो सकती हɇ । 

(i) दͯ¢णहèत कातȸय Ǔनदȶशाकं तÛğ (Right hand coordinate system)- यǑद दाएँ 
हाथ कȧ अँगुͧ लयɉ को X- अ¢ से Y- अ¢ कȧ ओर घमुाने पर अँगठूा +Z कȧ Ǒदशा को इंͬगत करता 
हो तो उसे दͯ¢णहèत कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ (right hand coordinate system) कहत ेहɇ । इसका 
उƫव दͯ¢ण-हèत Ǔनयम से हुआ है । इसे ͬचğ 7.3 मɅ दशा[या गया है । 

Ĥचͧलत अवधारणा के 
अनुसार यांǒğक मɅ 
दͯ¢णहèत कातȸया 
Ǔनदȶशांक तÛğ का उपयोग 
ͩकया जाता है । इस पƨǓत 
मɅ Ĥथम अ¢ का नामकरण 
करके घड़ी कȧ सईु कȧ गǓत 
के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ 
चलतेहु ए अÛय अ¢ɉ को 
नामांͩकत करते हɇ । 
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(ii) वामहèत कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ (Left hand coordinate system)- यǑद बाऐ हाथ 
कȧ अँगुͧ लयɉ को X- अ¢ से Y- अ¢ कȧ ओर घमुाने पर अगँठूा +Z कȧ Ǒदशा को इंͬगत करता हो 
तो उसे वामहèत कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ (left hand coordinate system) कहते हɇ । इसे ͬचğ 
7.4 मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 7.5 व 7.6 से èपçट है ͩक उÈत दोनɉ Ǔनदȶशाकं तğं एक दसूरे के दप[ण ĤǓतǒबàब होते 

हɇ ।  

 
बोध Ĥæन (self assessment questions) 
1. यǑद मूल ǒबÛदु को शूÛय मान से ͧभÛन मान Ǒदया जाये तो ͩकसी ǒबÛदु कȧ िèथǓत 
 पर Èया Ĥभाव पड़ेगा । 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
2. X = 0 तल, Y = 0 तल, Z = 0 तल, ͩकन-2 अ¢ɉ के ĤǓतÍछेदन से ĤाÜत 
 होते हɇ ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
3. यǑद वामहèत कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ के èथान पर दͯ¢णहèत कातȸय Ǔनदȶशांक तÛğ 
 लेकर गणना करɅ  तो ĤाÜत पǐरणाम मɅ Èया ͧभÛनता होगी ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 



145 
 

4. ͬचğ 7.7 व 7. 8 मɅ कातȸय Ǔनदȶशांकɉ के ǓनǾपण को दशा[या गया है- 

 
   ͬचğ 7.7            ͬचğ 7.8 
 इनमɅ से कौनसा ͬचğ दͯ¢णहèत व कौनसा ͬचğ वामहèत Ǔनदȶशांक तÛğ को åयÈत 
 करते हɇ ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 

7.3 Ǔनदȶश तÛğ (Frame of reference)  
यǑद ͩकसी चयǓनत संदभ[ ǒबÛद ु(मलू ǒबÛद)ु के सापे¢ अभीçट वèतु कȧ िèथǓत समय के 

साथ पǐरवǓत[त होती है तो हम यह कह सकते हɇ ͩक अभीçट वèतु गǓत कर रहȣ है । यǑद वèतु कȧ 
िèथǓत समय के साथ पǐरवǓत[त नहȣं हो रहȣ हो तो उसे वèतु कȧ िèथर अवèथा (Static position) 
कहते हɇ । सामाÛयत: वèतु कȧ èथैǓतक व गǓतक िèथǓत के वण[न कȧ दो अवèथायɅ सàभव हो सकती 
हɇ-   
(i) Ǔनरपे¢ (absolute)और (ii) सापेͯ¢क (relative) । 

यǑद ͩकसी वèतु कȧ िèथǓत, को एक ऐसे ǒबÛद ुके सापे¢ Ĥेͯ¢त ͩकया जाये जो आकाश मɅ 
िèथर हो तो वèतु कȧ उस िèथǓत को Ǔनरपे¢ िèथǓत कहत ेहɇ । परÛतु ĦéमाÖड मɅ ऐसा कोई ǒबÛद ु
अभी तक नहȣं ͧमला है िजसकȧ िèथǓत सदैव िèथर रहती है; Èयɉͩक ĦéमाÖड मɅ Ĥ×येक वèतु जसेै 
पØृवी, सूय[ अथवा सभी तारे इ×याǑद सदैव समय के साथ साथ अपनी िèथǓत बदलत ेरहते हɇ । इस 
कारण Ǔनरपे¢ गǓत कȧ अवधारणा तक[ संगत नहȣं है । Ǔनçकष[त: गǓतक व िèथर-अवèथायɅ सदैव 
सापेͯ¢क होती हɇ ।  

वèतुत: ͩकसी वèत ुकȧ अभीçट अवèथा ͩकसी अÛय वèत ुके सापे¢ िèथर या गǓतमान कैसी 
भी हो सकती है । यह इस तØय पर Ǔनभ[र करती है ͩ क वह एक दसूरे के सापे¢ समय के साथ अपनी 
िèथǓत को पǐरवǓत[त कर रहȣ है अथवा नहȣं । उदाहरणाथ[: भ-ूतल पर खड़ा एक पेड़ पØृवी के सापे¢ 
िèथर अवèथा मɅ है जबͩक यहȣ पेड़ सूय[ के सापे¢ गǓतमान अवèथा मɅ Ĥतीत होगा Èयɉͩक पØृवी, 
सूय[ के सापे¢ गǓतशील है । 

उपरोÈत ͪ ववेचना से यह èपçट है ͩ क Ǔनकाय के यांǒğकȧय वण[न से पहले हमɅ यह पता होना 
चाǑहए ͩक अभीçट वèतु कȧ गǓत ͩकस वèतु के सापे¢ मापी जा रहȣ है । 

यǑद हम ͩकसी Ǻढ़ ͪ पÖड के साथ एक Ǔनदȶशांक तÛğ को सलंÊन मानते हु ये ͩ कसी अÛय वèत ु
कȧ िèथर या गǓत अवèथाओं को Ǻढ़ ͪपÖड के सापे¢ पǐरभाͪषत कर लɅ तो ऐसे Ǻढ़ ͪपÖड से संलÊन 
Ǔनदȶशांक तÛğ को Ǔनदȶश तÛğ (frame of reference) कहते हɇ । 
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सामाÛयत: Ǔनदȶश तÛğ के Ǿप मɅ काǓत[य Ǔनदȶशांक तÛğ का Ĥयोग ͩ कया जाता है । इस तÛğ 
मɅ ͩकसी ǒबÛद ुकȧ अवèथा को तीन Ǔनदȶशांकɉ (x,y,z)के ɮवारा åयÈत करत ेहɇ । सामाÛयत: ͩकसी 
Ǔनकाय या घटना को ͩ कसी Ǔनदȶश तÛğ मɅ åयÈत करने के ͧ लए हमɅ उसके घटने का समय व िèथǓत 
का £ान होना आवæयक होता है । इसͧलए हमɅ चार Ǔनदȶशाकंɉ (x, y, z, t) कȧ आवæयकता होती 
है । इस उƧेæय के ͧलये ĤयÈुत Ǔनदȶश तÛğ को Ǒदक-काल Ǔनदȶश तÛğ (space – time frame of 
reference) तथा ĤयÈुत Ǔनदȶशांकɉ को Ǒदक-काल Ǔनदȶशांक (space – time coordinate) कहत े
हɇ । 

वèतुत: हम ऐसे Ǔनदȶश तÛğ का उपयोग करना पसÛद करत ेहɇ िजसके ɮवारा वèत ुकȧ गǓत 
कȧ åयाÉया सरलतम Ǿप रो कȧ जा सकती हो । इस कथन का औͬच×य Ǔनàन Ĥकरणɉ के आधार 
पर समझा जा सकता है- 
1. ͩकसी बस के सापे¢ ͩकसी एक अÛय बस कȧ गǓत को देखने पर, यह भ-ूतल के सापे¢ Ĥेͯ¢त 

कȧ गई गǓत से ͧभÛन और जǑटल Ĥतीत हो सकती है । अत: सुͪवधा कȧ Ǻिçट से गǓत को भ-ूतल 
के सापे¢ आसानी से åयÈत ͩकया जाना उͬचत Ĥतीत होता है । 
2. मान लो ͩक िèथर वेग से गǓतमान एक रेल के ͫ डÞबे मɅ बठैा एक याğी एक प×थर को उÚवा[धर 

Ǒदशा मɅ फɅ कता है । रेल मɅ बठैा यह åयिÈत इस प×थर के लौटने का पथ एक सरल रेखा के Ǿप मɅ 
(ͬचğ 7.9) Ĥेͯ¢त करता है । परÛतु धरातल पर खड़ा िèथर Ĥे¢क इस प×थर को ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ 
एक िèथर वेग से गǓतमान ͪ पÖड के Ǿप मɅ देखेगा िजस पर पØृवी का गǽु×वाकष[ण बल काय[ कर रहा 
है और इस कारण उसे प×थर के नीचे ͬगरते समय का पथ; परवलयाकार Ĥतीत होता है, जैसा ͩक 
ͬचğ 7.10 मɅ Ǒदखाया गया है ।                    

 
 ͬचğ 7.9                    ͬचğ 71.0 
3. पØृवी पर िèथत ͩकसी Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ Ēहɉ कȧ गǓत बहु त जǑटल Ĥतीत होती है । परÛत ु

सूय[ पर Ǔनदȶश तÛğ को मानते हु ये Ēहɉ कȧ गǓतयɉ का ͪवæलेषण आसानी से ͩकया जा सकता है । 
उदाहरण 7.1  ͧसƨ कȧिजये ͩ क एक Ĥ¢ेÜय के सापे¢ दसूरे Ĥ¢ेÜय का Ĥ¢ेͪपत पथ सदैव सरल रेखा 
होता है । 
हल : माना ͩक एक हȣ ǒबÛद ुĤ¢ेͪपत दो Ĥ¢ेÜयɉ p1 तथा p2,के वेगɉ का मान Đमश: u1 तथा u2 
व Ĥ¢ेÜय कोणɉ का मान Đमश: 1 व 2 हɇ । 
सुͪवधा के ͧलए Ĥ¢ेÜयɉ कȧ गǓत को X - Y तल मɅ दशा[या गया है । (ͬचğ 7.11 ) 
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ͬचğ 7.11 

यǑद Ĥ¢ेÜय-ǒबÛद ुको मूल 0 मान लɅ तो ͩकसी ¢ण t पर Ĥ¢ेÜयɉ के Ǔनदȶशांकɉ का मान 
Ǔनàनानसुार हɉगे--  

   1 1 1 2 2 2  ;   u cos t x u cox s t    

   2 2
1 1 1 2 2 2 ;    y u sin t gt y u sin t gt      

अत: 2 1 2 2 1 1( – )  x x u cos u cos t    
 1 2 2 2 1 1–   –  y y u sin u sin t   

या 2 2 1 1

2 2 1

2 1

2 1 1

cos cos
sin

 –  
 – n si
uy m

x
u

x u
y

u
 
 


 


 (माना)  

यǑद 2 1y y y   तथा 1 2–  x x x  Ĥथम Ĥ¢ेÜय के सापे¢ ɮͪवतीय Ĥ¢ेÜय के 
Ǔनदȶशांकɉ को åयÈत करता हो तो 

y
x
 या    y mx  

यह सरल रेखा के समीकरण को åयÈत करती है । अत: एक Ĥ¢ेÜय ͩ क गǓत को दसूरे Ĥ¢ेÜय 
के सापे¢ Ĥ¢ेͪपत ͩकया जाये तो यह सरल रेखा होगी । 

7.3.1 जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ (Inertial frame of reference) 

िèथर वेग से गǓतशील ऐसे Ǔनदȶश तÛğ िजनमɅ Ûयटून के Ĥथम व ɮͪवतीय Ǔनयम कȧ 
अनपुालना होती है, उÛहɅ जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ कहत ेहɇ । ऐसे Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ यǑद ͩकसी वèतु पर 
कोई बाहय बल नहȣं लग रहा हो तो वह ǓनरÛतर अपनी िèथर या Ǔनयत ऋजु रेखीय वेग से गǓतमान 
रहती है अथा[त ्ऐसे तंğɉ मɅ जड़×व Ǔनयम का पालन होता है । इसीͧलए इसे जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ कहा 
जाता है। अत: यǑद एक जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ जब ͩकसी वèतु पर कोई बाहय बल नहȣं लग रहा 
हो तो उसके ×वरण को Ǔनàन समीकरण ɮवारा åयÈत ͩकया जा सकता है-   

2

2 0d ra
dt





                                         ...(7.1)
 

घटकɉ के Ǿप मɅ इस समी को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत कर सकते हɇ । 
2

2 0d x
dt

 ,  
2

2 0d y
dt

    तथा 
2

2 0d z
dt


                            ...(7.2) 
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यǑद S जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ एक अÛय Ǔनदȶश तÛğ S' Ǔनयत वेग से गǓतशील 
है और Ĥारàभ मɅ (t=0)दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ के मलू ǒबÛद ुसंपाि×तत हो तो S’ तंğ के सापे¢ t समय 
पæचात S Ǔनदȶश तÛğ के मूल ǒबÛद ुकȧ िèथǓत Ǔनàन Ĥकार से åयÈत कȧ जा सकती है (ͬचğ 7.12) 

 
ͬचğ 7.12 

'r OO r 
  

  
या  r r vt 

  
   

यǑद v Ǔनयत हो तो उपरोÈत समीकरण का समय के सापे¢ दो बार अवकलन करने पर  

 

2 2

2 2

d r d r
dt dt



 
 

या  a a
 

 
अत: दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ कण ɮवारा अनभुव ͩकये गये ×वरण का मान समान होगा । èपçट है ͩक 
यǑद  S Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण का ×वरण शÛूय हो तो S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ भी कण के ×वरण का मान 
शूÛय होगा । इससे यह Ǔनçकष[ ĤाÜत होता है ͩक:- 

ͩकसी जड़×वीय Ǔनदȶश-तÛğ के सापे¢ िèथर वेग से गǓतशील सभी Ǔनदȶश-तÛğ जड़×वीय 
Ǔनदȶश-तंğ कȧ भांǓत åयवहार करते हɇ । 

यǑद m ġåयमान को कण S Ǔनदȶश-तंğ मɅ a0 ×वरण से ×वǐरत हो तो िèथर वेग से गǓतशील 
जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ S मɅ कण पर लगने वाले बल का मान (Ûयटून के Ǔनयमानसुार) Ǔनàन Ĥकार 
से åयÈत ͩकया जा सकता है-   

0F ma
 

                                            ....(7.5)  

वèतुत: ͩकसी वèतु कȧ गǓत का तब तक कोई अथ[ नहȣं होता है जब तक ͩक हमɅ यह मालूम 
नहȣं हो ͩक उसकȧ गǓत ͩकस Ǔनकाय (या संदभ[ ǒबÛद)ु के सापे¢ नापी गयी है । 

 
इस अवधारणा को Ûयटून ने Ǔनरपे¢ आकाश (absolute space) कȧ कãपना ɮवारा समझाने 

का साथ[क Ĥयास ͩकया । Ûयटून कȧ सोच के अनसुार Ǔनरपे¢ आकाश एक ऐसी Ǔनदȶश तÛğ है िजसके 

िèथर  वेग के 
गǓतशील Ǔनदȶश 
तÛğ जड़×वीय 
Ǔनदȶश तÛğ होती 
है। 
 
 
यǑद Ǔनदȶश तÛğ 

S के वेग का मान 
समय के साथ 
पǐरवǓत [त हो रहा 

हो अथा[त S’ 
Ǔनदȶश तÛğ िèथर 
×वरणसे गǓतशील 
हो तो कण पर 
Ĥ¢ेͪपत बल का 
मान समीकरण 
7.5 ɮवारा åयÈत 
मान से ͧभÛन 
होगा ।  
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सापे¢ सभी वèतुओं कȧ गǓत का मापन ͩ कया जा सकता है । यह Ǔनरपे¢ तÛğ जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ 
होती है तथा इस Ĥकार के सभी त×वɉ मɅ Ûयटून का जड़×व का Ǔनयम समान Ǿप से वधै होता है । 

7.3.2 अजड़×वीय Ǔनदȶश-तÛğ (Non – inertial frame of reference) 

ऐसे Ǔनदȶश तÛğ, िजनमɅ Ûयटून के Ĥथम व ɮͪवतीय Ǔनयम कȧ अनपुालना नहȣं होती है, उÛहɅ 
अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ कहते हɇ । 

सभी ×वǐरत व घणूȸ (rotating) Ǔनदȶश तÛğ अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ होती हɇ । यǑद ͩकसी 
जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ ¢ ġåयमान का ͪपÖड मे, ×वरण से गǓतशील हो तो Ûयटून के Ǔनयमानसुार 
उस ͪपÖड ɮवारा अनभुव ͩकये गये बल का मान होगा-  

iF ma
   
यǑद इसी ͪपÖड को समान ×वरण a0 से ×वǐरत Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त ͩकया जाये तो इस 

ͪपÖड ɮवारा अनभुव ͩ कये गये बल का मान ͧ भÛन Ĥेͯ¢त ͩ कया जाता है । इसका कारण है ͩ क ×वǐरत 
Ǔनदȶश तÛğ मɅ ͪपÖड का Ĥेͯ¢त ×वरण का मान ͧभÛन ĤाÜत 
होता है । अत: अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ûयटून के Ǔनयम 
F=ma अत कȧ अनपुालना नहȣं होती है ।  

माना S जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ है तथा इसके सापे¢ 
S' Ǔनदȶश तÛğ a0 ×वरण से ×वǐरत गǓत कर रहा है (जैसा 
ͬचğ 7.13 मɅ दशा[या गया है) । ͬचğ 7.13 से,  

 i nr OO r 
 

                .....(7.6) 

अत:  0
21

2i nr a t r 
  

 

उपरोÈत समीकरण को समय के सापे¢ दो बार अवकͧलत करने पर ।   
22

1
02 2

nd rd r a
dt dt

 

 
 

या  1 0na a a 
  

                                        ....(7.8) 
या  1 0 nma ma ma 

  
                                        ....(7.9) 

या  1 f nF F F 
  

                                            .....(7.10) 

उपरोÈत समीकरण मɅ nF


', ×वǐरत Ǔनदȶश तÛğ S' मɅ Ĥेͯ¢त बल तथा fF


 छƬ बल का 

मान है । 
यǑद S Ǔनदȶश तंğ मɅ m ġåयमान के  कण P का ×वरण शÛूय है तो Ǔनदȶश तÛğ S' मɅ 

Ĥे¢क को इस कण ɮवारा अनभुव बल का मान शÛूय न होकर –ma0  होगा । अथा[त ्S' Ǔनदȶश तÛğ 
मɅ Ûयनू के Ǔनयमɉ कȧ अनपुालना नहȣं होती है । S' मɅ Ĥेͯ¢त बल –ma0 को छƬ (pseudo) या 
काãपǓनक (fictitious) बल कहते हɇ । 
छƬ बल के उदाहरण 

अपकɅ ġȣय बल 
एक छƬ बल 
होता है। 
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(1) मान लȣिजए ͩक एक संदकू (box) गǾु×वीय ¢ेğ के Ĥभाव मɅ èवतÛğ Ǿप से ×वरण g से 
पØृवी कȧ ओर ͬगर रहȣ है । अब यǑद इस बॉÈस के सापे¢ èवतÛğ Ǿप से ͬगर रहे कण पर ͪवचार 
करɅ तो; अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ (बॉÈस) मɅ Ĥेͯ¢त कण पर लगने वाले छƬ बल का मान mg होगा 
। इसका कारण है ͩक बॉÈस -g ×वरण से नीचे कȧ ओर ͬगर रहȣ है और इसी ͧलए इसके सापे¢ कण 
का ×वरण +g ऊपर कȧ ओर Ĥेͯ¢त ͩकया जायेगा । 

अत: बॉÈस (मɅ बठेै Ĥे¢क) ɮवारा Ĥेͯ¢त कण के लगने वाले कुल बल का मान होगा- 
Fn = mg + mg = 0 
यǑद बॉÈस के सापे¢ कण के Ĥारिàभक वेग का मान शूÛय हो तो कण हवा मɅ लटकता हुआ 

Ĥतीत होगा । 
अब मान लȣिजये ͩक धरातल पर खड़े Ĥे¢क के सापे¢ कण िèथर हɇ तथा बॉÈस ऊÚव[ Ǒदशा 

कȧ ओर ×वरण  g से ×वǐरत है । इस अवèथा मɅ गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ बॉÈस मɅ Ĥेͯ¢त छƬ बल 
का मान mg उÚवा[धर नीचे  कȧ ओर होगा, जबͩक अभीçट कण धरातल के सापे¢ िèथर है । 

(2) माना ͩ क एक अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ m ġåयमान का एक कण ͪ वराम अवèथा मɅ है तथा 
इसके ×वरण an का मान शूÛय है । यǑद अभीçट Ǔनदȶश तÛğ, अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के ͩकसी अ¢ 
के सापे¢ समान कोणीय वेग  से घणू[न कर रहȣ है तो जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ ġåयमान 
m के अͧभकेÛġȣय ×वरण का मान होगा-  

2
0a r
 

        ...(7.11) 
अब इस कण पर लाने वाले छƬ बल का मान होगा  

2
0fF ma m r  

  
 

छƬ बल fF


 को अपकेÛġȣय बल (centrifugal force) कहते हɇ तथा यह सदैव केÛġ से 

बाहर कȧ ओर काय[ करता है  
बोध Ĥæन (self assessment questions) 
5.  ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ  समान वेग से गǓतमान हवाई जहाज से एक प×थर को ͬगराया जाता 
 है । इस प×थर का पथ Ǔनàन िèथǓतयɉ मɅ  ͩकस Ĥकार का होगा- 
(i) पायलेट ɮवारा Ĥेͯ¢त ।   
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
(ii) पृØवी कȧ सतह पर खड़े åयिÈत ɮवारा Ĥेͯ¢त ।   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
6. एक गǓतशील कार के पǑहये कȧ पǐरͬध पर िèथत कण का पथ कैसा होगा? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 7.2 2.5 ͩकĒा. ͪपÖड पर उस Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ छƬ बल व कुल बल का मान £ात 
कȧिजये जो 10 मी / से.2 के ×वरण से उÚवा[धर Ǒदशा मɅ गǓतशील है । 
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हल : यǑद n̂  एकांक सǑदश को उÚवा[धर Ǒदशा मɅ माना जाये तो, ͪपÖड पर लगने वाले वाèतͪवक 
बल का मान होगा- 

Fi = mg n̂ = - 2.5 x 9.8 n̂  
यहाँ a0 = 10 मीटर / से.2 
अत: छƬ बल = -ma0 = - 2.5 x 10 n̂  = - 25 n̂  
कुल बल Fn = Fi +Ff= - 2.5(9.8 + 10) n̂  = - 49.50 Ûयटून 

उदाहरण 7.3 एक 20 ͩकĒा. ġåयमान का ͪपÖड èवतÛğता पवू[क उÚवा[धर नीचे कȧ ओर ͬगर रहा है 
। इस ͪपÖड पर लगने वाले छƬ बल व कुल बल का मान उस Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ £ात कȧिजये 
जो 6 मी / से.2 से उÚवा[धर नीचे कȧ Ǒदशा मɅ गǓतशील है! 
हल : पØृवी को जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मानते हु ये, 

F


I = mg n̂  = - (20) (9.8) n̂  = - 196 n̂  
यहा ँ n̂  उÚव[ Ǒदशा मɅ एकाकं सǑदश है । 

यहाँ पर 0 0 ˆ ˆ6a a n n  


 मी / सै.2 तथा g = -9.8 मी. / सै.2 
अत: छƬ बल का मान होगा 

0ˆfF ma


=(-20)(-6 n̂ )=120 n̂  
यह बल उÚवा[धर ऊपर कȧ Ǒदशा मɅ काय[ करेगा ।  
अत: ×वǐरत Ǔनदȶश तÛğ मɅ कुल बल का मान होगा- 

ˆn nF ma


= fF


+ fF


 = - 196 n̂ +120 n̂ = - 76 n̂  
अथा[त ्×वǐरत Ǔनदȶश तÛğ मɅ कुल बल नीचे कȧ ओर काय[ करेगा । 

उदाहरण 7.4 एक 2 मीटर लàबी रèसी के एक ͧसरे से 1 ͩकĒा. का ġåयमान बाधं कर उसे 5 चĐण 
/ से. कȧ दरू से घमुाया जाता है । जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ प×थर पर लगने वाले बल का मान 
£ात कȧिजये । 
हल: प×थर को जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ व×ृताकार पथ मɅ पǐरħमण करने के ͧलए आवæयक अͧभकेिÛġय 
बल का मान 2m r , होगा । अत: जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ प×थर पर लगने वाले बल का मान 
होगा ।  

2 ,iF m r   
= - (2 x 3.14 x 5)2 x 2 = - 1974 Ûयटून 

7.4 िèथǓत सǑदश के ǾपाÛतरण समीकरण (Transformation 
equation of position vector)  
ͩकसी आकाश मɅ िèथत ǒबÛद ुया कण कȧ िèथǓत के Ǔनदȶशांक ͧभÛन-2 Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ ͧभÛन-2 

Ĥेͯ¢त -ͩकये जात ेहɇ । इस Ĥकार अभीçट कण के ͧलए िèथǓत सǑदश का मान ͧभÛन-2 Ǔनदȶश तÛğɉ 
मɅ ͧभÛन-ͧभÛन हɉगे । इस Ĥकार ͧभÛन-ͧभÛन Ǔनदȶश-तंğɉ मɅ Ĥेͯ¢त इन िèथǓत सǑदशɉ के मÚय 
सàबÛधɉ को åयÈत करने वालȣ समीकरणɉ को िèथǓत सǑदश के ǾपाÛतरण समीकरण कहते हɇ । 
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िèथǓत सǑदशɉ के ǾपाÛतरण समीकरणɉ का ĤाǾप इस तØय पर आधाǐरत है ͩ क अभीçट कण 
या Ǔनकाय ͩकसी जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ से ͩकस Ǒदशा मɅ ͪवèथाͪपत है या जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के 
ͩकसी अ¢ के सापे¢ घूͨ ण[त अवèथा मɅ है । 

इस Ĥकार Ǔनदȶश तÛğɉ कȧ ͧभÛन-ͧभÛन िèथǓत के अनसुार िèथǓत सǑदशɉ के ǾपाÛतरण 
समीकरण कȧ Ǔनàन दो िèथǓतयाँ सàभव हɇ- 

(i) ͪवèथाͪपत अवèथा के Ǔनदȶश तÛğ मɅ िèथǓत सǑदश के ǾपाÛतरण समीकरण 
(ii) Ǔनदȶश तÛğɉ के घमेू या झुके हु ये अ¢ɉ कȧ िèथǓत मɅ Ǔनदȶशांकɉ के ǾपाÛतरण समीकरण  

7.4.1 ͪवèथाͪपत अवèथा के Ǔनदȶश-तÛğ मɅ िèथǓत सǑदश के ǾपाÛतरण समीकरण    
(Transformation equation of position vector in displaced frame of 
reference)  

माना t=0 पर S तथा S’ के Ǔनदȶश तÛğɉ के मूल ǒबÛद ुपरèपर सàपाǓतत हɇ । इस िèथǓत 
मɅ S व S’ Ǔनदȶश तÛğɉ के मूल ǒबÛदओंु के सापे¢ ͩकसी ǒबÛद ुP ͧलए Ĥेͯ¢त िèथǓत सǑदशɉ का 

मान समान होगा जैसा ͬचğ 7.14 मɅ दशा[या गया है । अथा[त ् 'OP O P
 

 या 'r r
 

 
अब यǑद ͩ कसी èवेÍछ Ǒदशा मɅ v से गǓत करते हु ए t समय मɅ Ǔनदȶश तÛğ S का मूल ǒबÛद ु

ͪवèथाͪपत होकर O' िèथǓत ĤाÜत कर लेता है तो इसके मूल ǒबÛद ुका ͪवèथापन OO' हो जाता है, 
जैसा ͬचğ 7.15 मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 7.14     ͬचğ 7.15 

इस िèथǓत मɅ S तथा S ' Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ कण P के Ĥेͯ¢त सǑदशɉ का मान समान नहȣं 
होगा । अथा[त ्S व S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण P के Ǔनदȶशांक ͧभÛन- 2 हɉगे ।  

fp = 7.15 से ' ; 'r O P r O P 
   

 तथा 'OO vt
 

 
तथा 'r OO r 

  
 या r vt r 

  
 

या  0 'r r r 
  

                                          …(7.13) 
समी. (7.13) से यह èपçट है ͩक िèथर व Ǔनदȶश तÛğ S व ͪवèथाͪपत Ǔनदȶश तÛğ S' मɅ 

कण के िèथǓत सǑदशɉ का मान ͧभÛन- 2 होता है । 
यǑद S' Ǔनदȶश तÛğ t = 0 समय पर OO' दरूȣ पर ͪ वèथाͪपत हɉ तथा OO


= 0r


’ तो समी. 
(7.13 ) को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जा सकता है- 
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 0 'r r r 
  

                                          …(7.14) 
सामाÛय ǾपाÛतरण समीकरणɉ के ͧलए समी 7.14 को सǑदश घटकɉ मɅ åयÈत करने के ͧलए åयÈत 
करने पर 

 0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ' ' ' ' ') ( ) ( ' ' ' )i x j y k z ix jy kz i x j y k z                ….(7.15) 

जहाँ मलू ǒबÛद ुO' के सापे¢ O के Ǔनदȶशांक (x0 y0 z0 ) हɇ । 
अब समीकरण (7.15 ) को - î  से ǒबÛद ुगणुनफल करने पर  

ˆ '.i 0 0 0
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ' ' ' ' ' ') '.( ) '.( ' ' ' )i x j y k z i ix jy kz i i x j y k z         

0
ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ( '. ) ( '. ) .( '. ) ( '. ')x x i i y i j z i k x i i     (सǑदशɉ के गणुनफल Ǔनयमɉ के अनसुार) 

      0’   ’,   ’,   ’,x x cos X X y cos X Y z cos X Z x        ……………(7.16) 
इसी Ĥकार 

      0’   ’,   ’,   ’,y x cos Y X y cos Y Y z cos Y Z y            ….(7.17) 

      0’   ’,   ’,   ’,z x cos Z X y cos Z Y z cos Z Z z             …(7.18) 
चूँͩक यहȣं ͬचğ 7. 15 मɅ दशा[ये अनसुार S” तथा S तंğ कȧ अ¢Ʌ परèपर समाÛतर हɇ अतः  

     cos ’,  ’, ’, 0 = 1X X cos Y Y cos Z Z cos    

तथा      ’,  ',  ’,  0
2

cos X Y cos Y Z cos Z X cos      

होने के कारण समाÛतर ͪवèथाͪपत तंğɉ मɅ ǾपाÛतरण समीकरण. 
0 0 0,' – , '   – ’ –x x x y y y z z z                              ......(7.19)      

7.4.2 Ǔनदȶश-तÛğɉ के घमेू या झकेु हु ये अ¢ɉ कȧ िèथǓत मɅ Ǔनदȶशांकɉ के ǾपाÛतरण समीकरण 
(Coordinate transformation when the axes of two frames are inclined to 
each other) 

माना S” तथा S” दो Ǔनदȶश तÛğ हɇ िजनके मूल ǒबÛद ुपरèपर संपाǓतत व अ¢ एक दसूरे 
के सापे¢  कोण पर झकेु हु ए हɇ (ͬचğ 7.16) । 

यǑद S तथा S” Ǔनदȶश तÛğ कɅ  सापे¢ ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांकɉ के मान Đमश: ( , .x y z ) व 
( ,’ , 'x y z ) हो तो दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ इस कण के िèथǓत सǑदशɉ का मान समान होने के कारण  

r r
 

’ 
अब कण P के Ǔनदȶशांकɉ ( , ,x y z ) व ( ,’ ,’x y z ’) के मÚय सàबÛधɉ को £ात करने के ͧ लए 

P ͪवÛद ुसे S व S” Ǔनदȶश तÛğɉ के X अ¢ व X’ अ¢ɉ पर ͬचğानसुार अͧभलàब डालते हɇ । 
अब गत अनÍुछेद 7.4.1 के समी. 7.16 मɅ (दोनɉ मूलǒबÛद ुसàपाǓतत हɇ) से 

'x  Ǔनदȶशांक ,x y  व z का OX’ अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग 
     ’   ’,   ’,   ’,x x cos X X y cos X Y z cos X Z    

या  ’      90  ( ) (   90 )x x cos y cos z cos        

Ǔनदȶश तğं S’  
मɅ एकांक 
सǑदस  

ˆˆ ˆ', ', 'i j k  
ĤयुÈत ͩकये हɇ 
लेͩकन यहा ँ 
ˆ ˆ'i i  
ˆ ˆ' ,j j  
ˆ ˆ'k k  

होने के कारण  
ˆ ˆ'.i i l . 
ˆ '. 1i i  . 
ˆ ˆ'. 0i j   

ˆˆ '. 0i k   
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या  ’       x x cos y sin z sin                           ....(7.20) 
इसी Ĥकार समी 7.17 से 

y'= Ǔनदȶशांक ,x y  व z का OY' अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग  
     ’   ’,   ’,   ’,y x cos Y X y cos Y Y z cos Y Z    

परÛतु X व Y’ के मÚय कोण = 0(90 )  
Y व Y’ के मÚय कोण =  
Z व Y’ के मÚय कोण = 0(90 )  

अत:  ’    90         90( ) ( ) ( )y x cos y cos z cos       
या   y’ = x sin  + y cos  + z sin  
तथा 

z’= Ǔनदȶशांक x, y व z का OZ' अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग  
z’ = x cos (Z’,X) + y cos (Z’, Y) + z cos (Z’,Z) 

परÛत ु X व Z’ के मÚय कोण = (90 -)0 
Y व Z’ के मÚय कोण = (90 + )0 
Z व Y’ के मÚय कोण =   

अत:  z’ = x cos (90-) + y cos (90+) + z cos () 
Z’ = x sin  - y sin  + z cos  
उपरोÈत समी. (7.20, 7.21 व 7.22) S Ǔनदȶश तÛğ से S’ Ǔनदȶशांकɉ के मÚय सàबÛध 

åयÈत करती है । इनके åय×ुĐम ǾपाÛतरणɉ (S से S) को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जायेगा- 
X =  Ǔनदȶशांक x', y' व z' का OX अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग 
X’ = x’ cos(X’,X)+y’ cos (X’,Y)+z cos (X’,Z) 
X = x’cos  + y’ cos (90 + ) + z’ cos (90 - ) 

या  x = x’ cos  - y’ sin  + z’ sin  
पनु:  y= Ǔनदȶशांक x’, y' व z' का OY अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग 

y = x’ cos(Y’,X)+y’ cos (Y’,Y)+z’ cos (Y’,Z’) 
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y = x cos (90-) + y cos () + z cos (90+ ) 
या  y = x’sin  + y’, cos  - z’sin  
इसी Ĥकार 

Z = Ǔनदȶशांक x', y' व z' का OZ अ¢ के अनǑुदश घटकɉ का योग 
z = x’ cos (Z,X’) + y’ cos (Z, Y’) + z’ cos (Z’,Z’) 
z = x’ cos (90-) + y’ cos (90+) + z’ cos () 

या   z = x’ sin  - y’ sin  + z’ cos                                   ..(7.25) 

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
7. पृØवी को ͩकस Ĥकार का Ǔनदȶश तÛğ माना जा सकता है ।   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
8. एक Ǔनदȶश तÛğ S' जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ इस Ĥकार से झुकȧ हु ई है ͩक 
 उनके मूल ǒबÛदु परèपर संपाǓतत हɇ । यǑद S Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण पर लगने वाले 
 बल का मान शूÛय हो तो S’ Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण पर लगने वाले बल का मान होगा।   
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
9. Ĥæन 8 मɅ S' Ǔनदȶश तÛğ कȧ ĤकृǓत Èया होगी ।   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
10. Ĥæन 8 मɅ यǑद दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ के Y व Y अ¢ɉ को संपाǓतत कर शेष अ¢ɉ को 
 एक दूसरे के सापे¢ घुमाया जाये तो, y व y' Ǔनदȶशांकɉ के ǾपाÛतरण समीकरण 
 Èया हɉगे ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 7.5 एक नदȣ मɅ पानी 6 ͩकमी. / ĤǓत घटें कȧ दर से ĤवाǑहत हो रहा है तथा एक नाव पानी 
के सापे¢ 8 ͩकमी. ĤǓत घटें कȧ दर से उ×तर कȧ ओर गǓत कर रहȣ है । धरातल के सापे¢ नाव के 
वेग का मान £ात कȧिजये । 
हल : दȣ गयी घटना को ͬचğ 7.17 मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 7.17 
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धरातल के सापे¢ नीव का मान होगा- 

ˆ ˆ8 6V V v j i   
    

या 2 28 6 10v   


 ͩकमी. / घटंा  

Ǒदशा tan  = 8/6 
या  = tan-1 (8/6) पवू[ Ǒदशा मɅ 
उदाहरण 7.6 एक 0.5 मीटर लàबाई कȧ रèसी के एक ͧसरे से 2.0 ͩकĒा का प×थर लटकाकर ĤǓत 
3 सेकÖड मɅ 4 चĐण करवाये जात ेहɇ तो- 
(अ) जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ प×थर पर लगने वाले बल का मान £ात कȧिजए । 
(ब) रèसी के साथ घमूने वालȣ Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त प×थर पर लगने वाले बल का मान भी £ात 
कȧिजए । 
हल:  (अ) जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त वाèतͪवक बल का मान रèसी के तनाव के कारण उ×पÛन 
अͧभकेÛġȣय बल के तãुय होगा िजसकȧ Ǒदशा तनाव बल के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होगी अथा[त ्

Fi = - m2r 

   
22 42.0 0.5

3
     

 
 

264
9


   

 -70.0 Ûयटून 
(ब) रèसी के साथ घमुने वाले Ǔनदȶश तÛğ मɅ बठेै Ĥे¢क ɮवारा प×थर पर लगने वाले कुल बल का 
मान Ĥेͯ¢त ͩकया जायेगा । 

FN = - 70 Ûयटून + छƬ बल 
यहां छƬ बल (अपकेÛġȣय बल) का मान =-(- 70) Ûयटून = 70 Ûयटून होगा । 
अत:  Fn = - 70+70=0 

उदाहरण 7.7 : ġåयमानहȣन रèसी से गǽु×वीय बल के ͪवǽƨ ऊपर कȧ ओर 50 ͩकĒा के ġåयमान 
के प×थर को खीचंा जाता है । रèसी के अͬधकतम भार वहन करने कȧ ¢मता 600 Ûयटून है । उस 
अͬधकतम ×वरण का मान £ात कȧिजए िजससे प×थर को खींचा जा सके । 
हल : यǑद ͪपÖड को ऊÚवा[धर ×वरण a से खींचा जाये तो उस पर लगने वाला Ĥभावी अͬधकतम बल 
का मान होगा  

Fmax = m (g+a) 
Ĥæनानसुार  

m(g + a) = 600 Ûयटून 
या 50(g+ a) = 600 Ûयटून 

(g+a) = 12 Ûयटून / ͩकĒा 
अत: ×वरण a = 12.0 – 9.8 = 22 Ûयटून / ͩकĒा 



157 
 
उदाहरण 7.8 ͩकसी िèथर Ǔनदȶश तÛğ S मɅ कण का िèथǓत सǑदश ˆˆ ˆ3 4r i j k  


 है । Ǔनदȶश 

तÛğ S मɅ इस कण का िèथǓत सǑदश £ात कȧिजये जो ͬचğ 7.18 मɅ दशाए अनसुार वामावतृ Ǒदशा 
मɅ ZZ’ के सापे¢ 300 कोण से इस Ĥकार झकुȧ हु ई है ͩक इसका मलू ǒबÛद ुS Ǔनदȶश तÛğ के मलू 
ǒबÛद ुसे सàपाǓतत है । 
हल : समी. (7.16) से; 

x’ = x cos(X’,X)+y cos (X’,Y)+z cos (X’,Z)-x0 
यहा ँ x =3, y = 4, z = 1, 

 

Cos(X’,X)=cos 30= 3
2

       

Cos (X’,X)=cos(90-30)=sin= 1
2
 

तथा cos(X’,Z)=cos90=0 
अत:  

3 1 3 3' 3 4 1 0 2
2 2 2

x
 

         
 

 

इसी Ĥकार 
y’=x cos (Y’,X) + y cos (Y’,Y) + z cos (Y’,Z) से   
y’ = 3 cos (90 + 30) + 4 cos 30 – 1 cos 90 

y’=- 3 sin 30 + 4 cos 30 = - 3 x 1 4 3
2 2
  

y’= - 3 2 3
2
  

तथा z’= z =-1 
उदाहरण 7.9 उपरोÈत उदाहरण मɅ ͧसƨ कȧिजये ͩक । r


। = । r


।  

हल: उदाहरण 7.8 के हल से èपçट है ͩक èथानाÛतरण सǑदश r

 का मान होगा-  

' ' ' ' ' ' 'r i x j y k z  
   
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x', y' व z' का मान रखने पर, 
3 3 3 ˆˆ ˆ' ' 2 ' 2 3 '

2 2
r i j k

               


 

अत: 2 2 2(3) (4) (1) 26r a   
  

तथा  
2 2

23 3 3' 2 2 3 1
2 2

r
               


 

= 26  
अत:   r


 = 'r


 

7.5 सारांश (Summary)   
 ͩकसी वèतु या कण से सàबƨ Ǔनदȶशांकɉ का वह समूह िजसके सापे¢ ͩकसी ͪपÖड या कण 

कȧ िèथǓत को पǐरभाͪषत ͩकया जाता है को Ǔनदȶश तÛğ कहते हɇ । 
 Ǔनरपे¢ Ǔनदȶश तÛğ Ǔनदȶशांको का ऐसा समूह है िजसकȧ िèथǓत आकाश मɅ सदैव िèथर रहती 

है । भौǓतक Ǿप से ऐसे Ǔनदȶश तÛğ का कोई अिèत×व नहȣ ंहोता है । 
 वह Ǔनदȶश तÛğ िजसमɅ Ûयटून के Ĥथम व ɮͪवतीय Ǔनयम कȧ अनपुालना होती है, उसे जड़×वीय 

Ǔनदȶश तÛğ कहत ेहɇ । 
 एक िèथर जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ समान वेग से गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ भी जड़×वीय 

Ǔनदȶश तÛğ होती है । 
 अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ Ûयटून के Ĥथम व ɮͪवतीय Ǔनयमɉ कȧ अनपुालना नहȣं होती है।  
 पØृवी से जोड़े गये काǓत[य Ǔनदȶशाकंɉ के समूह अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ होती हɇ । 
 Ǔनदȶश तÛğɉ के ɮवारा सापे¢ गǓतयɉ का अÚययन ͩकया जा सकता है । 
 यǑद जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ कोई अÛय Ǔनदȶश तÛğ झकुȧ हुई हो तो वह भी जड़×वीय 

Ǔनदȶश तÛğ हɉगे । 

7.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
अजड़×वीय Non-inertial 
गǓत Motion 
छƬ (काãपǓनक) Fictitious 
जड़×वीय Inertial 
झुके या घमेू Rotated 
तÛğ System 
Ǔनदȶशांक coordinate 
Ǔनदȶश तÛğ Frame of reference 
Ǔनरपे¢ Absolute 
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ǾपाÛतरण Transformation 
ͪवèथाͪपत Displaced 
सापे¢ Relative 
िèथǓत सǑदश Position vector 
िèथर Rest 

7.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference books)   
1. Feynman Lecture’s on physics Vol. I CBS New Delhi. 

2. Berkeley physics Course Mechanics Vol. I Mc Graw –Hill International 

3. M. Alonso-E.j. Finn Fundamental University Addison Wesley 
 Physics Vol.I  

4. J.C Upadhyay Mechanics Ram Prasad & Sons, Agra 

7.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. बèतु कȧ िèथǓत नहȣं बदलेगी, िèथत सǑदश बदल जायेगा ।  
2. Đमश: Y व Z अ¢; Z व X अ¢; व X व Y अ¢ से । 
3. कोई नहȣ ं
4. ͬचğ 7.7 वामहèत तथा ͬचğ 7.8 दͯ¢ण हèत 
5. (i) सरल रेखा (ii) परवलय 
6. साईÈलायड (cycloid)  

     
7. अजड़×वीय 
8. शूÛय 
9. जड़×वीय 

10. y = y’ 

7.9 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (very short answer type questions) 
1. Ǔनदȶशांक तÛğ Èया है? 
2. Ǔनदȶश तÛğ Èया है? 
3. Ǔनरपे¢ Ǔनदȶश तÛğ कȧ पǐरभाषा दȣिजये । 
4. जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ कȧ दो ͪवशेषतायɅ ͧलͨखये । 
5. अजड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğ से ͩकस Ĥकार ͧभÛन है? 
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6. दͯ¢ण व वामहèत Ǔनदȶशाकं पƨǓतयɉ कȧ अवधारणा समझाइये । 
7. छƬ बल Èया है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
8. Ǔनदȶश तÛğ Ǔनदȶशाकं तÛğ से ͩ कस Ĥकार ͧ भÛन है? ͧभÛन-2 Ĥकार कȧ Ǔनदȶश तÛğɉ कȧ ͪ ववेचना 

कȧिजये । पØृवी ͩकस Ĥकार कȧ Ǔनदȶश तÛğ मानी जा सकती है, ǑटÜपणी कȧिजये । 
9. घमेू हु ये Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ ͩकसी कण के िèथǓत Ǔनदȶशांकɉ के सàबÛधɉ के ǾपाÛतरण समीकरण 

£ात कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
10. èवतÛğता पवू[क ͬ गर रहे 3 ͩकĒा. ġåयमान के ͪ पÖड पर लगने वाले उस छƬ बल का मान £ात 

कȧिजये जो ऐसी Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त ͩ कया जाये जो 4 मीटर / से.2 के ×वरण से नीचे कȧ ओर 
×वǐरत है । 

(उ×तर: 12 Ûयटून उÚवा[धर ऊपर कȧ ओर) 
11. एक åयिÈत का वाèतͪवक ġåयमान 75 ͩकĒा. है । 3g ×वरण से उÚवा[धर Ǒदशा मɅ गǓतशील 

रॉकेट के सापे¢ Ĥेͯ¢त åयिÈत का भार £ात कȧिजये । 
(उ×तर: 300 ͩकĒा भार) 

12. S Ǔनदȶशांक तÛğ मɅ ͩकसी कण P का िèथǓत सǑदश 
   2 3 ˆˆ ˆ6 4 3 3r t t i t j k    


 मीटर 

यǑद S’ Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण P’ का Ĥेͯ¢त िèथǓत सǑदश 
   2 3 ˆˆ ˆ6 3 3 3r t t i t j k    


 मीटर 

हो तो इसकȧ S के सापे¢ वेग £ात कȧिजये । 

(उ×तर: -7 î ) 
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इकाई-8    
गेलेͧलयन ǾपाÛतरण 

(Galilean Transformation) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

8.0 उƧेæय 
8.1 Ĥèतावना 
8.2 गेलेͧलयन ǾपाÛतरण 

8.2.1 िèथǓत के ǾपाÛतरण समीकरण 
8.2.2 वेग के ǾपाÛतरण समीकरण 

8.3 Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत 
8.3.1 रेखीय संवेग का Ǔनæचरता ͧसƨाÛत  
8.3.2 ऊजा[ का Ǔनæचरता ͧसƨाÛत 

8.4 साराशं 
6.5 शÞदावलȣ 
8.6 संदभ[ ĒÛथ 
8.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
8.8 अßयासाथ[ Ĥæन 

8.0 उƧेæय (objectives) 
इस अÚयाय के करने के बाद आप जान सकɅ गे ͩक :- 

 सापे¢ गǓत करने वाले जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ Ǒदये गये Ǔनदȶशांको के मÚय तÛğɉ कȧ 
ͧभÛन-ͧभÛन िèथǓतयɉ मɅ Èया सàबÛध होता है- 

 सापे¢ गǓत करने वाले जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ Ĥेͯ¢त ͩकसी घटना, जैसे टÈकर इ×याǑद, 
के वेगɉ के मÚय ͩकस Ĥकार का सàबÛध होता है 

 ͩकस Ĥकार से सभी भौǓतक Ǔनयम (जसेै संवेग सरं¢ण का Ǔनयम, ऊजा[ संर¢ण का Ǔनयम 
इ×याǑद) सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ समान Ǿप से लाग ूहोते हɇ; 

 सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ भौǓतक Ǔनयमɉ का ĤाǾप एकसमान होता है; 
 भौǓतक Ǔनयमɉ कȧ Ǔनæचरता का अथ[ व उसकȧ उपयोͬगता; 
 सभी भौǓतक राͧशयाँ जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ Ǔनæचर होती हɇ; 
 Ǔनæचरता ͧसƨाÛत उस िèथǓत मɅ लाग ूहोता है जब गǓत के दौरान कणɉ के ġåयमानɉ का 

मान अपǐरवǓत[त रहे; 
 सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ कणɉ के ×वरण समान पǐरमाण के होते हɇ । 
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8.1 Ĥèतावना (Introduction) 
इकाई 7 मɅ हमने ǓनदȶशतÛğ कȧ आवæयकता व अवधारणा के बारे मɅ समझा है । अब Ĥæन 

यह उठता है ͩक यǑद ͧभÛन-ͧभÛन ǓनदȶशतÛğɉ मɅ ͩकसी कण या ͪपÖड या घटना के Ǔनदȶशांक 
ͧभÛन-ͧभÛन हɇ तो एक हȣ समय पर दȣ गयी वèतु कȧ लàबाई आवेश इ×याǑद जैसी भौǓतक राͧशयɉ 
को दो ͧभÛन-ͧभÛन ǓनदȶशतÛğो मɅ कैसे मापा जाये । यǑद मापन कर भी ͧलया जाये तो Ĥेͯ¢त मान 
परèपर ͩकस Ĥकार सàबिÛधत हɉगे? Èया ͧभÛन-ͧभÛन ǓनदȶशतÛğɉ मɅ सभी भौǓतक Ǔनयम समान 
Ǿप से लाग ूͩकये जा सकɅ गे? 

इन सभी Ĥæनɉ का Ĥारिàभक उ×तर गेलेͧलयन ने ͧभÛन-ͧभÛन भौǓतक राͧशयɉ जसेै- कण 
या ͪपÖड या घटना कȧ िèथǓत, वेग इ×याǑद के मÚय सàबÛध £ात करके समझाया । ͧभÛन-ͧभÛन 
जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ वाले समीकरणɉ को गेलेͧलयन ǾपाÛतरण (Galilean transformation) कहत े
हɇ । अनÍुछेद 8.2 मɅ गेलेͧलयन ǾपाÛतरण का अÚययन करɅगे । इन ǾपाÛतरण समीकरणɉ के आधार 
पर हम इस तØय कȧ पçुटȣ कर सकते हɇ ͩ क सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğो मɅ सभी भौǓतक Ǔनयम समान 
Ǿप से लाग ूहोते हɇ तथा सभी भौǓतक राͧशयɉ जैसे लàबाई, संवेग, ऊजा[ इ×याǑद का मान सभी जड़×वीय 
ǓनदȶशतÛğɉ मɅ समान होता है अथा[त ्भौǓतक राͧशयɉ का मान सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ अचर होता 
है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 8.3 मɅ रेखीय संवेग एव ंऊजा[ के ͧलये Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत पढɅगे।   

8.2 गेलेͧलयन ǾपाÛतरण (Galilean transformation)  
ͩकसी आकाश (space) मɅ ͩकसी ¢ण ͩकसी घटना ͪ वशेष के ͧ लए ͧ भÛन-ͧभÛन ǓनदȶशतÛğɉ 

मɅ ͧलए गए Ǔनदȶशांकɉ के मान ͧभÛन-ͧभÛन होते हɇ । दो ͧभÛन-ͧभÛन जड़×वीय (अभीçट Ǔनकाय या 
घǑटत होने वालȣ घटना से सàबƨ) ǓनदȶशतÛğɉ के Ǔनदȶशांकɉ के मÚय सàबÛध åयÈत करने वालȣ 
गͨणतीय समीकरणɉ को गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरण कहते हɇ । 

8.2.1 िèथǓत Ǔनदȶशांको के मÚय ǾपाÛतरण समीकरण (Transformation equation 
between position coordinate) 

(अ) जबͩक Ĥारàभ (t = 0) मɅ Ǔनदȶश तÛğɉ के मलू ǒबÛद ुसàपाǓतत हɉ 
ͬचğ 8.1 मɅ दो जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ S व S’ को दशा[या गया है, िजनके मलू ǒबÛद ुĤारàभ 

मɅ (t =0 समय पर ) परèपर सàपाǓतत हɇ । S' ǓनदȶशतÛğ X- Ǒदशा मɅ Ǔनयत वेग vx से गǓतशील 
है ।  

 

सापेͯ¢त गǓत 
के दौरान Ǔनदȶश 
तğंɉ कȧ जो 
अ¢ परèपर 
समानाÛतर 
होती है उनके 
Ǔनदȶशांकɉ के 
मान िèथर व 
गǓतशील 
Ǔनदȶश तğं मɅ 
यथावत रहते 
हɇ। 
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ͬचğ 8.1 
ͩकसी ¢ण समय t पर ǒबÛद ुP के S तथा S ǓनदȶशतÛğɉ मɅ Ĥेͯ¢त Ǔनदȶशाकं Đमश: (x, 

y, z, t) व (x’, y’, z’, t’) हɇ । 
S व S' ǓनदȶशतÛğɉ मɅ कण p के िèथǓत सǑदशɉ का मान Đमश: r


 व r


’ हो तो ͬचğ 

8.1 कȧ  
ÏयाͧमǓत से  

'r OO r 
  

’ 

यहा ँ ˆ' ( )xOO v t i


 
अत:  ˆ' ( )xr r v t i

 
       .......(8.1) 

चूँͩक ˆˆ ˆ' ' ' 'r x i y j z k  


 
तथा  ˆˆ ˆr xi yj zk  


 

अत:  ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ' ' ( ) ( )xx i y j z k xi yj zk v t i         ......(8.2) 

समी. (8.2) के दोनɉ प¢ɉ मɅ ˆ ˆ, ,i j  व k̂  के गणुांकɉ कȧ तुलना करने पर 
x’ = x - vx t 
y’ = y 
z’ = z        …..(8.3) 

अब मान लȣिजये ͩक Ǔनदȶश तÛğ S' ͩकसी èवेÍछ Ǒदशा (arbitrary direction) मɅ Ǔनयत वेग 
v

 से  

 
ͬचğ 8.2 

ͬचğानसुार गǓत कर रहȣ है तो ͬचğ 8.2 कȧ ÏयाͧमǓत से  
' 'r OO r 

  
 

या   ' 'r r OO 
  

 
परÛत ु 'OO vt

 
                             

अत: 'r r vt 
  

       ...(8.4) 

परÛत ु ˆˆ ˆ
x y zv v i v j v k  


      ......(8.5) 
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अत:  ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ' ' ' ) ( ) ( )x y zx i y j z k xi yj zk v i v j v k         
समीकरण (8.5) के दोनɉ प¢ɉ मɅ  ˆ ˆ, ,i j  व k̂  के गणुांकɉ कȧ तलुना करने पर 

 
 
 

'

'

'

x

y

z

x x v t

y y v t

z z v t

  
  


                                       …..(8.4)

 

समी. (8.3) व (8.6) िèथǓत Ǔनदȶशांकɉ के गेलेͧलयन èथाÛतरणɉ को åयÈत करती है । 
(ब) जबͩक Ĥारàभ मɅ (t = 0 पर) ǓनदȶशतÛğɉ के मलू ǒबÛद ुसàपाǓतत नहȣं हɉ –  
ͬचğ 8.3 मɅ दो Ǔनदȶश तÛğ S व S' दशा[ये गये हɇ िजनके मलू ǒबÛद ुt = 0 समय पर x0, 

दरूȣ से ͪवèथाͪपत हɇ । S' ǓनदȶशतÛğ S के सापे¢ vx वेग से X- Ǒदशा मɅ गǓतशील है । 

 
ͬचğ  8.3 

समय t पर S व S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त ͩ कसी कण P के िèथǓत सǑदशɉ का मान Đमश: 

r

 व 'r


  हो तो l  'r


 = r


 - "OO


  यहाँ  0
ˆ" ( )xOO x v t i 


  

अत:    0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ' ' ' ) ( ) ( )xx i y j z k xi yj zk x v t i        

उपरोÈत समीकरण मɅ दोनɉ तरफ  ˆ ˆ, ,i j  व k̂   के गणुांकɉ कȧ तलुना करने पर 
x’= x – (x0 + vx t) 

या  

0

0

' ( )
' ( )
'
'

x

x

x x x x v t
x x x v t
y y
z z

    
   


 
                             …..(8.7)

 

अब हम एक ऐसी िèथǓत पर ͪ वचार करते हɇ िजनमɅ S' ǓनदȶशतÛğ का मूल ǒबÛद ु0', समय 
t = 0 पर ͩकसी Ǒदशा मɅ r


 से ͪवèथाͪपत है तथा v


 वेग से इस Ǒदशा मɅ गǓतशील हɇ । समय t 

पर कण P के Ǔनàन िèथǓत सǑदश r

 व r


' हो तो (ͬचğ 8.4 के अनसुार) 

 0r r vt r  
        या  ' ( )r r r vt  

   
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या   0'r r r vt  

   
 

सǑदशɉ को घटकɉ के ǽप मɅ åयÈत करने पर 

   0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ' ' ( ) ( ) ( ) x y zx i y j z k x x i y y j z z k v i v j v z t             

एकांक सǑदशɉ ˆˆ ˆ, ,i j k  के गणुजɉ कȧ तुलना करने पर 
0

0

0

' ( )
' ( )
' ( )

x

y

z

x x x v t
y y y v t
z z z v t

  

  

    
समीकरण (8.7) व (8.8) ͧभÛन-ͧभÛन िèथǓतयɉ मɅ गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरण कहलाती हɇ । 

8.2.2 वेगɉ के ǾपाÛतरण समीकरण (Transformation equation of Velocities)  

(अ) जब Ĥारàभ मɅ (t = 0 पर) ǓनदȶशतÛğो S व S’ मूल ǒबÛद ुसàपाǓतत हɉ 
ͩकसी ͪपÖड या कण का वेग उसकȧ िèथǓत मɅ समय के सापे¢ पǐरवत[न दर के तुãय होता 

है ।  

अथा[त ् 
drV
dt



 

यǑद S व S’ ǓनदȶशतÛğ मɅ Ǒदये गये कण p के वेगɉ का मान X- Ǒदशा मɅ Đमश: xV


 व 
'xV


 हो तो, समी. (8.3) को के सापे¢ अवकͧलत करने पर   

या    

' ˆ

'

'
'
'

x

x xx

x x x

y y

z z

d x d x v i
dt dt

V V v

V V v
V V
V V

 

 

 


 
 

 

  

                                         ………(8.9)

 

अब यǑद S' Ǔनदȶश तÛğ S के सापे¢ ͩकसी èवेÍछ Ǒदशा मɅ v

 वेग से गǓतशील हो तथा 

S व S' Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ Ǒदये गये कण P के वेग Đमश: V

 व 'V


’ हो तो t समय पर   
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या   '

'

V t Vt vt

V t Vt v

 

 

  

    

वेगɉ को घटकɉ के ǽप मɅ ͧलखने पर 
    ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ' ' ' ( ) ' ' 'y z x y z x y zV xi V j V k V i V j V k v i v j v k         

  
'
'

'

x x x

y y y

z z z

V V v
V V v
V V v

 
  
  

                                          ……(8.10) 

(ब) जब Ĥारàभ मɅ (t =0 पर) ǓनदȶशतÛğɉ के मलू ǒबÛद ुसपंाǓतत नहȣं हो : 
समी (8.7) को t के सापे¢ अवकͧलत करने पर 

   0
'

x
dx d dx x v t
dt dt dt

    

'
'

'

x x x

y y

z

V V v
V V
V V

 
 
                                                 ......(8.11)

 

इसी Ĥकार से जब Ǔनदȶश तÛğ S' ͩकसी अभीçट Ǒदशा मɅ गǓत कर रहȣ हो तो उसके वेग 
ǾपाÛतरण समीकरणɉ का मान समीकरण (8.8) का 'के सापे¢ अवकलन पर ĤाÜत ͩकया जा सकता 
है । अथा[त ्  

 
 0

'dx d r r v
dt dt

 
  

 

   या   'V V v 
 
                                             …….(8.12) 

समी. (8.12) ͧभÛन-2 िèथǓतयɉ मɅ ͩकसी कण के वेगɉ के ǾपाÛतरण समीकरणɉ को åयÈत करती 
है ।  

åय×ुĐम ǽपाÛतरण (Inverse transformation)–– ये वे ǽपाÛतरण समीकरण हɇ िजनमɅ 
S' Ǔनदȶश तÛğ के Ǔनदȶशांकɉ से S Ǔनदȶश तÛğ के Ǔनदȶशाकंɉ को £ात ͩ कया जाता है । इन ǽपाÛतरण 
समीकरणɉ को £ात करने के ͧ लये मलू ǽपाÛतरण समीकरणɉ मɅ गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ व िèथर Ǔनदȶश 
तÛğ के Ǔनदȶशाकंɉ को परèपर पǐरवǓत[त करने व गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ के वेग v


 को v


 ĤǓतèथाͪपत 

करके £ात ͩकये जा सकते हɇ । अथा[त ्

 

'
'
'

x

x

x

x x v t
y y v t
z z v t

  
  
  

 

तथा   
' '
' '

'

x x x

y y y

z z z

V V v
V V v
V V v

 
  
  

                                   …..(8.14) 
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बोध Ĥæन (self assessment questions) 
1. गेलेͧलयन ǾपाÛतरण गǓतशील ǓनदȶशतÛğ के वेग के ͩ कस पǐरमाण के ͧ लये वैध होते 
 हɇ?  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
2. यǑद S' ǓनदȶशतÛğ िèथर ǓनदȶशतÛğ के सापे¢ एक समान ×वरण से ×वǐरत हो रहȣ 
 हो तो Èया इन ǓनदȶशतÛğɉ के मÚय ǾपाÛतरण समीकरण £ात ͩकए जा सकते हɇ? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
3. यǑद S' ǓनदȶशतÛğ िèथर ǓनदȶशतÛğ S के  सापे¢ 2 î - मीटर / सेकÖड के वेग से 
 गǓतशील हो रहȣ है तो इसमɅ Ĥेͯ¢त उस कण के Ǔनदȶशांक 1 सेकÖड पर चाल Èया 
 होगी िजसके S ǓनदȶशतÛğ मɅ Ǔनदȶशांक (0,0,0) हɇ ।    
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
4. Èया घूणȸ ǓनदȶशतÛğɉ के ͧलये गेलेͧलयन ǾपाÛतरण £ात ͩकये जा सकते हɇ? 
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
5. ͬचğ 8.5 के अनुसार S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ बैठे Ĥे¢क ɮवारा िèथर कण P के ͧलये 
 Ĥेͯ¢त वेग ͩकतना होगा?  

 
6. ͬचğ 8.6 मɅ दशा[यी गयी åयवèथा के ͧलये S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण के वेग का मान 
 £ात करो । 

 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
7. ͬचğ 8.7 मɅ दशा[यी गयी åयवèथा के ͧलये S Ǔनदȶश तÛğ मɅ िèथत िèथर कण के 

 वेग का मान गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ S' मɅ Èया है? 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 8.1 यǑद दो ǓनदȶशतÛğ S व S के मूल ǒबÛद ुt = t’ = t0 पर सàपाǓतत हɉ तथा S ǓनदȶशतÛğ 
के सापे¢ S' ǓनदȶशतÛğ v वेग से इस Ĥकार से गǓतशील हो कȧ इसके अ¢ S ǓनदȶशतÛğ के समाÛतर 
रहे तो गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरण £ात कȧिजये । 
हल:  इस िèथǓत मे गेलेͧलयन ǾपाÛतरणɉ को Ǔनàन सàबÛध के ɮवारा åयÈत कर सकते हɇ 

 0' 'r v t t r  
  

 
अत: जब S व S’ समानाÛतर हो तो उनके तीनɉ अͧभलिàबत अ¢ɉ के मÚय ǾपाÛतरण समीकरणɉ 
को Ǔनàन Ĥकार åयÈत कर सकते हɇ- 

0

0

0

' ( )
' ( )
' ( )

x

y

z

x x v t t
y y v t t
z z v t t

  

  

  

 

तथा  't t  
इसी Ĥकार åय×ुĐम ǾपाÛतरण समीकरण को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत कर सकते हɇ- 

0

0

0

( ) '
( ) '
( ) '

x

y

z

x v t t x
y v t t y
z v t t z

  

  

  

 

उदाहरण 8.2 ͩकसी ¢ण दो कणɉ के िèथǓत सǑदश 1r

 व 2r


 व वेग Đमश: 1v

 व 1v

 हɉ तो ͧ सƨ 

कȧिजये कȧ दोनɉ कण तभी टकरा सकते हɇ जब   

   1 2 1 2 0r r v v   
   

 

हल: समय t पæचात दोनɉ कणɉ के िèथǓत सǑदशɉ का मान Đमश: होगा 1 1r v t
 

 तथा 2 2r v t
 

 
टÈकर के समय दोनɉ कणɉ के िèथǓत सǑदशɉ का मान समान होगा अत: 

1 1r v t
 

 = 2 2r v t
 

 
या  1 2( )r r

 
 = 1 2( )v v t

 
 

या  1 2( )r r
 

 x 1 2( )v v
 

=- 1 2( )v v t
 

x 1 2( )v v
 

 
या  1 2( )r r

 
x 1 2( )v v t
 

=0 
उदाहरण 8.3 ͧसƨ कȧिजये ͩक ͩकसी कण के ǓनदȶशतÛğ S व S' मɅ Ĥेͯ¢त ×वरणɉ का मान समान 
होता है । 
हल: वेगɉ के गेलेͧलयन ǾपाÛतरणɉ से  
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'V V v 
  

 
जहाँ 'V


 व 'V


, Đमश: S व S' ǓनदȶशतÛğ मɅ कण के वेगɉ का मान है तथा S ǓनदȶशतÛğ के सापे¢ 

S' तंğ का वेग 'v

 है । 

अब समीकरण को t के सापे¢ अवकलन करने पर   
' 'dV dV

dt dt


 
 

या  'a a
 

  

8.3 गेलेͧलयन के Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत (Law of Galilean 
invariance) 
गेलेͧलयन के Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत Ĥायोͬगक Ĥे¢णɉ पर आधाǐरत है िजसे Ǔनàन Ĥकार से 

पǐरभाͪषत ͩकया जा सकता है 
भौǓतकȧ के समèत Ǔनयम सभी जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ समान Ǿप से लाग ूहोते हɇ । 
Ǔनæचरता के उस ͧ सƨाÛत को सापे¢ता के ͧ सƨाÛत के नाम से भी जाना जाता है । चूँͩक कोई 

भी दो Ǔनदȶश तÛğ जो एक दसूरे के सापे¢ िèथर वेग से गǓतशील हɉ को गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरणɉ 
के ɮवारा सàबिÛधत ͩकया जा सकता है अत: गेलेͧलयन कȧ उपरोÈत अवधारणा को Ǔनàन Ĥकार से 
भी पǐरभाͪषत ͩकया जा सकता है । 

ऐसी दो ǓनदȶशतÛğ जो गेलेͧलयन ǾपाÛतरणɉ के ɮवारा सàबिÛधत हो, मɅ भौǓतकȧ के मलू 
Ǔनयमɉ का èवǾप अचर रहता है । 

8.3.1 संवेग सरं¢ण के Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत (Law of invariance of 
conservation of linear momentum) 

मान लȣिजये कȧ S तथा S' दो ǓनदȶशतÛğ हɇ िजनके मलू ǒबÛद ुt = 0 पर संपाǓतत हɇ । 
S' ǓनदȶशतÛğ S तंğ के सापे¢ v वेग से X- Ǒदशा मɅ गǓतशील है जैसा ͬचğ 8.8 मɅ दशा[या गया 
है ।  

माना m1 व m2 ġåयमानɉ के कणɉ के मÚय एकͪवमीय टÈकर हो रहȣ है । इन कणɉ का 
टÈकर से पवू[ S तथा S' दो ǓनदȶशतÛğ मɅ वेगɉ का मान Đमश: u1 व u2 तथा u1 व u2 है । तथा 
टÈकर के पæचात  

 
ͬचğ 8.8 

वेगɉ के मान Đमश: V1 V2 तथा V1' व V2' है । संवेग के संर¢ण के Ǔनयम से, टÈकर से पवू[   
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1 2 11 2 1 2 2m u m u m V m V  
   

 
टÈकर के पæचात  

1 2 11 2 1 2 2m u m u m V m V  
   

 
गेलेͧलयन के वेगɉ के ǾपाÛतरण समीकरणɉ से  

1 1 1 1;u u v u u v   
     

 
व  1 1 1 11 1' ; 'V V v V V v   

     
 

समी. (i), (ii) व (iii) से  
1 2 1 21 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )m u v m u v m V v m V v      
       

 
1 2 11 2 1 2 2m u m u m V m V  
   

 
उÈत समीकरणɉ कȧ तुãयता इस तØय को ͧसƨ करती है ͩ क सवेंग के सरं¢ण का Ǔनयम सभी जड़×वीय 
ǓनदȶशतÛğɉ मɅ समान Ǿप से लाग ूहोता है । यह कथन संवेग के संर¢ण के Ǔनæचरता के ͧ सƨाÛत कȧ 
पिुçट करता है । 
नोट :  यहȣ सुͪवधा के ͧलये गǓतशील ǓनदȶशतÛğ को X- Ǒदशा मɅ गǓतशील माना है । यǑद S' 
ǓनदȶशतÛğ ͩकसी èवेÍछ Ǒदशा मɅ गǓत करे तो इसी Ĥकार, Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत का ĤǓतपादन कर 
सकते हɇ ।   

8.3.2 ऊजा[ संर¢ण के Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत (Law of invariance of 
conservation of energy) 

यǑद ͬचğ 8.8 मɅ दशा[ई गयी टÈकर अĤ×याèथ हो तो S ǓनदȶशतÛğ मɅ ऊजा[ सरं¢ण के Ǔनयम 
को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है-  

2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1
2 2 2

m u m u mV m V E     

जहाँ E टÈकर के दौरान कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ हाǓन है । यहȣं हमने यह माना है कȧ गǓत 
के दौरान कणɉ के ġåयमानɉ m1 व m2मɅ कोई पǐरवत[न नहȣं होता है । 

गेलेͧलयन ǾपाÛतरण के अनसुार S' ǓनदȶशतÛğ मɅ टकराने वाले कणɉ का Ĥेͯ¢त वेगɉ का 
मान टÈकर से पवू[ व टÈकर के पæचात Đमश: होगा ।  

1 21 2' ; 'u u v u u v   
     

                           ….(8.16) 
व 1 1 2 2;V V v V V v   

     
                         …..(8.17) 

अब ऊजा[ सरं¢ण के Ǔनयम को S' ǓनदȶशतÛğ के ͧलये ͧलखने पर 
2 2 '2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1' ' ' '
2 2 2

m u m u mV m V E  
                    ….(8.18) 

समी. (8.16) व (8.17) का उपयोग समी. (8.18) मɅ करने पर 
2 2 2 2

1 2 11 2 1 2 2
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) '
2 2 2 2

m u v m u v m V v m V v E       
       
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या  2 2 2 2
1 21 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 1 1 . .
2 2 2 2

m u m u m V m V m u v m u v    
   

 

 1 2 1 21 2 1 2. . . . 'm u v v m u v E m V u m V v E     
        

 
या  1 2 1 21 2 1 2( ). ( ). 'm u m u v E m V m V v E    

     
 

संवेग के संर¢ण Ǔनयम कȧ Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत का अनĤुयोग करने पर  
E = E’        …..(8.19) 

उपरोÈत ͪववेचना ऊजा[ संर¢ण के Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत कȧ पिुçट करता है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
8. Èया पृØवी से जुड़ी ǓनदȶशतÛğ मɅ Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत को ͧसƨ ͩकया जा सकता 
 है?    
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
9. एक िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ एक èकेल कȧ लàबाई 0.3 मी. Ĥेͯ¢त कȧ जाती है । Ǔनàन 
 ǓनदȶशतÛğɉ मɅ  ͩ कस मɅ छड़ कȧ लàबाई का मान इस वाèतͪवक लàबाई के तुãय Ĥेͯ¢त 
 ͩकया जायेगा ।   
 (i)20 मी./से. िèथर वेग से X- Ǒदशा मɅ  गǓतशील ǓनदȶशतÛğ 
 (ii) 2 मी. / से2 ×वरण से X- Ǒदशा मɅ  गǓतशील ǓनदȶशतÛğ   
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
10. Èया वेग गेलेͧलयन ǾपाÛतरण के अनुसार Ǔनæचर है ।     
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
11. गेलेͧलयन ǾपाÛतरण के अनुसार Ǔनàन मɅ से कौनसी भौǓतक राͧश Ǔनæचर है- 
 (i) लàबाई (ii) ×वरण 
12. नीचे दशा[यी गई ͩकस åयवèथा (ͬचğ 8.9) के ͧलए गेलेͧलयन Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत 
 लागू होगा ।  
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 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
13. ͬचğ 8.10 मɅ S' ǓनदȶशतÛğ मɅ कणɉ के टÈकर से पूव[ कणɉ के वेगɉ के मान £ात 
 कȧिजये ।  

 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
14. Ĥæन 13 मɅ टÈकर के पæचात S' ǓनदȶशतÛğ मɅ कणɉ के वेगɉ का मान Èया होगा। 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 8.4 Ǔनदȶश तÛğ S' िèथर गेलेͧलयन Ǔनदȶश तÛğ S के सापे¢ +X Ǒदशा मɅ 3 मीटर / सेकÖड 
के वेग से गǓतशील है । यǑद S Ǔनदȶश तÛğ मɅ एक िèथर ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक (1,2,2) हो तो t 
= 2 सेकÖड पर S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांकɉ का मान £ात कȧिजए । 
हल : गेलेͧलयन ǽपाÛतरण समीकरणɉ से 

x’ = x - vxt,   y’ = y,            z’ = z 
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अत: x’ = 1 (1) (2)= -1 

y’ = 2 
z’ = 2 

अथा[त S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशाकं हɉगे (-1,2,2) 
उदाहरण 8.5: ͬ चğ 8.11 मɅ दशा[ये गये अनसुार S' Ǔनदȶश तÛğ, S Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ +X Ǒदशा 
मɅ 2 मीटर / सेकÖड वेग से गǓतशील है । यǑद ͩकसी 1 ͩकĒा ġåयमान के कण का S Ǔनदȶश तÛğ 
मɅ Ĥेͯ¢त वेग 4 मीटर / सेकÖड हो तो S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण का संवेग £ात कȧिजए । 

 
हल : वेगɉ के गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के अनसुार S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण का Ĥेͯ¢त वेग होगा  

V’x = Vx -v 
अत: V’x= 4-2=2 मीटर / सेकÖड 
S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण का संवेग होगा 

P’x =mV’x = (1)(2)=2 ͩकĒा मीटर / सेकÖड 
उदाहरण 8.6 : िèथर Ǔनदȶश तÛğ S के सापे¢ +X Ǒदशा मɅ अचर वेग से गǓतशील S' Ǔनदȶश तÛğ 
मɅ ͩकसी कण P का वेग V’x Ĥेͯ¢त ͩकया गया है । यǑद कण का वाèतͪवक वेग Vx हो तो ͧसƨ 
करो कȧिजए कȧ दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ कण पर लगने वाले बल का मान समान होगा । 
हल : वेगɉ के गेलेͧलयन ǽपाÛतरण समीकरणɉ से V’x = Vx -v 
यहां िèथर Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण का Ĥेͯ¢त वेग वाèतͪवक वेग Vx के तुãय है । 

'x xdV dV dv
dt dt dt

 
  

 

' ' 0x xa a 
 

   चू ंͩक v अचर है । 
' xxa a
 

 
यǑद कण का ġåयमान m हो तो 

' xxma ma
 

 
या  ' xxF F

 
 

उदाहरण 8.7 : समय t = t' = 0 पर S' Ǔनदȶशांक का मूल ǒबÛद ुO', तÛğ S के मलू ǒबÛद ुO 
से एक मीटर दरूȣ पर िèथत है तथा S Ǔनदȶश तÛğ मɅ कण P के िèथǓत सǑदश का मान   
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2 3r i j k
  

  


 मीटर 
है । यǑद S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ +X Ǒदशा मɅ 2 मीटर / सेकÖड वेग से गǓतशील हो तो t=2 सेकÖड पæचात 
गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ मɅ Ĥेͯ¢त कण का िèथǓत सǑदश £ात कȧिजए । 
हल : िèथǓत सǑदश के गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ कȧ पǐरभाषा से  

0( )r r r vt  
     

यहा ंt = t'=0 पर Ǔनदȶश तÛğ S' का Ĥारिàभक ͪवèथापन है । अत: 

  ' 2 3 1 2 1r i j k i i
              

   


 या ' 3r i j k

  

   


 

उदाहरण 8.8 ͧसƨ कȧिजये ͩक ͩकस छड़ कȧ लàबाई का मान जड़×वीय ǓनदȶशतÛğ मɅ Ǔनæचर होता 
है ।  
हल : माना S व S' दो ǓनदȶशतÛğ हɇ िजनके मूल ǒबÛद ुt = 0 समय पर सàपाǓतत हɇ । S' ǓनदȶशतÛğ 
X- Ǒदशा मɅ v वेग से गǓतशील हɇ । माना S ǓनदȶशतÛğ मɅ L कȧ लàबाई कȧ छड़ के ͧ सरɉ के Ǔनदȶशाकं 
Đमश:  (x’1,y’1,z’1) व (x’2,y’2,z’2) हɇ । S' ǓनदȶशतÛğ मɅ इन ͧ सरɉ के Ǔनदȶशाकं Đमश: (x1,y1,z1) 
व (x2,y2,z2) हɇ । (ͬचğ 8.12) 

 
S ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ कȧ लàबाई  

     2 2 2
2 1 2 1 2 1L x x y y z z        …. (8.20) 

तथा S' ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ कȧ लàबाई  

     2 2 2' 1 ' 1 ' 1 '
2 1 2 1 2 1L x x y y z z        …. (8.21) 

गेलेͧलयन ǾपाÛतरण से, 
' .
1 1 '
' .
1 1'

' .
1 2'

x x vt
y y
z z

 





 

' .
2 1 '
'
2 2

'
2 2

x x vt
y y
z z

 





    …. (8.22) 

समी. (8.22) का उपयोग समी (8.21) मɅ करने पर 
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       2 2' 2
2 1 2 1 2 1{ }L x vt x vt y y z z         

     2 2 2'
2 1 2 1 2 1L x x y y z z        ….(8.23) 

समी. (8.20) व (8.23) से 
'L L   

अथा[त ्जड़×वीय ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ कȧ लàबाई Ǔनæचर रहती है । 
उदाहरण 8.9 एक िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त दो कणɉ, िजनके ġåयमान 20 Ēाम व 30 Ēाम हɇ, के 
वेग Đमश: 3 मी./ से. व 2 मी./ से, ĤाÜत होते हɇ । 2 मी./ से. के िèथर वेग से X- Ǒदशा मɅ गǓतशील 
जड×वीय ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त वेगɉ का मान £ात कȧिजये तथा ͧसƨ कȧिजये ͩक कणɉ के संवेगɉ का 
मान Ǔनæचर है । टÈकर पणू[तया: Ĥ×याèथ है । 
हल : वेगɉ के गेलेͧलयन ǾपाÛतरण कȧ पǐरभाषा से 

'
1 1
'

1 1

u u v
V V v
 

 
 व 

'
2 2
'

2 2

u u v
V V v

 

 
 

यहȣं u1 व u2 Đमश: िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ कणɉ का टÈकर से पवू[ वेगɉ का मान है तथा V’1 व V’2 
Đमश: कणɉ के गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ टÈकर के पæचात वेग है । इसी Ĥकार से V’1 व V’2 टÈकर 
के पæचात िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ कणɉ का वेग है व V’1,V’2 टÈकर के पæचात गǓतशील ǓनदȶशतÛğ 
के कणɉ का वेग हɇ । 
अत:  

'
1 3 2 1u     मी./से.       …. (i) 
'
2 2 2 1u     मी./से. 

संवेग के संर¢ण Ǔनयम से        …. (ii) 
1 1 2 2 1 1 2 2m u m u mV m V    

तथा ऊजा[ सरं¢ण Ǔनयम से 
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

m u m u mV m V        … (iii) 

समी. (ii) व (iii) से 
 1 2 2 1

1 1
1 2 1 2

2m m m uV u
m m m m


 

 
      … (iv) 

व 
 2 1 2 1 1

2
1 2 1 2

2m m u m uV
m m m m


 
 

      …. (v) 

1
10 2 30 23

50 50
V   
    

1 0.6 2.4 1.8V      मी./सै. 

व  2
10 2 30 32
50 50

V  
    
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2 0.4 2.4 2.8V     मी./सै. 
अत: गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ टÈकर के पæचात कणɉ का वेग होगा 

'
1 1

1.8 2.0
V V v 

 
 

या  '
1 0.2V    मी./सै. 

इसी Ĥकार से 
'

1 2 2.8 2.0V V v     
या  '

1 0.8V   मी./सै. 
संवेग सरं¢ण कȧ Ǔनæचरता के ͧलये यह आवæयक है ͩक कणɉ के कुल संवेग का मान गǓतशील जड़×वीय 
ǓनदȶशतÛğ मɅ भी वहȣ होना चाǑहये जो िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ है । 

टÈकर से पवू[ S' ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त कणɉ का कुल संवेग 

  

' '
1 1 2 2

20
m u m u

I



  

20 Ēाम मी।/से.      (vi) 
टÈकर से पæचात S' ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त कणɉ का कुल सवेंग  

     20 0.2 30 0.8
4 24

  

  
 

 20  Ēाम मी/से.      (vii) 
समीकरण (vi) व (vii) कणɉ के Ǔनयम के संवेग सरं¢ण कȧ Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत कȧ पिुçट करता 
है ।  
उदाहरण 8.10 धरातल पर खड़ ेĤे¢क G के सापे¢ v वेग से गǓतशील रेलगाड़ी मɅ बठेै Ĥे¢क T ɮवारा 
एक Ĥयोग ͩकया जाता है । Ĥे¢क T रेलगाड़ी कȧ गǓत कȧ Ǒदशा मɅ t सेͩकÖड के ͧलये m ġåयमान 
के कण पर िèथर पǐरणाम का बल F आरोͪपत करता है । ͧसƨ कȧिजए T व G Ĥे¢क ɮवारा Ĥेͯ¢त 
कायȾ का मान कण कȧ गǓतज ऊजा[ओं के अÛतर के तुãय होगा । 
हल : यǑद Ǒदया गया कण आरोͪपत बल के Ĥभाव मɅ मुÈत ǽप से गǓत कर रहा है तो कण ×वरण 

Fa
M

  से गǓत करेगा । माना t=0 पर कण ͪवरामवèथा मɅ है । अत: Ĥे¢क T ɮवारा t सेकÖड 

मɅ कण ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ का मान Ĥेͯ¢त होगा 
21

2Td at  

अत: T ɮवारा ͩकये गये काय[ का मान   
2 2 21 1( )

2 2TW ma at ma t   
 

 

सेकÖड मɅ Ĥे¢क G ɮवारा Ĥेͯ¢त कण ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ का मान होगा   
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21
2Gd at vt   

अत: G ɮवारा ͩकये गये काय[ का मान होगा  
2 21

2GW ma t mavt   

T Ĥे¢क ɮवारा कण कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ Ĥेͯ¢त पǐरवत[न का मान होगा ।   

 2 21 1
2 2T f iK m v m v      

यहां fv at  तथा 0iv   

अत: 2 21
2TK ma t   

G Ĥे¢क के ɮवारा Ĥेͯ¢त कण को Ĥारिàभक व अिÛतम वेगɉ का मान Đमश: v व माल at+v है 
। अत: इसके सापे¢ कण कȧ गǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवत[न का मान होगा 

 2 2 2 21 1
2 2TK m at v v ma t mavt         

अत: काय[-ऊजा[ Ĥमेय का कथन सभी समान वेग से सापे¢ गǓत करने वाले Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ समान 
ǽप से लाग ूनहȣं होती है । 
उदाहरण 8.11 : दो कणɉ 1 व 2 के मÚय टÈकर पर ͪवचार करɅ । टÈकर से पवू[ धरातल पर िèथत 
Ĥे¢क ɮवारा Ĥेͯ¢त कणɉ का ġåयमान Đमश: m1 व m2 तथा वेग Đमश: u1 व u2 हɇ । टÈकर के 
पæचात यह Ĥे¢क कणɉ के ġåयमानɉ को Đमश: m’1 व m’2 तथा वेग Đमश: V'1 व V’1 Ĥेͯ¢त 
करता है ।  
ͧसƨ कȧिजए कȧ v वेग से गǓतशील रेलगाड़ी मɅ बठेै Ĥे¢क के ͧ लये संवेग का मान तभी संरͯ¢त Ĥेͯ¢त 
ͩकया जायेगा जब ͩक Ǔनकाय के कणɉ का कुल ġåयमान सरंͯ¢त हो । 
हल : धरातल से सàबƨ Ǔनदȶश तÛğ के ͧ लये सवेंग सरं¢ण Ǔनयम को Ǔनàन Ĥकार åयÈत कर सकत े
हɇ- 

' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2m u m n mV m V   

रेलगाड़ी मɅ बठेै Ĥे¢क के ͧलये टÈकर से पवू[ व टÈकर के पæचात कणɉ के वेगɉ का मान Đमश: हɉगे  

1 ;u v  2u v  व '
1 ;u v  '

2u v  
अत: इस िèथǓत मɅ संवेग संर¢ण का Ǔनयम को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जावेगा ।  

       ' ' ' '
1 1 2 2 1 1 2 2m u v m u v m u v m u v        

सरल करने पर      ' ' ' ' ' '
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2m m m m v m u m u m u m u          

समीकरण (1) का उपयोग करने पर    ' '
1 2 1 2 0m m m m v       

 चू ंͩक v>0 है अत: ' '
1 2 1 2m m m m    

अथा[त रेलगाड़ी मɅ बठेै Ĥे¢क के ͧ लये संवेग के मान को उसी िèथǓत मɅ संरͯ¢त Ĥेͯ¢त ͩ कया 
जायेगा जब Ǔनकाय के कणɉ का ġåयमान संरͯ¢त हो ।   
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8.4 सारांश (Summary) 
 जड़×वीय ǓनदȶशतÛğो के Ǔनदȶशाकंɉ के मÚय सàबÛध åयÈत करने वालȣ समीकरणɉ को 

गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरण कहत ेहɇ । 
 िèथर वेग से X- Ǒदशा मɅ गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ गेलेͧलयन ǾपाÛतरण Ǔनàन समीकरणɉ 

के ɮवारा åयÈत करत ेहɇ । 
' ,x x vt             ' ,y y        'z z  

 ͩकसी èविैÍछक Ǒदशा मɅ गǓतशील जड़×वीय ǓनदȶशतÛğ के ͧ लये गेलेͧलयन ǾपाÛतरण Ǔनàन 
समीकरणɉ के ɮवारा åयÈत करते हɇ । 

 åय×ुĐम गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरणɉ को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जाता है ।  
' ;xx x v t   ' ;yy y v t   ' zz z v t   

 वेगɉ के गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरणɉ को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जाता है ।  
'V V v   

 जहाँ V व V' Đमश: िèथर व गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ ͩकसी ͪपÖड के वेगɉ का मान है तथा 
v गǓतशील ǓनदȶशतÛğ के वेग का मान है । 

 जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ ×वरण के ǾपाÛतरण समीकरण को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत करते हɇ। 
 'a a

 
 

 जहाँ a

 व 'a


 Đमश: िèथर व गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ ͪपÖडɉ के ×वरण का मान है । 

 गेलेͧलयन के Ǔनæचरता ͧसƨाÛत के अनसुार सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ सभी भौǓतक Ǔनयम 
समान Ǿप से लाग ूहोत ेहै । 

 वे ǓनदȶशतÛğ जो गेलेͧलयन ǾपाÛतरण से सàबिÛधत हɉ मɅ सभी भौǓतक Ǔनयमɉ का ĤाǾप 
समान होता है । 

 Ûयटून के Ĥथम, ɮͪवतीय व ततृीय Ǔनयमɉ का ĤाǾप उन सभी Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ समान होता 
है जो एक दसूरे के सापे¢ िèथर वेग से गǓतशील हɇ । 

8.5 शÞदावलȣ (Glossary)  
अवधारणा Hypothesis 
अभीçट Arbitrary 
ऊजा[  Energy 
गǓतज ऊजा[ Kinetic energy 
Ǔनæचर Invariant 
Ǔनæचरता Invariance 
मूलभूत Ǔनयम Fundamental law 
ǾपाÛतरण  Transformation 
रेखीय संवेग Linear momentum 
वेग Velocity 
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िèथǓत Position  
समǾप Identical  

8.6 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
1. Feynman Lecture’s Physics Vol. I CBS New Delhi 
2. Berkeley Physics Course Mechanics Vol. I Mc Graw-Hill International 
3. M. Alonso-E. J. Finn Fundamental University    Addison Wesley 
4.  Physics Vol. I  

5. J.C. Upadhyay Mechanics Ram Prasad & Sons, Agra 

8.7 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self Assessment 
questions)   
1. Ĥकाश के वेग कȧ तलुना मɅ अ×यãप वेगɉ के ͧलये । 
2. हाँ  

3. 2 i


  मीटर 
4. नहȣ ं

5. 3 i


  मीटर/सेकÖड 
6. 0V  

7. 2 i


  मीटर/सेकÖड 
8. नहȣ ं
9. (i) 2 मीटर / से. िèथर वेग से X-Ǒदशा मɅ गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ 
10. नहȣ ं
11. दोनɉ (i) लàबाई (ii) ×वरण 
12. (अ) व (स) 
13. ' '

1 20, 1u u    मीटर/से. 
14. '

1v    मीटर/से. व '
2 0v     

8.8 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. गेलेͧलयन ǾपाÛतरण Èया है । 
2. Ǔनæचरता का अͧभĤाय èपçट कȧिजये । 
3. गेलेͧलयन का Ǔनæचरता का ͧसƨाÛत Èया है । 
4. गेलेͧलयन के संवेग संर¢ण Ǔनयम के Ǔनæचरता ͧसƨाÛत Èया हɇ । 
5. गेलेͧलयन के ऊजा[ सरं¢ण Ǔनयम के Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत को ͧलͨखये । 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
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6. समान सापे¢ वेग से गǓतशील दो Ĥे¢कɉ के ͧ लये गेलेͧलयन ǾपाÛतरण समीकरण £ात कȧिजये।  
7. S' ǓनदȶशतÛğ एक अÛय ǓनदȶशतÛğ के सापे¢ समान वेग से गǓतशील है । गेलेͧलयन ǾपाÛतरणɉ 

के Ǿप मɅ  , , ,x y z t  व  ', ', ', 'x y z t  के मÚय सàबÛध £ात कȧिजये । t=0 समय पर दोनɉ 
ǓनदȶशतÛğɉ के मूल ǒबÛद ुएक दसूरे से संपाǓतत हɇ । 

8. ͧसƨ कȧिजये ͩ क गेलेͧलयन ǾपाÛतरण के अनसुार दरूȣ व ×वरण का मान Ǔनæचर होता है वेग का 
नहȣं ।   

9. Ûयटून के गǓत के समीकरण कȧ Ǔनæचरता ͧसƨाÛत कȧ åयाÉया कȧिजये । 
10. ͧ सƨ कȧिजये ͩक गेलेͧलयन ǾपाÛतरणɉ के अनसुार रेखीय सवेंग का मान सरंͯ¢त होता है ।  
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions)   
11. S ǓनदȶशतÛğ मɅ एक कण P के िèथǓत सǑदश का मान Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जाता है। 

23 4 2r s ti t j
 

  


 ͩकमी. 
S' का S के सापे¢ वह वेग £ात कȧिजये िजसमɅ कण P का िèथǓत सǑदश Ǔनàन Ĥेͯ¢त ͩकया 

गया हो ।  

 
2' 4 4 2r ti t j

 

  


ͩकमी.          
(उ×तर: 1 मी./से.)  

12. दो कण Đमश: 3 4i j
 

  व 2 i x j
   

 
(वेगɉ से गǓतशील हɇ । t=0 समय पर इनके िèथǓत 

सǑदशɉ का मान Đमश:  i j
   
 

 व 3 i x j
   

 
 है । x का मान Èया हो ͩक दोनɉ कण टÈकर 

करɅ । 
(उ×तर: x=3)  

13. ͩ कसी ¢ण दो कणɉ के िèथǓत सǑदश Đमश: 4 4 7i j k
  

   और 2 2 5i j k
  

   मीटर हɇ । 

यǑद Ĥथम कण के वेग का मान 0.4 i


 मीटर/से. हो तो दसूरे कण का वह वेग £ात कȧिजये िजसमɅ 
दोनɉ कण t=10 सेकÖड पæचात टÈकर करते हɇ ।   

(उ×तर: 
10.6
3

i j k
     
 

 मी./से.) 
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इकाई-9    
सापेͯ¢कता 
(Relativity)  

इकाई कȧ ǽपरेखा 
9.0 उƧेæय 
9.1 Ĥèतावना 
9.2 सापेͯ¢कता का ͪवͧशçट ͧसƨाÛत 
 9.2.1 गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ कȧ असफलता 
 9.2.2 आइÛसटाईन के सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत 
9.3 लॉरेÛज ǽपाÛतरण 
 9.3.1 लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण 
 9.3.2 åय×ुĐम लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण 
9.4 लàबाई आकुÛचन 
 9.4.1 उͬचत लàबाई- संकãपना 
 9.4.2 लàबाई आकुÛचन का åयजंक 
 9.4.3 ĤǓतशत आकुÛचन 
9.5 समय ͪवèफरण 
9.6 साराशं 
9.7 शÞदावलȣ 
9.8 संदभ[ ĒÛथ 
9.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
9.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

9.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के बाद आप सीख सकɅ गे ͩक- 
 उÍचवेग के मानɉ पर गेलेͧलयन ǽपाÛतरण लाग ूनहȣ होते; 
 गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ से ͧभÛन सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत मɅ Ǒदक् व काल Ǔनरपे¢ नहȣ ंहोत े

हɇ; 
 Ĥकाश का वेग सभी जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ Ǔनæचर होता है; 
 एक हȣ घटना एक हȣ समय सापे¢ गǓत करने वालȣ दो Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ Ĥेͯ¢त कȧ जाये 

तो Ǒदक Ǔनदȶशांक ͧभÛन होगे; 
 एक हȣ घटना एक हȣ िèथǓत पर सापे¢ गǓत करने वालȣ दो Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ Ĥेͯ¢त कȧ 

जाये तो काल (Time) का मान ͧभÛन होगा; 
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 ͬचरसàमत यांǒğकȧ के ͧसƨाÛत ͪवͧशçट सापेͯ¢कता के ͧलये लाग ूनहȣं होते हɇ; 
 कण का अͬधकतम वेग Ĥकाश वेग से अͬधक नहȣं हो सकता; 
 Ĥकाश के वेग का मान Ĥे¢क के गǓत पर Ǔनभ[र नहȣं करता है । 

9.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाई मɅ आपने गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ कȧ ͪ वèततृ चचा[ पढ़ȣ । अÚययन करते समय 

आपके मिèतçक मɅ यह Ĥæन अवæय आया होगा ͩ क गǓतशील ǓनदȶशतÛğ का वेग ͩ कस कोǑट का होना 
चाǑहए? Èया वेग का पǐरमाण अͬधकतम संभावी वेग (Ĥकाश के वेग) के तुãय ͧलया जा सकता है 
। Èया ऐसी घटनायɅ जो अ×यãप समय मɅ घटती हɇ उनके ͧलये गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ कȧ साथ[कता 
हो सकती है । इ×याǑद इ×याǑद…...। इन सभी तØयɉ का अÚययन करने के ͧलये ͪवͧभÛन Ĥयोग ͩकये 
गये । इन सभी Ĥयोगɉ से एक मत उभर कर आया ͩक ͩकसी आकाश (space) मɅ घǑटत घटना को 
यǑद दो ͧ भÛन-ͧभÛन Ǔनदȶश-तÛğɉ (िजनका सापे¢ वेग Ĥकाश के वेग कȧ कोǑट का हो) मɅ Ĥेͯ¢त ͩकया 
जाये तो उनका काल (time) ͧभÛन ͧभÛन होता है । दसूरे शÞदɉ मɅ हम यह कह सकत ेहɇ ͩक अͬधक 
वेग से गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ आकाश व काल का अथ[ िèथर ǓनदȶशतÛğ कȧ तलुना मɅ ͧभÛन होता 
है । इन आशयɉ कȧ पिुçट करने व समझने के ͧलये सबसे चͬच[त Ĥयोग माईकलसन व मोरले ने सàपÛन 
ͩकया ।  

माईकलसन व मोरले के Ĥयोग का सबसे मह×वपणू[ Ĥे¢ण यह था ͩक सभी जड़×वीय 
Ǔनदȶश-तÛğɉ मɅ Ǔनया[त मɅ Ĥकाश का वेग िèथर रहता है । दसूरे शÞदɉ मɅ Ĥकाश के वेग का मान Ĥे¢क 
कȧ गǓत पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता तथा सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ इसका मान िèथर रहता है । Úयान 
रहे ͩ क यह तØय गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के ͪ वपरȣत था िजसके अनसुार Ĥकाश का वेग Ĥे¢क कȧ गǓत 
पर Ǔनभ[र करना चाǑहये । Ĥायोͬगक व ͬचरसàमत याğी (classical mechanics) के इन ͪवपरȣत 
अवाधारणाओ को आइÛसटाइन ने ÛयटूोǓनयन यांǒğकȧ के ͧसƨाÛतɉ मɅ पǐरवत[न करके समझाया । 
ÛयटूोǓनयन यांǒğकȧ के अनसुार Ǒदक् व काल सभी Ĥे¢कɉ के ͧलये Ǔनæचर है जबͩक इस तØय के ͪवपरȣत 
आइÛसटाईन के ͧ सƨाÛत (िजÛहɅ ͪ वͧशçट सापेͯ¢कता के ͧ सƨाÛतɉ के नाम से जाना जाता है) अनसुार 
Ǒदक् व काल दोनɉ हȣ पǐरवत[नशील हɇ । आइÛसटाईन ɮवारा Ĥद×त इन ͧसƨाÛतɉ के आधार पर हȣ 
यह èपçट करना सभंव हो सका ͩक दो ǒबÛदओंु के मÚय कȧ दरूȣ का मान अथा[त ्लàबाई का मान 
Ĥकाश के समक¢  0.9u c  वेग से गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ वाèतͪवक लàबाई के मान से कम 

होता है । इसी Ĥकार से नाͧभकȧय घटनाओं मɅ जैसे पॉयन π कण के ¢य मɅ यह पाया गया ͩक इस 
कण कȧ औसत आयकुाल का मान Ĥयोगशाला मɅ Ĥेͯ¢त मान से ͧभÛन ĤाÜत होता है इस घटना को 
भी सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛतɉ के आधार पर समझाया जा सकता है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 9.2 मɅ आप आइÛसटाईन ɮवारा Ĥद×त ͪवͧशçट सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛत 
का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 9.3 मɅ लॉरेÛज ǾपाÛतरण तथा अनÍुछेद 9.4 मɅ इनके अनĤुयोगɉ के 
आधार पर लàबाई आकंुचन (length contraction) व काल ͪवèफरण (time dialation) को 
समझɅगे। 
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9.2 सापेͯ¢कता का ͪ वͧशçट ͧसƨाÛत (Special theory of relativity) 

9.2.1 गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ कȧ असफलता (Failures of Galelian’s 
transformations)  

Ĥायोͬगक Ĥे¢णɉ, जैसे- पॉयन कण का ¢य, इलैÈĚॉन-पॉजीĚॉन संलयन (anihilation) मɅ 
उ×सिज[त ऊजा[ का मान, दो ǒबÛदओंु के मÚय Ĥेͯ¢त दरूȣ का मान, को गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ ɮवारा 
èपçट नहȣं ͩकया जा सकता । यǑद गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के अनसुार सभी घटनाओं के ͧलये सभी 
जड़×वीय ǓनदȶशतÛğो मɅ काल (time) का मान एक समान ले लɅ तो उÈत वͨण[त Ĥयोगɉ मɅ ĤाÜत Ĥे¢णɉ 
को समझाया नहȣं जा सकता । दसूरे शÞदɉ मɅ हम यह Ǔनçकष[ Ǔनकाल सकते हɇ ͩक गेलेͧलयन ǽपाÛतरण 
Ĥकाश के वेग के तुãय वेग से गǓतशील Ǔनदȶश-तÛğɉ के ͧलये लाग ूनहȣं हो सकत े। अथा[त ्उÍच वेग 
से गǓतशील कणɉ के ͧलये गेलेͧलयन ǾपाÛतरण लाग ूनहȣ ंहोते हɇ । 

9.2.2 आइÛसटाईन का ͪ वͧशçट सापेͯ¢कता ͧ सƨांत (Einstein’s special theory of 
relativity) 

सन ्1905 मɅ आइÛसटाईन ने एक Ĥयोग के पǐरणामɉ के आधार पर ͪ वͧशçट सापे¢ता ͧसƨांत 
कȧ अवाधारणाओ का ĤǓतपादन ͩकया । 

आइÛसटॉइन कȧ Ĥायोͬगक सोच इस तØय पर आधाǐरत थी ͩक यǑद आप Ĥकाश ͩकरण के 
समाÛतर Ĥकाश वेग से गǓतशील हɉ तो आपको Ĥकाश के ͪ वɮयतु एंव चुàबकȧय घटक िèथर Ǒदखायी 
दɅगे । यɮयͪप आइÛसटाईन इस तØय को जानते थे ͩक इस Ĥकार के èथैǓतक ͪवɮयतु एव ंचुàबकȧय 
घटक ͪवɮयतु-चुàबकȧय ͧसƨाÛतɉ के ͪवपरȣत हɇ । इस िèथǓत मɅ इस घटना कȧ पिुçट करने के ͧलये 
आइÛसटाईन के सामने दो ͪवकãप थे- 

(i) या तो ͪवɮयतु चुàबकȧय ͧसƨाÛत गलत माना जाये या ͩफर 
(ii) ͬचरसिàमत यांǒğकȧ के वे ͧसƨाÛत जो ͩकसी Ĥे¢क को Ĥकाश कȧ ͩकरण के समाÛतर 

गǓत करने से रोकते हɇ । 
आइÛसटाईन ने अपने èवͪववेक का उपयोग करते हु ये ͪवɮयतु चुàबकȧय ͧसƨाÛतɉ को सहȣ 

ठहराते हु ए दसूरे तØय को समझाने के ͧलये Ûयटून व गेलेͧलयन के गǓतकȧ (kinematics) के ͧसƨाÛतɉ 
कȧ पनु[ͪ ववेचना पर जोर Ǒदया । इसके ͧलये उÛहɉने ÛयटूोǓनयन यांǒğकȧ के ͧ सƨाÛतɉ को पनु: पǐरभाͪषत 
ͩकया तथा उन तØयɉ के आधार पर ͪवͧशçट सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛतɉ को ĤǓतपाǑदत ͩकया । 

ये ͧसƨाÛत आइÛसटाईन कȧ दो अͧभगहृȣत (postulates) के नाम से जाने जाते हɇ । 
Ĥथम अͧभगहृȣत (First postulates) 

सभी जड़×वीय Ǔनदȶश-तÛğɉ मɅ भौǓतक शाèğ के Ǔनयम समान होते हɇ । यह अवाधारणा इस 
तØय को Ĥदͧश[त करती है ͩक भौǓतक शाèğ के सभी Ǔनयम सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğ मɅ Ǔनरपे¢ व 
एकैकȧ (absolute and unique) होते हɇ । 

यह अͧभगहृȣत गेलेͧलयन Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत के तुãय है । इसे सापेͯ ¢कता का ͧसƨाÛत 
भी कहा जाता है । 
ɮͪवतीय अͧभगहृȣत (Second Postulates) 

Ǔनवा[त मɅ 
Ĥकाश का वेग 
सभी जड़×वीय 
Ǔनदȶशतğंɉ मɅ 
सभी Ǒदशाओ ं
मɅ समान होता 
है। 



184 
 

सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ के ͧलए मुÈत आकाश मɅ Ĥकाश का वेग समान होता है । इस 
अͧभगहृȣत को Ĥकाश के वेग का िèथरता ͧसƨाÛत भी कहत ेहɇ । 

Ĥारिàभक तौर पर इन अͧभगहृȣतɉ को Ĥायोͬगक ǽप से ͧसƨ करना असभंव था । 
कालाÛतर मɅ उÍच ऊजा[ कण ×वरकɉ कȧ खोज के पæचात इन अͧभगहृȣतɉ कȧ पिुçट Ĥायोͬगक 

तौर पर सàभव हो गयी है । 
इन दोनɉ अͧभगहृȣतɉ का संयुÈत Ǔनçकष[ इस Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया जा सकता है- 
''ͩकसी भी कण को Ĥकाश के वेग के तुãय वेग से ×वǐरत नहȣ ंͩकया जा सकता चाहे उसकȧ 

ऊजा[ ͩकतनी भी Èयɉ न हो ।'' 
Úयान रखना है ͩक यह Ǔनçकष[ ͬचरसिàमत यांǒğकȧ के ͧसƨाÛत से ͧभÛन है । ͬचरसिàमत 

यांǒğकȧ के ͧसƨाÛत के अनसुार ͩकसी कण या ͪपÖड के अͬधकतम वेग कȧ कोई सीमा नहȣ ंहोती है 
। ǑटÜपणी (Comment) सापेͯ¢कता के ͧ सƨाÛत के आधार पर यह Ǔनçकष[ ĤाÜत होता है ͩ क समǽप 
Ǔनरपे¢ चाल का होना असàभव है । इसका अथ[ यह हुआ ͩक यǑद Ǔनरपे¢ चाल होना सàभव नहȣ ं
है तो ͧभÛन ͧभÛन Ĥे¢कɉ के ͧलये ǒğͪवमीय आकाश ͧभÛन-ͧभÛन होना चाǑहये । दसूरȣ ओर एक से 
अͬधक ǒğͪवमीय आकाश सàभव नहȣं है । वाèतव मɅ आइÛसटाईन ɮवारा 1905 मɅ ĤǓतपाǑदत 
सापेͯ¢कता के इन अͧभगहृȣतो मɅ इस तØय का कहȣं भी उãलेख नहȣ ͩकया गया है ͩक सापे¢ गǓत 
करने वाले Ĥे¢कɉ के ͧ लये ǒğͪवमीय आकाश ͧभÛन ͧ भÛन होता है । सन ्1908 मɅ ͧ मÛकावèकȧ नामक 
व£ैाǓनक ने एक अͬधक Ǒदक् (space) कȧ अवाधारणा ĤǓतपाǑदत कȧ । इÛहɉने गͨणतीय ͪवæलेषण 
ɮवारा इस तØय को èपçट ͩकया ͩक सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛत को समझने के ͧलये ͪवæव के Ǒदक् को 
एक से अͬधक अनÛत Ǒदक् के ǽप मɅ माना जाये । ͧ भÛन Ǒदक् को ͧ मÛकावसी आकाश (Minkowski 
space) कहा जाता है जो चार Ǔनदȶशाकंɉ (तीन साधारण काǓत[य Ǔनदȶशांक व चतुथ[ समय) से Ǔनͧम[त 
होता है । 

9.3 लॉरेÛज ǽपाÛतरण (Lorentz transformations)  
लॉरेÛज ǽपाÛतरण, वे गͨणतीय सàबÛध हɇ िजनके ɮवारा हम यह ͧसƨ कर सकते हɇ ͩक Ĥकाश 

का वेग İोत या Ĥे¢क कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है । 

9.3.1 लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण (Lorentz Transformation Equations) 

लॉरेÛज ǽपाÛतरण सàबÛधɉ को èथाͪपत करने के ͧलये दो जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğɉ S व S' 
पर ͪवचार करते हɇ । S' Ǔनदȶश तÛğ s तंğ के सापे¢ X- Ǒदशा मɅ v वेग से गǓतशील है । सुͪवधा 

के ͧलये हम यहां यह मानकर चलते हɇ ͩक Ĥारàभ मɅ (t = t' 
= 0 समय पर) दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ के मलू ǒबÛद ुO व O' 
संपाǓतत हɇ । 

माना S Ǔनदȶश तÛğ के मूल ǒबÛद ुO पर एक Ĥकाश 
İोत रखा हुआ है, िजससे उ×सिज[त; तरंगाĒ Ĥे¢ण ǒबÛद ुP पर 
पहु ंचने पर तंğ S तथा S' के Ĥे¢कɉ O व O' ɮवारा इस ǒबÛद ु
के Ǒदक् काल Ǔनदȶशांक Đमश: (x, y, z, t) व (x', y', z', t') 
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Ĥेͯ¢त ͩकये जाते हɇ । (ͬचğ 9.1) 
यǑद Ĥकाश का वेग c है तो इस िèथǓत मɅ Ĥकाश तरंगाĒ ǒबÛद ुO से Ĥे¢ण ǒबÛद ुP पर पहु ंचने 
मɅ लगा समय होगा  

 
1

2 2 2 2x y zOPt
c c

 
   

या 2 2 2 2 2x y z c t          ….(9.1) 
सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛत के अनसुार S' Ǔनदȶश तÛğ मɅ भी Ĥेͯ¢त Ĥकाश का वेग c होगा । 

अत: इसके Ĥे¢क ɮवारा Ĥकाश तरंगाĒ को ǒबÛद ुP तक पहु ंचने मɅ Ĥेͯ¢त समय का मान होगा  

 
1

2 2 2 2' ' '''
x y z cO Pt

c c
 

  

या  2 2 2 2 2' ' ' 'x y z c t          ….(9.2) 
गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के अनसुार दो Ǔनदȶश तÛğɉ के Ǒदक् काल Ǔनदȶशांकɉ (x, y, z, t) व 

(x', y', z', t') के सàबÛधɉ को Ǔनàन समीकरणɉ ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है 
' ;x x vt       ' ;y y         ' ;z z            't t             ….(9.3) 

अत: समी. (9.3) का उपयोग समी. (9.2) मɅ करने पर -   

 2 2 2 2 2x vt y z c t                                                                                               

या 2 2 2 2 2 2 22x xvt v t y z c t          ….(9.4) 
अब समी (9.4) कȧ तलुना समी. (9.1) से करने पर यह èपçट होता है ͩ क ये दोनɉ समीकरणɅ 

समǽप नहȣं हɇ । समीकरण (9.4) मɅ समी (9.1) कȧ तुलना मɅ एक पद (-2xvt+v2t2) अǓतǐरÈत है।  
अत: यहाँ गेलेͧलयन ǽपाÛतरण सहȣ नहȣं हो सकते । 

इसͧलये नये ǽपाÛतरणɉ का èवǾप (from) इस Ĥकार होना चाǑहये ͩक वे सापेͯ¢कता के 
ͧसƨाÛतɉ पर आधाǐरत हो तथा जो समी. (9.2) को समी. (9.1) मɅ ǾपाÛतǐरत कर दे । इसके अǓतǐरÈत 

/ 0v c   के ͧलये नये ǽपाÛतरण समीकरण गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के Ĥाǽप को ĤाÜत कर लɅ और 
इन ǽपाÛतरणɉ का Ĥाǽप गͨणतीय Ǻिçट से रेखीय (linear) हो । यहा ँयह èपçट होना चाǑहये ͩक 

समी. (9.2) मɅ यǑद t=t' ĤयÈुत करɅ तो भी अǓनिÍछत पद  2 22xvt v t   Ǔनरèत नहȣं होता है। 

इन तØयɉ के आधार पर सàभाͪवत ǽपाÛतरण समीकरणɉ का Ĥाǽप  'x x vt   के 

अनǽुप ͧलखा जा सकता है । चू ंͩक दोनɉ Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ समय का मान ͧभÛन ͧभÛन होना चाǑहये 
अत: समय Ĥे¢णɉ को सàबंͬ धत करने वालȣ समीकरणɉ के सभंाͪवत रेखीय Ĥाǽप को  ' 't t fx 

के ǽप मɅ åयÈत कर सकते हɇ । 
यहȣं , '  व f  िèथराकं हɇ िजनका मान £ात करना है । 
समी. (9.2) मɅ ', ', 'x y z व 't का मान रखने पर   

   2 22 2 2 2 2'x vt y z c t fx       
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या     2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 ' 2x v t xvt y z c t f x fxt         

या    
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

'' 2 ' ' vx f c xt v fc y z c t
c

    
 

      
     

…..(9.5) 

समी. (9.5) समी (9.1) के तुãय होनी चाǑहये । यह तभी सàभव है जब 
2 2 2 2' 1;f c         ....(9.6) 
2 2 2' ;v fc                      …...(9.7) 

2 2
2

2' 1v
c

          ……(9.8) 

समी. (9.6), (9.7) व (9.8) को हल करने पर 

2

2

1'
1 v

c

  



        

  …..(9.9) 

तथा  2

vf
c

         ……(9.10) 

अत: , '   व f  के मानɉ का अनĤुयोग करने पर 

   1

2 21 /

x vt
x x vt

v c



  


     …..(9.11) 

तथा  
2

2

2

'
1

vxt
ct
v
c

  
 



       …..(9.12) 

अत: नये ǽपाÛतरण समीकरण (जो Ĥकाश के वेग कȧ Ǔनæचरता के ͧसƨाÛत को ĤǓतपाǑदत 
करती है) को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत कर सकते हɇ- 

 
2

2

'
1

x vt
x

v
c






       …..(9.13) 

'y y         …..(9.14) 
'z z         …..(9.15) 

2

2

2

'
1

vxt
ct
v
c






       …..(9.16) 

समी. (9.13 से 9.16) को लॉरेÛज ǽपाÛतरण (Lorentz Transformation) के नाम से जाना जाता 
है । 
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ͪवशेष ǒबÛद ु(Important Points) 
1. यǑद v<<c तो लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ को Ǔनàन समीकरणɉ के ɮवारा åयÈत कर सकते हɇ । 

'x x vt       ..... (9.17) 
'y y  

'z z  
व   't t  

 ये समीकरणɅ गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ को åयÈत करती है । 
2. लॉरेÛज ǽपाÛतरण Ǒदक् (space) व काल (time) कȧ ͪववेचना गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ से ͧभÛन 

है ।   
3. लॉरेÛज ǽपाÛतरण Ǒदक् कȧ Ǔनरपे¢ता के सàबÛध मɅ कुछ नहȣं बतलाते । 

4. उÈत समीकरणɉ मे 
2 2

1
1 /v c

को सामाÛयतया सापेͯ¢कता गणुांक कहते हɇ िजसे   ɮवारा 

åयÈत करते है । 

9.3.2 åय×ुĐम लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण (Inverse Lorentz transformation 
equations) 

यǑद धना×मक X Ǒदशा मɅ v वेग से गǓतशील तंğ S' मɅ ͩकसी घटना ͪवशेष के ͧलए Ĥेͯ¢त 
Ǒदक् काल Ǔनदȶशांक (x', y', z', t') £ात हɉ और िèथर तğं S मɅ त×सàबिÛधत मान £ात करने हɉ 
तो Ǔनàन åय×ुĐम समीकरणɉ का Ĥयोग ͩकया जाता है- 

 
2

2

'

1

x vt
x

v
c






 'y y  'z z  व 
2

2

2

'

1

vxt
cx
v
c





 

èपçट है ͩक लॉरेÛज ǾपाÛतरणɉ मɅ v को -v से ĤǓतèथाͪपत करके तथा Ǔनदȶशांकɉ के नामाकंरणɉ को 
परèपर पǐरवǓत[त करने पर ǾपाÛतरण समीकरण ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. सापेͯ¢कता ͧ सƨाÛत के अनुसार सापे¢ गǓत करने वाले जड़×वीय Ǔनदȶश तÛğɉ मɅ कौन 
 सी राͧशयाँ Ǔनरपे¢ नहȣं होती हɇ? 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2. Èया लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण Ĥकाश कȧ गǓत से गǓतशील घटनाओं के ͧलये 
 ĤयुÈत ͩकये जा सकते हɇ? 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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3. यǑद कोई गǓतशील ǓनदȶशतÛğ Ĥकाश के वेग से गǓतशील हो तो उसके ͧलये 
 सापेͯ¢कता गुणांक    का मान Èया होगा ।    
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4. सापेͯ¢कता गुणांक    का मान अनÛत नहȣं होना ͩकस तØय को èपçट करता है? 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5. वेग मान v<<c के ͧलये लॉरेÛज ǽपाÛतरण गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ के तुãय होते हɇ 
 । कैसे?  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6. Èया आइÛसटाइन के ͪवͧशçट सापेͯ¢कता के अͧभगृ हȣत Ĥकाश के वेग से गǓतशील 
 कण के ͧलये लागू सकते हɇ?  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
7. Èया लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के अनुसार  2 2 2x c t  का मान  2 2 2'x c t  के तुãय 

 होता है?    
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
8. यǑद एक कण िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ v वेग से गǓतशील हो तो गेलेͧलयन ǽपाÛतरणɉ 
 के अनुसार उस ǓनदȶशतÛğ मɅ कण का वेग Èया होगा जो èवयं Ĥकाश के वेग से 
 गǓतशील है ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
  
9. एक हवाई जहाज पृØवी पर खड़े Ĥे¢क के ऊपर से उड़ रहा है । हवाई जहाज का 
 वेग v है । जब पृØवी Ĥे¢क के ठȤक ͧसर के ऊपर गुजरती है तो इसके केÛġ पर 
 रखे Ĥकाश İोत से Ĥकाश उ×सिज[त होता है । Ĥकाश के इस Ĥभाव को हवाई जहाज 
 के अĒ भाग मɅ बैठे Ĥे¢क A व पीछे के भाग मɅ बैठे Ĥे¢क B ɮवारा एक साथ Ĥेͯ¢त 
 ͩकया जाता है । Èया Ĥकाश संकेत दोनɉ Ĥे¢कɉ पर एक साथ पहु ं चेगा ।   
  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
10. ͪवͧशçट सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत ͩकस मूलभूत भौǓतक Ǔनयतांक के ͪवæलेषण पर 
 आधाǐरत है ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
11. Ûयूटन के ɮͪवतीय Ǔनयम का ͪवͧशçट सापेͯ¢कता का Ĥाǽप ͧलͨखये ।  
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 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
12. Èया ͪवͧशçट सापेͯ¢कता का ͧसƨाÛत ऐसे ͪपÖड कȧ गǓत के ͧलये ĤयुÈत ͩकया जा 
 सकता है जो एक समान ×वरण से ×वǐरत है ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
13. लॉरेÛज गुणज   तथा चाल Ĥचाल (parameter) के मÚय आरेख खींͬचये । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   
उदाहरण 9.1 ͧसƨ कȧिजए कȧ ͩकसी ǓनदȶशतÛğ मɅ घǑटत होने वालȣ दो घटनाओं का Ǒदक् समय 
अÛतराल लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के अनसुार Ǔनæचर होता है । 
हल : माना S ǓनदȶशतÛğ मɅ घǑटत दो घटनाओं के Ǔनदȶशांक Đमश:  1 1 1 1, , ,x y z t व  2 2 2 2, , ,x y z t  

हɇ । अत: इन घटनाओं के ͧलये Ǒदक् काल अÛतराल के वग[ को Ǔनàन Ĥकार से åयÈत कर सकते हɇ। 
       2 2 22 2

12 2 1 2 1 2 1 2 1'S x x y y z z c t t          ..... (9.18) 

 माना S' ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त इन घटनाओं के Ǔनदȶशांक Đमश:  1 1 1 1' , ' , ' , 'x y z t  व 

 2 2 2 2' , ' , ' , 'x y z t  हɇ । अत: Ǒदक् काल अÛतराल के वग[ का मान होगा 

       2 2 2'2 2
12 2 1 2 1 2 1 2 1' ' ' ' ' ' ' 'S x x y y z z c t t         ..... (9.19)  

लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के अनसुार   

 1 1' ;x x vt   1 1' ;y y  1 1'z z  तथा 1
1 1 2' vxt t

c
     

 .....(9.20)  

 2 2' ;x x vt   2 2' ;y y   2 2'z z  तथा 2
2 2 2' vxt t

c
     

  ..(9.21) 

अत:   
     2 1 2 1 2 1' ' ;x x x x v t t       2 1 2 1' 'y y y y    व  2 1 2 1' 'z z z z    

तथा      2 1
2 1 2 1 2' '

v x x
t t t t

c


 
    

 
 

अब               22 2 22 2 2 2 2
12 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1' /S x x v t t y y z z c t t v x x c              

       
2 2

2 2 2 22 2 2
2 1 2 1 2 1 2 12 21 1v vx x y y z z c t t

c c
 

   
            

   
 

या        2 2 2 22 2
12 2 1 2 1 2 1 2 1'S x x y y z z c t t         

अत:  2 2
12 12'S S  

नोट : इस उदाहरण से आपको यह जानकारȣ ĤाÜत हु ई होगी ͩक ͩकÛहȣ ंदो घटनाओं मɅ Ǒदक् व काल 
अÛतराल पथृक से तुãय नहȣं होते हɇ ।  

ͪवͧशçट सापेͯ¢ता 
के अनुसार Ǒदक व 
काल अÛतराल 
जड़×वीय Ǔनदȶशतğंɉ 
मɅ समान नहȣं होता 
है। 
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अथा[त ्  2 1 2 1' 't t t t      

तथा               2 2 2 2 2 2
2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1' ' ' ' ' 'x x y y z z x x y y z z            

दसूरे शÞदɉ मɅ अलग अलग Ĥे¢कɉ के ͧलये Ǒदक् व काल अÛतराल Ǔनरपे¢ न हो कर ͧभÛन ͧभÛन 
हɉगे । इसके ͪवपरȣत ͬचरसिàमत यांǒğकȧ के ͧसƨाÛत अÛतरालɉ के Ǔनæचरता होना दशा[ते हɇ ।   

9.4 लàबाई आकंुचन (Length contraction)   

9.4.1 उͬचत लàबाई - संकãपना (Proper length concept) 

ͩकसी वèतु से सàबƨ (जुड ेहु ए) Ĥे¢क ɮवारा अभीçट वèत ुसे संबिÛधत राͧशयɉ के मापे गए 
मानɉ को उͬचत मान (proper value) कहा जाता है । उदाहरणाथ[ िèथर छड से सàबƨ Ǔनदȶश-तंğ 
मɅ छड से जुड ेĤे¢क ɮवारा मापी गई लàबाई को उͬचत लàबाई कहत ेहɇ और इस छड के सापे¢ गǓतशील 
Ĥे¢क ɮवारा मापी गई लàबाई को आभासी लàबाई कहा जाता है । 

यǑद छड गǓतशील तंğ मɅ रखी है (यानी ͩक छड भी तंğ के साथ गǓत कर रहȣ है) तो गǓतशील 
तंğ मɅ मापी गई लàबाई को उͬचत लàबाई कहा जाएगा और इस िèथǓत मɅ िèथर तंğ मɅ मापी गई 
लàबाई को आभासी लàबाई कहɅगे । 

9.4.2 लàबाई आकंुचन- åयजंक (Length contraction - expression) 

माना S ǓनदȶशतÛğ मɅ X- Ǒदशा के अनǑुदश एक 
छड़ रखी गयी है िजसकȧ लàबाई L0 है (ͬचğ 9.2) । चू ंͩक 
S ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ ͪवरामावèथा मɅ है अत: इस छड़ के 
ͧसरɉ के Ǔनदȶशाकं x1 व x2 समय को t पर आͬĮत नहȣ ं
हɉगे । अत: छड़ कȧ उͬचत लàबाई  (वाèतͪवक लàबाई) 

0 2 1L x x     ..(9.22) 

माना S' ǓनदȶशतÛğ S के सापे¢ X- Ǒदशा मɅ v 
वेग से गǓतशील है । तंğ S' मɅ बठैा Ĥे¢क उसी ¢ण (समय 
t' पर) छड़ के ͧसरɉ के Ǔनदȶशाकंɉ को Đमश: x'1, व x'2 
Ĥेͯ¢त करता है । अत: S' ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥे¢क ɮवारा 
Ĥेͯ¢त छड़ कȧ लàबाई L होगी ।  

2 1' 'L x x         ..... (9.23) 
लॉरेÛज åय×ुĐम ǽपाÛतरणɉ के अनसुार 

 
 

1 1

2 2

' '

' '

x x vt

x x vt





 

 
 

अत:   2 1 2 1' 'x x x x    

0L L  

िजस Ĥे¢क ɮवारा 
िजस Ǔनदȶशतğंɉ मɅ 
छड़ को िèथर 
Ĥेͯ¢त ͩकया जाता 
है उसे उसकȧ उͬचत 
लàबाई कहते हɇ । 

िजस Ǔनदȶश तğं मɅ 
छड़ को गǓतशील 
Ĥेͯ¢त ͩकया जाता 
है उस तğं मɅ उसकȧ 
लàबाई को आभासी 
लàबाई कहते हɇ । 
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या छड कȧ आभासी लàबाई 

1
2 2

0
0 21L vL L

c
 

   
 

   ..... (9.24) 

इस सàबÛध को छड़ कȧ अपनी लàबाई के समाÛतर गǓत करने पर उ×पÛन लॉरेÛज-ͩफÏगेराãड 
(Fitzgerald) आकंुचन कहते हɇ । 

छड आकंुचन से सàबिÛधत मह×वपणू[ तØय ǓनàनĤकार हɇ - 
1. गǓत कȧ Ǒदशा के अनǑुदश छड़ कȧ लàबाई मɅ आकंुचन Ĥेͯ¢त ͩकया जाता है । 
2. गǓत कȧ Ǒदशा के अनǑुदश छड़ के लàबाई के लàबवत Ǒदशा मɅ आकंुचन नहȣं होता है । 
3. यǑद गǓतशील Ǔनदȶश तÛğ का वेग v Ĥकाश के वेग कȧ तुलना मɅ अãप हो तो L=L0 होगा। 
4. आकंुचन Ĥेͯ¢त करने के ͧलये यह आवæयक है ͩक छड़ के ͧसरɉ के Ǔनदȶशांक दोनɉ ǓनदȶशतÛğɉ 

मɅ एक हȣ ¢ण मापे जायɅ । इस ͧसƨाÛत को सापेͯ¢कता का समकालȣनता (Simultaneity) 
ͧसƨाÛत भी कहते हɇ । 

9.4.3 ĤǓतशत आकंुचन (Contraction percentage) 

समी. 9.2.4 के अनसुार छड कȧ लàबाई मɅ ĤǓतशत आकंुचन Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया 
जाता है-   

2

0 0 2
0

0 0

1
100 100

vL LL L c
L L

 
    

2 2

2 2

11 1 100 1 1 ... 100
2

v v
c c

   
               

 

2

2

50 %v
c

  

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
14. ͬचğ 9.3 मɅ दशा[यी गयी åयवèथा मɅ  छड़ कȧ उपयुÈत लàबाई का मान बतलाइये। 

 
ͬचğ 9.3 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .   
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
15. ͬचğ 9.4 मɅ दशा[यी गयी कौनसी åयवèथा लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के अनुǽप है । 
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ͬचğ 9.4 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
16. एक मीटर लàबी छड़ िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ X- अ¢ के समाÛतर रखी गयी है । S' 
 ǓनदȶशतÛğ X- Ǒदशा मɅ v=0.6c वेग से गǓतशील है । इस ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ कȧ 
 लàबाई मɅ ĤǓतशत आकंुचन का मान Èया होगा? 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
17. एक मीटर लàबी छड़ को अÛतǐर¢यान मɅ रखा गया है जो 0.4c वेग से पृØवी के 
 सापे¢ गǓतशील है । अÛतǐर¢यान पृØवी या मɅ  से ͩ कस मɅ बैठा Ĥे¢क, छड़ कȧ लàबाई 
 का वाèतͪवक मान Ĥेͯ¢त करेगा । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
18. Èया एक छड को वेग के तुãय वेग से गǓत करवाया जा सकता है । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

उदाहरण 9.2 ͪपÖड का वेग £ात कȧिजए िजसके कारण लॉरेÛज गणुांक 
2 2

1
1 /v c

 का मान एकांक 

हो जाये । 

हल : लॉरेÛज गणुांक 
2 2

1
1 /v c

 


 का मान एकांक होने के ͧलये 
v
c
 शÛूय होना चाǑहये 1 

अथा[त ्कण के शूÛय वेग के ͧलये लॉरेÛज गणुाकं का मान एकांक होगा । 
उदाहरण 9.3 एक कण 0.6c वेग से गǓतशील है । इसके ͧ लये लॉरेÛज गणुांक का मान £ात कȧिजए।  
हल: लॉरेÛज गणुांक 

2 2

1
1 /v c

 


 

V का मान रखने पर 
1

1 0.36
 


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1
0.64

10 1.25
8







 
 

उदाहरण 9.4 ͧसƨ कȧिजये ͩक 
v
c

   के अãपमान के ͧलये लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरण गेलेͧलयन 

ǽपाÛतरणɉ मɅ पǐरवǓत[त हो जाती है । लॉरेÛज गणुाकं   के ͪवèतार मɅ अगले पद के ͧलये v का 

वह मान £ात करो िजसके ͧलये यह पद x के मान मɅ 10% का योगदान करे । 
हल : लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरणɉ के अनसुार 

 ' ;
' ;
' ;

x x vt
y y
z z

 




 

तथा 2' 1 vxt
c

    
 

  

2 2 2

1 1
1 / 1v c




 
 

 

अत: 
 

2
'

1

x vt
x







 से 

    1/22' 1x x vt 


   
  के मान को अ×यãप माना जाये तो  21 1  रखने पर 

 ' ; ' ; ' ;x x vt y y z z     तथा   1/22' 1t t x t
c


      
 

 (यǑद  <<1) 

अत:   के अãप मान के ͧलये लॉरेÛज ǽपाÛतरण गेलेͧलयन ǽपाÛतरण मɅ पǐरवǓत[त हो जात ेहɇ ।  
पनु: ͪवèतार का अगला पद ͧलखने पर 

  21' 1
2

x x vt     
 

 

Ǒदये गये Ĥæन के अनसुार 
2 2

2 0.1
2 2

0.2

v
c

v c


 



 

उदाहरण 9.5 िèथर Ǔनदȶश तÛğ मɅ 0L  भुजा के घन का आयतन 3
0L  है । उस ǓनदȶशतÛğ मɅ घन 

का आयतन £ात कȧिजए जो घन के एक ͩकनारे के समाÛतर v वेग से गǓतशील है । 
हल : ͬचğ 9.5 मɅ 0L  लàबाई के एक घन को िèथर ǓनदȶशतÛğ S मɅ दशा[या गया है । S' ǓनदȶशतÛğ  
X- Ǒदशा मɅ v वेग से गǓतशील है । माना t=t'=0 पर दोनɉ ǓनदȶशतÛğɉ के मलू ǒबÛद ुपरèपर सàपाǓतत 
हɇ ।  
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ͬचğ 9.5 

लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के अनसुार गǓतशील ǓनदȶशतÛğ S' मɅ केवल गǓत कȧ Ǒदशा मɅ घन कȧ लàबाई 

0L  मɅ आकंुचन होगा उसके लàबवत Ǒदशा मɅ कोई आकंुचन नहȣं होगा । यहां घन X- Ǒदशा के समाÛतर 

ͩकनारे OC मɅ लàबाई मɅ आकंुचन होगा । अत: गǓतशील ǓनदȶशतÛğ S' मɅ घन का आयतन होगा- 
1

2 2

0 0 02

1
2 2

3
0 2

1
2 2

0
0 2

1 . .

1

1

vV L L L
c

vV L
c

VvV V
c 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

 

अत: V<V0 अथा[त ्आयतन मɅ आकंुचन केवल X- Ǒदशा मɅ घन कȧ लàबाई के आकंुचन के 
कारण हȣ होगा । 

नोट- पçृठ ¢ेğफल तथा आयतन मɅ ĤǓतशत संकुचन का मान भी 
2

2

50v
c

 होता है । 

उदाहरण 9.6 एक Ǔनदȶश तÛğ 5 मी. लàबाई कȧ एक छड़ से 300 का कोण बनाते हु ये 0.6 c वेग 
से गǓतशील है । गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ का झकुाव व लàबाई का मान £ात कȧिजए । 
हल : Ǒदये गये Ĥæन को ͬचğ 9.6 मɅ दशा[या गया है । S व S' ǓनदȶशतÛğ के मलू ǒबÛद ुt = t' = 
0 पर परèपर संपाǓतत है । यहाँ S' ǓनदȶशतÛğ X- Ǒदशा मɅ 0.6 c वेग से गǓतशील है । 

 
ͬचğ 9.6 

लॉरेÛज ǽपाÛतरणɉ के ͧसƨाÛत के अनसुार S' ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ कȧ लàबाई के X- घटक के मान 
मɅ हȣ संकुचन होगा और ऊÚवा[धर घटक मɅ कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोगा । यहाँ छड़ का X- Ǒदशा मɅ घटक  
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2 3  मीटर  

तथा   0
0 0 0' sin30y yl l l   

05sin 30 5 / 2   मीटर  
अत: गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥͯ¢त छड़ कȧ लàबाई का मान होगा   

   
2 2'2 '2

0 0 0' 2 3 5 / 2 4.27x yl l l     मीटर  

यǑद गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ छड़ ɮवारा X- Ǒदशा मɅ बनाये गये कोण का मान   हो तो  
'
0
'
0

5 / 2tan 0.72
2 3

y

x

l
l

   
 

या   1 0tan 0.72 35.8    

9.5 समय ͪवèफरण (Time dilation) 
सापेͯ¢क गǓत करते हु ए Ĥे¢कɉ के ͧ लए ͩकसी घड़ी के दो Đमागत Ǒटक् Ǒटक् के समयाÛतराल 

के मान मɅ अनभुव होने वालȣ वृͪ ƨ को समय ͪवèफरण (time dilation) कहते हɇ ।  
माना एक घड़ी S ǓनदȶशतÛğ मɅ िèथरावèथा मɅ है । ͩ कसी घड़ी से सàबƨ ǓनदȶशतÛğ मɅ घड़ी 

ɮवारा मापे गये समयाÛतराल को उͬचत समय (proper time) कहत ेहɇ तथा इसे सामाÛयतया   
ɮवारा åयÈत करते हɇ तथा घड़ी के सापे¢ Ǔनयत वेग से गǓतशील Ĥे¢क ɮवारा मापे गए समय को 
आभासी समय (appearant time) कहते हɇ । 

माना ͩक अभीçट ǓनदȶशतÛğ S मɅ घड़ी x = 0 िèथǓत पर िèथत है तथा दो Đमागत घटनाओं 
(दो Đमागत Ǒटक् Ǒटक् कȧ आवाज) के ͧलए Ĥेͯ¢त समय Đमश: t1 व t2 हɇ तो इस घटना मɅ लगे 
समय-अÛतराल का मान होगा  

2 1t t t             ..... (9.25)  
यह समय-अÛतराल घड़ी से सàबƨ तंğ मɅ मापा गया है अत: यह उͬचत समय कहलाता 

है । माना S' ǓनदȶशतÛğ, जो S के सापे¢ X- Ǒदशा मɅ v वेग से गǓतशील है, मɅ घड़ी कȧ उसी िèथǓत 
(x = 0') पर इन Đͧमक घटनाओं के ͧ लए Ĥेͯ¢त समय को Đमश: t'1, व t'2 मापा जाता है । अथा[त ्
घटना घǑटत होने मɅ लगे समय-अÛतराल का मान Ǔनàन होगा- 

2 1' ' 't t t          ..... (9.26)  
यह आभासी समय-अÛतराल है । 
लॉरेÛज ǽपाÛतरण समीकरणɉ के अनसुार   

सापेͯ¢कता Ĥभाव 
के कारण गǓतशील 
घड़ी सèुत 
सीएचएएलएटȣआई 
हु ई Ĥतीत होती है। 
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1
1 1 2' tvt t x

c
     
 

चू ंͩक घटना èथल  x = 0  ..... (9.27)    

तथा 2
2 2 2' tvt t x

c
     
 

    ..... (9.28)  

अत:   2 1 2 1 1
2 2

2

' '

1

t t t t
v
c

   
 
 

 

   ..... (9.29) 

अथा[त 1
2 2

2

'

1

t
v
c


 

 
 

 

 

अत: गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ उÛहȣं घटनाओं को Ĥेͯ¢त करने के ͧलये लगे समय 
(समय-अÛतराल) का मान अͬधक होगा । इस Ĥभाव को समय ͪवèफरण कहते हɇ । 

दसूरे शÞदɉ मɅ गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ दो Đमागत घटनाओं के समयाÛतराल का मान िèथर 
ǓनदȶशतÛğ कȧ तलुना मɅ अͬधक Ĥतीत होता है । अथा[त,् 

िèथर घͫडयɉ कȧ तलुना मɅ गǓतशील घͫड़यां सुèत चलती हु ई Ĥतीत हɉगी । 
काल ͪवèफरण कȧ Ĥायोͬगक पिुçट (Experimental Verification of time dilation)- 

(1) िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ  - àयऑून कण का अƨ[ आयकुाल 2.2 x 10-6 सेकÖड होता है । 

ĦéमाÖड ͩकरणɅ (Cosmic Rays) जब बाहय वायमुÖडल मɅ Ĥवेश करती हɇ तो उसमɅ उपिèथत 
- मेसोन कण  - àयऑून कण मɅ ͪवघǑटत होते हɇ । इस ͩĐया मɅ  - àयऑून (या मेसोन) कण 
का वेग Ĥकाश के वेग c से कम होता है । अत: इस कण ɮवारा एक सेकÖड मɅ तय कȧ गयी दरूȣ का 
मान (2.2 x 10-6 x 3 x 108) 0.66 ͩकमी से कम होगा । याǓन ͩक ͩकसी भी Ĥकार से काल ͪवèफरण 
के ǒबना यह कण 0.66 ͩकमी से अͬधक दरूȣ तय नहȣं कर सकता । इससे यह èपçट होता है ͩक ये 
कण वायमुÖडल के शीष[ पर उ×पÛन नहȣं हो सकते । परÛतु Ĥे¢ण मɅ यह पाया गया है ͩक ये कण 
वायमुÖडल मɅ 10 ͩकमी दरूȣ तय करने के उपराÛत भी पाये जाते हɇ । यह तभी सàभव हो सकता है 
जब  - àयऑून कण का अƨ[ आयकुाल ͪवरामावèथा मɅ Ĥेͯ¢त मान से अͬधक हो । 
(2) काल ͪवèफरण के Ĥभाव को Ĥायोͬगक ǽप मɅ    (पॉयोन) के पु ंज (beam) लेकर èपçट 
ͩकया जा सकता है । इस Ĥकार कȧ पुजं ͧसÛĐोसाइÈलोĚोन से ĤाÜत Ĥोटॉन को ͩकसी लêय पर टकराकर 
के ĤाÜत ͩकया जा सकता है ।    कण धनावेͧशत होता है िजसका ġåयमान इलेÈĚॉन के ġåयमान 
से 273 गनुा होता है । यह कण    व ÛयĚूȣनो मɅ ͪवघǑटत होता है ।    कण का ġåयमान इलैÈĚॉन 

के ġåयमान का 215 गनुा होता है तथा इसका औसत आयकुाल का मान िèथर Ǔनदȶश तÛğ मɅ 25 
x 10-8 सेकÖड होता है । यǑद    कण के वेग का मान 0.9c हो तो Ĥयोगशाला ǓनदȶशतÛğ मɅ संभाͪवत 
अƨ[ आयकुाल का मान होगा 
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अत:    कण के ¢य से पवू[ असापे¢ता (non relativistically) कȧ तलुना मɅ दगुनी दरूȣ 
तय करेगा । यǑद   कण के वेग का मान Ĥकाश के वेग के तुãय होता तो Ĥयोगशाला ǓनदȶशतÛğ 
मɅ इसके सभंाͪवत अƨ[ आयकुाल का मान वाèतͪवक अƨ[ आयकुाल कȧ तुलना मɅ बहु त अͬधक होना 
चाǑहये । Ĥयोगɉ ɮवारा    कण के इस वेग के मान के ͧलये उसकȧ Ĥेͯ¢त अƨ[ आय ुकाल का 
èपçटȣकरण काल ͪवèफरण के ɮवारा ͩकया जा सकता है । 
उदाहरण 9.7 Ĥयोगशाला ǓनदȶशतÛğ मɅ 2.5 x 10-8 मीटर सेकÖड के वेग से गǓतशील कण के अƨ[ 
आयकुाल का मान 2.5 x 10-7 सेकÖड Ĥेͯ¢त ͩ कया जाता है । इस कण का वाèतͪवक अƨ[ आयकुाल 
का मान £ात कȧिजए । 
हल: वाèतͪवक अƨ[ आयकुाल  
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79.0 10  सेकÖड 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
19. िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ रखी एक घड़ी कȧ दो Ǒटक् Ǒटक् के मÚय का समयाÛतराल 1 
 सेकÖड है । अÛतǐर¢यान मɅ बैठे Ĥे¢क के ͧलये इस समयाÛतराल का मान अͬधक 
 होगा या कम । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
20. काल ͪ वèफरण के Ĥभाव के कारण िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ रखी घड़ी सुèत या तेज चलती 
 Ĥतीत होगी । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
21. वाèतͪवक समय का मान गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥेͯ¢त मान से कम होता है या 
 अͬधक? 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
22. यǑद v वेग गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ रखी एक घड़ी ɮवारा दो Đमागत घटनाओं के 
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 समयाÛतराल का मान   Ĥेͯ¢त ͩकया जाये तथा िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ उसी िèथǓत 
 के ͧलये यह मान '  तो   व '  के मÚय संबंध ͧलͨखये । 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
उदाहरण 9.8 पØृवी के सापे¢ मेसोन कण का वेग 0.8c है । यǑद िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ इसके उड़ान 
मɅ लगा समय 2 x 10-8 सेकÖड हो और इसका वेग िèथर रहे तो पØृवी के सापे¢ इस कण ɮवारा 
तय कȧ गयी दरूȣ का मान £ात कȧिजए । 
हल : पØृवी के सापे¢ मेसोन कण के उड़ान मɅ लगा समय 
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मेसोन कण के वाèतͪवक अƨ[ आयकुाल का मान 
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पØृवी के सापे¢ मेसोन कण ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ का मान होगा 
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उदाहरण 9.9 Ĥयोगशाला मɅ कणɉ कȧ एक पुजं का वेग 0.96c तथा अƨ[ आयकुाल 2 x 10-6 सेकÖड 
है । पुजं के ÝलÈस के Ĥारिàभक मान का आधा होने तक इसके ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ का मान 
£ात करो ।  
हल : Ĥेͯ¢त अƨ[ आयकुाल 
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èपçट है ͩक पुजं के Ĥारिàभक ÝलÈस के मान का आधा होने तक यह समय लगेगा । इस 
समय मɅ पुजं के ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ होगी । 
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9.6 सारांश (Summary) 
 Ĥकाश को गǓत करने के ͧलये ईथर जसेै ͩकसी माÚयम कȧ आवæयकता नहȣं होती है ।  
 सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğो मɅ Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश का वेग समान होता है । 
 Ĥकाश के वेग कȧ कोǑट से गǓतशील ǓनदȶशतÛğ के ͧ लये गेलेͧलयन ǽपाÛतरण लाग ूनहȣं होत े

हɇ ।  
 आइÛसटȣन के अनसुार Ĥकाश के वेग c का मान Ĥे¢क कȧ गǓत पर Ǔनभ[र नहȣं करता है।  
 सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत का ĤǓतपादन सन ्1905 मɅ आइÛसटाइन ने ͩकया था । 
 सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत के अनसुार सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ भौǓतक Ǔनयम समान ǽप से 

लाग ूहोत ेहɇ । 
 सभी जड़×वीय ǓनदȶशतÛğɉ मɅ Ǔनवा[त मɅ Ĥकाश के वेग का मान समान होता है । 
 सापेͯ¢कता ͧसƨाÛत के अनसुार Ǒदक् व काल Ǔनरपे¢ नहȣं होते हɇ । 
 गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ Ĥे¢क ɮवारा Ĥेͯ¢त छड़ कȧ लàबाई का मान छड़ कȧ उपयकुा लàबाई 

से कम Ĥतीत होता है । इस कथन को लॉरेÛज ͩफटजगेराãड का सकुंचन भी कहते हɇ ।  
 संकुचन का Ĥभाव केवल गǓतशील ǓनदȶशतÛğ कȧ गǓत कȧ Ǒदशा मɅ Ĥेͯ¢त होना है उसके 

लàबवत Ǒदशा मɅ नहȣं । 
 िèथर ǓनदȶशतÛğ मɅ घड़ी ɮवारा ͩ कसी घटना के ͧलये मापा गया समयाÛतराल वाèतͪवक काल 

कहलाता है । 
 गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ ͩकसी घटना के समयाÛतराल कȧ अवͬध का मान िèथर Ǔनदȶश तÛğ 

कȧ तलुना मɅ अͬधक होता है । इसे समय ͪवèफरण कहते हɇ । 
 गǓतशील ǓनदȶशतÛğ मɅ ͩकसी घटना के ͧलये लगे समयाÛतराल का मान वाèतͪवक 

समयाÛतराल   से Ǔनàन Ĥकार सàबिÛधत होता है ।  
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9.7 शÞदावलȣ (Glossary)  
काल ͪवèफरण Time Dilation 
ͬचरसàमत Classical 
Ǒदक् Space 
Ǔनवा[त Vacuum 
Ǔनæचर Invariant 
भौǓतक Ǔनयम Physical laws 
ǽपाÛतरण Transformation 
वाèतͪवक Proper 
ͪवèफरण Dilation 
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ͪवͧशçट सापेͯ¢कता  Special Relativity 
िèथर Constant 
सापेͯ¢कता Relativity 
संकुचन  
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 Physics Vol. I  
4. J.C. Upadhyay Mechanics Ram Prasad & Sons, Agra 

9.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. काल   
2. नहȣं   
3. अनÛत 
4. कण का वेग Ĥकाश के वेग से अͬधक नहȣं हो सकता । 
5. हाँ 
6. नहȣ ं
7. हाँ    
8. c 
9. हाँ    
10. Ĥकाश का वेग c   

11. dpF
dt



 जहां p mv

 
 

12. हाँ, dpF
dt



 

13. आरेख ͬचğ 9.7 मɅ दशा[ये अनसुार ĤाÜत होता है । 

 
ͬचğ 9.7 

14. 1.0 मीटर   
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15. ब  
16. 18% 
17. अÛतǐर¢यान 
18. नहȣ ं
19. अͬधक 
20. सुèत 
21. कम होता है   
22. 22. '   

9.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. सापेͯ¢कता कȧ पǐरभाषा दȣिजये । 
2. ͬचरसàमत यांǒğकȧ के अनसुार Ǒदक् व काल Ǔनरपे¢ हɇ या सापे¢ । 
3. ͧमÛकाåसकȧ आकाश ͩकतने Ǔनदȶशांकɉ से Ǔनͧम[त होता है । 
4. लàबाई संकुचन Èया है । 
5. ͪवͧशçट सापेͯ¢कता के ͧसƨाÛतɉ को ͧलͨखये । 
6. काल ͪवèफरण को पǐरभाͪषत कȧिजए । 
7. वाèतͪवक लàबाई Èया है? 
8. वाèतͪवक काल Èया है? 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
9. लàबाई संकुचन Èया है? इसके ͧलये आवæयक सूğ कȧ èथापना कȧिजए । 
10. काल ͪ वèफरण से Èया अͧभĤाय है? काल ͪ वèफरण के ͧ लये आवæयक सğू कȧ èथापना कȧिजए।  
11. लॉरेÛज ǽपाÛतरण Èया है? इन ǽपाÛतरणɉ के ͧलये आवæयक समीकरणɉ कȧ èथापना कȧिजए ।  
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
12. S ǓनदȶशतÛğ मɅ एक छड़ कȧ लàबाई 10 मीटर है । उस ǓनदȶशतÛğ S' मɅ छड़ कȧ लàबाई का 

मान £ात कȧिजए जो S के सापे¢ 0.8c वेग से गǓतशील है ।  

संकेत-  2 2
0 1 .L L v c      (उ×तर: 6 मीटर)  

13. एक छड़ कȧ लàबाई 5 मीटर है । छड़ 0.5c वेग से पØृवी के सापे¢ गǓतशील है । छड़ के साथ 
गǓतशील Ĥे¢क ɮवारा Ĥेͯ¢त छड़ कȧ लàबाई का मान £ात कȧिजए । 

(उ×तर: 5 मीटर) 
14. Ĥयोगशाला के सापे¢ एक छड़ 0.6c वेग से गǓतशील है । यǑद Ĥयोगशाला मɅ बठैा Ĥे¢क इस 

छड कȧ लàबाई का मान 1 मीटर Ĥेͯ¢त करता हो तो इसकȧ वाèतͪवक लàबाई का मान £ात 
करो । 

(उ×तर: 1.25 मीटर)   
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15. एक छड़ अपनी लàबाई के सापे¢ 600 का कोण बनाते हु ए 0.8c वेग से गǓतशील हो तो इसकȧ 

लàबाई मɅ ĤǓतशत संकुचन £ात कȧिजए । 
(उ×तर: 8.3 %) 

संकेत- 2 2 0' 1 / cos 60xl l v c   2 2 0' 1 / 60 '0.917yl l v c sin l l    
अत: % सकुंचन =(1-0.917) 100=8.3% 

16. पॉयन कण का वाèतͪवक अƨ[ आयकुाल 2.5 x 10-8 सेकÖड है तथा औसत आयकुाल 2.5 x 
10-1 सेकÖड । पॉयन कण का वेग £ात कȧिजए । 

 (उ×तर: 0.993) 
17. Ĥयोगशाला मɅ Ĥेͯ¢त ͩकसी कण का अƨ[ आयकुाल यश 4x10-8 सेकÖड तथा वेग 0.8c है, जब 

इसका वेग 0.6c होता है तो अƨ[ आयकुाल 3 x 10-8 सेकÖड होता है । इस तØय को समझाइये। 
(उ×तर: दोनɉ िèथǓतयɉ मɅ वाèतͪवक आयकुाल का मान 2.4 x 10-8 सेकÖड है ।इसका अͧभĤाय है 

ͩक कण के आयकुाल का मान Ĥे¢क कȧ गǓत पर Ǔनभ[र नहȣं करता है ।) 

  



203 
 

इकाई – 10 
ġåयमान-केÛġ  

(Centre of Mass)  
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

10.0 उƧेæय 
10.1 Ĥèतावना 
10.2 ġåयमान-केÛġ कȧ अवधारणा 
10.3 ɮͪवकण Ǔनकाय एव ंसमानीत ġåयमान 

10.3.1 ɮͪवकण Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ 
10.3.2 समानीत ġåयमान 
10.3.3 ĤकृǓत मɅ ɮͪवकण Ǔनकायɉ के उदाहरण 

10.4 बहु कणीय Ǔनकाय एव ंǺढ़ ͪपÖड 
10.4.1 बहु कणीय Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ 
10.4.2 बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का काǓत[य Ǔनदȶशांकɉ मɅ Ĥदश[न   
10.4.3 Ǻढ़ ͪपÖड का ġåयमान-केÛġ 
10.4.4 Ǔनयͧमत Ǻढ़ ͪपÖडɉ के ġåयमान-केÛġ का पǐरकलन 
10.4.5 ġåयमान-केÛġ कȧ गǓत 
10.4.6 बहु कणीय Ǔनकाय कȧ गǓतज ऊजा[ 

10.5 पǐरĐमण गǓत 
10.5.1 कोणीय ͪवèथापन 
10.5.2 कोणीय वेग 
10.5.3 कोणीय ×वरण 

10.6 Ǻढ़ ͪपÖड कȧ गǓत 
10.7 साराशं 
10.8 शÞदावलȣ 
10.9 संदभ[ ĒÛथ 
10.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
10.11 अßयासाथ[ Ĥæन   

10.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप  

 ġåयमान-केÛġ कȧ अवधारणा समझ सकɅ गे; 
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 ɮͪवकण Ǔनकाय तथा ĤकृǓत मɅ इनकȧ उपिèथǓत के बारे मɅ अÚययन कुछ ͪवशेष उदाहरणɉ 
सǑहत कर सकɅ गे;  

 समानीत ġåयमान कȧ अवधारणा तथा ĤकृǓत मɅ उपिèथत ɮͪवकण Ǔनकायɉ के समानीत 
ġåयमान का पǐरकलन कर सकɅ गे; 

 बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत तथा वेग सǑदश के åयजंक ĤाÜत कर 
ġåयमान-केÛġ कȧ गǓत का ͪवèततृ अÚययन कर सकɅ गे; 

 कुछ Ǔनयͧमत आकार के Ǻढ़ ͪपÖडɉ के ġåयमान-केÛġɉ कȧ िèथǓत का पǐरकलन कर सकɅ गे; 
 ͩकसी कण तथा Ǻढ़ ͪपÖड कȧ पǐरĐमण गǓत का ͪवèततृ अÚययन कर सकɅ गे । 

10.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आप ͩकसी ͩĐकेट ͨखलाड़ी ɮवारा उÚवा[धर ऊपर कȧ ओर िèपन कराकर फɅ कȧ गई गɅद कȧ 

गǓत को Úयान पवू[क दɅखे । यǑद आप अपना Úयान गɅद कȧ सतह पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुपर केिÛġत 
करɅ तो आप पायɅगे ͩक इस ǒबÛद ुका पथ सरल रेखीय या एकतलȣय न होकर जǑटल पथ होता है । 
अब यǑद आप गɅद के केÛġ ǒबÛद ुकȧ गǓत पर Úयान केिÛġत करɅ तो आप पायɅगे ͩक इसका पथ उÚवा[धर 

सरल रेखीय पथ होता है जो ͩक गɅद को ǒबना िèपन 
कराये ऊपर फɅ कने पर भी होता है अथा[त ्ͩ Đकेटर ɮवारा 
गɅद को िèपन कराकर ऊपर कȧ ओर फɅ कने का इस केÛġ 
ǒबÛद ुकȧ गǓत पर कोई Ĥभाव नहȣं आया है । इसी Ĥकार 
ͬचğ 10.1 मɅ Ĥदͧश[त यǑद आप एक ͨखलाड़ी ɮवारा 
उसके समीप खड़े अÛय ͨखलाड़ी कȧ ओर फɅ के गये एक 
ऐसे डàबल कȧ गǓत को देखे जो ͩक अपनी अ¢ के सापे¢ 
घणु[न व दोलनी गǓत करत ेहु ये दसूरे ͨखलाड़ी कȧ और 
गǓत करता है तो आप पायɅगे ͩक इनके केÛġ ǒबÛद ुͩक 
गǓत सरल परवलय गǓत हȣ होती है जो ͩक डàबल को 

घणु[न तथा दोलन गǓत कराये ǒबना होती । उपरोÈत दोनɉ उदाहरणɉ से आप एक Ǔनçकष[ Ǔनकाल सकत े
है ͩक गɅद अथवा डàबल का केÛġ एक ͪवͧशçट ǒबÛद ुहै िजसकȧ गǓत समान ġåयमान के समान बल 
लगाये गये एकल कण ͩ क गǓत के तुãय होती है । जब ͩ कसी Ǔनकाय मɅ कणो कȧ संÉया अͬधक होता 
है तो Ĥ×येक कण गǓत को समझना कǑठन होता है । इस Ĥकार के Ǔनकाय कȧ गǓत को समझने के 
ͧलए ġåयमान-केÛġ कȧ अवधारणा बहु त सहायक ͧसƨ होती है । ͪपछलȣ इकाईयɉ मɅ आप पढ़ चकेु 
हɇ ͩक èथानाÛतरȣय गǓत मɅ ͪपÖड के ͩकसी एक कण कȧ गǓत के ɮवारा हȣ परेू ͪपÖड कȧ गǓत को 
ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है Èयɉͩक ͪ पÖड के समèत कणɉ का पथ परèपर समाÛतर होता है तथा ͩकसी 
भी ¢ण उसके Ĥ×येक कण का ͪवèथापन समान रहता है । लेͩकन यǑद ͪपÖड दोलनी या घणू[न गǓत 
करत ेहु ये èथानाÛतǐरत गǓत करे तो उसके समèत कणɉ कȧ रेͨखक चाल समान नहȣं होती ͩफर भी 
ͪपÖड मɅ एक ǒबÛद ुऐसा माना जा सकता है जो ͩ क उसी Ĥकार गǓत करता Ĥतीत होता जसेै ͩ क समान 
ġåयमान का कोई एकल कण समान बल लगाने से èथानाÛतǐरत होता हो । ऐसे ǒबÛद ुको ͪपÖड का 
ġåयमान-केÛġ कहा जाता है। 
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इस इकाई के अनÍुछेद 10.2 मɅ आप ġåयमान-केÛġ के बारे मɅ तथा अनÍुछेद 10.3 मɅ ɮͪवकण 
Ǔनकाय का ͪववेचना×मक अÚययन करɅगे । ġåयमान-केÛġ का अÚययन आप कण तंğ (system of 
particle) तथा Ǻढ़ ͪपÖड (rigid body), दोनɉ अवèथाओं मɅ ġåयमान-केÛġ का अÚययन अनÍुछेद 
10.4 मɅ करɅगे । इसी अनÍुछेद मɅ आप बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ कȧ गǓत एव ंइसकȧ गǓतज 
ऊजा[ का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 10.5 तथा 10.6 मɅ Đमश: पǐरĐमण गǓत एव ंǺढ़ ͪपÖड कȧ 
गǓत के बारे मɅ पढɅगे ।  

10.2 ġåयमान-केÛġ कȧ अवधारणा (Concept of centre of mass)  
Ĥे¢णɉ के आधार पर यह तØय सामने आता है ͩक Ĥ×येक भौǓतक Ǔनकाय से सàबƨ एक 

ǒबÛद ुऐसा होता है िजसकȧ गǓत, परेू Ǔनकाय कȧ èथानाÛतरȣय गǓत को Ĥदͧश[त करती है । इस ǒबÛद ु
को ġåयमान-केÛġ कहा जाता है । यह तØय कण तğं तथा Ǻढ़ ͪपÖड दोनɉ Ĥकार के Ǔनकायɉ के ͧलये 
माÛय होता है । इसे आप Ǔनàन Ǿप से भी पǐरभाͪषत कर सकते हɇ । 

''ͩकसी भौǓतक Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ वह ǒबÛद ुहोता है िजस पर उस Ǔनकाय के समèत 
कणɉ का! सàपणू[ ġåयमान इसकȧ èथानाÛतरȣय गǓत के अÚययन के ͧ लये Ĥभावी Ǿप से केिÛġत हुआ 
माना जा सकता है'' यहाँ Úयान रखने योÊय बात है ͩक यह आवæयक नहȣं है ͩक ġåयमान-केÛġ पर 
भौǓतक Ǿप से कोई ġåयमान उपिèथत हो हȣ । उदाहरण के ͧलये आप एक वलय पर ͪवचार करɅ तो 
उसका ġåयमान-केÛġ, Ïयाͧमतीय केÛġ पर िèथत होता है जहा ँपर कोई ġåयमान उपिèथत नहȣं होता। 

10.3 ɮͪवकण Ǔनकाय एवं समानीत ġåयमान (Two particle system 
and centre of mass)   
सामाÛयत: कोई भी Ǔनकाय अनेक कणɉ से ͧमलकर बना होता है लेͩकन सरलतम Ǔनकाय 

के Ǿप मɅ पहले आप एक ऐसे Ǔनकाय का अÚययन करɅगे िजसमɅ दो कण होते हɇ । साथ हȣ आप ɮͪवकण 
Ǔनकाय के ġåयमान केÛġ, समानीत ġåयमान तथा ĤकृǓत मɅ इनके उदाहरणɉ का अÚययन भी इस 
शीष[क के अÛतग[त कर सकɅ गे । 

10.3.1 ɮͪवकण Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ (Centre of mass of two particle system) 

ͬचğ 10.2 मɅ एक ɮͪवकण Ǔनकाय को Ĥदͧश[त ͩकया गया है 
िजसमɅ m1 तथा m2 ġåयमान के दो कण हɇ िजनके मूल ǒबÛद ुO के 

सापे¢ िèथǓत सǑदश (position vector) Đमश: 1r

 तथा 2r


 है । 

मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ इस Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का िèथत सǑदश 

 cmr


 को Ǔनàन åयजंक ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है- 

1 1 2 2

1 2
cm

m r m rr
m m





 
 

ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश के इस åयजंक कȧ उपपि×त Ǔनàनानसुार कȧ जाती है ।  
उपपि×त (Proof)-  
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ɮͪवकण Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश के åयजंक कȧ उपपि×त के ͧलए ͬचğ 
10.2 मɅ Ĥदͧश[त Ǔनकाय पर ͪ वचार कȧिजए िजसमɅ ǓनǑहत दोनɉ कणɉ पर बाéय तथा आÛतǐरक दोनɉ 

Ĥकार के बल काय[रत हɇ । मान लȣिजये ͩ क 1 'F


 Ĥथम कण (ġåयमान m1) पर बाéय बल तथा 
"
1,F


 
से इस पर दसूरे कण (ġåयमान m2) ɮवारा आरोͪपत आÛतǐरक बल का मान है । अत: Ĥथम कण 
पर काय[रत कुल पǐरणामी बल  

' "
1 1 1F F F 
 

 

इसी Ĥकार ɮͪवतीय कण पर काय[रत कुल पǐरणामी बल ' "
2 2 2F F F 
 

 

जहा ँ
'
2 ,F


ɮͪवतीय कण पर काय[रत बाéय बल व 
"
2 ,F


ɮͪवतीय कण पर Ĥथम कण ɮवारा 
आरोͪपत आÛतǐरक बल है । जैसा ͩक आप पवू[ मɅ पढ़ चकेु हɇ ͩक Ûयटून कȧ गǓत के ɮͪवतीय Ǔनयमानसुार 
दोनɉ कणɉ के संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर उन पर आरोͪपत बलɉ के तुãय होती है । अत: 

Ĥथम कण के ͧलये ' "
1 1 1

dPF F F
dt

  
 
                            ..... (10.1)  

था ɮͪवतीय कण के ͧलये ' " 2
2 2 2

dpF F F
dt

  
 

                            ......(10.2)  

अत: समी. 10.1 व 10.2 से ɮͪवकण Ǔनकाय पर कुल पǐरणामी बल 1 2F F F 
  

 

   ' " ' " 1 2
1 1 1 2 2

dP dPF F F F F
dt dt

     
    

                  ..... (10.3)  

समी. 10.3 मɅ " "
1 2 0,F F 
 

 Èयɉͩक दोनɉ कणɉ के मÚय लगने वाले आÛतǐरक बल परèपर 
बराबर तथा ͪवपरȣत होते हɇ । अत: 

 1 1 1 2' '' dF F F P P
dt

   
    

 

या   1 21 2
dF m v m v
dt

 
  

 Èयɉͩक 1 11P m v
 

 तथा 2 22P m v
 

 

अत:  1 2
1 2

dr drdF m m
dt dt dt
    

 

              

1
1

drv
dt




  तथा 2
2

drv
dt



 

या   
2

1 21 22

dF m r m r
dt

 
  

                         .....(10.4)  

चूँͩक ͩकसी भी Ǔनकाय का सàपणू[ ġåयमान  1 2M m m   उसके ġåयमान केÛġ पर 

केिÛġत हुआ माना जाता है, िजस पर बाéय बल F


 लगाने से उसमɅ उ×पÛन ×वरण 
2

2
cmd r

dt


 हो तो 

Ǔनकाय पर काय[रत बल- 

 
2

1 2 2
cmd rF m m

dt
 


 

अत: समी (10.4) से-    
2 2

1 21 2 1 22 2
cmd r dm m m r m r

dt dt
  

    
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या   1 21 2

1 2

c m
m r m rr

m m





                             ..... (10.5) 

समी. 10.5 m1 व m2 ġåयमान वाले दो कणɉ के Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश 
को Ĥदͧश[त करती है। यǑद ġåयमान-केÛġ मलू ǒबÛद ुO पर िèथत हो तो 0cmr 


 अत: समी. (10.5) 

कȧ सहायता से आप ͧलख सकत ेहै ͩक 
11 2 2 0m r m r 
 

                                         ..... (10.6)  
इस अवèथा मɅ 1r


 तथा 2r


 दोनɉ कणɉ के ġåयमान-केÛġ के सापे¢ िèथǓत सǑदश कहलाते है। समी. 

10.6 ġåयमान-केÛġ के पǐरतः कणɉ के ġåयमान आघणूɟ के सǑदश योग को åयÈत करती है जो ͩक 
शूÛय होता है । अत: आप कह सकते हɇ ͩक ġåयमान-केÛġ वह ǒबÛद ुहै िजसके पǐरतः Ǔनकाय के समèत 
कणɉ के ġåयमान आघणूɟ का सǑदश योग शूÛय होता है । 

अथा[त   
'

1
0

i n

ii
i

m r







 

जहां 
'
ir

 ġåयमान- केÛġ के सापे¢ i  वे कण का िèथǓत सǑदश है । 

10.3.2 समानीत ġåयमान (Reduced Mass) 

केÛġȣय बल के अÛतग[त दो कणɉ के Ǔनकाय कȧ आपेͯ¢क गǓत को एक आभासी कण कȧ 
गǓत ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है । इस अभासी कण के Ĥभावी ġåयमान को ɮͪवकण तंğ का 

समानीत ġåयमान (reduced mass) कहा जाता है । ɮͪवकण तÛğ 
के समानीत ġåयमान का åयजंक ĤाÜत करने के ͧलए ͬचğ 10.3 मɅ 
Ĥदͧश[त एक ɮͪवकण Ǔनकाय पर ͪवचार कȧिजये िजसमɅ िèथत दो कणɉ 
के ġåयमान Đमश: m1 व m2 हɇ । मलू ǒबÛद ुO के सापे¢ इनके 

िèथǓत सǑदश Đमश: 1r

 व 2r

  हɇ । मान लȣिजये इन कणɉ के मÚय 

केवल अÛयोÛय ͩĐया बल हȣ काय[रत है । कण m1 पर कण m2 ɮवारा 
आरोͪपत पारèपǐरक बल (केÛġȣय बल) 21F


 तथा कण m2 पर कण 

m1 ɮवारा आरोͪपत पारèपǐरक बल 21F


 है । 

12F


बल के Ĥभाव मे m1 ġåयमान वाले कण कȧ गǓत का समीकरण-    
2

1
12 1 2

d rF m
dt




  या   
2

1 12
2

1

Fd r
dt m


 

    .......(10.7) 

इसी Ĥकार 21F


 बल के Ĥभाव मɅ m2 ġåयमान वाले कण कȧ गǓत का समीकरण-   
2

2
21 2 2

d rF m
dt




 या 
2

2 21
2

2

Fd r
dt m


 

    ........(10.8) 

जैसा ͩक आप पवू[ मɅ अÚययन कर चुके हो ͩक Ûयटून कȧ गǓत के ततृीय Ǔनयमानसुार- 

12F


21F F  
 

 (माना) 
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अत: 
2 2

1 2
2 2

1 2

,d r F d r F
dt m dt m

  
   

    ........(10.9) 

समी. 10.9 से   
2

1 22
1 2

1 1d r r F
dt m m

 
   

 

     ........(10.10) 

यहाँ 1 2r r   ɮͪवतीय कण के सापे¢ Ĥथम कण का ͪ वèथापन सǑदश है िजसे 12r  से ͧ लखा 

जो सकता है, अत: समी 10.10 से  

 

2
12 1 2
2

1 2

d r m m F
dt m m

 
  
 

      ........(10.11) 

या   
2

12
2

d r F
dt

 
 

     ........(10.12) 

जहाँ 1 2

1 2

m m
m m


 

  
 को ɮͪवकण Ǔनकाय का समानीत ġåयमान कहा जाता है । 

समी 10.12 µ ġåयमान वाले एकल कण कȧ गǓत का समीकरण है िजसका मलू ǒबÛद ुO 
के सापे¢ िèथǓत सǑदश 12r  है । इस Ĥकार आप कह सकते हɇ ͩक ͩकसी ɮͪवकण Ǔनकाय मɅ केवल 
पारèपǐरक बलɉ के कारण कणɉ कȧ आपेͯ¢क गǓत मɅ दोनɉ कणɉ के सǑदश दरूȣ 1r

  तथा 2r
  कȧ गणना 

कȧ जाने वालȣ समèया को एक कण के सǑदश दरूȣ 12r  कȧ गणना मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता है  
िजसमɅ कण का तुãय ġåयमान उसका समानीत ġåयमान 1 2

1 2

m m
m m


 
  

होता है । 

10.3.3 ĤकृǓत मɅ ɮͪवकण Ǔनकायɉ के उदाहरण (Examples of two particle system 
in Nature) 

ĤकृǓत मɅ ɮͪवकण Ǔनकायɉ के उदाहरण के Ǿप मɅ आप Ǔनàन Ǔनकायɉ पर ͪवचार कर सकत े
हɇ   

(1) पØृवी एव ंचÛġमा का Ǔनकाय 
जैसा ͩ क आप जानते हɇ ͩ क पØृवी के चारɉ ओर चÛġमा कȧ पǐरĐमण गǓत पØृवी तथा चÛġमा 

के मÚय पारèपǐरक गǾु×वाकष[ण बल जो ͩ क एक केÛġȣय बल होता है, के कारण होती है । यǑद पØृवी 
तथा चÛġमा के ġåयमान Đमश:  eM  तथा mM  मान ͧलए जावɅ तो चÛġमा पर पØृवी के कारण 
गǾु×वीय बल का मान Ǔनàनानसुार होगा ।    

   
2

2. me
me

d rF
dt




 

जहाँ  e me

e m

M M
M M


 

   
 पØृवी-चÛġमा Ǔनकाय का समानीत ġåयमान है तथा mer


 

चÛġमा का पØृवी के सापे¢ िèथǓत सǑदश है । 
(2) इलेÈĚॉन- पॉिजĚॉन Ǔनकाय या पॉिजĚोǓनयम 
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इलेÈĚॉन (Electron) तथा पॉिजĚान (Positron) ͧमलकर एक अèथायी तंğ बनाते हɇ िजसे 
पॉिजĚोǓनयम कहा जाता है। पॉिजĚॉन का ġåयमान (m) इलेÈĚान के ġåयमान (m) के बराबर तथा 
आवेश इलेÈĚान के आवेश के बराबर तथा धना×मक होता है । पॉिजĚोǓनयम मɅ इलेÈĚान-पॉिजĚॉन 
पारèपǐरक आक[ षण बल के Ĥभाव मɅ गǓत करते हɇ । इस ɮͪवकण तंğ को आप एकल कण Ǔनकाय 
कȧ तरह मान सकते हɇ िजसका समानीत ġåयमान Ǔनàनानसुार होगा- 

.
2

m m m
m m

  


 

(3) हाइĜोजन परमाणु Ǔनकाय 
हाइĜोजन परमाणु Ǔनकाय इलेÈĚान तथा Ĥोटȣन का Ǔनकाय होता है िजसमɅ इलेÈĚान तथा 

Ĥोटॉन पारèपǐरक वɮैयतु आक[ षण बल लगात ेहɇ तथा Ĥोटȣन के चारɉ और इलेÈĚॉन कȧ पǐरĐमण गǓत 
इस पारèपǐरक वɮैयतु आकष[ण बल (केÛġȣय बल) के कारण होती है । इस ɮͪवकण Ǔनकाय को आप 
एक कण Ǔनकाय कȧ तरह मान सकते हɇ, िजसका समानीत ġåयमान   H Ǔनàनानसुार होगा 

1
. 1 1e P e e

H e e
e P P P

m m m mm m
m M M M




   
           

 

आप जानते हɇ ͩक 
1

1836
e

P

m
M

 , जो ͩक एक कȧ तलुना मɅ नगÖय है अत: 

 H em   
इस Ĥकार आप कह सकते हɇ ͩक हाइĜोजन परमाणु का समानीत ġåयमान इलेÈटान के 

ġåयमान के बराबर होता है । 
(4) ɮͪव-परमाणुक अणु Ǔनकाय 
ͩकसी ɮͪव-परमाणुक अणु Ǔनकाय मɅ उसके दोनɉ परमाणु पारèपǐरक बÛधन बल से बÛधे रहते 

हɇ । इस ɮͪव-कण Ǔनकाय को भी आप एक कण के Ǿप मɅ समझ सकत ेहɇ । उदाहरणाथ[ H2 का समानीत 
ġåयमान Ǔनàनानसुार होगा 

2

.
2

H H H
H

H H

m m m
m m

  


; जहाँ mH एक हाइĜोजन परमाणु का ġåयमान है ।    

 बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1.  m तथा 2m ġåयमान के दो कण r दूरȣ पर िèथत है । Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ 
 कȧ िèथǓत Èया होगी । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .... .......... ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  

10.4 बहुकणीय Ǔनकाय एवं Ǻढ ͪ पÖड (Many particles system and 
rigid body) 
बहु कणीय Ǔनकाय से आपका ता×पय[ ऐसे Ǔनकाय से होगा िजसमɅ कणɉ कȧ संÉया दो से अͬधक 

होती है । यǑद ͩ कसी बहुकणीय Ǔनकाय मɅ उसके अवयव कण काफȧ पास-पास होते हɉ तथा इनके बीच 
अÛतराल भी काफȧ कम होता हो तो Ǔनकाय को सतत ्ġåयमान ͪवतरण का Ǔनकाय माना जा सकता 
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है िजसमɅ कणɉ के बीच दǐूरयाँ बाहय बल लगाने पर अपǐरवǓत[त रहती हɇ । ऐसे बहु कणीय Ǔनकाय को 
आप Ǻढ़ ͪपÖड कहɅगे । इस शीष[क मɅ आपको ͩकसी बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ के िèथǓत 
सǑदश का åयजकं ĤाÜत करने कȧ गͨणतीय åयाÉया के साथ-साथ ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के ġåयमान-केÛġ 
के िèथǓत सǑदश के åयजंक के बारे मɅ समझाया जायेगा । 

10.4.1 बहु कणीय Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ (Centre of mass of many particles 
system) 

ͬचğ 10.4 मɅ एक बहुकणीय Ǔनकाय को Ĥदͧश[त ͩकया गया 
है िजसमɅ कणɉ कȧ संÉया n है । इस Ǔनकाय मɅ िèथत कणɉ के ġåयमान 
Đमश: m1,m2,…………………mn हɇ तथा इनके मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ 

िèथǓत सǑदश Đमश: 1 2,r r
 

,............. nr


 हɇ । मान लȣिजये ͩक इन 

कणɉ के ġåयमान-केÛġ का मलू ǒबÛद ुके सापे¢ िèथǓत सǑदश  cmr


 

है जहा ँ Ǔनकाय का सàपणू[ ġåयमान  1 2, ....... nM m m m    

Ĥभावी Ǿप से केिÛġत माना जाता है । आपको इस ġåयमान-केÛġ के 

िèथǓत सǑदश cmr


 का åयजंक Ǔनकाय के कणɉ के मलू ǒबÛद ुO के सापे¢ िèथǓत सǑदशɉ के Ǿप 
मɅ ĤाÜत करना है । 

मान लȣिजए ͩ क Ǔनकाय के Ĥ×येक कण पर आंतǐरक तथा बाहय दोनɉ Ĥकार के बल काय[रत 

होते हɇ । कणɉ पर आरोͪपत होने वाले बाéय बल Đमश: 1 2', ' ,.... ' ,.... 'i nF F F F
   

 है । Ǔनकाय के 

Ĥ×येक कण पर शेष बचे कणɉ के कारण आंतǐरक बल भी काय[रत होते है । यǑद "
ijF


ͪवचाराधीन i 
वे कण पर j वे कण के कारण आÛतǐरक बल का मान हो तो i वे कण पर कुल आंतǐरक बल के मान 
को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलख सकत ेहɇ-    

" "

1

j n

i ij
j
j i

F F








 

इस Ĥकार i वे कण पर काय[रत कुल बल का मान Ǔनàन होगा  
' "

1 i iF F F 
 

        ........(10.13)  
Ǔनकाय पर काय[रत कुल बल F का मान आप समी. 10.13 का Ǔनकाय के सभी कणɉ के ͧलए बलɉ 
के योग से ĤाÜत कर सकते हɉ अथा[त ्  

' "
i n i n

i i
i l i l

F F F
 

 

  


      .........(10.14) 

समी. 10.14 के ɮͪवतीय पद का मान शूÛय होगा Èयɉͩक यह पद कण समूह के बीच पारèपǐरक बलɉ 

का योग है जो ͩक हमेशा शूÛय होता है अथा[त ् " 0
i n

l
i l

F







 

अत:   '
i n

i
i l

F F







      ........(10.15) 
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समी 10.15 यह Ĥदͧश[त करती है ͩक Ǔनकाय पर पǐरणामी बल F


 समèत कणɉ पर काय[रत 
बाéय बलɉ के योग के तãुय है । Ûयटून कȧ गǓत के ɮͪवतीय Ǔनयम से आप जानत ेहो ͩक कणɉ कȧ 
संवेग पǐरवत[न कȧ दरɉ का सǑदश योग आरोͪपत बाहय बल के बराबर होता है अत: 

 
i n

i i
i l

dF m v
dt






 

  या  
2

2

i n
i

i
i l

d rF m
dt







 Èयɉͩक i i

dv r
dt


 

 

या    
2 2

2 2

i n i n
ii

i i
i l i l

m rd dF m r M
dt dt M

 

 

  
 

   ........(10.16) 

जैसा ͩ क आप पवू[ मɅ जान चकेु हो ͩ क ͩकसी Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ इस Ĥकार गǓत करता 
है जसेै ͩक Ǔनकाय का सàपणू[ ġåयमान उसी पर केिÛġत हो एव ंसभी कणɉ पर लगने वाले बल का 
समĒ Ĥभाव ġåयमान-केÛġ पर हȣ लग रहा हो- 

अत:  
2

2
cmd rF M

dt



      ……….(10.17) 

समी. 10.16 एव ं10.15 से आप ͧलख सकते हो ͩक 
2 2

2 2

i n
icm i

i l

d r m rdM M
dt dt M





 
 

 

या   
i n

ii
cm

i l

m rr
M








      ...........(10.18) 

या   1 2 31 2 3

1 2

.........
..........

nn
cm

n

m r m r m r m rr
m m m

   


 

   
  .........(10.19) 

समी 10.19 एक बहु कणीय Ǔनकाय मɅ मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश 
का मान Ǔनकाय के कणɉ के मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ िèथǓत सǑदशɉ के Ǿप मɅ åयÈत करती है । 

10.4.2 बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का काǓत[य Ǔनदȶशांकɉ मɅ ǓनǾपण (Cartesian 
co-ordinates representation of centre of mass of many 
particles system) 

मान लȣिजये ͩक ġåयमान-केÛġ के काǓत[य Ǔनदȶशांक (xcm,ycm,zcm) हɇ । अत: 
ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश cmr


 को काǓत[य Ǔनदȶशाकंɉ मɅ Ǔनàन Ǿप से ͧलखा जा सकता 

है  
ˆˆ ˆ

cm cm cm cmr ix jy kz  


 
यǑद Ǔनकाय मɅ िèथत कणɉ के काǓत[य Ǔनदȶशांक Đमश:(x1,y1,z1), (x2,y2,z2) 

.....(xn,yn,zn) हɉ तो इन कणɉ के िèथǓत सǑदश Ǔनàन Ĥकार से ͧलखे जा सकत ेहɇ  

1 1 1 1 2 2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ........r ix jy kz r ix jy kz     

 
 ˆˆ ˆ

n n n nr ix jy kz  


   
समी. 10.19 से आप जानते हɇ ͩक 

1 21 2

1 2

.........
..........

nn
cm

n

m r m r m rr
m m m
  


 

  
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अत: 
   1 1 1 1

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ.........
ˆ ˆ ˆ

.....
n n n n

cm cm cm
n

m ix jy jz m ix jy jz
ix jy jz

m m m

    
  

 
 

L.H.S तथा R.H.S कȧ तुलना करने पर आपको ġåयमान-केÛġ के काǓत[य Ǔनदȶशांक ĤाÜत 
हो जाते हɇ । 

1 1 2 2

1 2

.........

..........
n n

cm
n

m x m x m xx
m m m
  


 

    .........(10.20) 

1 1 2 2

1 2

.........

..........
n n

cm
n

m y m y m yy
m m m
  


 

    .........(10.21) 

1 1 2 2

1 2

.........

..........
n n

cm
n

m z m z m zz
m m m
  


 

    .........(10.22) 

10.4.3 Ǻढ ͪपÖड का ġåयमान-केÛġ (Centre of mass rigid body) 

जैसा ͩ क आप जान चुके हो ͩ क Ǻढ ͪ पÖड एक ऐसा बहुकणीय Ǔनकाय है िजसके अवयव कणɉ 
के बहु त पास-पास होने के कारण इनके बीच अÛतराल इतना कम होता है ͩक इसे सतत ġåयमान ͪवतरण 
(Continuous distribution of mass) का Ǔनकाय माना जा सकता है तथा इसमɅ कणɉ के बीच 
कȧ दǐूरया ंबाहय बल लगाने पर अपǐरवǓत[त रहती हɇ । सतत ्ġåयमान ͪवतरण होने के कारण 
ġåयमान-केÛġ के सूğɉ मɅ योग के ͬ चÛह को समाकलन (Integration) मɅ बदल Ǒदया जाता है । यǑद 
ͪपÖड के ͩकसी अनÛत सूêम कण का ġåयमान dm तथा Ǔनदȶशांक (x,y,z) हो, तो ͪपÖड के 
ġåयमान-केÛġ के Ǔनदȶशांक (xcm,ycm,zcm) Ǔनàन सàबÛध से Ĥदͧश[त ͩकये जाते है । 

,cm cm

xdm ydm
x y

M M
      तथा cm

zdm
z

M
    .........(10.23) 

यहाँ समाकलन चरɉ कȧ उͬचत सीमाओं को इस Ĥकार लेते हɇ ͩक वे यह समाकलन सàपणू[ 
ͪपÖड के ͧलये हो। इसी Ĥकार ġåयमान-केÛġ का िèथǓत सǑदश Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जायेगा 

1 ,cmr rdm
M

 
 

     जहाँ r

 अनÛत सूêम कण का िèथǓत सǑदश है 

यहाँ Úयान रखने योÊय है ͩक Ǔनयͧमत Ïयाͧमतीय आकार के समांगी Ǻढ़ ͪपÖडɉ का 
ġåयमान-केÛġ ऐसे ǒबÛद ुपर िèथत होता है िजसके चारɉ और ͪ पÖड समͧमǓत होता है उदाहारणथ[ घन, 
गोला, चकती, वलय, इ×याǑद का ġåयमान-केÛġ इनके Ïयाͧमतीय केÛġ पर िèथत होता है । 

10.4.4 कुछ Ǔनयͧमत Ǻढ ͪपÖडɉ के ġåयमान-केÛġ कȧ åय×ुपि×त (Derivation of centre 
of mass of some regular rigid bodies) 

इस शीष[क मɅ आप कुछ Ǔनयͧमत Ǻढ़ ͪ पÖडɉ के ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश कȧ åय×ुपि×त 
का अÚययन करɅगे िजनमɅ शकुं तथा अध[गोलȣय ͪपÖड मुÉय हɇ ।   
(1) शंकु का ġåयमान-केÛġ (Centre of mass of a cone) 
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ͬचğ 10.5 मɅ एक शकुं (Cone) को Ĥदͧश[त ͩकया गया है िजसका ġåयमान M, आधार ǒğÏया 
R व ऊँचाई h है । शकुं अ¢ AO के सापे¢ समͧमǓत है अत: इसका 
ġåयमान-केÛġ इसी अ¢ पर कहȣ ंिèथत होगा । आपको इस शंकु के 
ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत £ात करनी है । इसके ͧलए आप शकुं को 
इसके आधार के समाÛतर अनेक चकǓतयɉ से ͧमलकर बना मान सकते 
हɇ । इन चकǓतयɉ कȧ ǒğÏयायɅ O से R तक पǐरवǓत[त होती है तथा 
इनके केÛġ शंकु कȧ समͧमǓत अ¢ AO पर िèथत होते हɇ । अब आप 
ऐसी हȣ एक चकती पर ͪवचार करɅ जो ͩक शंकु के शीष[ A से y दरूȣ 
पर िèथत है । इस ͪ वचाराधीन चकती कȧ मोटाई dy व ǒğÏया r मान 
लȣिजये । इस ͪवचाराधीन चकती का आयतन (dV), 2r dy  के तãुय 

होगा अत: इसका ġåयमान (dm) Ǔनàन होगा-  
dm= 2r dy  शंकु के एकाकं आयतन का ġåयमान ( ) 

यहाँ    2
2

3
1
3

M M M
V R hR h




    

अत: ͪवचाराधीन चकती का ġåयमान dm = 2r dy 2

3M
R h

 
 
 

 

या   
2

2

3Mr dydm
R h

        .........(10.24) 

ͬचğ 10.5 कȧ Ïयाͧमती से èपçट है ͩक AMN  तथा 'AOO  समǾप हɇ अत:   
r y
R h
  या 

Rr y
h

              ..........(10.25) 

समी 10.25 से r का मान समी. 10.24 मɅ रखने पर 
2 2

2
2 2 3

3 3M R My dydm y dy
R h h h

             ..........(10.26) 

यǑद शकुं को ऐसा Ǔनकाय मानɅ िजसे Ǻढ़ ͪपÖड कहा जा सकता हो तो इसका ġåयमान-केÛġ 
का िèथǓत सǑदश cmr


 Ǔनàनानसुार £ात ͩकया जायेगा- 

1 ,cmr rdm
M

 
 

 यहाँ M शंकु का ġåयमान है । 

अत: शंकु के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत (Ycm )  

 
1

cmY ydm
M

   

यहाँ cmr


 के èथान पर Ycm इस कारण से ͧ लखा गया है ͩ क शकुं कȧ सͧममǓत से यह Ǔनधा[रण ͩकया 
जा सकता है ͩक इसका ġåयमान-केÛġ AO या Y अ¢ पर हȣ िèथत होगा अत: 

2
3

1 3.
h

cm
o

MY y y dy
M h

     या  
4

3
3 3

0

3 3
4

hh

cm
o

yY y dy
h h

 
   

 
  
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या 4
3

3 3.
4 4cmY h h

h
        ........(10.27) 

अत: शंकु के आधार से ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत (ऊँचाई) 
3
4 4

hh h    

(2) अɮ[वगोलȣय ͪपÖड का ġåयमान-केÛġ (Centre of mass of hemi spherical body) 
ͬचğ 10.6 मɅ एक अɮ[वगोलȣय ͪपÖड Ĥदͧश[त है िजसका ġåयमान M तथा ǒğÏया R है । 

यह अɮ[वगोलȣय ͪ पÖड Y- अ¢ के सापे¢ समͧमǓत है अत: 
इसका ġåयमान-केÛġ Y- अ¢ पर हȣ कहȣं िèथत होगा । 
आपको इस अɮ[वगोलȣय ͪ पÖड के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत 
£ात करनी है । इसके ͧ लए आप इस ͪ पÖड को इसके आधार 
के समाÛतर अनेक चकǓतयɉ से ͧमलकर बना मान सकत े
हɇ, िजनके केÛġ Y- अ¢ पर िèथत हɉगे । अब आप ऐसी 
हȣ एक चकती पर ͪ वचार करɅ जो ͩ क ͪ पÖड के आधार से y 

दरूȣ पर है तथा िजसकȧ मोटाई dy है । इस ͪवचाराधीन चकती का आयतन  2 2R y dy    के 

तुãय होगा (Èयɉͩक चकती कȧ ǒğÏया 2 2r R y   होगी) । इस ͪ वचाराधीन चकती का ġåयमान 

dm Ǔनàन Ĥकार £ात ͩकया जा सकता है ।  
 2 2dm R y dy     अɮ[वगोलȣय ͪपÖड के एकाकं आयतन का ġåयमान ( ) 

यहा ँ    3
3

3
2 2
3

M M
RR




   

अत:  
   2 2 2 2

3 3

3 3
2 2

R y dy M R y dy M
dm

R R




    
   .........(10.28) 

यǑद अɮ[वगोलȣय ͪपÖड को ऐसा Ǔनकाय मानɅ िजसे Ǻढ़ ͪपÖड कहा जा सकता है तो इसके ġåयमान-केÛġ 
का िèथǓत सǑदश cmr


 Ǔनàनानसुार £ात ͩकया जायेगा । 

1 ,cmr rdm
M

 
 

 यहाँ M अɮ[वगोलȣय ͪपÖड का ġåयमान है । 

अत: अɮ[वगोलȣय ͪपÖड के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत 
1

cmy ydm
M

   

यहाँ cmr


 के èथान पर Ycm इस कारण से ͧलखा गया है ͩक अƨ[गोलȣय ͪपÖड कȧ सͧममǓत से यह 
Ǔनधा[रण ͩकया जा सकता है ͩक इसका ġåयमान-केÛġ या Yअ¢ पर हȣ िèथत होगा । समी. 10.28 
से dm का मान समी. 10.29 मɅ रखने पर 

अथा[त ्  
 2 2

3

31
2cm

M R y dy
Y y

M R


   
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या    2 2
3

3
2

R

cm
O

Y y R y dy
R

    

या    2 3
3

3
2

R

cm
O

Y R y y dy
R

   

या   
4

2 2
3

3 1
2 2 4

R

cm
o

yY R y
R

 
  

 
 

या   
4

2 2
3

3 1
2 2 4cm

RY R R
R

 
  

 
 

या   
3
8cmY R  

अत: अƨ[गोलȣय ͪपÖड का ġåयमान-केÛġ आधार पर िèथत केÛġ से 
3
8

R  ऊँचाई पर िèथत होता है। 

10.4.5 ġåयमान-केÛġ कȧ गǓत (Motion of centre of mass) 

आप एक बहु कणीय Ǔनकाय पर ͪवचार करɅ िजसमɅ कणɉ कȧ संÉया n हɇ िजनके ġåयमान Đमश: 

m1,m2,m3,….....mn हɇ तथा एक Ǔनिæचत मलू ǒबÛद ुO के सापे¢ इनके िèथǓत सǑदश Đमश: 1 2,r r
 

, 3r


............. nr


 हɇ । मान लȣिजये ͩक इन कणɉ पर आरोͪपत बाéय बलɉ का मान 
' ' ' '

1 2 3, , ,........ nF F F F
   

 है । समी 10.19 के अनसुार इस बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का िèथǓत 
सǑदश cmr


 का åयजंक Ǔनàन होगा- 

 1 21 2 ......... nn
cm

m r m r m rr
M

  


  
 

cmr


 का समय के सापे¢ अवकलन करने पर आप Ǔनàन åयजंक ĤाÜत करɅगे- 

 1 2
1 2

1 ........cm n
n

d r drdr drm m m
dt M dt dt dt

 
   

 

  
 

यहȣं cmdr
dt


 ġåयमान-केÛġ के वेग को ǓनǾͪपत करता है तथा 1 2, ,.... nd rd r d r

dt dt dt

 
 Đमश: 

1 2 3, , ,....... nm m m m  ġåयमान वाले कणɉ के मलू ǒबÛद ु O के सापे¢ वेग हɉगे िजÛहɅ 

21 3, , ,....... nv v v v
   

 से ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है । अत: 

 1 1 2 2
1 ...........cm n nv m v m v m v
M

  
   

 

या  

i n

i i
i l

cm

m v
v

M









       ….(10.30)
 

यǑद ġåयमान-केÛġ मलू ǒबÛद ुपर िèथत हो तो 0cmv 


 अत: समी 10.30 से  
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1 1 2 2 ........... 0n nm v m v m v  
  

    ….(10.31) 

यहाँ 21 3, , ,....... nv v v v
   

 ͪवͧभÛन कणɉ के ġåयमान-केÛġ के सापे¢ वेग सǑदश कहलायɅगे 
समी. 10.31 ġåयमान-केÛġ के पǐरतः कणɉ के रेखीय संवेगɉ के सǑदश योग को åयÈत करती है िजसका 
मान हमेशा शÛूय होगा । अत: आप कह सकते हो ͩक ġåयमान-केÛġ ǒबÛद ुके सापे¢ कण तंğ के 
समèत कणɉ का कुल रेखीय संवेग हमेशा शूÛय होता है । 

अथा[त ् ' 0
i n

i i
i l

m v







 जहाँ iv

 ġåयमान-केÛġ के सापे¢ i वे कण का वेग सǑदश है । 

समी 10.30 का समय के साथ अवकलन करने पर ġåयमान-केÛġ का ×वरण CM


 £ात 
ͩकया जा सकता है । अथा[त ्  

1 2
1 2

1 ........ n
cm n

dvdv dvd v m m m
dt M dt dt dt

 
   

 

 

 
या  1 1 2 2

1 ........cm n nm a m a m a
M

   
   

 

 

या 
1 i n

cm i i
i l

m a
M






 


      ........(10.32) 

यहा ँ
i n

i i
i l

m a



  Ǔनकाय के कणɉ पर लगने वाले कुल बल का åयजंक है । Úयान रहे ͩक इस åयजंक 

मɅ i वे कण का ×वरण 1


 है । ͩकसी बहुकणीय Ǔनकाय के Ĥ×येक कण पर शेष बचे कणɉ के ɮवारा 
आÛतǐरक बल भी काय[रत होते हɇ लेͩकन Ûयटून कȧ गǓत के ततृीय Ǔनयमानसुार Ǔनकाय के कणɉ के 
बीच लगने वाले कुल आÛतǐरक बलɉ का योग शूÛय होता है । अत: Ǔनकाय के कणɉ पर काय[रत कुल 

बल 
i n

i i
i l

m a



  उन पर काय[रत कुल बाéय बलɉ के मान के तुãय होगा। अथा[त ्

i n

i i
i l

m a F







बाéय
' ' ' '

1 2 3 ........... nF F F F     

समी 10.32 से  
1

cm M
 


( F


बाéय)
' ' ' '

1 2 3 ........... nF F F F
M

  
    .........(10.33) 

अथा[त आप कह सकते हɇ ͩक ġåयमान-केÛġ का ×वरण, Ǔनकाय पर लगने वाले बाéय बलɉ 
के सǑदश योग मɅ Ǔनकाय के कुल ġåयमान का भाग देने पर ĤाÜत होता है । समी. 10.33 से èपçट 
है ͩक ͩकसी भी Ǔनकाय का ġåयमान-केÛġ इस Ĥकार गǓतक åयवहार करता है मानो ͩक Ǔनकाय का 
सàपणू[ ġåयमान उसी पर केिÛġत हो तथा सभी बाéय बलɉ का पǐरणामी बल उसी पर काय[रत हो ।  

यǑद Ǔनकाय पर काय[रत बाहय बलɉ का पǐरणामी मान शÛूय हो अथा[त ् F


बाéय का मान शूÛय 
हो,  

तो cm


= 0 अत: cmv


= Ǔनयत 
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अथा[त Ǔनकाय पर काय[रत बाéय बलɉ का सǑदश योग शूÛय हो तो ġåयमान-केÛġ का वेग 
Ǔनयत रहता है । यǑद Ĥारàभ मɅ ġåयमान-केÛġ ͪ वराम अवèथा मɅ है, तो बाéय बलो कȧ अनपुिèथǓत 
मɅ ġåयमान-केÛġ ͪवराम अवèथा मɅ हȣ रहेगा भले हȣ Ǔनकाय के ͪवͧभÛन कण अपनी िèथǓत बदल 

लेते हɉ । यǑद Ĥारàभ मɅ ġåयमान-केÛġ, ͩकसी Ǔनिæचत Ǒदशा मɅ ͩकसी चाल cmv


 से गǓतशील हो, 
तो बाéय बल कȧ अनपुिèथǓत मɅ ġåयमान-केÛġ उसी चाल से उसी Ǒदशा मɅ गǓत करता रहेगा । यहाँ 
यह तØय उãलेखनीय है ͩक ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत अथवा वेग आÛतǐरक बलɉ के कारण कदाͪप 
पǐरवǓत[त नहȣ होत े। ऐसा ͧ सफ[  बाéय बलɉ ɮवारा हȣ सàभव है । उदाहरण के Ǿप मɅ आप ͩकसी Ĥ¢ेÜय 
कȧ गǾु×वीय ¢ेğ के अÛतग[त परवलय गǓत पर Úयान केिÛġत करɅ । यǑद Ĥ¢ेÜय उड़ान के दौरान 
ͪवèफोǑटत हो जाता हो तो भी Ĥ¢ेÜय का ġåयमान-केÛġ अͪवèफोǑटत Ĥ¢ेÜय परवलय पथ के अनǑुदश 
हȣ गǓत करता रहेगा । Èयɉͩक Ĥ¢ेÜय का ͪवèफोट आंतǐरक बलɉ के कारण हुआ है । इसी Ĥकार ऊÚवा[धर 
नीचे कȧ ओर गǓत करता कोई बम हवा मɅ फट जाये तो उसके ͪवͧभÛन अवयव कण भले हȣ ͩकसी 
अÛय पथ पर चलɅ लेͩकन ġåयमान-केÛġ ऊÚवा[धर नीचे कȧ ओर Ĥारिàभक पथ पर हȣ चलता रहेगा। 

समी 10.30 से-  
i n

icm i
i l

M v m v





 

 

अतः    1 1 2 2 ...........cm n nM v m v m v m v  
   

 
या     cmM v P

 
  

जहाँ P

 Ǔनकाय के कणɉ के रेखीय संवेगɉ का सǑदश योग है 
समी. 10.34 यह Ĥदͧश[त करनी है ͩक Ǔनकाय या कण तğं का कुल रेखीय सवेंग, Ǔनकाय 

के कुल ġåयमान तथा ġåयमान-केÛġ के वेग के गणुनफल के बराबर होता है । 
ġåयमान-केÛġ का वेग cmv


 शूÛय होने Ǔनकाय के कणɉ का कुल रेखीय संवेग शूÛय होगा, 

जबͩक Ǔनकाय के कणɉ का वेग कुछ भी Èयɉ न हो । 

10.4.6 बहु कणीय Ǔनकाय कȧ गǓतज ऊजा[ (Kinetic Energy of a many particle 
system )  

आप ͬचğ 10.7 मɅ Ĥदͧश[त एक ऐसे बहु कणीय Ǔनकाय पर ͪवचार केिÛġत कȧिजये िजसका 
ġåयमान-केÛġ मलू ǒबÛद ु O के सापे¢ cmv


 म वेग से 

गǓतमान है । मान लȣिजये ͩक मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ इस 

Ǔनकाय के i वे कण (ġåयमान m) का वेग iv

 है । अत: i वे 

कण कȧ मूल ǒबÛद ुO के सापे¢ गǓतज ऊजा[ EKi का मान Ǔनàन 
होगा-  

 21 1 ,
2 2

i iki i i iE m v m v v 
 

 
........(10.35) 

यǑद i वे कण का ġåयमान केÛġ के सापे¢ वेग सǑदश 
'
iv

 हो तो ͬचğ 10.7 कȧ सǑदश Ïयाͧमती 

से-  
 

'
i i cmv v v 
  

       .........(10.36) 
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समी 10.36 का मान समी 10.35 मɅ रखने पर  

या    

या      2 '' 2
1

1 1 ,
2 2

i cmki i i cm iE m v m v m v v  
 

 ..........(10.37) 

कण तंğ के समèत कणɉ कȧ गǓतज ऊजा[ का योग हȣ कण तंğ कȧ कुल गǓतज ऊजा[ का 
मान होता है अत: समी.  

10.37 से 
..........(10.38) 
 

या     
2 '' 2

1
1 1 .
2 2

i n i n i n i n

cm ik Ki i cm i i
i l i l i l i l

E E m v v m v m v
   

   

      
 

 ........(10.39) 

यहाँ समी 10.39 का अिÛतम पद ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कण तंğ के समèत कणɉ का कुल 
रेखीय संवेग का मान है जो ͩ क हमेशा शूÛय होता है िजसके कारण अिÛतम पद शूÛय हो जायेगा अत: 
समी 10.39 से  

 
2' 2

1
1 1
2 2

i n

k i cm
i l

E m v Mv




 
    

........(10.40) 

 समी 10.40 मɅ Ĥथम पद ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कण तंğ के समèत कणɉ कȧ कुल गǓतज ऊजा[ 
का मान åयÈत करता है तथा ɮͪवतीय पद ġåयमान-केÛġ कȧ èथानाÛतरȣय गǓतज ऊजा[ का मान है 
। इस Ĥकार आप कह सकते हɇ ͩक ͩकसी बहु कणीय Ǔनकाय के गǓतज ऊजा[ का मान उस तंğ के 
ġåयमान-केÛġ कȧ èथानाÛतरȣय गǓतज ऊजा[ तथा ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कण तंğ के कणɉ कȧ कुल 
गǓतज ऊजा[ के योग के बराबर होती है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
2. समान ġåयमान वाले कणɉ के Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का िèथǓत सǑदश कहाँ होता 
 है ?  
     . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
     . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
उदाहरण 10.1 ͩकसी कण तंğ मɅ 4 ͩकĒा., 8 ͩकĒा. तथा 2 ͩकĒा. ġåयमान के कण Đमश: (2 ,2), 
(4,4) व  (x,y) मीटर पर िèथत हɇ । ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत (3,3) पर हो सकने के ͧलये (x,y) 
का मान £ात कȧिजये । 
हल : ġåयमान-केÛġ के काǓत[य Ǔनदȶशाकंɉ से आप जानते हɇ ͩक यǑद ġåयमान-केÛġ के काǓत[य Ǔनदȶशाकं 
(Xcm , Ycm) हɉ तो 

1 1 2 2 3 3

1 2 3
cm

m x m x m xx
m m m
 


 

   या   1 1 2 2 3 3

1 2 3
cm

m x m x m xy
m m m
 


 

 

 2 2 '' '
1 1 1

1 1 .
2 2

i n i n i n i n

i cmk Ki i cm
i l i l i l i l

E E mv mv m v v
   

   

      
 
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अत:  
4 2 8 4 23

14
x    

   या  42 8 32 2x     

या  2 42 40x     या  1x   मीटर 

इसी Ĥकार 
4 2 8 4 23

14
y   

  या  2 2y   

या  1y   मीटर 
अत: 2 ͩकĒा. का ġåयमान (1, 1) मीटर पर िèथत होगा । 
उदाहरण 10.2 एक 4 ͩकĒा. के ͪपÖड का वेग ˆˆ ˆ2 3 4i j k   मीटर / सेकÖड तथा 8 ͩकĒा. के एक 

ͪपÖड का वेग ˆˆ ˆ4 6 8i j k   मीटर / सेकÖड है । इस ɮͪवकण Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का वेग £ात 
कȧिजये । 
हल : जैसा ͩक आप 10.4.5 मɅ जान चुके हो ͩक ġåयमान-केÛġ का वेग cmv


: 

 

1 21 2

1 2

cm
m v m vv

m m





 
 (समी। 10.30 से) 

अत:  
   ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ4 2 3 4 8 4 6 8

12
cm

i j k i j k
v

    



 

 

ˆˆ ˆ40 60 80 10 20 ˆˆ ˆ5
12 3 3

i j k i j k 
     मीटर / सेकÖड 

उदाहरण 10.3 यǑद ͩकसी िèथर कण (ġåयमान m2) से कोई अÛय कण (ġåयमान m1) Ĥ×याèथ 
सीधी टÈकर के पæचात ्ͬचपक जाता हो तो टÈकर के पæचात ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ मɅ संयÈुत 
कण का वेग पǐरकͧलत कȧिजये । 
हल : मान लȣिजये ͩक ġåयमान m1 का कोई कण 1u


 वेग से ġåयमान m2  के िèथर कण से Ĥ×याèथ 

सीधी टÈकर करता है । इस Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ का Ĥयोगशाला Ǔनदȶश तÛğ मɅ वेग Ǔनàन होगा-  
11

1 2

cm
m uv

m m





      .......(10.47) 

ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ मɅ ġåयमान m1 वाले कण का वेग 
'
1u


 (समी. 10.36 के अनसुार)- 
' 1 11 1
1 1 1

1 1 1 1

cm
m u m uu u v u

m m m m
    

 

    
    .........(10.48) 

इसी Ĥकार ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ मɅ ġåयमान m2 वाले कण का वेग 
'
2u


- 
' 1 11 1
2

1 2 1 2

0 0cm
m u m uu v

m m m m
     

 

  

 
   ........(10.49) 

यǑद ġåयमान-केÛġ ǓनदȶशतÛğ मɅ संयÈुत Ǔनकाय का वेग v' हो तो संवेग सरं¢ण के Ǔनयम 
से 

 
' ''
1 21 2 1 2m m v m u m u  

  
     .........(10.50) 
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समी. 10.48 व समी. 10.49 से 
'
1u


 तथा 
'
2u


 के मान समी 10.50 मɅ रखने पर R.H.S 
का मान शूÛय ĤाÜत होता है । अत: आप कह सकते हɇ ͩक टÈकर से पवू[ ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ 
मɅ कणɉ का कुल संवेग शÛूय है । चूँͩक टÈकर के पæचात दोनɉ कण ͬचपक जाते हɇ अत: संयÈुत Ǔनकाय 
का टÈकर के पæचात भी कुल संवेग ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ मɅ शूÛय होगा अथा[त ्टÈकर के पæचात 
ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ मɅ संयÈुत Ǔनकाय िèथर रहेगा । 
उदाहरण 10.4 दो कण िजनके वेग सǑदश Đमश: ˆˆ ˆ2 2 2i j k   तथा  ˆˆ ˆ2 4 6i j k   मी / से. 

है, Ǒह कण Ǔनकाय का Ǔनमा[ण करते हɇ । कणɉ के ġåयमान Đमश: 1 ͩकĒा व 2 ͩकĒा है । कण 
तंğ का ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कुल रेखीय संवेग £ात कȧिजये । 
हल : कण तंğ के ġåयमान-केÛġ का वेग Ǔनàन होगा- 

   ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ1 2 2 2 2 2 4 6

1 2cm

i j k i j k
v

    





   या  

ˆˆ ˆ6 10 14
3cm

i j kv  



 

यǑद ͩकसी i वे कण का ġåयमान-केÛġ के सापे¢ वेग 
'
1v

 हो तथा मूल ǒबÛद ुके सापे¢ iv  

हो तो समी. 10.36 से 
  

'
1 i CMv v v 
  

 

 
 '

1

ˆˆ ˆ6 10 14ˆˆ ˆ2 4 6
3

i j kv i j k
  

      
 


 या   

'
1

ˆˆ4 8
3
j kv  




 

इसी Ĥकार  '
2

ˆˆ ˆ6 10 14ˆˆ ˆ2 4 6
3

i j kv i j k
  

      
 


  या  

'
1

ˆˆ2 4
3

j kv 



 

अत: ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कणɉ का कुल रेखीय संवेग-  
' '

1 1 2 2P m v m v 
 

   
ˆ ˆˆ ˆ4 8 2 41 2 0

3 3
j k j k     

         
   

 

या  0P 


 

10.5 पǐरĐमण गǓत (Rotatory motion)  
आपने छत के पखें कȧ गǓत, ल͠ू  का अपने èथान पर नाचना, गǓतपालक चĐ कȧ गǓत इ×याǑद 

का अनभुव अपने दैǓनक जीवन मɅ अवæय ͩकया होगा । यǑद आप अपना Úयान इनकȧ गǓत कȧ ओर 
केिÛġत करɅ तो आप पायɅगे ͩक इन सभी मɅ Ǻढ़ ͪपÖड अथवा Ǔनकाय ͩकसी िèथर अ¢ के चारɉ ओर 
घमूता है । ऐसी गǓत को आप पǐरĐमण या घणू[न गǓत कहɅगे । ͪ पछलȣ इकाईयɉ मɅ आप ͩ कसी वèतु 
कȧ ऐसी गǓत के बारे मɅ पढ़ चुके हɇ िजसमɅ उसका Ĥ×येक कण ͩकसी Ǒदये गये समय मɅ समान दरूȣ 
तथा समान Ǒदशा मɅ ͪ वèथाͪपत होता है । ऐसी गǓत को èथानाÛतरȣय गǓत कहा जाता है । घणू[न गǓत 
मɅ ͪपÖड के सभी कण समान अथवा ͧभÛन-ͧभÛन ǒğÏयाओं के व×ृतीय पथɉ पर पǐरĐमण करते हɇ । 
इन सभी ततृीय पथɉ के केÛġ इनके तल के लàबवत ्एक अभीçट सीधी रेखा पर होत ेहɇ िजसे घणू[न 
अ¢ (Axis of rotation) कहा जाता है । घणू[न अ¢ पर िèथत सभी कण िèथरावèथा मɅ रहत ेहɇ 
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। जो कण घणू[न अ¢ से कम दरूȣ पर होते हɇ उनके पथɉ कȧ ǒğÏया कम तथा जो घणू[न अ¢ से अͬधक 
दरूȣ पर होत ेहɇ उनके पथɉ कȧ ǒğÏया अͬधक होती है लेͩकन सभी कण अपना व×ृतीय पथ समान समय 
मɅ परूा करɅगे । 

यहाँ अब हम घणू[न या पǐरĐमण गǓत के ͪवͧभÛनɉ चरɉ (Variabls) का अÚययन करɅगे । 

10.5.1 कोणीय ͪवèथापन (Angular displacement) 

ͩकसी दȣ गई अ¢ के सापे¢ घणू[न गǓत करत ेͪपÖड ɮवारा Ǔनदȶश रेखा (reference line) से तय 
ͩकया गया कोण ͪपÖड का कोणीय ͪवèथापन कहलाता है । सामाÛयत: कोणीय 
ͪवèथापन को  से åयÈत ͩकया जाता है । ͬचğ 10.8 मɅ एक Ǻढ़ वèतु का 
X- अ¢ से कोणीय ͪवèथापन  को Ĥदͧश[त ͩकया गया है ।  

अ×यãप कोणीय ͪवèथापन  d


एक अ¢ीय सǑदश राͧश होती है जबͩक 

अͬधक कोणीय ͪवèथापन एक अǑदश राͧश होती है । आप Ĥथम इकाई मɅ 
पढ़ चुके हɇ ͩक सǑदश राͧश होने के ͧलए Đम ͪवǓनयम Ǔनयम 
(commutative law) का पालन होना आवæयक है लेͩकन अͬधक कोणीय 

ͪवèथापन कम ͪवǓनमय Ǔनयम का पालन नहȣं करता अथा[त ् 
1 2 2 1     
   

 (

 अͬधक कोणीय ͪवèथापन)  

1 2 2 1d d d d     
   

 (d


अãप कोणीय ͪवèथापन) 
अत: अͬधक कोणीय ͪवèथापन अǑदश राͧश होगी । 

जैसा ͩक आप पवू[ मɅ भी समझ चकेु हो ͩकसी Ǻढ़ वèतु का कोणीय ͪवèथापन Ǔनकालने के 
ͧलए आप उसके ͩकसी एक कण का कोणीय ͪ वèथापन Ǔनकाल लȣिजये । यहȣ Ǻढ़ ͪ पÖड का भी कोणीय 
ͪवèथापन होगा । ͩ कसी Ǻढ़ ͪ पÖड के सभी कण अपना व×ृतीय पथ समान समय मɅ परूा करत ेहɇ अथा[त ्
एक Ǔनिæचत समयाÛतराल मɅ Ĥ×येक कण का कोणीय ͪवèथापन समान होता है इस Ĥकार आप कह 
सकत ेहो ͩक Ǻढ़ ͪ पÖड के ͩकसी एक कण कȧ घणू[न गǓत सàपणू[ Ǻढ़ ͪ पÖड कȧ घणू[न गǓत को ǓनǾͪपत 
कर सकती है । 

ͬचğ 10.9 के अनसुार आप एक ऐसे Ǻढ़ ͪपÖड पर ͪवचार केिÛġत करɅ 
जो ͩक अपने ͩकसी ǒबÛद ुO से होकर जाने वालȣ घणू[न अ¢ Z(कागज 
के तल के लàबवत) के पǐरतः वामावत[ घणू[न कर रहा है । इस ͪपÖड 
के ͪवͧभÛन कणɉ के व×ृतीय पथ कागज के तल (X-Y) मɅ हɉगे । अब 
आप ͪपÖड मɅ घणू[न अ¢ मɅ r दरूȣ पर िèथत ͩकसी कण p पर ͪवचार 
करे जो ͩक r ǒğÏया के व×ृतीय पथ पर गǓत करेगा । जब यह धना×मक 
X अ¢ से कण p को Δ कोणीय िèथǓत तक पहु ंचने मɅ व×ृतीय पथ 
पर ΔS दरूȣ तय करनी पड़ती हो तो कण का कोणीय ͪवèथापन () 

S
r

 
       ………. (10.41) 

कोणीय ͪवèथापन का S.I माğक रेͫडयन है । 
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10.5.2 कोणीय वेग (Angular velocity) 

ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के कोणीय ͪवèथापन मɅ समय के सापे¢ पǐरवत[न कȧ दर को कोणीय वेग 
कहा जाता है । यह एक अ¢ीय सǑदश राͧश होती है । इसकȧ Ǒदशा घणू[न तल के लàबवत ्घणू[न अ¢ 
के अनǑुदश लȣ जाती है िजसे दाँये हाथ के अंगठेू के Ǔनयम से £ात करत ेहɇ । घणू[न अ¢ को दाǑहने 
हाथ से पकड़ने पर यǑद अंगुͧ लयाँ घणू[न कȧ Ǒदशा मɅ हो तो अंगठूा कोणीय वेग कȧ Ǒदशा Ǔनǽͪपत करेगा। 
सामाÛयत: इसे  से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है । कोणीय वेग का S.I माğक रेͫडयन / सेकÖड है । 

यǑद ͩ कसी ͪ पÖड मɅ ͪ वचाराधीन कोई कण, t  समयाÛतराल मɅ Δ से ͪ वèथाͪपत होता हो 
तो इस समयाÛतराल मɅ कण का औसत कोणीय वेग (av) का मान Ǔनàन होगा 

 av t
 




      ........(10.42) 

यǑद ͩ कसी Ǔनिæचत ¢ण पर ता×¢ͨणक कोणीय वेग () £ात करना हो तो इसे Ǔनàन Ĥकार 
ͧलखना होगा  

0
lim

t

d
t dt
 

 

    
      ........(10.43) 

यहाँ Úयान रखने योÊय है ͩक ता×¢ͨणक कोणीय वेग उसी अवèथा मɅ Ǔनकाल सकते हɇ ͩक 
जब आपको यह £ात हो ͩक कोणीय ͪवèथापन  का समय t के साथ Èया सàबÛध है । साथ हȣ 
Úयान रहे ͩक घणू[न गǓत करते ͪपÖड के समèत कणɉ का कोणीय वेग का मान एक समान होता है 
तथा यहȣ Ǻढ़ ͪपÖड का कोणीय वेग होता है । 

10.5.3 कोणीय ×वरण (Angular acceleration) 

घणू[न गǓत करत ेहु ये ͪ पÖड का घणू[न अ¢ के पǐरतः कोणीय वेग यǑद समय के साथ पǐरवǓत[त 
होता है तो इसे ×वǐरत घणू[न गǓत कहा जाता है । समय के सापे¢ कोणीय वेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर 
को ͪ पÖड का कोणीय ×वरण कहते हɇ । सामाÛयत: इसे  से Ĥदͧश[त ͩ कया जाता है । यह एक अ¢ीय 
सǑदश राͧश होती है । कोणीय ×वरण का S.I माğक रेͫडयन / सेकÖड2 तथा इसकȧ ͪवमा (M0L0T-2) 
होती है । िजस Ĥकार घणू[न करते हु ये ͪपÖड के समèत कणɉ का कोणीय ͪवèथापन तथा कोणीय वेग 
के मान एक समान होते हɇ, उसी Ĥकार घणू[न करते ͪपÖड मɅ उसके समèत कणɉ के कोणीय ×वरण 
के मान भी समान हɉगे ।  

यǑद ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड का Δt समयाÛतराल मɅ कोणीय वेग पǐरवत[न Δ हो तो ͪ पÖड का औसत 
कोणीय ×वरण (av) 

ava
t





 रेͫडयन / सेकÖड2     .........(10.44) 

जबͩक ͩकसी ¢ण (t) पर इसका ता×¢ͨणक ×वरण () 

0
lim

t

d
t dt
 

 

    
      .......(10.45) 

समी. (10.26) मɅ d
dt
   रखने पर 

2

2

d d d
dt dt dt

 
    

 
 ....... (10.46)  
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यǑद ͪपÖड Ǔनयत दर से घणू[न गǓत कर रहा होता है तो उसके ͧलये औसत कोणीय ×वरण 
तथा ता×¢ͨणक कोणीय ×वरण का मान समान होगा । 
उदाहरण 10.5 यǑद कोई कण एक व×ृत कȧ पǐरͬध पर 10 चÈकर परेू करता है तो इसका कोणीय 
ͪवèथापन ͩकतना होगा? 
हल: कोणीय ͪवèथापन 2 ;n  जहाँ n चÈकरɉ कȧ संÉया है । 
अत: कोणीय ͪवèथापन 2 10 20      रेͫडयन 
उदाहरण 10.6 यǑद ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के कोणीय ͪवèथापन  तथा समय t मɅ सàबÛध 

2 410 6 5t t     से Ǒदया जाता हो तो t = 2sec पर ͪपÖड का ता×¢ͨणक कोणीय वेग £ात करो? 

हल: कोणीय वेग  2 4 310 6 5 1 2 20d d t t t t
dt dt
         

अत: t = 2sec पर कोणीय वेग 3
2 12 2 20 2 24 160 136t             रेͫडयन / 

सेकÖड । 

10.6 Ǻढ ͪ पÖड कȧ घूण[न गǓत (Rotational motion of a rigid body) 
जैसा ͩक अनÍुछेद 10.4 मɅ आप अÚययन कर चकेु हो ͩक कोई भी वèतु अनेक कणɉ से 

ͧमलकर बनी हु ई मानी जा सकती है । यǑद वèतु पर बाéय बल या बलाघणू[ आरोͪपत करने पर उसके 
अवयव कणो के मÚय आपेͯ¢क दǐूरया ँपǐरवǓत[त नहȣ होती हɉ तो ऐसी वèतु को Ǻढ़ ͪ पÖड कहा जाता 
है । वाèतव मɅ ĤकृǓत मɅ कोई भी वèतु आदश[ Ǻढ़ ͪपÖड कȧ Įेणी मɇ नहȣ आती । Ĥायोͬगक Ǿप से 
आप प×थर, èटȣल, लकड़ी इ×याǑद को Ǻढ़ ͪपÖड कȧ स£ंा दे सकते हɇ । एक Ǻढ़ ͪपÖड èथानाÛतरȣय 
अथवा घणू[न दोनɉ Ĥकार कȧ गǓत कर सकता है । ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड कȧ èथानाÛतरȣय गǓत मɅ उसके 
सभी अवयव कणɉ के रेखीय ͪवèथापन, रेखीय वेग तथा रेखीय कण समान रहते है तथा वे परèपर 
समानाÛतर पथ मɅ गǓत करते हɇ । यǑद Ǻढ़ ͪपÖड कȧ गǓत घणू[न गǓत हो तो उसमɅ Ǔनàन अͧभला¢ͨणक 
गणु पाये जाते हɇ- 

(i) Ǻढ़ ͪपÖड कȧ घणू[न गǓत मɅ उसके सभी अवयव कण व×ृताकार पथɉ मɅ गǓत करते हɇ । इन 
व×ृताकार पथɉ कȧ ǒğÏयाऐं समान अथवा ͧभÛन-2 हो सकती हɇ । सभी व×ृतीय पथɉ के केÛġ इनके 
तल के लàबवत ्एक अभीçट सीधी रेखा पर होते हɇ िजसे घणू[न अ¢ कहा जाता है । 

(ii) घणू[न अ¢ पर िèथत सभी कण ͪवरामावèथा मɅ रहते हɇ 
(iii) घणू[न करते Ǻढ़ ͪ पÖड के सभी कणɉ का कोणीय ͪ वèथापन, कोणीय वेग तथा कोणीय ×वरण 

तो एक समान होते हɇ लेͩकन उनके रेखीय ͪ वèथापन, रेखीय वेग तथा रेखीय ×वरण अलग-अलग होत े
हɇ । (इसके बारे मɅ आप अनÍुछेद 10.5 मɅ ͪवèततृ अÚययन कर चुके हɇ) । 

(iv) घणू[न कर रहȣ कोई भी वèत ुअपनी घणू[न अवèथा मɅ ͩ कसी भी Ĥकार के पǐरवत[न का ͪ वरोध 
करती है इस ͪवरोध का माप जड़×व आघणू[ कहलाता है ।   
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10.7 सारांश (Summary) 
 ġåयमान केÛġ- ͩकसी भौǓतक Ǔनकाय से सàबƨ ऐसा ǒबÛद ुͩकस पर कण तğं के समèत 

कणɉ का सàपणू[ ġåयमान इसकȧ èथानाÛतरȣय गǓत के अÚययन के ͧलये Ĥभावी Ǿप से केÛġȣय 
हुआ माना जा सकता है । 

 ġåयमान केÛġ के सापे¢ कण तंğ के समèत कणɉ का कुल ġåयमान आघणू[ तथा कुल रेखीय 
संवेग हमेशा शूÛय होता है । 

 ġåयमान केÛġ कȧ िèथǓत Ǔनकाय के कणɉ कȧ सापे¢ िèथǓतयɉ, उनके ġåयमानɉ एव ġåयमान 
ͪवतरण पर Ǔनभ[र करती है । 

 ġåयमान -केÛġ कȧ गǓत हमेशा èथानाÛतरȣय होती है । 
 ɮͪवकण तंğ - दो कणɉ का ऐसा Ǔनकाय जो पारèपǐरक बलɉ के Ĥभाव मɅ गǓत करता है । 

इस Ǔनकाय कȧ गǓत को एक कण कȧ गǓत मɅ समानीत ġåयमान ɮवारा बदला जा सकता 
है । 

 शंकु के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथती- h ऊँचाई के समͧमǓत शंकु का ġåयमान-केÛġ इसकȧ 
समͧमǓत अ¢ पर आधार से h/4 ऊँचाई पर िèथत होता है । 

 अƨ[गोलȣय ͪपÖड का ġåयमान-केÛġ - R ǒğÏया के ͩकसी समͧमǓत अƨ[गोलȣय ͪपÖड का 
ġåयमान-केÛġ इसकȧ समͧमǓत अ¢ पर आधार से 3/8 R ऊँचाई पर िèथत होता है । 

 ͩकसी बहु कणीय Ǔनकाय कȧ गǓतज ऊजा[ का मान उस तÛğ के ġåयमान-केÛġ कȧ èथानाÛतǐरत 
गǓतज ऊजा[ तथा ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कण तंğ के कणɉ कȧ कुल गǓतज ऊजा[ के योग 
के बराबर होती है । 

 Ǻढ़ ͪपÖड कȧ पǐरĐमण गǓत-Ǻढ़ ͪपÖड अथवा Ǔनकाय का ͩकसी िèथर अ¢ के चारɉ ओर घमूने 
को इसकȧ पǐरĐमण या घणू[न गǓत कहा जाता है । 

10.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
घणू[न गǓत Rotatory motion 
घणू[न Rotation 
ɮͪवपरमाणͪवक  Diatomic 
Ǻढ़ ͪपÖड Rigid body  
ġåयमान-केÛġ Centre of mass 
समानीत ġåयामन Reduced mass 
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6. के. के. सरकार-आर. एन. शमा[ यांǒğकȧ साǑह×य भवन, आगरा   

10.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
Questions)   

1. ġåयमान m वाले कण से 2r/3 दरूȣ पर  

2.  1 2 3 ....... n
cm

r r r rr
n

   

   

 

10.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. Èया ġåयमान-केÛġ ǒबÛद ुपर भौǓतक Ǿप से कोई ġåयमान उपिèथत होना आवæयक है? 
2. Èया ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ कȧ िèथǓत पर Ǔनभ[र करता है? 
3. यǑद कण तंğ के ġåयमान-केÛġ का वेग शÛूय हो तो Èया उसके अवयव कणɉ के वेग आवæयक 

Ǿप से शÛूय हɉगे? 
4. ͩकसी कण तğं के कणɉ के बीच लगने वाले आंतǐरक बल के कारण Èया ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत 

अपना वेग पǐरवǓत[त हो सकता है? 
5. ͧसƨ करो ͩक यǑद कण तंğ का कुल रेखीय संवेग सरंͯ¢त है तो उसका ġåयमान-केÛġ या तो िèथर 

है या ͩफर Ǔनयत वेग से गǓतशील है । 
6. ͩकसी ͪपÖड कȧ पǐरĐमण गǓत कȧ मुÉय ͪवशेषताऐं ͧलͨखए । 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
7. ġåयमान-केÛġ Èया होता है? ͩकसी बहु कणीय Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ के िèथǓत सǑदश तथा 

वेग सǑदश के ͧलये åयजंक ĤाÜत कȧिजये । 
8. ͧसƨ कȧिजये ͩक ġåयमान-केÛġ Ǔनदȶश तÛğ के सापे¢ कण तÛğ के कणɉ का कुल ġåयमान आघणू[ 

तथा कुल रेखीय संवेग हमेशा शूÛय होता है । 
9. ͧसƨ कȧिजये ͩक बहुकणीय Ǔनकाय कȧ कुल गǓतज ऊजा[ का मान-उस तंğ के ġåयमान-केÛġ कȧ 

èथानाÛतǐरत गǓतज ऊजा[ तथा ġåयमान-केÛġ के सापे¢ कण तंğ के कणɉ कȧ कुल गǓतज ऊजा[ 
के योग के बराबर होती है । 

10. समानीत ġåयमान Èया होता है । समानीत ġåयमान कȧ ͪ वचारधारा से ͩ कस Ĥकार ͩकसी ɮͪवकण 
समèया को एकल कण कȧ समèया मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता है । 

11. ͩ कसी समͧमǓत शंकु के ġåयमान-केÛġ कȧ िèथǓत का åयजंक ĤाÜत कȧिजये । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
12. 2,4 व 6 Ēाम ġåयमान के तीन कण Đमश: (0,0,0), (2,-2,-4) तथा (3,-3,3)ए पर िèथत 

है । कण तंğ के ġåयमान-केÛġ का िèथǓत सǑदश £ात कȧिजये ।   

(उ×तर: 26 26 2 ˆˆ ˆ
12 12 12

cmr i j k  


) 
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13. एक बम ˆ ˆ10 2i j  मीटर / सेकÖड के वेग से गǓतशील है । यह आÛतǐरक बलɉ के कारण दो 

भागɉ मɅ ͪवèफोǑटत हो जाता है । यǑद छोटे भाग (ġåयमान M) का वेग ˆ ˆ20 50i j मीटर / 
सेकÖड हो तो बड ेभाग (ġåयमान 3M) का वेग Èया होगा? इन दोनɉ भागɉ के ġåयमान-केÛġ 
Ǔनदȶश तंğ मɅ वेग £ात कȧिजये ।   

(उ×तर:  1 ˆ ˆ20 42
3

i j  मीटर / सेकÖड,  ˆ ˆ10 48i j  मीटर/सेकÖड, 
ˆ ˆ10 48
3

i j  
 
 

 मीटर / सेकÖड)  

14. दो कणɉ A तथा B Ĥारàभ मɅ िèथरावèथा मɅ एक दसूरे से r दरूȣ पर िèथत है । अÛयोÛय ͩĐया 
के कारण ये कण एक दसूरे कȧ ओर गǓत करने लगते हɇ । ͩकसी ¢ण पर जब कण कȧ चाल v 
है तो B कȧ चाल 2v ĤाÜत होती है । इस अवèथा मɅ Ǔनकाय के ġåयमान-केÛġ कȧ चाल Èया 
होगी । कण A तथा B के ġåयमानɉ का अनपुात भी £ात कȧिजये। 

 (उ×तर: शूÛय, 2:1)   
15. ͪ वराम अवèथा मɅ 2 रेͫडयन / सेकÖड2 के कोणीय ×वरण से एक पǑहया घणू[न गǓत Ĥारàभ करता 

है । ͩकतने समय मɅ यह 16 घणू[न परेू कर लेगा । 
 (उ×तर: 32t   सेकÖड)  

16. एक घड़ी कȧ (i) ͧमनट कȧ सुई (ii) घÖटे कȧ सुई कȧ कोणीय चाल पǐरकͧलत कȧिजये । 
(उ×तर: 31.74 10  रेͫडयन / सेकÖड, 41.45 10  रेͫडयन / सेकÖड) 
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इकाई-11  
जड़×व आघणू[-। 

(Moment of Inertia-I)  
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

11.0 उƧेæय 
11.1 Ĥèतावना 
11.2 जड़×व आघणू[ कȧ अवधारणा तथा इसका भौǓतक मह×व 

11.2.1 जड़×व आघणू[ का गͨणतीय åयजंक 
11.2.2 जड़×व आघणू[ के मुÉय तØय 

11.3 घणू[न ǒğÏया 
11.4 घणू[न करते ͪपÖड कȧ गǓत का समीकरण 
11.5 जड़×व आघणू[ Ĥमेय 

11.5.1 लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय 
11.5.2 समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय 

11.6 साराशं 
11.7 शÞदावलȣ 
11.8 संदभ[ ĒÛथ 
11.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
11.10 अßयासाथ[ Ĥæन   

11.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 जड़×व आघणू[ कȧ अवधारणा के साथ साथ आप इसके भौǓतक मह×व को उदाहरणɉ सǑहत 
समझ सकɅ गे; 

 पǐरĐमण ǒğÏया या घणू[न ǒğÏया कȧ सकंãपना कुछ ͪ वͧशçट उदाहरणɉ सǑहत समझ सकɅ गे;   
 ͩकसी घणू[न गǓत करते हु ए ͪपÖड कȧ गǓत के समीकरण के साथ साथ जड़×वीय गणुाकंɉ का 

अÚययन एव ंमह×व समझ सकɅ गे; 
 जड़×व आघणू[ कȧ लàबवत ्तथा समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय के कथनɉ के साथ साथ इनकȧ 

उ×पि×त भी कर सकɅ गे ।  

11.1 Ĥèतावना (Introduction)  
वèतु का यह गणु िजसके कारण वह अवèथा को èवत: नहȣ ंबदल सकती जड़×व (Inertia) 

कहलाता है । जड़×व ͩकसी भी ġåय का मूल èवाभाͪवक गणु है । जड़×व के कारण हȣ कोई भी वèत ु
उस बाहरȣ बल का ͪवरोध करती है जो ͩक उसकȧ िèथर अथवा समान रेͨखक गǓत कȧ अवèथा को 
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बदलने का Ĥय×न करता है । Ǒदये गये बाéय बल के ͧलए अलग-अलग वèतुओं कȧ ͪवरोध करने कȧ 
¢मता भी अलग-अलग होती है । ͪवरोध करने कȧ यह ¢मता वèतुओं मɅ उनके ġåयमान से उ×पÛन 
होती है । अत: आप कह सकत ेहɇ ͩ क ͩ कसी वèतु का ġåयमान उसके जड़×व का गणुक होता है । इसी 
Ĥकार यǑद कोई वèतु ͩकसी अ¢ के चारɉ और घमूने के ͧलए èवतंğ हो तो वह अपनी समान Ǿप से 
घणू[न कȧ या ͪवराम कȧ अवèथा के पǐरवत[न का ͪवरोध करती है । घणू[न गǓत मɅ अवèथा पǐरवत[न 
के ͪवरोध करने वाले कारक को घणू[न अ¢ के ĤǓत वèतु का जड़×व आघणू[ (Moment of Inertia) 
कहा जाता है । इस इकाई के अनÍुछेद 11.2 मɅ आप जड़×व आघणू[ कȧ सकंãपना का ͪववेचना×मक 
अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 11.3 मɅ घणू[न ǒğÏया के बारे मɅ, अनÍुछेद 11.4 मɅ ͪपÖड कȧ गǓत का 
समीकरण एव अनÍुछेद 11.5 मɅ जड़×व आघणू[ Ĥमेयɉ का अÚययन करɅगे । 

11.2 जड़×व आघूण[ कȧ अवधारणा तथा इसका भौǓतक मह×व (Concept 
of moment of inertia and its physical significance) 
Ûयटून के गǓत के Ǔनयम घणू[न गǓत मɅ भी लाग ूहोते हɇ । िजस Ĥकार कोई ͪपÖड रेखीय 

गǓत मɅ अपनी अवèथा (ͪवराम अथवा गǓत) को èवत: बदलने मɅ असमथ[ होता है (जड़×व का Ǔनयम) 
उसी Ĥकार से Ĥ×येक ͪपÖड अपनी घणू[न अवèथा को èवत: बदलने मɅ असमथ[ होता है । घणू[न गǓत 
मɅ ͪपÖड के इस गणु को जड़×व आघणू[ या घणू[न जड़×व (Rotational Inertia) कहते हɇ । जड़×व 
आघणू[ के कारण यǑद कोई वèतु ͩकसी घणू[न अ¢ के पǐरतः िèथर है, तो वह िèथर हȣ रहेगी और 
यǑद वह ͩकसी घणू[न अ¢ के पǐरतः एक Ǔनयत कोणीयचाल से घमू रहȣ है, तो उस अ¢ के पǐरतः 
उसी कोणीय चाल से घमूती रहेगी जब तक ͩ क उस पर कोई बाéय बल-आघणू[ न लगाया जाये । जैसा 
ͩक आप जानते हो ͩक रेखीय गǓत मɅ ͩकसी वèतु का ġåयमान अͬधक होने पर उसकȧ िèथǓत मɅ पǐरवत[न 
करने के ͧलये (Ǒदये गये ×वरण के ͧलये) अͬधक बल लगाना पड़ता है उसी Ĥकार घणू[न गǓत मɅ वèतु 
का जड़×व आघणू[ िजतना अͬधक होता है, उसकȧ कोणीय िèथǓत मɅ पǐरवत[न करने के ͧ लये (Ǒदये गये 
कोणीय ×वरण के ͧलये) उतने हȣ अͬधक बल आघणू[ लगाने कȧ आवæयकता होती है । इस Ĥकार यह 
कहा जा सकता है ͩक घणू[न गǓत मɅ अवèथा पǐरवत[न कȧ असमथ[ता का मापन हȣ ͪपÖड या वèत ु
का जड़×व आघणू[ होगा अथा[त ्ͩकसी ͪपÖड का जड़×व आघणू[ उसके घणू[न जड़×व का गणुांक होता है 
। यहȣ जड़×व आघणू[ का भौǓतक मह×व है । जड़×व आघणू[ को से ǓनǾͪपत ͩ कया जाता है । इस Ĥकार 
यह èपçट है ͩक जो काय[ रेखीय गǓत मɅ ġåयमान (m) करता है, वहȣ काय[ घणू[न गǓत मɅ जड़×व 
आघणू[ (I) करता है । 

दैǓनक जीवन मɅ आप देखते हो ͩक मोटर कार, èकूटर, ǐरÈशा, बÍचɉ के ͨखलौने, साइͩकल 
आǑद मɅ पǑहये का जड़×व आघणू[ बढाने के ͧलये पǑहयɉ का अͬधकाशं ġåयमान उनके ǐरमɉ पर िèथत 
कर Ǒदया जाता है तथा ǐरम एव ंपǑहये कȧ अ¢ का सàबÛध तानɉ (spokes) आǑद कȧ सहायता से 
कर Ǒदया जाता है । पǑहये के जड़×व आघणू[ अͬधक होने के कारण हȣ जब आप साइͩकल के पैͫ डल 
पर परै चलाना बदं कर देते है तो भी कुछ दरूȣ तक अथवा कुछ समय तक साइͩकल के पǑहये घमूते 
रहते हɇ । 
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11.2.1 जड़×व आघणू[ का गͨणतीय åयजंक (Mathematical expression of 
moment of inertia) 

ͪपÖड या वèत ुके ͩकसी कण का दȣ गई घणू[न अ¢ के ĤǓत जड़×व आघणू[ (I), उस कण 
के ġåयमान (m) तथा कण कȧ घणू[न अ¢ से लàबवत ्दरूȣ के वग[ (r2) के गणुनफल के बराबर होता 
है ।  

अथा[त ् = mr2                                                .....(11.1) 
जबͩक ͩकसी Ǻढ ͪपÖड का जड़×व आघणू[ उसके सभी अवयव कणɉ का घणू[न अ¢ के ĤǓत 

जड़×व आघणूȾ का बीजगणतीय योग के तुãय होता है । ͬचğ 11.1 के अनसुार घणू[न करते ͩ कसी ͪ पÖड 
के कणɉ के ġåयमान Đमश: m1,m2,……….mn तथा घणू[न अ¢ से इनकȧ लàबवत ्दǐूरया ंĐमश: r1, 

 
ͬचğ 11.1 

r2...........rn हो तो घणू[न अ¢ के पǐरतः इन कणɉ के जड़×व आघणू[ Đमश: m1r21,m2r22, 
..........mnrn2 , हɉगे । अत: ͪपÖड का जड़×व आघणू[- 

2 2 2
1 1 2 2 ....... ,n nI m r m r m r    

या    2
i n

i i
i l

i m r




       ........(11.2) 

11.2.2 जड़×व आघणू[ के मुÉय तØय (Main Features of Moment of Inertia) 

(i) जड़×व आघणू[ का S.I माğक ͩकĒा-मीटर2 है । 
(ii) जड़×व आघणू[ ĤǑदश राͧश (Tensor) है लेͩकन ͩ कसी Ǔनिæचत घणू[न अ¢ के ͧ लये यह 

एक अǑदश राͧश के Ǿप मɅ Ĥदͧश[त होती है । 
(iii) वèतु या ͪपÖड के ͧलये जड़×व आघणू[ का मान घणू[न अ¢ पर Ǔनभ[र करता है । घणू[न 

अ¢ पǐरवǓत[त होने पर जड़×व आघणू[ पǐरवǓत[त हो जाता है । (उदाहरण 11.1 देखɅ) 



230 
 

(iv) ͩ कसी Ǔनिæचत अ¢ के ͧलये ͪपÖड के जड़×व 
आघणू[ का मान उसके ġåयमान आकृǓत एव ं
आकार पर Ǔनभ[र करता है । इसी Ĥकार दȣ गई 
आकृि×त, आकार, ġåयमान तथा घणू[न अ¢ के 
ͧलये जड़×व आघणू[ का मान ͪ पÖड के ġåयमान 
ͪवतरण पर Ǔनभ[र करता है । ͪपÖड का घणू[न 
अ¢ से िजतना अͬधक ġåयमान का ͪवतरण 
होगा,उतना हȣ अͬधक जड़×व आघणू[ का मान 
होगा । Ĥदͧश[त ͬचğ 11.2 मɅ एक åयिÈत 
िजसके हाथɉ मɅ भारȣ डàबल है एव ंभुजायɅ तथा 
टांगे फैलȣ हु ई है, यǑद अपनी भुजाओं तथा टांगो 
को ͧ सकोड लेता है तो डàबल तथा टांगɉ कȧ घणू[न अ¢ से दरूȣ कम हो जाने पर Ǔनकाय 
का जड़×व आघणू[ कम हो जाता है । 

(v) जड़×व आघणू[ का मान कोणीयवेग (), कोणीय×वरण (), बल आघणू[ () तथा 
कोणीयसंवेग (J) पर Ǔनभ[र नहȣं करता । 

बोध Ĥæन (Self aeessment questions) 
1. समान Ǿप से ͪवतǐरत ġåयमान वाले कर तार का ġåयमान M तथा ǒğÏया R है 
 । इसके तल के लàबवत ्तथा केÛġ से गुजरने वाले अ¢ के पǐरतः जड़×व आघूण[ 
 £ात कȧिजये ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2. जड़×व तथा जड़×व आघूण[ मɅ  अÛतर èपçट कȧिजये ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
3. यǑद एक चकती का ढालकर गोले मɅ  पǐरवǓत[त कर Ǒदया जाता हो तो उसके जड़×व 
 तथा जड़×व आघूण[ मɅ  Èया पǐरवत[न होगा ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4. समान घन×व के ठोस गोलɉ का जड़×व आघूण[ उनकȧ ǒğÏया पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र 
 करता है ।  
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5. समान ġåयमान एवं मोटाई कȧ दो चकǓतयɉ के पदाथ[ अलग अलग हɇ । दȣ गई घूण[न 
 अ¢ के ͧलए कम घन×व वालȣ चकती का जड़×व आघूण[ अͬधक होगा या अͬधक घन×व 
 वालȣ का ।  
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 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
उदाहरण 11.1 ͬचğ 11.3 मɅ Ĥदͧश[त Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ Đमश: X,Y एव ंZ अ¢ के सापे¢ 
£ात करो । 

 
हल:    20 3 3 0 27xI       ͩकĒा-मी2 

      24 4 0 0 64yI       ͩकĒा-मी2 

        2 23 3 4 4 0 91zI        ͩकĒा-मी2 
इस उदाहरण से आप समझ सकत ेहो ͩक घणू[न अ¢ बदलने पर जड़×व आघणू[ का मान बदल जाता 
है । 

11.3 घूण[न ǒğÏया (Radius of gyration) 
समी. 11.2 से जसैा ͩ क आप देख चुके हɇ ͩ क ͩ कसी ͪ पÖड का दȣ गयी अ¢ के पǐरतः जड़×व 

आघणू[ Ǔनकालने के ͧ लये ͪ पÖड के समèत ǒबÛद ुकणɉ का जड़×व आघणू[ Ǔनकालकर उनका योग करना 
पडता है जो ͩक åयावहाǐरक नहȣं होता अत: इसके ͧलए घणू[न ǒğÏया कȧ सकंãपना का उपयोग ͩकया 
जाता है । दȣ गयी घणू[न अ¢ के पǐरतः ͩकसी ͪ पÖड कȧ घणू[न ǒğÏया (K), घणू[न अ¢ से वह लàबवत ्
दरूȣ है, िजसके वग[ (K2) को ͪपÖड के ġåयमान से गणुा करने पर जड़×व आघणू[ का वहȣ मान होता 
है जो ͩक ͪपÖड के ġåयमान के वाèतͪवक ͪवतरण के ͧलये उस घणू[न अ¢ के पǐरतः है अथा[त-   

 
  2 2

1

i n

i i i
i

m K m r




 
     

     …(11.3)  

या 
2 2 2

1 1 2 2

1 1

.........
.........

n n

n

m r m r m rK
m m m
  


  

       

 यǑद वèतु समंागी (Homogeneous) है तथा समान ġåयमान के n कणɉ से ͧ मलकर बनी 
है, तो वèतु का कुल ġåयमान M = m.n, अत:   

 

 2 2
1 .........

.
nm r r

K
m n

 
  

या  
2 2 2

1 2 ............... nr r rK
n

 
     …(11.4) 
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अथा[त समांगी वèत ुिजसके कण समान ġåयमान के हो, कȧ घणू[न ǒğÏया समèत कणɉ कȧ घणू[न 
अ¢ से वग[ माÚय मलू दरूȣ के तुãय होती है । 

घणू[न ǒğÏया (K) घणू[न अ¢ कȧ िèथǓत एव ंइसके सापे¢ ġåयमान ͪ वतरण पर Ǔनभ[र करती 
है, लेͩकन वèतु के ġåयमान पर Ǔनभ[र नहȣं करती । यह सभी कोणीय भौǓतक राͧशयɉ पर भी Ǔनभ[र 
नहȣं करती है ।          
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. ͩकसी वलय तथा चकती के उनके Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ घूण[न ǒğÏया पǐरकͧलत 
 कȧिजये I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
7. ǒबना ͩकसी बल आघूण[ आरोͪपत करे एक वèतु का कोणीय वेग एक चÈकर ĤǓत 
 16 सेकÖड से बादल कर एक चÈकर ĤǓत सेकÖड हो जाता है I इन दो िèथǓतयɉ 
 मɅ वèतु कȧ घूण[न ǒğÏयाओं का अनुपात £ात कȧिजये I  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 11.2 ͩकसी M ġåयमान तथा R ǒğÏया कȧ घमूती हु ई वलय कȧ पǐरͬध से एक अãप ġåयमान 
(m) टूटकर अलग हो जाता है । ġåयमान के अलग होने के बाद घणू[न ǒğÏया मɅ Èया पǐरवत[न होगा।  
हल : ġåयमान (m) के वलय से अलग होने से पवू[ यǑद Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ वलय कȧ घणू[न 
ǒğÏया K हो तो- 

2 2MK MR या  K R   
वलय कȧ पǐरͬध से m ġåयमान के अलग होने पर वलय का ġåयमान (M-m) रह जायेगा । इस अवèथा 
मɅ इसका Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ (M-mR2) होगा । अब यǑद घणू[न ǒğÏया K' हो 
जाती हो तो 

   2 2'M m K m m R     या 'K R   
िजससे यह èपçट है ͩक घणू[न ǒğÏया अपǐरवǓत[त रहेगी । 
उदाहरण 11.3 ͩकसी M ġåयमान तथा R ǒğÏया कȧ घमूती हु ई चकती कȧ पǐरͬध पर एक अãप 
ġåयमान (m) रख Ǒदया जाता है । चकती कȧ घणू[न ǒğÏया मɅ Èया पǐरवत[न होगा । 
हल: ġåयमान (m) के चकती से जुडाव से पवू[ यǑद Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ चकती कȧ घणू[न ǒğÏया 
K हो तो- 

2
2

2
MRMK   या 

2
RK    

चकती कȧ पǐरͬध पर (m) ġåयमान के जडुने से इसका ġåयमान (M+m) हो जायेगा । इस अवèथा 
मɅ 
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चकती का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ 
2

2

2
MR mR  होगा । अत: अब यǑद घणू[न 

ǒğÏया K’ हो जाती हो तो 

 
 

2
2 2'

2
MRM m K mR   या    

2
2' 2

2
RM m K M m   

या   
2'

2
M m RK
M m

 
    

 या  
2' M mK K

M m
 

    
  

िजससे èपçट है ͩ क K' का मान K से अͬधक है अथा[त ्घमूती हु यी चकती कȧ पǐरͬध पर m ġåयमान 
के कण के जुडाव से घणू[न ǒğÏया का मान बढ़ जाता है ।   

11.4 घूण[न करते Ǻढ़ ͪपÖड कȧ गǓत का समीकरण (Equation of 
motion of a rotating rigid body) 

ͬचğ 11.4 मɅ Ĥदͧश[त एक ऐसे Ǻढ़ ͪपÖड पर ͪवचार केिÛġत 
कȧिजये जो ͩ क एक िèथर ǒबÛद ुO मɅ होकर जाती हु ई अ¢ MN 
के सापे¢ ω कोणीय वेग से घणू[न कर रहा है । यहाँ कोणीय वेग 


 कȧ Ǒदशा घणू[न अ¢ MN - अ¢ के अनǑुदश है । 

 
ͪपÖड के ǒबÛद ुP पर िèथत i वɅ कण का ġåयमान mi 

रेखीय वेग iv

 तथा O के सापे¢ िèथǓत सǑदश ir


 है । जसैा 

ͩक आप जानत ेहɇ ͩक घणू[न गǓत मɅ ͪपÖड का Ĥ×येक कण 
व×ृताकार गǓत करता है िजसका कोणीय वेग ͪपÖड के कोणीय वेग 
के हȣ बराबर होता है अत: कण P भी MN- अ¢ के सापे¢ ω 
कोणीय वेग से व×ृताकार गǓत करेगा िजसकȧ ǒğÏया Ri मानी गई 
है ।  
इस कण का रेखीय वेग iv


=

 ir

 से ǓनǾͪपत होता है । यǑद 

 , 

 तथा r


 के बीच का कोण हो तो   
 1 sini iv r R   


, Èयɉͩक sini ir R   

इस कण का ǒबÛद ुO के सापे¢ कोणीय संवेग ij


 का मान Ǔनàन होगा –  

 i ii ii i i i ij r p r m v m r v        
       

  ....(11.5) 

समी 11.5 के अनसुार कोणीय संवेग ij

 कȧ Ǒदशा ir


 तथा iv


 के लàब Ǿप होगी । चू ंͩक 

ir

 तथा iv


 परèपर लàब Ǿप हɇ अत: कोणीय संवेग का पǐरमाण ij


 i i im rv  के बराबर होगा 
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तथा इसकȧ Ǒदशा घणू[न अ¢ से 
2
   
 

 कोण बनायेगी जैसा ͩक ͬचğ 11.4 मɅ Ĥदͧश[त है । अत: 

घणू[न अ¢ MN पर कोणीय संवेग ij

 का घटक izj


 Ǔनàन होगा- 

   cos sin
2iz i i i i i ij m rv m rv      

 
 

या    2siniz i i i i i i i i i i ij m r v m R v m R R m R         ....(11.6) 

Èयɉͩक sini ir R   तथा   sini iv r R   


 
चू ंͩक समी 11.6 Ǻढ़ ͪपÖड के एक कण P (ġåयमान= m) का घणू[न अ¢ MN कȧ Ǒदशा मɅ कोणीय 
संवेग के घटक का मान देती है, अत: परेू Ǔनकाय या Ǻढ़ ͪ पÖड के कणɉ का घणू[न अ¢ MN के सापे¢ 

कोणीय संवेगɉ के घटकɉ का योग zj


 Ǔनàन होगा-   

1 2 .... ....z z z iz nzj j j j j  
    

 

या  2

1 1

i n i n

iz i iz
i i

j J m R 
 

 

 
 

       ….(11.7) 

समी 11.7 मɅ ĤाÜत पद  2

1

i n

i i
i

m R



 , घणू[न अ¢ MN के सापे¢ Ǻढ़ ͪपÖड का जड़×व आघणू[ (I) 

का मान होता है अत: समी 11.7 से 

zj I
 

       ... (11.8) 
 यǑद Ǻढ़ ͪ पÖड के ͧ लए घणू[न अ¢ उसकȧ समͧमǓत अ¢ है तो घणू[न अ¢ के एक ओर िèथत ǒबÛदओंु 
का घणू[न अ¢ MN के लàबवत ्कोणीय संवेग घटकɉ का सǑदश योग इसके ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ िèथत 
ǒबÛदओंु का घणू[न अ¢ के लàबवत ्कोणीय संवेग घटकɉ के सǑदश योग ɮवारा संतुͧलत हो जायेगा 
। इस Ĥकार Ǻढ़ ͪपÖड का पǐरणामी कोणीय संवेग j


 घणू[न अ¢ कȧ हȣ Ǒदशा मɅ होगा । अथा[त ्

j I
 

            …(11.9)  
जैसा ͩक आप पवू[ इकाईयɉ मɅ अÚययन कर चुके हो ͩक यǑद वèत ुसमͧमǓत अ¢ के सापे¢ घणू[न 
करती है तो कोणीय संवेग पǐरवत[न कȧ दर उस पर लगाये गये कुल बाहय बल आघणू[ के तुãय होती 
है अथा[त ्  

 ext
d j
dt

 
 

       ..... (11.10)  

समी. 11.9 से j

 का मान समी 11.10 मɅ रखने पर 

 ext
d dI I I
dt dt

     
   

     …(11.10) 

जहाँ 
dI
dt

 
 

 ͪपÖड का कोणीय ×वरण कहलाता है 

समी 11.11 ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के ͧलए घणू[न गǓत का समीकरण कहलाता है । 
यǑद ͩकसी अवèथा मɅ घणू[न अ¢ समͧमǓत अ¢ के अनǑुदश नहȣं हो तो 
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   ext z
d d dj I I
dt dt dt

   
   

    ....(11.12) 

इस Ĥकार Ǻढ़ ͪपÖड के ͧलए घणू[न गǓत समीकरण से èपçट है ͩक यǑद ext


 का मान शूÛय हो तो  
dI
dt



 भी शूÛय होगा तथा 

 का मान Ǔनयत होगा अथा[त आप कह सकते हो ͩक बाहय बल आघणू[ 

कȧ अनपुिèथǓत मɅ Ǻढ़ ͪ पÖड का घणू[न अ¢ के ĤǓत कोणीय वेग का मान Ǔनयत रहता है । यहाँ Úयान 
रखने योÊय है ͩक यǑद Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ (I)पǐरवत[नशील हो तो बाहय बल आघणू[ कȧ 
अनपुिèथǓत मɅ कोणीय वेग 


 का मान I के घटने पर बड़ेगा तथा I के बड़ने पर घटेगा । ऐसा इस 

कारण होता है ͩक ext


 का मान शÛूय होने पर I

 का मान Ǔनयत रहेगा (समी 11.12 से यह èपçट 

हो रहा है) 
0ext 


 तो I 


Ǔनयत 

1 21 2I I 
 

              ..... (11.13) 
समी 11.13 को कोणीय संवेग संर¢ण का Ǔनयम कहा जाता है । 

उपरोÈत अÚययन से आप Ǔनàन ǓनçकषȾ पर पहु ँचते हो- 
(i) ͩकसी अ¢ के ĤǓत घणू[न कर रहे Ǻढ़ ͪ पÖड के ͧ लए कोणीय सवेंग पǐरवत[न कȧ दर 

बाहय बल आघणू[ के बराबर होती है । 
(ii) घणू[न कर रहे Ǻढ़ ͪपÖड के कोणीय संवेग का पǐरमाण व Ǒदशा मɅ पǐरवत[न ͧसफ[  

बाहय बल आघणू[ आरोͪपत करने पर हȣ सàभव है । बाहय बल आघणूɟ कȧ अनपुिèथǓत मɅ कोणीय 
संवेग पǐरमाण तथा Ǒदशा दोनɉ मɅ Ǔनयत रहता है (अथा[त ् j I 

 
 Ǔनयत) । यǑद इस अवèथा 

मɅ I पǐरवत[नशील है तो 

 इस Ĥकार पǐरवǓत[त होगा िजससे ͩक j


 का मान Ǔनयत बना रहे । 

उदाहरणाथ[ ͬचğ 11 .5 के अनसुार जब कोई तैराक ऊपर से जल मɅ कूदता हे तो वह कूदने 
कȧ ͩकया मɅ सीधे कूदने कȧ बजाय अपने शरȣर को मोडकर जड़×व आघणू[ को कम कर लेता है । यहȣ 
बाéय बल आघणू[ शÛूय है फलèवǾप  I  के Ǔनयत रहने के कारण उसका कोणीय वेग ω का मान 
बढ जाता है । जल मɅ ͬगरने से कुछ ¢ण पहले वह अपने शरȣर को पनु: सीधा कर लेता है िजससे 
बढ जाता है, तदानसुार  घट जाता है । इसी Ĥकार ͬचğ 11.6 के अनसुार बफ[  पर èकेǑटगं करने 
वाले तथा नत[क हाथɉ को ͧ सकोड कर अथवा फैलाकर अपने शरȣर से गजुरने वालȣ घणू[न अ¢ के पǐरत: 
घणू[न गǓत अͬधक या कम कर लेते हɇ ।  

 
जड़×वीय गणुाकं (Inertial coefficients) 

ͬचğ 11.7 मɅ Ĥदͧश[त एक ऐसे Ǻढ़ ͪ पÖड पर ͪ वचार केिÛġत कȧिजये जो ͩ क एक िèथर ǒबÛद ु
O मɅ होकर जाती हु ई अ¢ MN के सापे¢   कोणीय वेग से घणू[न कर रहा है। 
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ͪपÖड के ǒबÛद ुP पर िèथत i कण का ġåयमान im  रेखीय वेग iv

 तथा O के 

सापे¢ िèथǓत सǑदश ir

 है । Ǔनदȶशांक अ¢ɉ पर िèथǓत सǑदश 


 तथा कोणीय 

वेग सǑदश 

 को Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है-  

 
ˆˆ ˆ

i i i ir ix jy kz  


 

तथा   ˆˆ ˆˆ x y zi j k       

चूँͩक iवɅ कण के रेखीय वेग का मान i iv r 
  

 होता है अत: इसका O के 
सापे¢ कोणीय संवेग 

 i i i i i i i ij r p r m v m r r        
       

  ..... (11.14) 

अत: परेू Ǻढ़ ͪपÖड का O के सापे¢ कोणीय संवेग 
   

    ….(11.15)
 

Èयɉͩक       . .A B C A C C A B   
      

 

अतः         2. . .i i i i i i i ir r r r r r r r r         
         

   ...(11.16) 
समी. 11.15 व समी. 11.16 से 

 
 

1
.

i n

i i i i
i

j m r r r 




   
    

    
...(11.17 

समी. 11.16 को आप घटकɉ के Ǿप मɅ भी ͧलख सकते हɇ-   

  
1

.
i n

x i x i i i
i

j m r x r 




         

या    2

1

i n

x i x i i i x i y i z
i

j m r x x y z   




         

या     2 2

1

i n

x i i i x i i i y i i i z
i

j m r x m x y m x z  




       ...(11.18)  

इसी Ĥकार 
 .... (11.19) तथा                                                                          

                                     
   

 
समी. 11.18,11.19 व 11.20 को Đमशः Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है- 

 ...(11.21) 
 

y yx x yy y yzj I I I          …(11.22) 

z zx x zy y zz zj I I I                …(11.23) 
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जहा ँ      2 2 2 2 2 2

1 1 1
, ,

i n i n i n

xx i i i yy i i i zz i i i
i i i

I m r x I m r y I m r z
  

  

         

तथा  
1 1 1

, ,
i n i n i n

xx i i i xz zx i i i yz zy i i i
i i i

I Iyx m x y I I m x z I I m y z
  

  

        

समी. 11.21,11.22 व 11.23 को मैǑĚÈस Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता हैI 

x x x y xz
x

y x yy yz
y

z x zy z z
z

I I I
j

I I I
j

I I I
j

 
   
      
       

x

y

z






 
 
 
  

 

यहाँ , , , , , , , ,xx xy xz yx yy yz zx zy zzI I I I I I I I I ͪपÖड के जड़×वीय गणुांक कहलाते हɇ I 
ये 9 जड़×वीय गणुांक एक ɮͪवतीय कोǑट टɅसर (second rank tensor) के घटक हɇ । इस 

टɅसर को जड़×व आघणू[ टɅसर कहत ेहɇ । चूँͩक इस टɅसर के ͧलए xyI = yxI , xzI  = zxI  तथा yzI

= zyI  स×य होता है अत: यह एक समͧमǓत टɅसर (Symmetric tensor) है I 
यह टɅसर कोणीय संवेग सǑदश j


 तथा कोणीय वेग सǑदश 

  मɅ संबÛध èथाͪपत करता 
है ।  

यǑद उपरोÈत मेǑĚÈस के ͪवकण[ पदɉ (diagonal elements) पर Úयान केिÛġत करɅ तो 
यह पाया जाता है ͩक- 

     2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
i

i n i n i n

xx i i i i i i i i i i
i i i

I m r x m x y z x m y z
  

  

           

 2 2

1

i n

yy i i i
i

I m x z




   तथा  2 2

1

i n

zz i i i
i

I m x y




   

यहाँ यह èपçट है ͩक xxI  के पद मɅ  2 2
i iy z ,i कण कȧ X- अ¢ से दरूȣ है अत: यह Ǻढ़ ͪपÖड 

का X - अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ कहलायेगा । इसी Ĥकार yyI  तथा zzI  ͪपÖड के Đमश: Y- 
अ¢ तथा Z- अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ कहलायɅगे । 

जैसा ͩक आप पढ़ चकेु हो ͩक कोणीय संवेग सǑदश j

 कȧ Ǒदशा सदैव घणू[न अ¢ या कोणीय 

वेग सǑदश 
  कȧ Ǒदशा मɅ नहȣं होती है । परÛत ुऐसा भी सàभव है ͩ क ͩ कसी भी आकार के Ǻढ़ ͪ पÖड 

के ͧलए तीन अͧभलàबीय अ¢ या ǑदशायɅ ऐसी हो सकती हɇ िजनके ͧलए कोणीय संवेग सǑदश j

 

तथा कोणीय वेग सǑदश 
  सàपाती हɉ । ये अ¢Ʌ जड़×व आघणू[ कȧ मुÉय अ¢Ʌ  जड़×व आघणू[ 

(principal axes) कहलाती हɇ ।  
इस अवèथा मɅ  0xy yx yz zy zx xzI I I I I I       होगा अत:  

,x xx xj I    ,y yy xj I   z zz zj I   
इस Ĥकार यह कहा जा सकता है ͩक जब कभी ͪपÖड जड़×व आघणू[ के मुÉय अ¢ पर घणू[न करती 
है तो j


 तथा 

  परèपर समाÛतर होते हɇ तथा इस अवèथा मɅ j I
 

 स×य होगा जहा ँ I  ͪपÖड 
का मुÉय जड़×व आघणू[ अथा[त मुÉय अ¢ के सापे¢ ͪपÖड का जड़×व आघणू[ है ।  
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बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
8. यǑद पृØवी के Ģुवɉ पर िèथत समèत बफ[  ͪपघल जाये तो Ǒदन कȧ अवͬध पर Èया 
 Ĥभाव पड़ेगा ।   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........         
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
9. यǑद ġåयमान को Ǔनयत रखते हु ए पृØवी कȧ ǒğÏया आधी कर दȣ जावे तो Ǒदन कȧ 
 अवͬध Èया हो जायेगी ।    
 .............. ......... .......... ......... ........ . .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
10. यǑद कोई बÍचा झूले पर झूल रहा है िजसके पैरɉ का पृØवी से कोई सàपक[  नहȣं है 
 यǑद बÍचा झूले पर खड़ा हो जाता हो तो झूले के कोणीय वेग पर Èया Ĥभाव होगा।    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
11. ͩकसी लकडी कȧ छड़ के एक ͧसरे पर धागा बाँध कर धागे के दूसरे ͧसरे पर बंधे 
 ͩकसी प×थर के छोटे टुकडे को घुमाया जा रहा है । यǑद इसे रोक Ǒदया जाये तो धागा 
 लकडी पर लपेटने लगता है तथा उसका वेग लगातार बढ़ता जाता है । कारण èपçट 
 करɅ  ।    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
12. यǑद कोई असमͧमǓत वèतु घूण[न अ¢ पर घूण[न कर रहȣ हो तो Èया उसका कोणीय 
 संवेग संरͯ¢त रहेगा । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
उदाहरण 11.4 - एक वलय िजसका ġåयमान M तथा ǒğÏया R है, कोणीय वेग   से अपने केÛġ 
से पǐरत: ऊÚवा[धर अ¢ के सापे¢ घणू[न कर रहȣ है । m ġåयमान के दो छोटे मोम के टुकड ेधीरे 
से उसके åयास के दोनɉ ͧसरɉ पर ͬचपका Ǒदये जाते हɉ तो वलय का कोणीय वेग Èया होगा । 
हल: कोणीय संवेग सरं¢ण से 1 1 2 2I I   

जहाँ ( 1 1I  ) तथा ( 2 2I  ) वलय के जड़×व आघणू[ तथा कोणीय वेग मोम के टुकड़े ͬ चपकाने 
से पवू[ तथा पæचात ्है । 

यहा ँ 2
1 1,I MR     

 2 2 2 2
2 2I MR mR mR M m R      

2 =? 
अतः    2 2

22 .MR M m R    

या 
 

2

2 22
MR

M m R
 


 या 2

.
2

M
M m

 

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उदाहरण 11.5 तीन कण िजनमɅ Ĥ×येक का ġåयमान 20 Ēाम है, एक समबाहु  ǒğभुज के तीनɉ कोनɉ 
पर िèथत है । यǑद ǒğभुज के Ĥ×येक भजुा कȧ लàबाई 10 सेमी हो तो इस Ǔनकाय का ǒğभजु के एक 
कोने से गजुरने वालȣ तथा ǒğभुज के तल के लàबवत ्अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ कȧ गणना कȧिजये 
। हल: सलंÊन ͬचğ 11.8 मɅ एक समबाहु  ǒğभजु Ĥदͧश[त है िजसके Ĥ×येक कोने पर 20 Ēाम ġåयमान 
के ǒबÛद ुकण रखे हɇ । ǒğभुज कȧ Ĥ×येक भजुा कȧ लàबाई 10 सेमी है । मान लȣिजये ͩक आपको 
कोने  

 
 
 
 
 

ͬचğ 11.8 
A से गजुरने वालȣ तथा कागज के तल के लàबवत ्अ¢ के पǐरत: इस तंğ का जड़×व आघणू[ £ात 
करना है । èपçट है ͩ क कोने A पर रखे कण कȧ इससे गजुरने वालȣ लàबवत ्अ¢ से दरूȣ शूÛय होगी 
जबͩक कोने B तथा C पर रखे कणɉ कȧ इससे दǐूरयाँ 10 सेमी हɉगी अत: कोने A से गजुरने वालȣ 
लàबवत अ¢ के सापे¢ Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ ( I ) 

2I mr  

     2 2 220 0 20 10 20 10      
=0+2000+2000 
=4000 Ēाम   सेमी2 

उदाहरण 11.6 एक भारहȣन छड़ अ¢ PP’ के पǐरत: 
घमूने के ͧलये èवतंğ है । 2 ͩकĒा. के दो समान 
ġåयमान घणू[न अ¢ PP' से 0.40 मीटर कȧ समान 
दरूȣ पर रखे हɇ । 1.0 Ûयटून-मीटर का बलाघणू[ लगाने 
से Ǔनकाय PP' के पǐरत: घमूता है । Ǔनकाय का 
कोणीय ×वरण £ात कȧिजये । 
हल : Ĥ×येक ġåयमान का घणू[न अ¢ PP' के पǐरत: 
जड़×व आघणू[ 

0I  = ġåयमान   (घणू[न अ¢ से दरूȣ)2 

या   2
0 2 0.40 0.32I    ͩकĒा. - मीटर2 

अत: सàपणू[ Ǔनकाय का PP’ के पǐरत: जड़×व आघणू[ 

 2
0 2 0.40 0.32I    ͩकĒा. – मीटर2 

(यहाँ छड़ चू ंͩक भारहȣन है, अत: इसका कोई जड़×व आघणू[ नहȣं होगा) 
यǑद Ǔनकाय पर बल आघणू[   लगाने से उ×पÛन कोणीय ×वरण   होता हो तो 
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 .I   

अतः    
1.0 1.56
0.64I

     रेͫडयन / सेकÖड 

11.5 जड़×व आघूण[ Ĥमेय (Theorems of moment of inertia)  
गͨणतीय ͪ वͬध से उस अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ का पǐरकलन सबसे सरल होता है िजसके 

पǐरत: ͪ पÖड के ġåयमान का ͪ वतरण समͧमǓत हो । परÛतु हमɅ ऐसी अ¢ɉ के पǐरत: भी जड़×व आघणू[ 
कȧ गणना करनी होती है िजसके सापे¢ ġåयमान का ͪवतरण समͧमǓत न हो । ऐसी अ¢ के पǐरत: 
जड़×व आघणू[ कȧ गणना मɅ आने वालȣ कǑठनाई के Ǔनवारण हेतु दो Ĥमेय ĤǓतपाǑदत कȧ गई हɇ िजÛहɅ 
Đमश: लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय तथा समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय कहा जाता है । इस शीष[क मɅ आप इन 
Ĥमेयɉ के कथन, उपपि×त तथा इनके उपयोग का अÚययन करɅगे । 

11.5.1 लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय (Theorem of perpendicular axes) 

इस Ĥमेय के अनसुार ͩ कसी वèतु या समतल पटल का 
उसके तल के लàबवत ्ͩकसी अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ का 
मान तल मɅ हȣ उपिèथत अÛय दो परèपर लàबवत ्अ¢ɉ के 
सापे¢ जड़×व आघणूीं के योग के तुãय होता है जबͩक तीनो अ¢ 
एक हȣ कटान ǒबÛद ुसे गजुरती हɇ । 

ͬचğ 11.10 के अनसुार यǑद X, Y समतल पटल के 
तल मɅ Z िèथत है तथा Z तल के लàबवत ्गजुरने वालȣ अ¢ 
हɉ तथा तीनɉ का कटान ǒबÛद ुO हो तो लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय 
के अनसुार   

z x yI I I   

जहाँ x yI I एवम ् zI  Đमश: X, Y एवम ्Z के सापे¢ पटल के 

जड़×व आघणू[ हɇ  
उपपि×त (Proof) 

ͬचğ 11.10 मɅ Ĥदͧश[त एक समतल पटल-पर ͪ वचार कȧिजए जो ͩ क n कणɉ से ͧ मलकर बना 

है िजनके ġåयमान Đमश: 1 2 1,, ,........ ...... nm m m m  हɇ । कणɉ कȧ Z से लàबवत ्दǐूरयां Đमश: 

1 2,, ........ ......i nr r r r  हɇ तथा X व Y अ¢ɉ से लàबवत ्दǐूरयां Đमश: 1 2, ...... ,.......i ny y y y  तथा 

2, ...... ,.......i nx x y  हɇ ।  

X अ¢ के सापे¢ समतल पटल का कुल जड़×व आघणू[ ( xI ) अलग-अलग कणɉ के X अ¢ 
के सापे¢ जड़×व आघणूीं के योग के तुãय होगा अथा[त- 

 
2 2 2 2

1 1 2 2 1......... ......x i n nI m y m y m y m y      
  

या
    ..... (11.24)  
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इसी Ĥकार Y अ¢ के सापे¢ समतल पटल का जड़×व आघणू[ ( yI  

  
2 2 2 2

1 1 2 2 1......... ......x i n nI m x m x m x m x      

या 2

1

i n

y i i
i

I m x




       ..... (11.25)  

तथा Z अ¢ के सापे¢ समतल पटल का जड़×व आघणू[ ( zI )- 

 
2 2 2 2

1 1 2 2 1......... ......z i n nI m r m r m r m r      

या  2

1

i n

z i i
i

I m r




          ...(11.26) 

समी 11.24 व समी 11.25 को जोडने पर- 

 

 

ͬचğ 11.10 कȧ ÏयाͧमǓत से 2 2 2
i i ix y r   

अत:  2

1

i n

x y i i
i

I I m r




   

या  x y zI I I        ....(11.27) 
यहȣ लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय है । 
(Úयान रखɅ ͩक लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय का उपरोÈत åयजंक ͧसफ[  ɮͪवͪवमीय वèतुओं के ͧलये 

हȣ स×य है ।) 

11.5.2 समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय (Theorem of parallel axes) 

इस Ĥमेय के अनसुार ͩकसी ͪपÖड का दȣ गई घणू[न अ¢ के पǐरत : जड़×व आघणू[ का मान, 
उस ͪपÖड के ġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ तथा दȣ गई अ¢ के समाÛतर अ¢ के पǐरत: ͪपÖड के 
जड़×व आघणू[ के मान तथा ͪ पÖड के ġåयमान M और दोनɉ समाÛतर अ¢ɉ के बीच लàबवत ्दरूȣ (d) 
के वग[ के गणुनफल के योग के तुãय होता है । अथा[त-् 

2
AB CMI I Md   

जहाँ ABI  दȣ गई घणू[न अ¢ के सापे¢ ͪ पÖड का जड़×व आघणू[ तथा CMI  ġåयमान केÛġ से गजुरने 
वालȣ तथा दȣ गई अ¢ के समाÛतर अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ है । 
उपपि×त (Proof): 

ͬचğ 11.11 मɅ Ĥदͧश[त एक ͪपÖड पर ͪवचार कȧिजए जो ͩक 
n कणɉ से ͧमलकर बना है िजनके ġåयमान Đमश: 

1 2,, ..... ,......i nm m m m  हɇ तथा िजनकȧ ġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ 

अ¢ MN से लàबवत ्दǐूरयां Đमश: 1 2,, ..... ,......i nr r r r  हɇ । ͪ पÖड के 

ǒबÛद ुP पर िèथत ͩकसी i वɅ कण का ġåयमान im  तथा इसकȧ इसकȧ 

MN से लàबवत ्दरूȣ ir  हो तो इस कण का अ¢ MN के सापे¢ जड़×व 
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आघणू[ - 

अत: सàपणू[ ͪपÖड का MN अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[- 
2 2 2 2

1 1 2 2 ....... .......CM i i n nI m r m r m r m r      

या 2

1

i n

cm i i
i

I m r




  

i  वे कण कȧ AB अ¢ से लàबवत ्दरूȣ = ir d  
i वे कण का अ¢ AB के सापे¢ जड़×व आघणू[  2

i im r d   होगा । 

अत: सàपणू[ ͪपÖड का अ¢ AB के सापे¢ जड़×व आघणू[  

 2

1

i n

AB i i
i

I m r d




   

या  2 2

1
2

i n

AB i i i
i

I m r d rd




    यहाँ d Ǔनयत है । 

अत:  ...(11.28) 
 

समी. 11.28 मɅ 
1

i

i i
i

m r



  ġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ ͪपÖड के समèत कणɉ के 

आघणूɟ का बीजगͨणतीय योग (Algebric Sum) है जो ͩक हमेशा शÛूय होता है । अत: 

1

i

i i
i

m r



 =0 

अत: समी 11.28 से 2
AB cmI I d 

1

i

i
i

m



  

या 2 ,AB cmI I Md    
1

i

i
i

m



 = M  

अत: 2
AB cmI I Md        ... (11.29)  

यहȣ समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय है । Úयान रहे ͩक समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय ɮͪवͪवमीय तथा 
ǒğͪवमीय सभी Ĥकार के ͪपÖडɉ के ͧलये स×य होती है । 
उदाहरण 11.7 ġåयमान M तथा ǒğÏया R कȧ वलय का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व 
आघणू[ 2MR  होता है । वलय के ͧलए Ǔनàन अ¢ɉ के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजए । 

(i) åयास के सापे¢ (ii) तल मɅ तथा तल के लàबवत ्िèथत èपश[ रेखा के सापे¢ 
हल: (i) वलय का उसके åयास के पǐरत: जड़×व आघणू[ 

ͬचğ 11.12 मɅ Ĥदͧश[त एक वलय (ġåयमान M, ǒğÏया R) के ͧलये XX' तथा YY' उसके 
तल मɅ िèथत दो परèपर लàबवत अ¢ हɇ जो ͩक वलय के åयास कहलायेगी । मान लȣिजए इन अ¢ɉ 
के पǐरत: वलय का जड़×व आघणू[ Đमश: xI  तथा Iy  हɇ । चूँͩक वलय के सभी åयासɉ के ĤǓत 
ġåयमान ͪवतरण समान होता है अत:   

x yI I I   
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Z अ¢ जो ͩ क वलय के तल के लàबवत है, के सापे¢ 

जड़×व आघणू[  2
zI MR  हो तो लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से- 

x y zI I I   
अतः  I åयास I åयास

2MR  

या I åयास

2

2
MR

            ....(11.30) 

(ii) वलय का उसकȧ तल मɅ तथा तल के लàबवत ्èपश[ रेखा 
के सापे¢ जड़×व आघणू[ 

ͬचğ 11.12 मɅ Ĥदͧश[त वलय कȧ पǐरͬध पर िèथत 
ǒबÛद ुP के पǐरत: AB एक èपश[ रेखा है जो ͩक वलय के तल मɅ या तल के लàबवत ्हो सकती है 
। यǑद वलय के तल मɅ िèथत èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ ABI तल हो तो समाÛतर अ¢ɉ कȧ 
Ĥमेय से 

ABI तल= CMI åयास+ 2MR I åयास
2MR  

2
2

2
MR MR   

23
2

MR      ...(11.31) 

यǑद वलय के तल के लàबवत ्िèथत èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ ABI लàबवत हो तो समाÛतर 
अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से 

ABI लàबवत CMI लàबवत
2MR  I Ïयाͧमतीय अ¢+ 2MR  

2MR + 2MR  
= 22MR           .....(11.32) 

उदाहरण 11.8 ġåयमान M तथा ǒğÏया R कȧ चकती का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व 
आघणू[ 2 / 2MR  होता है । चकती के ͧलए Ǔनàन अ¢ɉ के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजए 
।  (i) åयास के सापे¢ (ii) तल मɅ तथा तल के लàबवत ्िèथत èपश[ 
रेखा के सापे¢ 
हल: (i) चकती का उसके åयास के सापे¢ जड़×व आघणू[- 

ͬचğ 11.13 मɅ Ĥदͧश[त एक चकती (ġåयमान M तथा 
ǒğÏया R) मɅ XY’ तथाYY’ दो परèपर लàबवत अ¢ हɇ जो कȧ चकती 
के åयास कहलायɅगी I इन अ¢ɉ के पǐरतः चकती के जड़×व आघणू[ 

Đमशः xI  तथा yI  हɇ I चू ंͩक चकती का का उसके åयासɉ के पǐरतः 

ġåयमान ͪवतरण समान होता । अत:  
x yI I I  åयास 

Z अ¢ चकती के तल के लàबवत ्है िजसके पǐरत: जड़×व आघणू[  
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माना  2 / 2xI MR  है ।  
अंत: लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से x y zI I I   

अतः  I åयास I åयास

2

2
MR

  

या  2I åयास

2

2
MR

  

या  I åयास

2

4
MR

      ...(11.33) 

(ii) चकती का उसकȧ ताल मɅ तथा के लàबवत िèथत èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[- 
ͬचğ 11.13 के अनसुार माना चकती कȧ पǐरͬध पर िèथत ǒबÛद ुP के पǐरत: AB एक èपश[ 

रेखा है जो ͩक चकती के तल मɅ या तल के लàबवत ्हो सकती है । यǑद चकती के तल मɅ िèथत 
èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ ABI तल हो तो समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से 

ABI तल CMI तल
2MR I  åयास

2MR  

या ABI तल
2

2 25
4 4

MR MR MR      ... (11.34) 

यǑद चकती के तल के लàबवत ्िèथत èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ ABI लàबवत हो तो समाÛतर 
अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से  

ABI लàबवत CMI लàबवत
2MR I Ïयाͧमतीय अ¢

2MR  

या  ABI लàबवत

2

2
MR

 2MR 23
2

MR    .....(11.35) 

उदाहरण  11.9 ġåयमान M तथा ǒğÏया R के एक गोले का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ (åयास) के सापे¢ 

जड×व आघणू[ 22
5

MR  होता है । गोले के ͧ लए उसकȧ èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत 

कȧिजए । 
हल: ͬचğ 11.14 के अनसुार ġåयमान M तथा ǒğÏया R के ठोस गोले कȧ पǐरͬध पर िèथत ǒबÛद ु

P के पǐरत: AB एक èपश[ रेखा है । चूँͩक यह èपश[ रेखा AB गोले के 
åयास के समाÛतर होगी, अत: समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से- 
ͬचğ 11.14 

 ABI I åयास
2MR  

      

22
5

MR
2MR  

या 27
5ABI MR    .... (11.36) 

उदाहरण 11.10 ġåयमान M, ǒğÏया R तथा लàबाई L के ͩकसी ठोस बेलन का उसके लàबाई के 
लàबवत ्तथा एक ͩकनारे को èपश[ करती रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजए । बेलन 
का उसके ġåयमान केÛġ से गजुरने वालȣ तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[   
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2 2

2 4
L RM
I

 
 

 
 होता है ।   

हल: ͬचğ 11.15 के अनसुार रेखा AB ठोस बेलन (ġåयमान M, ǒğÏया R तथा लàबाई L) कȧ लàबाई 
के लàबवत ्तथा उसके एक ͩकनारे को èपश[ करती है । यǑद 1yy

I उसके ġåयमान केÛġ से गजुरने 

वालȣ  

 
ͬचğ 11.15 

तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ हो तो समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय के अनĤुयोग 
से- 

1

2

2AB yy

LI I M     
 

 

या 
2 2 2

2 4 4AB
L R MLI M
I

 
   

 
 

या 
2 2

3 4AB
ML MRI        ..... (11.37) 

उदाहरण 11.11 ġåयमान M तथा लàबाई L कȧ एक पतलȣ छड़ का उसके लàबाई के लàबवत ्तथा 
एक ͩ कनारे को èपश[ करती रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजए । छड़ का उसके ġåयमान 

केÛġ से गजुरने वालȣ तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ 
2

2
ML
I

 होता है । 

हल: ͬचğ 11.16 के अनसुार रेखा  AB दȣ गई छड (ġåयमान M तथा लàबाई L) कȧ लàबाई के लàबवत ्
तथा उसके ͩकनारे को èपश[ करती है । यǑद 1yy

I  उसके ġåयमान केÛġ से गजुरने वालȣ तथा 

 
ͬचğ 11.16 

लàबाई के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ हो तो समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय के अनĤुयोग से-   
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1

2

2AB yy

LI I M    
 

 

या 
2 2

2 4AB
ML MRI
I

    1

2

2yy

MLI
I

 
 

 
  

या 
2

3AB
MLI        ...(11.38) 

उदाहरण 11.12 एक अãप ġåयमान कȧ 50 सेमी. लàबी छड़ के ͧसरɉ पर 1 ͩकĒा. ġåयमान तथा 
5 सेमी. ǒğÏया कȧ दो समǾप गोले सàबƨ हɇ । छड़ के मÚय ǒबÛद ुसे गजुरने वालȣ लàबवत ्अ¢ 
के पǐरत: Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ £ात कȧिजये । 
हल : ͬचğ 11.17 के अनसुार 5 सेमी ǒğÏया के दो समǾप गोले 50 सेमी लàबी एक अãप ġåयमान 
कȧ छड़ के ͧसरɉ पर सàबƨ है । हमɅ इस Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ छड के मÚय ǒबÛद ुO से गजुरने 
वालȣ 

 
ͬचğ 11.17 

 अ¢ के सापे¢ पǐरकͧलत करना है । 
गोले के केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ गोले का जड़×व आघणू[ ( CMI ) का मान –  

 22 2 32 2 1 5 10 10
5 5CMI MR        ͩकĒा. मी.2 

इस गोले का अभीçट अ¢ PP’ के सापे¢ जड़×व आघणू[ 'ppI  (समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय के उपयोग 

से)  
2

'pp CMI I Md   
2

3 3 3 32510 1 10 62.5 10 63.5 10
100

            
 

 ͩकĒा. मी.2 

दसूरे गोले का भी अभीçट अ¢ PP' के पǐरत: इतना हȣ जड़×व आघणू[ होगा अत: Ǔनकाय का कुल 
जड़×व आघणू[ 0( )I  

3
0 2 63.5 10I     ͩकĒा. मी.2 

10.6 सारांश (Summary) 
 घणू[न गǓत मɅ घणूȸ जड़×व कȧ माप जड़×व आघणू[ कहलाती है । 
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 घणू[न ǒğÏया- घणू[न अ¢ से वह लàबवत ्दरूȣ है िजसके वग[ को वèतु के कुल ġåयमान से 
गणुा करने पर वèतु का वहȣ जड़×व आघणू[ ĤाÜत होता है जो ͩ क उसे ͪवतǐरत ġåयमान कȧ 
मानने पर ĤाÜत होता है । 

 ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के ͧलए घणू[न गǓत का समीकरण 

 ext
d dI I I
dt dt

     
    

जहाँ 
dI
dt

 
   ͪपÖड का कोणीय ×वरण है । 

 यǑद कोई वèत ुया ͪ पÖड जड़×व आघणू[ के मुÉय अ¢ पर घणू[न करे तो j

 तथा   परèपर 

समाÛतर होते है तथा इस अवèथा मɅ 
 j I
   जहाँ I  मुÉय अ¢ के सापे¢ ͪपÖड का जड़×व आघणू[ है । 

 लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से z x yI I I   
 यहा ँ x  तथा y  वèतु के तल मɅ िèथत परèपर लàबवत ्अ¢ है तथा z वèतु के तल के 

लàबवत ्तथा ,x y के कटाव ǒबÛद ुसे गजुरती है । 
 समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से 

2
AB CmI I Md   

यहाँ अ¢ AB ġåयमान केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के समाÛतर है, तथा d दोनɉ समाÛतर 
अ¢ɉ के बीच कȧ लàबवत ्दरूȣ है । 

11.7 शÞदावलȣ (Glossary) 
घणू[न ǒğÏया  Radius of gyration 
घणू[न अ¢ Axis of rotation 
चकती Disc 
जड़×व Inertia 
जड़×व आघणू[ Moment of inertia 
जड़×वीय गणुाकं Inertial coefficient 
ɮͪवतीय कोǑट टेÛसर Second rank tensor 
मुÉय अ¢ Principal axes 
बल आघणू[ Torque 
बल यÊुम Couple 
बेलन Cylinder 
वलय Ring 
संर¢ण Conservation 
समͧमǓत टेÛसर Symmetric tensor 
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2. Berkley Mechanics New York 
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5. के. के. सरकार-आर. एन. शमा[ यांǒğकȧ साǑह×य भवन, आगरा 

10.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. 2MR    
2. जड़×व रेखीय गǓत मɅ अवèथा पǐरवत[न का ͪवरोध करने वाला कारक है जबͩक जड़×व आघणू[ कोणीय 

गǓत मɅ अवèथा पǐरवत[न का ͪवरोध करने वाला कारक है । 
3. जड़×व अपǐरवǓत[त रहेगा जबͩक जड़×व आघणू[ का मान घट जायेगा । 
4. 2I R  
5. कम धन×व वालȣ चकती के जड़×व आघणू[ का मान कम होगा । 

6. वलय के ͧलये K R   जबͩक चकती के ͧलये 
2

RK    

7.  
 
8. Ǒदन कȧ अवͬध बढ़ जायेगी ।  
9. 6 घटें  
10. कोणीय वेग का मान कम हो जायेगा । 
11. इस अवèथा मɅ v r  Ǔनयत रहता है । अत: जैसे-जैसे r का मान कम होता जाता है   

का मान बढ़ता जाता है । 
12. नहȣं । 

11.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. जड़×व आघणू[ का S.I. माğक ͧलͨखये । 
2. जड़×व आघणू[ ͪपÖड के ͩकन कारकɉ पर Ǔनभ[र करता है । 
3. Èया ͩकसी ͪपÖड का जड़×व आघणू[ उसके कोणीय ×वरण पर Ǔनभ[र करता है । 
4. Èया घणू[न ǒğÏया का मान Ǻढ़ वèतु के ġåयमान पर Ǔनभ[र करता है । 
5. घणू[न ǒğÏया के Ǔनभ[रता कारक Èया है ͧलͨखये । 
6.   कोणीय वेग से घणू[न करती वèतु के ͧलये उसकȧ घणू[न अ¢ से 1: 2 पर िèथत कणɉ के 

कोणीय वेगɉ का अनपुात Èया होगा । 
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Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
7. जड़×व आघणू[ Èया है? इसके भौǓतक मह×व को समझाईये । 
8. लàबवत ्अ¢ɉ कȧ Ĥमेय का कथन ͧलͨखये तथा इसे ĤǓतपाǑदत कȧिजये । 
9. समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय का कथन ͧलͨखये तथा इसे ĤǓतपाǑदत कȧिजये । 
10. ͩ कसी Ǻढ़ ͪपÖड के जड़×वीय गणुांकɉ से आप Èया समझते हɇ । ͩकसी Ǻढ़ ͪपÖड के अपͪवकण[ 

गणुांक ͩकस अवèथा मɅ शÛूय होते हɇ । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
11. ͩ कलोĒाम ġåयमान तथा 6 मीटर लàबाई कȧ एक समǾप छड को एक समषडभुज (Regular 

hexagon) के Ǿप मɅ मोड Ǒदया जाता है । समषडभुज के ġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ तथा 
तल के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ का मान पǐरकͧलत कȧिजए । 

(उ×तर: 10 ͩकĒा. मी.2)   
12. यǑद पØृवी कȧ ǒğÏया ͧ सकुडकर अपनी वत[मान ǒğÏया कȧ आधी रह जाये तो Ǒदन कȧ नई अवͬध 

Èया होगी। 
(उ×तर: 6 घटें)   

13. 8 ͩकलोĒाम ġåयमान तथा 8 मीटर लàबाई कȧ एक छड वग[ के Ǿप मɅ मोड दȣ जाती है । वग[ 
के ġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ तथा तल के लàबवत ्अ¢ के -सापे¢ जड़×व आघणू[ का मान 
पǐरकͧलत कȧिजए । 

(उ×तर: 10.66 ͩकĒा. मी.2)   
14. एक समषडभजु िजसकȧ एक भुजा कȧ लàबाई 2a है, मɅ 6 समान ġåयमान (m) उसके 6 कोनɉ 

पर रखे गये हɇ । ͩकÛहȣ ंभी पास के दो ġåयमानɉ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ Ǔनकाय का जड़×व 
आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजए। 

(उ×तर: 30 ma2)   
15. समान ġåयमान (m) के 4 कण a भुजा वाले वग[ के चारɉ कोनɉ पर रखे जाते हɇ । ͩकसी एक 

कण से होकर जाने वालȣ तथा वग[ के तल के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ 
£ात कȧिजए । 

(उ×तर: 4 ma2) 
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इकाई- 12 
जड×व आघणू[-II 

(Moment of Inertia -II)  
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

12.0 उƧेæय 
12.1 Ĥèतावना 
12.2 जड़×व आघणू[ कȧ गणना 

12.2.1 बेलन के जड़×व आघणू[ कȧ गणना 
12.2.2 गोलȣय कोश के जड़×व आघणू[ कȧ गणना 
12.2.3 गोले के जड़×व आघणू[ कȧ गणना 

12.3 जड़×व आघणू[ मचं कȧ सहायता से ͩकसी अǓनयͧमत आकृǓत कȧ वèतु के जड़×व 
  आघणू[ का Ǔनधा[रण 

12.4 ͩकसी गǓतपालक चĐ का उसकȧ èवय ंकȧ घणू[न अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ £ात 
  करना 

12.5 साराशं 
12.6 शÞदावलȣ 
12.7 संदभ[ ĒÛथ 
12.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
12.9 अßयासाथ[ Ĥæन   

12.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप  

 ͪवͪवÈत अथवा सतत ġåयमान कȧ वèतुओं के जड़×व आघणू[ कȧ गणना करने के तरȣके को 
समझ सकɅ गे; 

 कुछ Ǔनयͧमत आकार कȧ वèतुओं जसेै बेलन, गोलȣय कोश, गोले, के जड़×व आघणू[ कȧ गणना 
उनके Ïयाͧमतीय अ¢ तथा अÛय अ¢ɉ के सापे¢ पǐरकͧलत करना समझ सकɅ गे; 

 ͩकसी अǓनयͧमत आकृǓत कȧ वèतु के जड़×व आघणू[ का Ǔनधा[रण जड×व आघणू[, मंच कȧ 
सहायता से £ात करने कȧ Ĥायोͬगक ͪवͬध समझ सकɅ गे; 

 ͩकसी गǓतपालक चĐ का उसकȧ èवय ंकȧ घणू[न अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ £ात करने 
कȧ Ĥायोͬगक ͪवͬध समझ सकɅ गे । 

12.1 Ĥèतावना (Introduction) 
उन घणू[न अ¢ɉ के पǐरत: जड़×व आघणू[ कȧ गणना करना सबसे सरल होता है िजनके सापे¢ 

ͪपÖड के ġåयमान का ͪवतरण समͧमतीय (Symmetrical) होता है । यǑद ͪपÖड का जड़×व आघणू[ 
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ऐसी अ¢ के पǐरत: £ात करना हो िजसके सापे¢ ͪपÖड के ġåयमान का ͪवतरण समͧमतीय न हो 
तो लàबवत अथवा समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेयɉ का उपयोग करके ͩ कसी एक घणू[न अ¢ के पǐरत: ͪ पÖड 
के जड़×व आघणू[ का मान £ात होने पर, ͩकसी अÛय अ¢ के पǐरत: ͪपÖड का जड़×व आघणू[ £ात 
कर सकत ेहɇ । ͪपÖडɉ के जड़×व आघणू[ का उपयोग एक èथान पर िèथर रखकर चलाये जाने वाले 
इÛजनɉ जसेै ͩ क डीजल पिàपगं सेट इ×याǑद मɅ ͩ कया जाता है । यǑद आप अपना Úयान डीजल पिàपगं 
सेट मɅ लगे बड़े पǑहये पर केिÛġत करɅ तो आप पायɅगे ͩक इसकȧ ǐरम काफȧ मोटȣ होती है तया बीच 
का भाग होता है । इस बनावट के कारण पǑहये का जड़×व आघणू[ अͬधक हो जाता है; इस पǑहये को 
गǓतपालक चĐ कहा जाता है । इÛजन को घमुाने के ͧ लए ͪ पèटन कȧ रेͨखक गǓत को शाÝट कȧ घणू[न 
गǓत मɅ पǐरवǓत[त करते हɇ । िजससे यह èपçट है ͩ क शाÝट कȧ घणू[न गǓत एक समान नहȣं हो सकती 
। घणू[न गǓत को एक समान करने के ͧलये शाÝट के साथ गǓतपालक चĐ जोड़ Ǒदया जाता है, जो 
ͩक शाÝट के साथ-साथ घमूता है । शाÝट को घमुाने वाले बल आघणू[  का मान जब कम होता है तो 
गǓतपालक चĐ अपने अͬधक जड़×व आघणू[ के कारण उसी चाल से घमूता रहना चाहता है । िजससे 
शाÝट कȧ घणू[न गǓत मɅ अͬधक पǐरवत[न नहȣं हो पाता और शाÝट लगभग एक समान गǓत से घमूती 
है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 12.2 मɅ कुछ Ǔनयͧमत आकार के ͪ पÖड जसेै ͩक बेलन, गोला, गोलȣय 
कोश इ×याǑद के ͪवͧभÛन अ¢ɉ के सापे¢ जड़×व आघणूɟ के मान कȧ गͨणतीय ͪवͬध ɮवारा गणना 
समझ सकɅ गे । अनÍुछेद 12.3 मɅ अǓनयͧमत आकृǓत वालȣ वèतु के जड़×व आघणू[ तथा अनÍुछेद 12.4 
मɅ गǓत पालक चĐ का जड़×व आघणू[ £ात करना सीखɅगे।  

12.2 जड×व आघूण[ कȧ गणना (Calculation of M.I.) 
ͩकसी Ǔनकाय के जड×व आघणू[ कȧ गणना करने के ͧलए यह जानना आवæयक होता है ͩक 

Ǔनकाय के ġåयमान का ͪवतरण ͪवͪवÈत है या सतत ्। अत: यहाँ दोनɉ अवèथाओं मɅ जड×व आघणू[ 
कȧ गणना करना समझाया जा रहा है- 
(अ) यǑद Ǔनकाय के ġåयमान का ͪवतरण ͪवͪवÈत (discrete) है: 

यǑद Ǔनकाय के कण अलग-अलग ͪ वतǐरत हो तो Ĥ×येक कण कȧ घणु[न अ¢ से लàबवत दरूȣ 
के वग[ मɅ उसके ġåयमान का गणुा करके, उस कण का जड×व आघणू[ £ात कर लेते हɇ । अलग-अलग 
कणɉ के जड×व आघणूɟ का योग हȣ Ǔनकाय के जड×व आघणू[ का मान होगा, अथा[त ्

2 2 2
1 2 2 ........i n nI m r m r m r     

(ब) यǑद Ǔनकाय के ġåयमान का ͪवतरण सतत (Continuous) हो: 
इस अवèथा मɅ सव[Ĥथम दȣ गई अ¢ के सापे¢ वèतु के अनÛत सूêम (Infinitesimal) 

ġåयमान dm के जड़×व आघणू[ के ͧलये åयजंक 2x dm  ĤाÜत ͩकया जाता है (जहाँ xघणू[न अ¢ से 
ġåयमान dm कȧ लàबवत दरूȣ है) । त×पæचात ्वèतु कȧ आकृǓत, आकार ɮवारा Ǔनधा[ǐरत सीमाओं 
के मÚय åयजंक 2x dm  को समाकͧलत कर लेते हɇ । आवæयकतानसुार जड़×व आघणू[ Ĥमेयɉ का उपयोग 
करके ͪवचाराधीन वèतु का, अभीçट अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ £ात कर लेते हɇ । 

इस इकाई मɅ आप कुछ Ǔनयͧमत आकार कȧ वèतुओं का उनकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ तथा अÛय 
दȣ गई अ¢ɉ के सापे¢ जड×व आघणू[ कȧ गणना का अÚययन करɅगे । 
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12.2.1 बेलन के जड×व आघणू[ कȧ गणना (Calculation of moment of inertia of 
a cylinder) 

यहाँ -हम ͩकसी ठोस तथा खोखले बेलन के जड़×व आघणू[ कȧ गणना उसकȧ ͪवͧभÛन अ¢ɉ 
के पǐरत: करɅगे- 
(1) ठोस बेलन के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ कȧ गणना (Calculation 

of moment of inertia of a solid cylinder about its geometrical axis) 
ͬचğ 12.1 मɅ Ĥदͧश[त ġåयमान M तथा ǒğÏया R के एक ठोस बेलन पर ͪवचार कȧिजए 

िजसकȧ घणू[न अ¢ XX' है । घणू[न अ¢ XX' बेलन कȧ अपनी Ïयाͧमतीय अ¢ से सàपाǓतत है । 
ठोस बेलन को उसके Ïयाͧमतीय अ¢ के अनǑुदश अनेक समा¢ीय चकǓतयɉ मɅ सतत Ǿप से ͪ वभािजत 
माना जा सकता है । आप ऐसी हȣ एक चकती (ġåयमानdm ) पर ͪवचार करɅ ।   

 
ͬचğ 12.1 

ͪवचाराधीन चकती का घणू[न अ¢ XX' के पǐरत: जड×व आघणू[ 21 ( )
2

dm R  

बेलन का कुल जड×व आघणू[ इन चकǓतयɉ के XX' के पǐरत: जड×व आघणूɟ के योग के तुãय होगा।  

अथा[त ्   21
2

I dm R  

या 
2RI dm

R
   

या 
2

2
MRI        ... (12.1) 

(2) ठोस बेलन का उसकȧ लàबाई के लàबवत ्एव ंġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ जड×व 
आघणू[ (Moment of inertia of solid cylinder about an axis passing through 
its mass and perpendicular to its length) 

ͬचğ 12.2 मɅ Ĥदͧश[त एक ठोस बेलन पर ͪवचार केिÛġत कȧिजए िजसके ͧलए ġåयमान M, 
ǒğÏया R तथा लàबाई L है । इसके जड×व आघणू[ का मान इसके ġåयमान-केÛġ o से गजुरने वालȣ 
तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ YY' के पǐरत: £ात करना है । 

 
ͬचğ 12.2 
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ठोस बेलन को आप उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के अनǑुदश अनेक समा¢ीय चकǓतयɉ का 
सतत ्Ǿप से ͧमलकर बना मान सकते हɇ । YY' अ¢ से x  दरूȣ पर िèथत ऐसी हȣ एक चकती पर 
ͪवचार कȧिजए िजसकȧ मोटाई dx  है । 

ͪवचाराधीन चकती का आयतन  2R dx  

ठोस बेलन के एकाकं आयतन का ġåयमान 2

M
R L

  

अत: ͪवचाराधीन चकती का ġåयमान  2
2. M Mdm R dx dx

R L L



   

ͪवचाराधीन चकती के ġåयमान-केÛġ से गजुरती अ¢ AB चकती का एक åयास होगी िजसके 
सापे¢ इस चकती का जड×व आघणू[  

2

4AB
M RI dx
L


       

    

अत: ͪवचाराधीन चकती का YY' के सापे¢ जड×व आघणू[ 

1
2

AByy

MI I dx x
L

      
 

 

1

2 2
2 2

4 4yy

M R M M RI dx dx x x dx
L L L


                 

 ...(12.2)  

अतः सàपणू[ बेलन का YY’ अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ का मान समी 12 .2 को 
2
L

 से 
2
L

 

सीमाओं के मÚय समाकͧलत करके £ात ͩकया जा सकता है । 

1

22
2

2

4

L

yy
L

M RI x dx
L





 
  

 
  

या 1

2 2 32 2
2

0 0

2 2
4 4 3

L L

yy

M R M R xI x dx x
L L

   
     

   
  

या 1

2 32 . 0
4 2 24yy

M R L LI
L

 
   

 
 

या 1

2 22 .
2 4 12yy

M L R LI
L

 
  

 
 

या 1

2 2

12 4yy

L RI M
 

  
 

    ....(12.3)  

(3) खोखले बेलन के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ कȧ गणना  
(Calculation of moment of inertia of hollow cylinder about its 
geometrical axis)  
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ͬचğ 12.3 मɅ Ĥदͧश[त एक खोखले बेलन पर ͪवचार केिÛġत कȧिजए िजसके ͧलए ġåयमान 

M, लàबाई L तथा बाहय व आंतǐरक ǒğÏयाऐं Đमश: R2 तथा R1 है । इसके जड×व आघणू[ का मान 
इसके Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के पǐरत: £ात करना है । खोखले बेलन को उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ XX' 
के लàबवत ्अनेक वलयाकार चकǓतयɉ (annular discs) ͧमलकर बना माना जा सकता है । ऐसे 
हȣ ͩकसी एक  

 
ͬचğ 12.3 

चकती पर ͪवचार करɅ िजसका ġåयमान dm है । इस ͪवचाराधीन चकती का Ïयाͧमतीय अ¢ XX' 
के सापे¢ जड×व आघणू[ ( I ) - 

 
  2 2

1 2
1
2

I dm R R    

अत: सàपणू[ खोखले बेलन का Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के सापे¢ जड×व आघणू[ (I) - 

 
    2 2 2 2

1 2 1 2
1 1
2 2

I dm R R R R dm      

या   2 2
1 22

MI R R   

(Úयान रहे ͩक ͩकसी वलयाकार चकती का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ 

का पǐरकलन आप ͪ पछलȣ क¢ाओं मɅ कर चुके हɇ िजसका मान  2 2
1 2

1
2

I m R R   के तुãय होता 

है जहा ँm वलयाकार चकती का ġåयमान तथा R2 व R1 उसकȧ बाहय व आंतǐरक ǒğÏयाऐं हɇ) 
(4) खोखले बेलन का उसकȧ लàबाई के लàबवत ्एव ंġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ 

जड×व आघणू[ (Moment of inertia of hollow cylinder about an axis passing 
through its centre of mass and perpendicular to its length) 

ͬचğ 12.4 मɅ Ĥदͧश[त एक खोखले बेलन पर ͪवचार केिÛġत कȧिजए िजसके ͧलए ġåयमान 
M, लàबाई L तथा बाéय व आंतǐरक ǒğÏयाऐं Đमश: R2 तथा R2 है । इसके जड×व आघणू[ का मान 
इसके ġåयमान-केÛġ O से गजुरने वालȣ तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ YY' के पǐरत: £ात करना 
है ।  

 
ͬचğ 12.4 
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खोखले बेलन को आप उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ XX’ के अनǑुदश अनेक समा¢ीय वलयाकार 

चकǓतयɉ का सतत ्Ǿप से ͧ मलकर माना जा सकता है । YY' अ¢ से x  दरूȣ पर िèथत ऐसी हȣ एक 
चकती पर ͪवचार कȧिजए िजसकȧ मोटाई dx  है । 

इस ͪवचाराधीन वलयाकार चकती का आयतन  2 2
2 1R R dx   

ͪवचाराधीन चकती का ġåयमान  2 2
2 1R R dx    खोखले बेलन के एकांक आयतन का ġåयमान   

यहाँ खोखले बेलन के एकाकं आयतन का ġåयमान 
 2 2

1 2

M
R R L







 

अत: ͪ वचाराधीन वलयाकार चकती का ġåयमान    
2 2
2 1 2 2

2 1

M Mdm R R dx dx
LR R L




  


 

अत: इस ͪवचाराधीन वलयाकार चकती का अपने åयास AB के अनǑुदश जड×व आघणू[ 

   2 2 2 2
1 2 1 2

1 1
4 4

M dx R R R R dx
L

    
 

 

इस ͪवचाराधीन वलयाकार चकती का YY' के सापे¢ जड़×व आघणू[ ( I ) समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय 
के उपयोग से £ात कर सकते हɇ अथा[त ्

 2 2 2
1 2

1
4

M MI R R dx dx x
L L

      
 

   .. (12.4) 

अत: खोखले बेलन का YY' के सापे¢ जड़×व आघणू[ I  का मान समी 12.4 को  
2
L

 से
2
L

 सीमाओं 

के मÚय समाकͧलत करके £ात ͩकया जा सकता है । 

 
1

2
2 2 2
1 2

0

12
4

M MI R R dx dx x
L L

    
   

या   
1 1

2 2
2 2 2

1 2
0 0

12 2
4

M MI R R dx dx x
L L

     
    

या   
1 1

2 2
2 2
1 2

0 02 2
M MI R R dx dx
L L

     

या    
3 2

2 2 2
1 2 0

0

2
2 3

L
LM M xI R R x

L L
 

   
 

 

या  
 2 2 2

1 2

4 12

R R LI M
 
  
  

    ...(12.5) 
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12.2.2 गोलȣय कोश के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ कȧ गणना 
(Calculation of moment of inertia of a spherical shell about 
its geometrical axis) 

ͬचğ 12.5 मɅ Ĥदͧश[त M ġåयमान तथा R ǒğÏया के एक गोलȣय कोश पर ͪवचार केिÛġत 
कȧिजए िजसका Ïयाͧमतीय केÛġ O है । कोश कȧ मोटाई t अ×यãप (t0) होती है तथा ġåयमान 
उसके सàपणू[ पçृठ ¢ेğफल पर समान Ǿप से ͪ वतǐरत होता है । आपको गोलȣय कोश के केÛġ से गजुरने 
वालȣ 

 
ͬचğ 12.5 

Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के पǐरत: इसके जड×व आघणू[ का पǐरकलन करना है । चू ंͩक गोलȣय कोश 
ǒğͪवमीय है अत: यह अ¢ उसका åयास कहलाएगी । गोलȣय कोश को आप उसके åयास के अनǑुदश 
ͪवͧभÛन ǒğÏयाओं कȧ वलयɉ से ͧमलकर बना मान सकते है । अत: अब आप गोलȣय कोश के åयास 
के अनǑुदश उसके केÛġ O से x  दरूȣ पर मोटाई AC (चाप) तथा ǒğÏया y कȧ ऐसी हȣ एक वलय 
पर  
ͪवचाराधीन वलय का ¢ेğफल         2 2 cos 2y AC R Rd R RCos d          ..(12.6) 

ͬचğ कȧ ÏयाͧमǓत से èपçट है ͩक: 2 2cosy R R x    तथा  sinx R   
sinx R   का अवकलन करने पर cosdx R d   

अत: ͪवचाराधीन वलय का ¢ेğफल =  2 R dx  
चूँͩक कोश के एकांक ¢ेğफल का ġåयमान होता है अत: ͪवचाराधीन वलय का ġåयमान 
(dm)-  

22
4 2

M Mdm Rdx dx
R R




   

ͪवचाराधीन वलय का XX' अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ ( I ) - 

I = ġåयमान   (ǒğÏया)2  2 2 2

2 2
M Mdx y dx R x
R R

       ...(12.8) 

सàपणू[ कोश का XX' अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ I  का मान समी 12.7 को -R से +R सीमाओं 
के मÚय समाकͧलत करके £ात ͩकया जा सकता है । 
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 
3

2 2 2

2 2 3

RR

R R

M M xI R x dx R x
R R



 

 
    

 
  

या  
3 3

3 3 22
2 3 3 3
M R RI R R MR
R
 

     
 

    ...(12.8) 

12.3.3 गोले के जड़×व आघणू[ कȧ गणना (Calculation of moment of inertia of 
a sphere) 

यहाँ आप ͩकसी ठोस तथा खोखले गोले के जड×व आघणू[ कȧ गणना ͪ वͧभÛन अ¢ɉ के सापे¢ 
करɅगे- 

(1) गोले का Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ (Calculation of moment of 
inertia of a spherical shell about its geometrical axis) 
ͬचğ 12.6 मɅ Ĥदͧश[त M ġåयमान तथा R ǒğÏया के एक ठोस गोले पर ͪवचार केिÛġत कȧिजए 

िजसका Ïयाͧमतीय केÛġ O है । आपको गोले के केÛġ से गजुरने वालȣ Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के पǐरत: 
जड×व आघणू[ का पǐरकलन करना है । चूँͩक गोला ǒğͪवमीय है अत: यह अ¢ उसका åयास कहलाएगी। 

 
ͬचğ 12.6 

ठोस गोले को आप उसके åयास के अनǑुदश ͪवͧभÛन ǒğÏयाओं कȧ चकǓतयɉ से ͧमलकर बना मान 
सकत ेहै । अब आप गोले के åयास के अनǑुदश उसके केÛġ O से x  दरूȣ पर dx  मोटाई तथा y ǒğÏया 
कȧ ऐसी हȣ एक चकती पर ͪवचार करɅ ।  

ͪवचाराधीन चकती का आयतन = 2y dx   

गोले के एकांक आयतन का ġåयमान 
34

3

M

R
  

ͪवचाराधीन चकती का ġåयमान  2

34
3

Mdm y dx
R




   

या 
2

3

3
4

My dxdm
R

    यहा ँ   2 2 2y R x   

या 
 2 2

33
4

R x dx
dm M

R


  
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अत: ͪवचाराधीन चकती का XX' (चकती के ͧलये उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢) के सापे¢ जड×व 
आघणू[ ( I )- 

 
2

2
yI dm    

 2 2

3

3
8

M R x dx
I

R



       ...(12.9)    

अत: गोले का XX' (गोले का åयास) के सापे¢ जड×व आघणू[, का मान समी 12.9 को -R 
से +R सीमाओं के मÚय समाकͧलत करके £ात ͩकया जा सकता है । 

 2 2
3

3
8

R

R

MI R x dx
R

   

या  4 2 2 2
3

0

2.3 2
8

RMI R x R x dx
R

    

या 
5 2 3

4
3

0

3 2
4 5 3

R
M x R xI R x
R

 
   

 
 

या    
5 5

5
3

3 2
4 5 3

M R RI R
R

 
   

 
 

5 5 5 5

3 3

3 15 3 10 3 8
4 15 4 15

M R R R M R
R R

  
  

 
 

या 
22

5
MRI        ...(12.10) 

यहȣ गोले का उसके åयास के सापे¢ जड×व आघणू[ का åयजंक है । 
यǑद ठोस गोले का उसकȧ èपश[ रेखा के सापे¢ जड×व आघणू[ £ात करना हो तो समाÛतर 

अ¢ɉ कȧ Ĥमेय का उपयोग ͩकया जाएगा । Ĥदͧश[त ͬचğ 12 .6 के अनसुार ġåयमान M तथा ǒğÏया 
R के ठोस गोले कȧ पǐरͬध पर िèथत ǒबÛद ुP के पǐरत: AB एक èपश[ रेखा है । यह èपश[ रेखा 
AB गोले के åयास के समाÛतर होगी । अत: समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय से- 

ABI I åयास+ 2 2 22
5

MR MR MR   

या 27
5ABI MR       ...(12.11) 

(2) खोखले गोले का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ (Calculation of moment 
of inertia of a hollow sphere about its geometrical axis) 

ͬचğ 12.7 मɅ Ĥदͧश[त M ġåयमान के एक खोखले गोले पर ͪवचार केिÛġत कȧिजए िजसकȧ 
बाहय ǒğÏया R तथा     

आंतǐरक ǒğÏया r है । मान लȣिजए ͩ क उसका Ïयाͧमतीय केÛġ O है । आपको खोखले गोले 
के केÛġ से गजुरने वालȣ Ïयाͧमतीय अ¢ XX' के पǐरत: जड×व आघणू[ का पǐरकलन करना है । 
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ͬचğ 12.7 

चूँͩक खोखला गोला ǒğͪवमीय है अत: यह अ¢ उसका åयास कहलाएगी । खोखले गोले को आप ͪवͧभÛन 
; 8( )f T kvk r R  कȧ संकेÛġȣय गोलȣय कोश का ͧ मलकर बना मान सकते है । केÛġ से x  दरूȣ 

पर dx  मोटाई के एक गोलȣय कोश कȧ कãपना कȧिजए िजसका आयतन 24 x dx  होगा । सव[Ĥथम 
हम इस गोलȣय कोश का उसके åयास के सापे¢ जड×व आघणू[ £ात करɅगे उसके पæचात समाकलन 
ɮवारा सàपणू[ खोखले गोले का जड×व आघणू[ £ात करɅगे । 

खोखले गोले का आयतन  3 34
3

R r   

खोखले गोले के एकाकं आयतन का ġåयमान 
 3 3

3
4

M
R r







 

अत: गोलȣय कोश का ġåयमान      
2 2

3 3 3 3

3 34
4

M Mx dx x d
R r R r




  
 

x 

इस ͪवचाराधीन गोलȣय कोश का åयास के सापे¢ जड×व आघणू[ ( I ) 

   
2 2 2

3 3 3 3

2 3 2. . .
3

M MI x dx x x dx
R r R r

  
 

   ....(12.12)  

अत : सàपणू[ खोखले गोले का åयास के सापे¢ जड×व आघणू[ का मान समी. 12.12 को r से R सीमाओं 
के मÚय समाकͧलत करके £ात ͩकया जा सकता है । 

   
5

4
3 3 3 3

2 2.
5

rR

r r

M M xI x dx
R r R r

 
      

  

या  
5 5

3 3

2
5

R rI M
R r

 
   

     ...(12.13)  

यǑद आपको खोखले गोले का ͬचğ 12.7 मɅ Ĥदͧश[त उसकȧ बाहरȣ èपश[ रेखा ( ABI ) के सापे¢ जड×व 
आघणू[ £ात करना है तो समाÛतर अ¢ɉ कȧ Ĥमेय का उपयोग करना होगा िजसके अनसुार आप जानत े
हɇ ͩक    

  ABI = I åयास+ 2MR  

अतः  
5 5

2
3 3

2
5

R rI M MR
R r

 
   

 

या  
5 5

2
3 3

2
5

R rI M R
R r

  
     

   ...(12.14) 
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बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. एक बेलनाकार कोश (पतलȣ दȣवार का पाइप) िजसक ġåयमान M, लàबाई L तथा 
 ǒğÏया R है के एक ͧसरे से गुजरने वालȣ तथा लàबाई के लàबवत ्अ¢ के सापे¢ 
 जड़×व आघूण[ £ात कȧिजये I  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
2. ġåयमान M लàबाई L तथा ǒğÏया R के एक बेलनाकार कोश का इसकȧ Ïयाͧमतीय 
 अ¢ के सापे¢ घूण[न ǒğÏया Èया होगी । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
3. एक हȣ पदाथ[ से समान लàबाई लेͩकन ͧभÛन ͧभÛन ǒğÏया के अनेक बेलन बनाये 
 जाते है इनकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघूण[ ǒğÏया कȧ ͩकस घात के 
 समानुपाती हɉगे I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ..... ......... ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
4. M ġåयमान तथा R ǒğÏया के एक गोलȣय कोश का उसकȧ èपश[ रेखा के सापे¢ 
 जड़×व आघूण[ ͩकतना होता है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ..... ..... ...... .............. ......... ......... 
5. M ġåयमान तथा R ǒğÏया के एक गोलȣय कोश का उसकȧ èपश[ रेखा के सापे¢ 
 घूण[न ǒğÏया पǐरकͧलत कȧिजये।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
6. यǑद ͩकसी गोले का उसकȧ èपश[ रेखा पǐरत: जड़×व आघूण[ का मान l हो तो गोले 
 का इसकȧ åयास के पǐरत: जड़×व आघूण[ पǐरकͧलत कȧिजए ।  
 .............. ......... .. ........ ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
7. ͩकसी गोले के ͧ लए उसके åयास के समाÛतर x  दूरȣ पर िèथत अ¢ के सापे¢ जड़×व 
 आघूण[  तथा x  के बीच Ēाफ Ĥदͧश[त कȧिजए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
8. ͬचğ 12.7 मɅ Ĥदͧश[त M ġåयमान के ͩ कसी खोखले गोले(बाéय व आÛतǐरक ǒğÏयाऐ 
 R तथा r हɇ) के ͧलए उसकȧ आÛतǐरक èपश[ रेखा CD के पाǐरत जड़×व आघूण[ का 

 åयंजक ͧलͨखए I 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ........ . .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 12.1 यǑद ͩकसी बेलन का èवय ंके अ¢ के परȣ जड़×व आघणू[ तथा इस अ¢ के लàबवत 
ġåयमान – केÛġ से गजुरने वाले अ¢ के ĤǓत जड़×व आघणू[ परèपर बराबर हो तो उसकȧ लàबाई तथा 
ǒğÏया का अनपुात £ात कȧिजयेI 

हल आप जानते हɇ ͩ क ͩ कसी M ġåयमान तथा R ǒğÏया के बेलन का उसकȧ èवय ंके  अ¢ 
के ĤǓत पǐरतः जड़×व आघणू[ 

2

2
MRI   

इसी Ĥकार यǑद बेलन कȧ लàबाई L हो तो लàबाई के लàबवत तथा ġåयमान – के केÛġ से गजुरने 
वालȣ अ¢ के ĤǓत पǐरतः जड़×व आघणू[ 

2 2

4 12
R LI M

 
  

 
 

Ǒदया गया है ͩक 1I I  

अतः 
2 2 2

2 4 12
R R L 

 
 

या 
2 2 2

2 4 12
R R L

  

या 
2 2

4 12
R L

  या 
2 12 3

12 4 1
L

   

या 
3

1
L
R
  

12.3 जड़×व आघूण[ मंच कȧ सहायता से ͩकसी अǓनयͧमत आकृǓत कȧ 
वèतु के जड़×व आघूण[ का Ǔनधा[रण (Determination of moment 
of inertia of a body of irregular shape with the help of 
inertia table) 
ͩकसी अǓनयͧमत आकृǓत कȧ वèत ुका जड़×व आघणू[ आप जड×व मंच कȧ सहायता से £ात 

कर सकते  है I जड़×व मंच ऐंठन लोलक (Torsional pendulum) कȧ भांǓत काम मɅ ͧलया जाता 
हɇ I मरोड़ी लोलक मɅ एक Ĥèताèथ तार का ऊपरȣ ͧसरा एक Ǻढ़ आधार से Èलैàप ͩकया हुआ होता 
और तार के Ǔनचले ͧ सरे पर कोई भारȣ गोला या बेलन या व×ृताकार चकती ¢ैǓतज Ǿप से लटकȧ रहती 
है (ͬचğ12.8)I मुÈत ͧसरे पर लटके गोले, बेलन या चकती कȧ Ïयाͧमतीय अ¢ तार के अ¢ के अनǑुदश  
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ͬचğ 12.8 

गǓतकȧ होती है । चकती, बेलन या गोले को तार कȧ अ¢ के समा¢त रखकर तार मɅ अãप कोण का 
ऐंठन उ×पÛन करने पर Ĥ×याèथता गणु के कारण Ĥ×यानन बल आघणू[ उ×पÛन हो जाता है िजसके 
कारण ͪपÖड मरोडी दोलन Ĥारàभ कर देता है । 

ͬचğ 12.9 मɅ Ĥदͧश[त जड×व मचं मɅ भी मरोडी दोलक कȧ भांǓत एक व×ृताकार ऐलुͧमǓनयम 
कȧ चकती एक लàबे और पतले धात ुके तार कȧ सहायता से ¢ैǓतज छड PQ से लटकȧ होती है । 
¢ैǓतज छड़ PQ दो उÚवा[धर èतàभɉ पर सधी रहती है जो ͩक एक भारȣ आधार पर जडɅ रहते हɇ । 

 
ͬचğ 12.9 

इस आधार मɅ तीन समजंनकारȣ पɅच  S1,S2 व S3 लगे रहत ेहɇ । चकती के ऊपरȣ तल पर एक गोल 
खाँचा बना रहता है िजसमɅ चकती को ¢ैǓतज करने के ͧलए तीन धातु के टुकड़ ेरख Ǒदए जाते हɇ । 
सव[Ĥथम समंजनकारȣ पेचɉ S1,S2 व S3 कȧ सहायता से िèपǐरट लेबल रखकर लोहे के आधार को 
¢ैǓतज ͩकया जाता है । इसके पæचात धातु के टुकड़ɉ ɮवारा ऐलुͧमǓनयम कȧ ͫडèक को ¢ैǓतज ͩकया 
जाता है । अब यǑद मरोडी दोलक कȧ भाँǓत चकती को एक ओर ¢ैǓतज तल मɅ घमुाकर अãप कोण 
θ से ऐंठ Ǒदया जाता है िजससे तार मɅ कोण θ के समानपुाती Ĥ×यानयन बल यÊुम (restoring 
couple) उ×पÛन हो जायेगा । यǑद तार मɅ ĤǓत एकाकं ऐंठन (per unit twist) Ĥ×यानयन बल यÊुम 
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का मान C हो तो θ ऐंठन के ͧलए इसका मान C θ होगा जो ͩक उस समय पर कोणीय ×वरण उ×पÛन 
कर देगा । èपçटत: 

2

2

dI C
dt
    

(जहाँ I  चकती आǑद का तार के सापे¢ जड़×व आघणू[ है तथा 
ऋणा×मक ͬचÛह Ĥ×यानयन बल यÊुम कȧ Ǒदशा   के ͪवपरȣत 
होने के कारण ͧलया गया है) 

अत:  
2

2   0d C
dt I
         ..(12.15)    

जो ͩ क एक कोणीय सरल आव×त[ गǓत का समीकरण है िजसका आव×त[काल 2 IT
C

  के तुãय 

होता है । अत: èपçट है ͩक चकती आǑद को एक ओर ¢ैǓतज तल मɅ घमुाकर छोड़ देने पर यह ऐंठन 
दोलन (torsional oscillations) करना Ĥारàभ कर देती है । Ĥयोग ͪवͬध मɅ सव[Ĥथम आप खालȣ 
जड़×व मचं (चकती) को दोलन कराकर सुĒाहȣ घड़ी कȧ सहायता से 30 या 40 दोलनɉ का समय 
Ǔनकालकर इसका आव×त[काल 0T  £ात कर लेते हɇ ।  

अतः   0 2 IT
C

        ..... (12.16)  

जहाँ I खालȣ जड़×व मचं का तार के सापे¢ जड़×व आघणू[ है । 
अब Ǔनयͧमत £ात जड़×व आघणू[ कȧ वèतु को जड़×व मचं पर इस Ĥकार रखा जाता है ͩक Ǔनयͧमत 
ͪपÖड कȧ Ïयाͧमतीय अ¢ तार कȧ अ¢ के सàपाती हो जाये । इस अवèथा मɅ Ǔनͧशͬचत दोलनɉ का 
समय £ात करके जड़×व मचं तथा £ात वèतु संयोजन का आव×त[काल 1T £ात कर ͧलया जाता है।    

अत:  1
1 2 I IT

C
 

      ..... (12.17)  

यहाँ 1I £ात वèतु का तार कȧ अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ है । 
त×पæचात ्£ात वèतु को हटाकर उसके èथान पर अǓनयͧमत अ£ात वèतु को जड़×व मचं पर बीच 
मɅ ऊपर बताये अनसुार रखकर नये संयोजन का आव×त[काल T2 कर ͧलया जाता है ।    

1
2 2 I IT

C
 

      ....(12.18) 

यहाँ 2I  अǓनयͧमत अ£ात वèतु का तार कȧ अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ है  
समी. 12.17 के वग[ मɅ समी. 12.16 के वग[ का भाग देने पर 

2
1 1 1
2

0

1T I I I
T I I


        .... (12.19)  

या  
2 22

1 01 1
2 2

0 0

1
T TI T

I T T


       .... (12.20) 

इसी Ĥकार समी. 12.18 तथा समी. 12.16 कȧ सहायता से   
2 2

2 02
2

0

T TI
I T




 
     ..... (12.21)  
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समी.12.21 मɅ समी. 12.20 का भाग देने पर 

 

2 2
2 01
2 2

1 0

T TI
I T T




   
     …(12.22) 

अत:    
2 2

2 0
2 1 2 2

1 0

T TI I
T T
 

   
     .....(12.23)  

समी 12.23 मɅ Ǔनयͧमत £ात ͪपÖड के ͧलए 1I  का मान तथा 0T , 1T तथा 2T  के मान रखकर अ£ात 
अǓनयͧमत ͪपÖड का जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कर ͧलया जाता है ।   
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
9. मरोडी दोलक Èया होता है । पǐरभाͪषत कȧिजए । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ....... ....... ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   

 

12.4 ͩकसी गǓतपालक चĐ का उसकȧ èवयं कȧ घूण[न अ¢ के सापे¢ 
जड़×व आघूण[ £ात करना (Determination of moment of 
inertia of a flywheel about its own axis of rotation)  
गǓतपालक चĐ घणू[न ऊजा[ संĒǑहत करने वाला एक बड़ा भारȣ पǑहया होता है जो अपने केÛġ 

से गजुरती हु ई एक लàबी बेलनाकार धरुȣ (cylindrical axle) पर घमूता है । गǓतपालक चĐ के 
ġåयमान का अͬधकाशं भाग उसकȧ नेͧम (rim) पर ͪ वतǐरत होता है तथा इसका ġåयमान - केÛġ घणू[न 
अ¢ पर होता है िजससे यह ͩकसी भी िèथǓत मɅ ठहर सकता है । इसे दो बाल ǒबयǐरगं कȧ सहायता 
से ͬचğ  12.10 के अनसुार इस Ĥकार समंिजत कर Ǒदया जाता है ͩक इसकȧ धरुȣ फश[ से उͬचत ऊँचाई 
पर ¢ैǓतज िèथǓत मɅ बनी रहे । बाल ǒबयǐरगं मɅ èनेहक तरल लगाकर घष[ण को Ûयनूतम कर ͧलया  

 
ͬचğ 12.10 

जाता है । चĐ कȧ धुरȣ पर एक छोटȣ खूटँȣ (peg) P लगी रहती है । एक पतलȣ डोरȣ के एक ͧसरे 
पर छोटा सा फंदा (loop) लगाकर खूटँȣ P मɅ फंसा Ǒदया जाता है िजससे ͩक आवæयकता पडने पर 
डोरȣ खूटँȣ से आसानी से अलग हो जाये । डोरȣ कȧ लगभग परूȣ लàबाई धुरȣ के ऊपर इस Ĥकार लपेट 
दȣ जाती है ͩक उसके फेरे एक दसूरे के ऊपर न चढ़े । डोरȣ के दसूरे ͧसरे पर पलडे कȧ सहायता से 
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ġåयमान m लटकाया जाता है । यहा ँÚयान रखने योÊय है ͩ क डोरȣ कȧ लàबाई खूटँȣ कȧ फश[ से ऊँचाई 
कȧ अपे¢ा कम होनी चाǑहये ।  

ġåयमान  m को पØृवी के गǾु×वाकष[ण ¢ेğ मɅ ͬगरने Ǒदया जाता है । इससे डोरȣ कȧ लपेटे 
खुलनी लगती है िजससे गǓतपालक चĐ घमूने लगता है । जब लपेटȣ हु ई परूȣ डोरȣ खलु जाती है तो 
फंदा खूटँȣ से अलग हो जाता है । उपकरण मɅ लगे गणक (counter) कȧ सहायता से डोरȣ के अलग 
होने तक धरुȣ ɮवारा लगाये गये चÈकरɉ कȧ संÉया £ात हो जाती है । मान ͧलिजये ͩक इस Ǒदशा 
पर ġåयमान m का रेखीय वेग v तथा चĐ का कोणीय वेग v  हो जाता है । ġåयमान m के धरुȣ 
से h ऊँचाई नीचे ͬ गरने पर उसकȧ िèथǓतज ऊजा[ मɅ mgh के तुãय कमी हो जाती है । िèथǓतज ऊजा[ 
मɅ यह कमी गǓतपालक चĐ तथा ġåयमान m को गǓतज ऊजा[ Ĥदान करने मɅ तथा घष[ण के ͪ वपरȣत 
काय[ करने मɅ ĤयÈुत होती है । ऊजा[ सरं¢ण से èपçट है ͩक   

2 2
0 1

1 1
2 2

mgh mv I n f        ....(12.24)   

जहाँ  (i) 21
2

mv  ͬगरते हु ये ġåयमान ɮवारा ĤाÜत गǓतज ऊजा[ है, 

 (ii) 2
0

1
2

I गǓतपालक चĐ ɮवारा ĤाÜत घणू[न गǓतज ऊजा[ है 

तथा (iii) 1n f गǓतपालक चĐ ɮवारा 1n  चÈकरɉ मɅ घष[ण के ͪ वपरȣत काम आयी कुल ऊजा[ है। 
(ऊजा[ f  घष[ण के ͪवपरȣत ĤǓत चÈकर घमूने मɅ काम आयी ऊजा[ है) । 

जब डोरȣ धुरȣ से अलग होती है उस अवèथा मɅ गǓतपालक चĐ अͬधकतम कोणीय वेग0 
से घमू रहा होता है । डोरȣ के अलग होने पर बाल ǒबयǐरगं पर घष[ण बल के कारण यह n2 चÈकरɉ 
के पæचात िèथर िèथǓत ĤाÜत कर लेता है । इस अवèथा मɅ आप कह सकत ेहɇ ͩक गǓतपालक चĐ 
कȧ परूȣ घणू[न गǓतज ऊजा[ घष[ण के ͪवपरȣत काम करने मɅ ĤयÈुत हो जाती है । 

अत: 2
2 0

1
2

n f i  तथा  
2

0

2

1
2

f
n


  

F के इस मान को समी 12.24 मɅ रखने पर 
2

2 2 01
2

2

1 1
2 2 2

Inmgh mv I
n


  
 

या 2 2 2 1
0 0

2

1 1 1
2 2

nmgh mr I
n

 
 

   
 

 यहाँ v=0 (r धुरȣ कȧ ǒğÏया हɇ ) 

या 
2 2

0

2 1
0

2

2

1

mgh mrI
n
n






 
 

 

 

यǑद गǓतपालक चĐ n2  मɅ t समय लगाता हो िजसमɅ उसका कोणीय वेग 0 से घटकर शूÛय हो 
जाता है तो चĐ का मÚयमान कोणीय वेग  0/2 होगा (यहȣं यह मान ͧलया जाता है ͩक? समय के 
अÛतग[त घष[ण समान बना रहेगा) । 



266 
 

अत:  0 22
2

rn
t


  या 0 22

2
rn
t


  

0 के  इस मान  को समी. 12.25 मɅ रखने पर  
2 2

2 2
2

2 2
2 1

2
2

162

16 1

r nmgh mr
tI

r n n
t n




 
 

 

 ....(12.25) 

समी 12.26 से ͩकसी  गǓतपालक चĐ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत ͩकया जा सकता हɇ |. 

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
10. गǓतपालक चĐ Èया है । पǐरभाͪषत कȧिजए । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........      
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
11. यǑद यह मान ͧलया जावे ͩक ͩकसी गǓतपालक चĐ (ǒğÏया R ) का ' सàपूण[' (M) 
 उसकȧ ǐरम एकǒğत  हो तो इसके जड़×व आघूण[ का åयंजक Èया होगा । 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
उदाहरण 12.2 एक R ǒğÏया व M ġåयमान का ठोस गोला ¢ैǓतज Ǒदशा मɅ ǒबना ͩफसले u वेग 
से लुढक रहा है । त×पæचात यह एक पहाड़ पर चढ़ जाता है । पहाड़ पर चढ़ने कȧ अͬधकतम ऊँचाई 
£ात कȧिजये । 
हल:  चूँͩक गोला ǒबना ͩफसले लुढ़क रहा है, अत: इसकȧ कुल गǓतज ऊजा[ (Ep) 

2
2 2 2 2

2

1 1 1 2
2 2 2 5r

uE mu I mu MR
R

       
 

 

या  27
10rE Mu  

यǑद ͪपÖड h ऊँचाई तक पहाडी पर चढ़ता है तो इसकȧ कुल गǓतज ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[ मɅ 
पǐरवǓत[त हो जायेगी Èयɉͩक गǾु×व बल के अÛतग[त ͪपÖड कȧ यांǒğक ऊजा[ सरुͯ¢त रहती है । 
अत:  

27
10

Mu Mgh  या 
27

10
uh
g

  

अथा[त ्गोला अͬधकतमh= 
27

10
uh
g

  ऊँचाई तक पहाडी पर चढेगा । 

उदाहरण 12.3 चार गोले िजनमɅ से Ĥ×येक कȧ ǒğÏया R तथा ġåयमान M है, एक a भुजा के वग[ 
के चारɉ कोनɉ पर रखे हɇ । सàपणू[ तंğ के जड़×व आघणू[ का पǐरकलन वग[ कȧ ͩकसी भुजा को अ¢ 
मानकर कȧिजये । 
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हल: ͬचğ 12.11 मɅ चार समान गोले िजनके केÛġ P,Q,E तथा F हɇ; भुजा a के वग[ के कोनɉ पर 
रखे हु ये हɇ । Ĥ×येक गोले का ġåयमान M तथा ǒğÏया R है । हम इसकȧ भजुा  PQ के सापे¢ तंğ 

का जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत करɅगे । 
PQ भुजा के सापे¢ P तथा Q गोलɉ का जड़×व आघणू[ 

2 22 2
5 5

MR MR  होगा ।  

अत: परेू तंğ का PQ के सापे¢ जड़×व आघणू[   
2 2 2 2 2 22 2 2 2

5 5 5 5
I MR MR Ma MR MR Ma     

 
या  2 28 2

5
I MR Ma   

उदाहरण 12.4 एक डोरȣ एक गǓतपालक चĐ कȧ धरुȣ (axle) िजसकȧ ǒğÏया 2 सेमी. है, के चारɉ 
ओर लपेटȣ गयी है और 2 ͩकलोĒाम का एक ġåयमान डोरȣ के èवतंğ ͧसरे से लटकाया गया है । यह 
ġåयमान िèथरावèथा मɅ Ĥारàभ होकर 200 सेमी ͬगरकर धुरȣ से अलग हो जाता है । ġåयमान के 
अलग होने पर गǓतपालक चĐ िèथरावèथा मɅ आने से पहले 8 सेकÖड मɅ 18 चÈकर लगाता है तो 
£ात कȧिजये- 

(i) अलग होने के समय ġåयमान कȧ गǓतज ऊजा[ Èया होगी । 
(ii) गǓतपालक चĐ का जड़×व आघणू[ Èया है । 

हल: धुरȣ से अलग होने पर ġåयमान कȧ गǓतज ऊजा[ (E) 
2

2 2 2 21 1 1 4
2 2 2

nE Mv M M
t
        

 
 

जहाँ  24 184 12
6

rn r
t

      

अत:  22 21 2 10 144
2

E      

यǑद को 10 मान ͧलया जाये तो 

 22 4 32 10 1440 1440 4 10 576 10E j           
3567 10E    

गǓतपालक चĐ का जड़×व आघणू[ (I) 
 

 

2 2 2 2

2
2 1 2

8
8

m ght r n r
I

n n n





 

अत: 
     22 22 2

2

2 9.8 6 8 18 2 10

508 18
I






       
    
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जहा ँ 1
200 50

2 2
n

 
 


 

अत: 
2 4

2

2 9.8 72 8 1296 10
8 18 33.9

I




     
 

 

या  I=0.028 ͩकĒा – मी2  

12.5 सारांश (Summary) 
बेलन, गोलȣय कोश तथा गोले के ͪवͧभÛन अ¢ɉ के सापे¢ जड×व आघणू[ के मान- 

 ठोस बेलन के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ 
2

2
MRI   

 ठोस बेलन का उसकȧ लàबाई के लàबवत ्एव ंġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ 
जड×व' आघणू[   

1

2 2

12 4yy

L RI M
 

  
 

 

 खोखले बेलन के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[  

 2 2
1 22

MI R R     

 खोखले बेलन का उसकȧ लàबाई के लàबवत ्एव ंġåयमान-केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ 
जड×व आघणू[ 

2 2 2
1 2

4 12
R R LI M
 

  
 

 

 गोलȣय कोश के ͧलए उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड×व आघणू[ 22
3

I MR  

 गोले का Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ 22
5

I MR    

 खोखले गोले का उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ 
5 5

3 3

2
5

R rI M
R r

  
     

 

12.6 शÞदावलȣ (Glossary) 
खोखला बेलन Hollow cylinder 
खोखला गोला Hollow sphere 
गǓतपालक चĐ Fly wheel 
गणक Counter  
गोला Sphere 
गोलȣय कोश Spherical shell 
घणू[न अ¢ Axis of rotation 
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जड़×व आघणू[ Moment of inertia table 
जड़×व मचं Inertia table 
ͪवͪवÈत  Discrete 
बेलन Cylinder 
बेलनाकार कोश  Cylindrical shell 
सतत Continuous 

12.7 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
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3. Ghose Mechanics Shiv Lal & Co., Agra    
4. B.K. Agrawal & P.C Agrawal Mechanics Sahitya Bhawan, Agra 
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12.8 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment question) 

1. 
2 2

2 2
R LI M

I
 

  
 

  

2. I=MR2 
 

3. 4I R  

4. 25
3

I MR  

5. 5
3

k R   

6. 2
7diameterI I  

7. Ēाफ ͬचğानसुार होगा । 

 

8. 
2 5

2
3 3

2
3

R rI M Mr
R r

 
   
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9. मरोडी दोलक एक ऐसी åयवèथा है िजसमɅ एक Ĥèताèथ तार का ऊपरȣ ͧ सरा एक Ǻढ़ आधार 
से Èलैàप ͩकया हुआ होता है और तार के Ǔनचले ͧसरे पर कोई भारȣ गोला या बेलन या व×ृताकार चकती 
¢ैǓतज Ǿप से लटकȧ रहती है । मुÈत ͧसरे पर लटके गोले, बेलन या चकती कȧ Ïयाͧमतीय अ¢ तार 
के अ¢ के अनǑुदश होती है । चकती, बेलन या गोले को तार कȧ अ¢ के समा¢त रखकर तार मɅ अãप 
कोण का ऐंठन उ×पÛन करने पर Ĥ×याèथता गणु के कारण Ĥ×यानन बल आघणू[ उ×पÛन हो जाता 
है िजसके कारण ͪपÖड मरोडी दोलन Ĥारàभ कर देता है । 
10. गǓतपालक चĐ घणू[न ऊजा[ संĒǑहत करने वाला एक बड़ा भारȣ पǑहया होता है जो अपने केÛġ 
से गजुरती हु ई एक लàबी बेलनाकार धुरȣ पर घमूता है । गǓतपालक चĐ के ġåयमान का अͬधकांश 
भाग उसकȧ नेͧम पर ͪवतǐरत होता है तथा इसका ġåयमान-केÛġ घणू[न अ¢ पर होता है िजससे यह 
ͩकसी भी िèथǓत मɅ ठहर सकता है । 

12.9 अßयासाथ[ Ĥæन 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type question ) 
1. समान ġåयमान, ǒğÏया तथा आकृǓत कȧ खोखलȣ तथा ठोस वèतुओं मɅ से ͩ कसका जड़×व आघणू[ 

अͬधक होगा? 
2. गǓतशील वाहनɉ के पǑहये बीच मɅ से खोखले तथा पǐरͬध पर मोटे Èयɉ बनाये जाते हɇ? 
3. एक M ġåयमान तथा R ǒğÏया के गोलȣय कोश के ͧ लये उसकȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के सापे¢ घणू[न 

ǒğÏया का मान बताइये। 
4. एक M ġåयमान तथा R ǒğÏया के ठोस गोले का उसकȧ èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ का 

मान बताइये। 
5. एक M ġåयमान के खोखले गोले िजसकȧ वाहरȣ तथा आंतǐरक ǒğÏयायɅ Đमश: R तथा r हɇ का 

उसकȧ वाहरȣ èपश[ रेखा के सापे¢ जड़×व आघणू[ का मान बताइये । 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type Question) 
6. ͩकसी ठोस बेलन का उसकȧ लàबाई के लàबवत ्तथा ġåयमान केÛġ से गजुरने वालȣ अ¢ के सापे¢ 

जड़×व आघणू[ का पǐरकलन कȧिजये । 
7. ͩकसी ठोस बेलन का इसके åयास के पǐरत: जड़×व आघणू[ का पǐरकलन कȧिजये । 
8. गोलȣय कɉश का इसके केÛġ के पǐरत: अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत कȧिजये । 
9. ͩकसी गǓतपालक चĐ का उसकȧ èवय ंकȧ घणू[न अ¢ के सापे¢ जड़×व आघणू[ पǐरकͧलत करने 

कȧ Ĥायोͬगक ͪवͬध समझाते हु ए इसका åयजंक पǐरकͧलत कȧिजये । 
10. जड़×व आघणू[ मंच कȧ सहायता से ͩकसी अǓनयͧमत आकृǓत कȧ वèतु के जड़×व आघणू[ का Ǔनधा[रण 

ͩकस Ĥकार ͩकया जा सकता है । 
आंͩकक Ĥæन (Numerical Question) 
11. ͧ भÛन-ͧभÛन घन×व लेͩकन समान ġåयमान के ठोस गोलɉ के जड़×व आघणू[ का उनके घन×व के 

साथ Èया सàबÛध होगा।   
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(उ×तर: 
 2/3

1I
d

  ) 

12. एक गǓतपालक चĐ िजसका ġåयमान 1000 ͩकĒा. तथा ǒğÏया 2 मी. है अपनी धरुȣ पर घमू 
रहा है । इसके चÈकर लगाने कȧ आविृ×त मɅ 5 सेकÖड मɅ 15 कȧ वृͪ ƨ हो जाती हो तो इस पर 
लगाये गये बल आघणू[ का पǐरकलन कȧिजये । 

(उ×तर: 376 x10 Ûयटून-मी.) 
13. ͩ कĒा. ġåयमान तथा 0.20 कȧ ǒğÏया के एक ठोस बेलन पर एक हãकȧ रèसी लपेटȣ हु ई है । 

रèसी के खलेु ͧसरे पर 60 Ûयटून का बल लगाकर खीचंा जाता है । बेलन मɅ उ×पÛन कोणीय ×वरण 
का मान £ात कȧिजये । 

(उ×तर: 120 रेͫडयन/सेकेÖड2)   
14. r ǒğÏया के अƨ[ गोले कȧ समतल सतह को उसी पदाथ[ के r ǒğÏया तथा 2 l  लàबाई के बेलन 

कȧ समतल सतह से ͬ चपका Ǒदया जाता है । यǑद Ǔनकाय का कुल ġåयमान M हो तो इस Ǔनकाय 
का बेलन कȧ Ïयाͧमतीय अ¢ के पǐरत: जड़×व आघणू[ का मान पǐरकͧलत कȧिजये ।   

(उ×तर:

 

2 4
15

22
3

Mr I r

I r

      
      

 ) 

  



272 
 

इकाई-13 
पदाथ[ के Ĥ×याèथ गुण  

(Elastic Properties of Matter) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा  

13.0 उƧेæय 
13.1 Ĥèतावना 
13.2 Ĥ×याèथता 

13.2.1 ĤǓतबल 
13.2.2 ͪ वकृǓत 
13.2.3 Ĥ×याèथ सीमा 
13.2.4 हु क का Ǔनयम 

13.3 Ĥ×याèथता गणुांक 
(i) यगं Ĥ×याèथता गणुाकं  (ii) आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं  
(iii) अपǾपण गणुांक  (iv) Üवाइसन Ǔनçपि×त 

13.4 Ĥ×याèथता Ĥमेय का कथन 
13.4.1 अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय 
13.4.2 अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय 

13.5 Ĥ×याèथता गणुांकɉ मɅ सàबÛध 
13.5.1 Y,K तथा  मɅ सàबÛध 
13.5.2 Y तथा  मɅ सàबÛध 
13.5.3 ͪ वͪवध सàबÛध 

13.6 साराशं 
13.7 शÞदावलȣ 
13.8 संदभ[ ĒÛथ 
13.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
13.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

13.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 पदाथ[ के Ĥ×याèथ गणु को समझ पायɅगे; 
 पदाथ[ कȧ Ĥ×याèथ सीमा कȧ अवधारणा कȧ अनभुूǓत कर सकɅ गे;   
 पदाथ[ पर बाहय बल लगाये जाने पर पदाथ[ मɅ हो सकने वालȣ ͪवकृǓतयɉ के बारे मɅ समझ 

सकɅ गे; 
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 पदाथ[ के ͪवͧभÛन Ĥ×याèथ गणुांकɉ कȧ संकãपना समझ सकɅ गे;   
 Ĥ×याèथ गणुाकंɉ के आपसी सàबÛध जान सकɅ गे । 

13.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪपछलȣ इकाईयɉ मɅ हमने यह पढ़ा है ͩ क अनेक कणɉ से बने हु ए ͪ पÖड (पदाथ[) मɅ इसके कण 

एक बल ɮवारा एक दसूरे के साथ जुड़ ेरहते हɇ:, िजसे अÛयोÛय बल कहते हɇ । ͪ पÖड मɅ कणɉ के मÚय 
लगने वाले सभी अÛयोÛय बलɉ का कुल Ĥभाव (कुल बल) शÛूय होता है । 

जब ͩकसी वèत ुया ͪपÖड पर बाहय बल लगाने पर ͪपÖड के कणɉ के मÚय कȧ दरूȣ यथावत  
(अपǐरवǓत[त) रहती है तो उस ͪपÖड या वèतु को Ǻढ़ ͪपÖड कहा जाता है । परÛतु कोई भी वèतु या 
ͪपÖड पणू[त: (perfectly rigid) नहȣं है:, इस कारण Ĥ×येक वèतु या ͪपÖड को एक पया[Üत माğा मɅ 
बाहय बल लगा कर कम या अͬधक माğा मɅ ͪ वकृत ͩ कया जा सकता है । याǓन ͩ क बाहय बल लगाकर 
वèतु का आकार (size) या इसकȧ आकृǓत (shape) मɅ पǐरवत[न ͩकया जा सकता है । 

बाéय बल लगाने पर वèतु कȧ उ×पÛन ͪवकृत अवèथा मɅ वèतु के कणɉ के मÚय कȧ दरूȣ 
अपे¢ाकृत बदल जाती है और वèत ु(ͪपÖड) मɅ एक ऐसा गणु उ×पÛन हो जाता है जो बाéय लगने वाले 
बल का ͪ वरोध करता है । यह गणु, थोड़ी-बहु त माğा मɅ सभी पदाथȾ मɅ ͧ मलता है । इसी गणु के कारण 
बाहय बल को हटाने पर अभीçट वèतु अपनी Ĥारिàभक अवèथा मɅ आने का Ĥयास करती है । इसी 
गणु को हȣ Ĥ×याèथता (elasticity) कहते हɇ । 

इस इकाई के अनÍुछेद 13.2 व 13.3 मɅ आप पदाथ[ के Ĥ×याèथता गणु एव ंĤ×याèथ सीमा 
के अǓतǐरÈत ͪवͧभÛन Ĥ×याèथ गणुांकɉ कȧ संकãपना का अÚययन करɅगे । Ĥ×याèथता के गणु धमȾ 
को समझने के ͧ लए आवæयक Ĥ×याèथता Ĥमेयɉ कȧ अवधारणा का अÚययन अनÍुछेद 13.4 मɅ करɅगे 
। पदाथ[ के ͧलए पǐरभाͪषत Ĥ×याèथ गणुाकंɉ के ͪवͧभÛन सàबÛधɉ को अनÍुछेद 13.5 मɅ पढ़Ʌगे ।   

13.2 Ĥ×याèथता (Elasticity) 
Ĥ×याèथता; पदाथ[ का वह गणु है िजसके कारण कोई वèतु बाहय बल लगाने पर अपने आकार 

या आकृǓत के पǐरवत[न का ͪवरोध करती है । बाहय बल लगाने पर वèत ुकȧ पǐरवǓत[त अवèथा को 
ͪवकृत-अवèथा (deformed state) कहते हɇ और िजस बाहय बल के कारण वèतु ͪवकृत होती है, 
उसे ͪवǾपक बल कहते हɇ । 

Ĥ×याèथता के गणु के कारण हȣ ͪवकृत अवèथा वालȣ वèत,ु बाहय बल हटा लेने पर, अपने 
Ĥारिàभक आकार या आकृǓत को ĤाÜत करने का Ĥयास करती है । सहȣ मायनɉ मɅ होता यह है ͩक 
जब ͩकसी वèतु पर बाहय बल लगाया जाता है तो उसके कणɉ मɅ आपेͯ¢क èथानाÛतर होता है और 
कणɉ के मÚय कȧ दरूȣ बदलने से वèतु ͪवकुत हो जाती है । वèतु कȧ इस ͪवकृǓत का ͪवरोध करने 
के ͧ लए पदाथ[ मɅ हȣ आÛतǐरक Ĥ×यानयन बल (पवू[ अवèथा मɅ लाने वाला बल) लगने लगता है । शुǾ 
मɅ तो इन आÛतǐरक Ĥ×यानयन बलɉ का पǐरमाण कम होता है, लेͩकन जस जैसे वèतु अͬधक ͪ वकृत 
होती जाती है तो आÛतǐरक Ĥ×यानयन बलɉ का पǐरमाण भी बढ़ने लगता है और अÛत मɅ एक ऐसी 
िèथǓत आ जाती है जब आÛतǐरक Ĥ×यानयन बल का मान, बाहय ͪवǾपक बल के बराबर हो जाता 
है । और इस सÛतलुन अवèथा पर वèतु का और अͬधक ͪवकृत होना Ǿक जाता है । 
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ĤकृǓत (Nature) मɅ ऐसी वèतुयɅ भी हɇ िजनसे ͪवǾपक बाहय बल हटा लेने परे, वे पणू[Ǿप 
से अपनी Ĥारिàभक अवèथा (आकार तथा आकृǓत) मɅ आ जाती हɇ:, उÛहɅ पणू[ Ĥ×याèथ (perfectly 
elastic) वèतु कहत ेहɇ । इसके ͪवपरȣत ऐसी वèतुयɅ भी हो सकती हɇ बाहय बल लगाने पर èथायी 
Ǿप से ͪवकृत हो जाती है और बाहय बल हटा लेने पर अपनी Ĥारिàभक अवèथा मɅ आने का तǓनक 
भी Ĥयास नहȣं करती हɇ अथा[त उनमɅ Ĥ×याèथता का गणु ǒबãकुल भी नहȣं होता:, उÛहɅ पणू[ Üलािèटक 
कहते हɇ । 

वाèतव मɅ तो कोई भी वèतु पणू[-Ĥ×याèथ अथवा पणू[-Üलािèटक नहȣं है । भौǓतक जगत कȧ 
सभी वèतुयɅ इन दोनɉ सीमाओं के मÚय होती हɇ । लगभग पणू[ Ĥ×याèथ वèतु का उदाहरण Èवाɪ[ज 
कȧ डोरȣ और लगभग पणू[ Üलािèटक का उदाहरण धान का Ǔछलका या गीलȣ ͧम͠ी है । 

पदाथȾ मɅ Ĥ×याèथता गणु का अÚययन करने के ͧलए यहाँ सबसे पहले कुछ पǐरभाषाओं को 
समझना जǾरȣ है- 

13.2.1 ĤǓतबल (Stress) 

पदाथ[ पर बाहय बल लगाने पर जब इसकȧ ͪवकृत सÛतुͧलत अवèथा ĤाÜत हो जाती है तब 
ͪवǾपक बाहय बल का मान पदाथ[ के अÛदर उ×पÛन Ĥ×यानयन बल के बराबर होता है । ऐसी ͪवकृत 
साàय अवèथा मɅ वèतु के इकाई ¢ेğफल पर काय[ करने वाले आÛतǐरक बलɉ (Ĥ×यानयन बल) के 
पǐरमाण को ĤǓतबल कहते हɇ । 

यǑद पदाथ[ कȧ साàय ͪवकृत अवèथा मɅ ¢ेğफल A पर काय[रत बाहय बल (जो Ĥ×यानयन 
बल के तुãय है) l F है तो- 

ĤǓतबल = साàय ͪवकृत अवèथा मɅ Ĥ×यानयन बल बाहय बल 
Ĥभावी ¢ेğफल  =  बाéय बल ܨ 

¢ेğफलܣ      ……….(13.1) 
ĤǓतबल का अÛतरराçĚȣय माğक ''Ûयटून/मीटर2,'' है । 
वèतु पर लगने वाले बाहय बल कȧ ĤकृǓत (nature) के अनसुार ĤǓतबल कई Ĥकार के होत े

हɇ-  
(i) अनदैुÚय[ ĤǓतबल (Longitudinal Stress)- ͩकसी वèतु कȧ लàबाई के समाÛतर वèतु के 
इकाई लàबवत काट ¢ेğफल पर लगने वाले बल के मान को अनदैुÚय[ ĤǓतबल कहत ेहɇ । 

अनदैुÚय[ ĤǓतबल दो Ĥकार के होते हɇ । 
(a) तनन ĤǓतबल (Tensile Stress ) - ͩकसी छड़ अथवा तार कȧ अनĤुèथ लàबवत 

काट पर बाहर कȧ ओर (जो तàबाई मɅ वृͪ ƨ करने मɅ काम आता है) ĤǓत इकाई लàब काट पर लगने 
वाले बल के पǐरमाण को तनन ĤǓतबल कहते हɇ । देͨखये ͬचğ 13.1 ।  

 
ͬचğ 13.1 
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(b) संकुचन ĤǓतबल (Compressive Stress) - ͩकसी छड़ अथवा तार कȧ लàबकाट 
के लàबवत अÛदर कȧ ओर (जो लàबाई मɅ संकुचन करने मɅ काम आता है) ĤǓत इकाई लàब काट 
पर लगने वाले बल के पǐरमाण को संकुचन ĤǓतबल कहते हɇ । देͨखये ͬचğ 13.2। 
(2) अͧभलàब ĤǓतबल (Nomal Stress)-  जब ͩकसी वèतु पर बाहय बल, पçृठ के लàबवत सभी:l    

(3)  
(4) ͬचğ 13.2 

Ǒदशाओं मɅ काय[ करता है तो पçृठ के इकाई ¢ेğफल पर लगे अͧभलàबवत बल के पǐरमाण को अͧभलàब 
ĤǓतबल कहते हɇ । देͨखये ͬचğ 13.3 । 

अͧभलàब ĤǓतबल से वèतु या ͪपÖड आकार मɅ पǐरवत[न होता है । 

 
ͬचğ 13.3 

यǑद वèतु के ¢ेğफल A पर अͧभलàब बल F हो तो अͧभलàब ĤǓतबल F/A होगा जो दाब 
P के Ǿप मɅ भी पǐरभाͪषत होता है । 
(3) èपशȸय (अथवा अपǾपण) ĤǓतबल (Tangential or Shearing Stress)- ͩकसी वèत ु
के पçृठ पर èपशȸय Ǒदशा मɅ इकाई ¢ेğफल पर लगने वाले बल के पǐरमाण (मान) को èपशȸय (अथवा 
अपǾपण) ĤǓतबल कहते हɇ । 

ͬचğ 13.4 मɅ Ǒदखाये अनसुार आयताकार षटफलक का पçृठ PQRS िèथर है और उसके 
समाÛतर वाले पçृठ P’Q’R’S पर èपशȸय बल F लगाया गया है तो- 

 
ͬचğ 13.4 

जहा'ँ;A पçृठ P’Q’R’S का ¢ेğफल है । 
èपशȸय या अपǾपण ĤǓतबल =    बल F

Ĥभाͪवत ¢ेğफल A          ....(13.2) 
Úयान रहे ͩक èपशȸय ĤǓतबल, वèतु कȧ आकृǓत (Shape) मɅ पǐरवत[न करता है । 



276 
 

13.2.2 ͪवकृǓत (Strain) 

जब वèतु पर बल लगाया जाता है तो वèतु कȧ लàबाई आयतन या आकृǓत मɅ पǐरवत[न हो 
जाता है और हम उस वèतु को ͪवकृत (deformed) कहते हɇ । इस Ĥकार- 

ͪवकृत अवèथा मɅ वèतु मɅ होने वाले ͧभÛना×मक पǐरवत[न (Fractional Change)को 
ͪवकृǓत कहते हɇ । अथा[त ्

ͪवकृǓत =  बाéय बल के करण  वèतु के आकार मɅ पǐरवत[न / 
वèतु का Ĥारिàभक आकार    

 ....(13.3) 
ͪवकृǓत तीन Ĥकार कȧ होती है- 

(1) अनदैुÚय[ ͪवकृǓत (Longitudinal Strain) - वèतु कȧ लàबाई के अनǑुदश बाहय बल के 
कारण वèतु कȧ लàबाई मɅ होने वाले पǐरवत[न तथा वèत ुकȧ Ĥारिàभक लàबाई के अनपुात को अनदैुÚय[ 
ͪवकृǓत कहते हɇ । यǑद L लàबाई कȧ वèतु कȧ लàबाई के अनǑुदश बल लगाने पर इसकȧ लàबाई मɅ 
पǐरवत[न I हो तो वèतु पर लगने वाले बल कȧ ĤकृǓत (वृͪ ƨ कारक या संकुचन कारक) के आधार पर 
अनदैुÚय[  

अनुदैÚय[ ͪवकृǓत =  वèत ुकȧ लàबाई मɅ पǐरवत[न
 वèत ुकȧ Ĥारिàभक लàबाई =

l
L

          ....(13.4) 

ͪवकृǓत दो Ĥकार कȧ हो सकती है- 
(a)     तनन ͪ वकृǓत (Tensile Strain) - यǑद बाहय बल लगाने से वèतु कȧ लàबाई मɅ वृͪ ƨ 

होती हो तो एकांक लàबाई मɅ होने वालȣ लàबाई वृͪ ƨ को तनन ͪवकृǓत कहत ेहɇ । 
(b) संकुचन या सàपीडन ͪवकृǓत (Compressive Strain) - यǑद बाहय बल लगाने से वèत ु

कȧ लàबाई मɅ कमी होती हो तो एकांक लàबाई मɅ होने वालȣ लàबाई सकुंचन को सकुंचन ͪ वकृǓत कहत े
हɇ ।  
(2) आयतन ͪवकृǓत (Volume Strain) - जब ͩकसी वèतु के पçृठ के लàबवत सभी Ǒदशाओं 
मɅ बाहय बल लगाया जाता है तो उस वèत ुके आयतन मɅ पǐरवत[न (वृͪ ƨ या कमी) होता है । इस 
Ĥकार-  

बाéय ͪवǾपक बल के कारण ͩकसी वèत ुके आयतन मɅ होने वाले पǐरवत[न तथा उसके 
Ĥारिàभक आयतन के अनपुात को आयतन ͪवकृǓत कहते हɇ ।  

यǑद बाहय बल लगाने पर वèतु का आयतन v से पǐरवǓत[त होकर vv हो जाता हो तो-   
(3) अपǾपण ͪवकृǓत (Shearing Strain) -ͩकसी वèत ुके एक तल को िèथर (Fixed) रख कर 

आयतन ͪवकृǓत =    आयतन मɅ पǐरवत[न
Ĥारिàभक आयतन =  




                         ...(13.5) 

उसके समाÛतर तल पर èपशȸय बाहय बल लगाते हɇ तो इस बाहय बल के कारण िèथर तल और बाहय 
बल के लàबवत तल एक Ǔनिæचत कोण से ͪवèथाͪपत हो जाता है:, इसी कोण को अपǾपण ͪवकृǓत 
या अपǾपण कोण (Shearing angle)हɇ। 

याद रखना है ͩक अपǾपण ͪवकृǓत होने कȧ अवèथा मɅ वèत ुकȧ लàबाई या आयतन नहȣं 
बदलता है । 
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ͬचğ 13.5 मɅ एक घनाभ का तल ABCD िèथर है 
तथा इसके समाÛतर तल EFGH पर एक èपशȸय बल F 
लगाया गया है िजसके कारण यह तल ͪवèथाͪपत होकर 
E’F’G’H िèथǓत मɅ पहु ंच गया है । याǓन ͩक बाहय बल F 
के कारण िèथर तल ABCD  तथा काय[कारȣ बल F के 
लàबवत तल  ABFE कोण से  ͪवचͧलत होकर ABF’E 
िèथǓत मɅ पहु ंच जाता है । 

इस Ĥकार कोण  अपǾपण ͪवकृǓत है ।ͬचğानसुार AE=L तथा EE’= I हो तो 
अपǾपण कोण या अपǾपण ͪवकृǓत = I/L (13 .6) 
यह एक ͪवमा रǑहत राͧश हɇ । 

13.2.3 Ĥ×याèथ सीमा (Elastic limit) 

वèतु कȧ लàबाई कȧ Ǒदशा मɅ लगाये जाने वाले बाहय बल का मान जैसे जैसे बढ़ाते जाते हɇ:, 
तदनसुार वèत ुकȧ लàबाई मɅ वृͪƨ होती ंजाती है । इस Đम मɅ बाहय बल बढायɅ जाने पर एक ऐसी 
िèथǓत सीमा (limit) आती है ͩक उसके बाद बाहय बल बढ़ाने पर लàबाई मɅ वृͪ ƨ तलुना×मक Ǿप से 
अͬधक होने लगती है और वèतु èथायी Ǿप से ͪवकृत हो जाती है तथा बाहय बल को हटाने पर भी 
वèतु अपनी पवू[ अवèथा मɅ नहȣं आ पाती । इस सीमा का Ĥ×याèथ सीमा कहत ेहɇ । अथा[त ्Ĥ×याèथ 
सीमा वèतु का वह भौǓतक गणु है जहां से वèतु पर लगने वाले बाहय बल को हटाने पर वèत ुअपनी 
पव[ िèथǓत मɅ लौट सकती है । अत: वèत ुपर लगने वाले बाहय बल का वह सीमाÛत मान, जहां तक 
वèतु मɅ Ĥ×याèथता गणु बना रहा है ,पदाथ[ कȧ Ĥ×याèथ-सीमा Ǔनधा[ǐरत करता है । ͬचğ 13.6 मɅ 
A ǒबÛद ुĤ×याèथ सीमा åयÈत करता है ।  

 
पदाथ[ कȧ Ĥ×याèथ सीमा के पæचात भी यǑद लगने वाले  बाहय बल के मान को बढ़ाया जाता 

है तो एक िèथǓत भी है ͩ क ǒबना बाहय बल बढ़ाये भी वèतु कȧ लàबाई मɅ èवत: वृͪ ƨ Ĥारàभ हो जाती 
है:, इस ͪवशेष िèथǓत B को पराभव ǒबÛद ु(yielding point) कहते हɇ I 

पदाथ[ के पराभव ǒबÛद ु(वह िèथǓत िजस पर बाहय बल मɅ ǒबना वृͪ ƨ ͩकये, लàबाई मɅ èवत: 
वृͪ ƨ Ĥारàभ हो) के पæचात ͪवकृǓत मɅ काफȧ वृͪ ƨ हो जाती है और अÛतत: (तार के Ǿप मɅ) टूट जाता 
है । इस िèथǓत E को पदाथ[ का ͪवÍछेदन ǒबÛद ु(Breaking point) कहते है । 

सामाÛयत: जब वèतु पर लगाये गये बाहय बल को हटा ͧ लया जाता है तो वèत ुतुरÛत अपनी 
Ĥारिàभक अवèथा मɅ न आकर पवू[ िèथǓत मɅ आने मɅ कुछ समय लेता है । इस Ĥकार ͩकसी पदाथ[ 
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से बाहय बल हटा लेने पर उसे अपनी पवू[ िèथǓत मɅ आने मɅ लगे हु ए समय को Ĥ×याèथ ĮांǓत काल 
(elastic relaxation time) कहते हɇ|  

अनभुव मɅ ऐसा पाया जाता है ͩ क जब ͩ कसी वèतु पर बाहय बल को शीēता से बढ़ाया जाता 
है तो बाहय बल को हटाने पर वèतु अपने Ĥ×याèथता गणु का सहȣ-सहȣ पालन नहȣं करती है । पदाथ[ 
के इस गणु को Ĥ×याèथ थकान (Elastic fatigue) कहते हɇ । 

पदाथ[ मɅ Ĥ×याèथ थकान के कारण:, पदाथ[ मɅ उ×पÛन ͪवकृǓत सदैव ĤǓतबल से तदनसुार 
ͪपछड़ जाती है फलत: पदाथ[ पर भार बढ़ाते व घटाते समय वèतु मɅ उ×पÛन ͪ वकृǓतयɉ का मान समान 
नहȣं रहता है ।  

इस Ĥकार वèतु का वह गणु िजसके कारण ͪवकृǓत, सदैव ĤǓतबल से ĤकृǓत (कला) मɅ पीछे 
रह जाती है, Ĥ×याèथ शैͬथãयता (Elastic Hysteresis)कहलाता हɇ । अथा[त पदाथ[ मɅ ͪवकृǓत का 
ĤǓतबल से ͪपछड़ना Ĥ×याèथ शैͬथãयता का गणु कहा जाता है । 

13.2.4 हक का Ǔनयम (Hook’s Law)  

व£ैाǓनक हुक ɮवारा ĤǓतपाǑदत इस Ǔनयम के अनसुार 
''Ĥ×याèथ सीमा मɅ पदाथ[ मɅ उ×पÛन ͪवकृǓत ,उस पर लग रहे ĤǓतबल के समानपुाती होती 

है '' अथा[त ्कम ĤǓतबल से कम ͪ वकृǓत और ĤǓतबल अͬधक होने पर उसी के अनसुार ͪ वकृǓत अͬधक 
होती है । अत:-  

ĤǓतबल  ͪवकृǓत 
अथा[त ्

ĤǓतबल 
ͪवकृǓत

=    िèथरांक E   ....(13.7) 

यहां िèथराकं E को Ĥ×याèथता गणुांक (Modulus of elasticity) कहते हɇ । अÛतरराçĚȣय माğक 
पɮवǓत मɅ Ĥ×याèथता गणुांक का माğक 'Ûयटून / मीटर2 ' होता है । 

Úयान रखना है ͩक Ĥ×याèथता गणुाकं E का मान ĤǓतबल तथा ͪवकृǓत के मानɉ पर Ǔनभ[र 
नहȣं करता है:, बिãक केवल पदाथ[ कȧ भौǓतक अवèथाओं तथा पदाथ[ कȧ ĤकृǓत पर Ǔनभ[र करता है 
। Ĥ×याèथता गणुाकं का मान पदाथ[ के ताप पर भी Ǔनभ[र करता है । 

ͩकसी पदाथ[ का Ĥ×याèथता गणुाकं िजतना अͬधक होता है वह पदाथ[ उतना हȣ अͬधक Ĥ×याèथ 
कहा जाता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Ĥ×याèथता से आप Èया समझते हɇ ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ...... ... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
2. Ǔनàन कȧ पǐरभाषा एवं Ĥकार समझाइए-  (1) ĤǓतबल (2) ͪवकृ Ǔत 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ..... ..... ...... .............. ......... .........  
3. Ĥ×याèथ सीमा से Èया अͧभĤाय हɇ | 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... . ............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
4. पराभव ǒबÛदु तथा ͪवÍछेदन कȧ संकãपना समझाइये| 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... ..... ..... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
5. हु क का Ǔनयम पǐरभाͪषत कȧिजए  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .. ........ ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ....... ......................................  

13.3 Ĥ×याèथता गुणांक (Modulus of Elasticity) 
पदाथ[ मɅ काय[रत अनदैुÚय[ ĤǓतबल, अͧभलàब ĤǓतबल तथा èपशȸय ĤǓतबल के कारण पदाथ[ 

मɅ Đमश: अनदैुÚय[ ͪ वकृǓत; आयतन ͪ वकृǓत तथा अपǾपण ͪ वकृǓत उ×पÛन होती है । फलèवǾप पदाथ[ 
के तीन Ĥकार के Ĥ×याèथता गणुाकं पǐरभाͪषत होते हɇ- 
(i) यगं Ĥ×याèथता गणुांक (Young’ Modulus)- 

पदाथ[ कȧ Ĥ×याèथ सीमा मɅ पदाथ[ मɅ काय[रत अनदैुÚय[ ĤǓतबल; उसमɅ उ×पÛन अनदैुÚय[ ͪवकृǓत 
के अनĐुमानपुाती होता है । इस Ĥकार Ĥ×याèथ सीमा मɅ - 

अनदैुÚय[ ĤǓतबल तथा अनदैुÚय[ ͪवकृǓत के अनपुात को वèतु के पदाथ[ का यगं 
Ĥ×याèथता-गणुाकं कहते हɇ । 

यगं Ĥ×याèथता गणुांक को Y से åयÈत करते हɇ । अत: 
अनदैुÚय[ ĤǓतबल 

Y =  अनुदैÚय[ ĤǓतबल
अनुदैÚय[ ͪवकृǓत   

                    ....(13.8) 

ͬचğ 13.7  मɅ दशा[ए अनसुार यǑद अनĤुèथ काट A तथा लàबाई L 
के तार मɅ लàबाई के अनǑुदश बल F लगाने पर लàबाई वृͪ ƨ l  हो तो 
 अनदैुÚय[ ĤǓतबल =F/A  
तथा  अनदैुÚय[ ͪवकृǓत = l /L 

ओयगं Ĥ×याèथता गणुांक  /
/

F A FLY
l L Al

           ….(13.9) 
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यǑद तार कȧ ǒğÏया,r है तो लàबकाट ¢ेğफल A = r2 

यगं Ĥ×याèथता गणुांक = 2

FLY
r l

                           ….(13.9) 

यगं Ĥ×याèथता गणुांक का S.I माğक Ûयटून/मीटर2 है । 
(ii) आयतन Ĥ×याèथता गणुांक (Bulk Modulus) 

जब ͩकसी ठोस अथवा तरल (ġव अथवा गसै) पर अͧभलàब अǓतǐरÈत बाहय बल लगाया  
(दाब पǐरवत[न ͩकया) जाता है तो उसका आयतन पǐरवǓत[त होता है परÛतु इसकȧ आकृǓत (shape) 
अपǐरवǓत[त रहती है । इस िèथǓत मɅ Ǔनकाय कȧ सतह पर समान Ǿप मɅ लगा अǓतǐरÈत दाब (अͧभलàब 
बाहय बल के कारण); अͧभलàब ĤǓतबल के बराबर होता है । 

हु क के Ǔनयम से Ĥ×याèथ सीमा मɅ पदाथ[ पर काय[रत अͧभलàब ĤǓतबल (अǓतǐरÈत दाब) 
Ǔनकाय मɅ उ×पÛन आयतन ͪवकृǓत के अनĐुमानपुाती होता है । इस Ĥकार अͧभलàब ĤǓतबल तथा 
आयतन ͪ वकृǓत के अनपुात को आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं कहते है । आयतन Ĥ×याèथता गणुांक को 
k से Ĥदͧश[त करत ेहɇ। अत: आयतन Ĥ×याèथता गणुांक  

௄ୀ अͧभलàब ĤǓतबल     
आयतन ͪवकृǓत

=  अǓतǐरÈत दाब
आयतन ͪवकृǓत  

      ….(13.11) 

यǑद Ǔनकाय का Ĥारिàभक दाब p तथा आयतन V है । और Ǔनकाय पर अǓतǐरÈत दाब p 
लगाने पर आयतन v-v जाता है तो 

अͧभलàब ĤǓतबल= अǓतǐरÈत दाब p तथा आयतन ͪवकृǓत v
v


   

आयतन Ĥ×याèथता गणुांक ܭ =
 अͧभलàब ĤǓतबल  
आयतन ͪवकृǓत

 

या आयतन Ĥ×याèथता गणुांक p pk vv v
v

        
               ....(13.12) 

यहाँ ऋण ͬचÛह यह दशा[ता है ͩक Ǔनकाय पर दाब बढ़ने पर उसका आयतन कम होता है ।गसै 
Ǔनकाय मɅ Đमश: ताप अथवा ऊçमा के Ǔनयत रहने पर 

समतापीय आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं T
T

pk v
v

     
              ....(13.13) 

तथा समऊçमीय आयतन Ĥ×याèथता गणुांक  Q
Q

pk v
v

     
         ....(1314)    

के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत होते हɇ । 
सàपीɬयता (compressibility) 

पदाथȾ मɅ सàपीɬयता वह गणु है िजसमɅ बाहय बल लगाने पर उसके ͪ वकृत होने के पǐरमाण 
कȧ अनभुूǓत  होती है । दैǓनक अनभुव मɅ हम देखते हɇ ͩक लोहे कȧ पǑ͠का पर हाथ के अँगठेू से बल 
लगाने पर पǑ͠का पर कोई ͪ वकृǓत अनभुव नहȣ ं(अ×यãप होने के कारण) होती जबͩक रबर कȧ पǑ͠का 
पर अँगठेू से बल लगाने पर पǑ͠का थोड़ी दब जाती है । याǓन ͩक लोहे मɅ सàपीɬयता कम और रबर 
मɅ सàपीɬयता अͬधक होती है । 
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इस Ĥकार पदाथ[ के सàपीɬयता गणु का मापन, उसके आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं के åय×ुĐम 
के Ǿप मɅ ͩकया जाता है  

सàपीɬयता    =   1
आयतन Ĥ×याèथता गुणाकं   =

1
k          

...(13.15) 

Ǔनçकष[त: रबर कȧ तलुना मɅ लोहा अͬधक Ĥ×याèथ और कम सàपीɬय होता है । 
(iii) अपǾपण Ĥ×याèथता गणुांक या Ǻढता गणुांक (Modulus of Rigidity) 

Ĥ×याèथ सीमा मɅ èपशȸय अथवा अपǾपण बल लगाने पर ͪपÖड या वèत ुका आयतन तो 
Ǔनयत रहता है लेͩकन इसमɅ अपǾपण ͪवकृǓत उ×पÛन हो 
जाती है । हु क के Ǔनयमानसुार Ĥ×याèथता सीमा मɅ 
अपǾपण  (अथवा èपशȸय) ĤǓतबल, उ×पÛन अपǾपण 
ͪवकृǓत के अनĐुमानपुाती होती है । इस Ĥकार Ĥ×याèथता 
सीमा मɅ अपǾपण (अथवा èपशȸय) ĤǓतबल और उ×पÛन 
अपǾपण ͪवकृǓत के l अनपुात को Ǻढ़ता गणुाकं कहत ेहɇ 
। अपǾपण गणुाकं या Ǻढ़ता  गणुाकं को (ईटा) से 
Ĥदͧश[त करत ेहɇ । ͬचğ 13.8 
ͬचğ 13.8 मɅ दशा[ये अनसुार 

अपǾपण ĤǓतबल ܶ = èपशȸय बल ܨ
Ĥभावी ¢ेğफल ܣ  

तथा   अपǾपण ͪवकृǓत  = 
l
L
  

 अत:   Ǻढ़ता गुणांक  −  =  अपǾपण ĤǓतबल /
 अपǾपण ͪवकृǓत  

  

/
/

T F A FL
l L Al

                          ...(13.16) 

Ǻढ़ता गणुाकं का S.I माğक Ûयटून/ मीटर2 हɇ | 

(iv) Üवाइसन Ǔनçपि×त (Poisson’s Ratio) 
Üवाइसन नामक व£ैाǓनक ने अनेक Ĥयोगɉ के Ĥे¢ण से यह पाया ͩक जब ͩकसी वèतु पर 

बल लगाया जाता है तो जहाँ एक ओर बल कȧ Ǒदशा मɅ वèतु कȧ लàबाई मɅ पǐरवत[न (वृͪ ƨ या कमी) 
होती है, वहȣं साथ-साथ बल के लàबवत Ǒदशा (चौड़ाई) मɅ भी पǐरवत[न (कमी या वृͪ ƨ) Ĥेͯ¢त होती 
है । इस Ĥकार वèतु पर बल लगाने से दो ͪवकृǓतयाँ (i) अनदैुÚय[ ͪवकृǓत तथा (ii) अनĤुèथ ͪवकृǓत 
साथ-साथ उ×पÛन होती है और ये दोनɉ ͪवकृǓतयɉ मɅ एक आपसी सàबÛध भी होता है । 

पदाथ[ मɅ साथ-साथ उ×पÛन ͪवकृǓतयɉ को Ǔनàनानसुार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है- 
अनुदैÚय[ ͪवकृǓत =  बल कȧ Ǒदशा लàबाई मɅ पǐरवत[न   

 बल कȧ Ǒदशा मɅ Ĥारिàभक  लàबाई       

….(13.17) 
(i) अनदैुÚय[ ͪवकृǓत को से Ĥदͧश[त करते हɇ । 

(ii) अनुĤèथ ͪवकृǓत =   बल के लàबवत Ǒदशा मɅ,चौड़ाई मɅ पǐरवत[न  
बल के लàबवत Ǒदशा मɅ,चौड़ाई       ….(13.18)          
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अनĤुèथ ͪवकृǓत  Ĥदͧश[त करते हɇ |  
Üवाइसन ने Ĥे¢णɉ से यह Ǔनçकष[ पाया ͩ क ͩ कसी पदाथ[ के ͧ लए Ĥ×याèथ सीमा मɅ अनĤुèथ 

ͪवकृǓत () तथा अनदैुÚय[ ͪवकृǓत () का अनपुात Ǔनयत रहता है । इस Ĥकार Ĥ×याèथ सीमा मɅ 
अनĤुèथ ͪवकृǓत () तथा अनदैुÚय[ ͪवकृǓत () के अनपुात को Üवाइसन Ǔनçपि×त (Poisson’s 
Ratio) कहते हɇ । Üवाइसन Ǔनçपि×त को  से Ĥदͧश[त करते हɇ । 

यह एक माğक रǑहत शुƨ अनपुात है िजसका सैƨािÛतक मान-1 ये 0.5 के मÚय होता है?  
यǑद हम Ǻढ़ आधार से लटके हु ए लàबाई L तथा åयास D के तार के èवतğं ͧसरे पर बलF 

 
ͬचğ 13.9 

लगाने पर लàबाई मɅ l तथा åयास ने कमी d हो जाती है तो 

अनदैुÚय[ ͪवकृǓत 
d
D

   

तथा   अनĤुèथ ͪवकृǓत 
d
D

   

Üवाइसन Ǔनçपि×त 
d dLD
l lDL





                  ....(13.19) 

यǑद लàबाई मɅ सूêमतम वृͪ ƨ l तथा åयास मɅ कमी D हो तो  
L D
D L

 
 


 

ठोस वèतओंु मɅ से Üवाइसन Ǔनçपि×त  का Ĥायोͬगक मान 0.2 से 0.4 के मÚय पाया जाता है ।. 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. यंग Ĥ×याèथता गुणांक को पǐरभाͪषत कȧिजए । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
7. आयतन Ĥ×याèथता गुणांक कȧ पǐरभाषा दȣिजए । 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
8. Ǻढता गुणांक से आप Èया समझते है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ........... ... ......... ......... 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
9. सàपीɬयता से Èया आशय है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
10. Üवाइसन Ǔनçपि×त Èया है?  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ............ .. ......... ......... 

13.4 Ĥ×याèथता Ĥमेय का कथन (statement of Theorems of 
Elasticity)  
जब ͩकसी वèत ुके आधार को िèथर (fix) रख कर िèथर तल के समाÛतर, èपशȸय बल लगाया 

जाता है तो उसका आयतन तो Ǔनयत रहता है लेͩकन वèत ुमɅ अपǾपण (shearing) हो जाता है । 
वèतु कȧ इस अपǾपण िèथǓत मɅ ĤǓतबल तथा ͪवकृǓत के सÛदभ[ मɅ Ǔनàनांͩकत दो Ĥमेय पǐरभाͪषत 
होती हɇ- (1) अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय तथा (2) अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय 

13.4.1 अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय (Shearing stress theorem) 

वèतु कȧ अपǾपण अवèथा मɅ वèतु के अÛदर उ×पÛन होने वाले दो परèपर Ǒदशाओं मɅ काय[रत 
तनन ĤǓतबल तथा संकुचन ĤǓतबल परèपर पǐरमाण मɅ बराबर एव ंĤ×येक का मान èपशȸय अपǾपण 
ĤǓतबल के तुãय होता है । अथा[त ्अपǾपण अवèथा मɅ: 

तनन ĤǓतबल = संकुचन ĤǓतबल = èपशȸय ĤǓतबल                 ..... (13.20) 
जहाँ तनन ĤǓतबल:, अभीçट अवयव मɅ वृͪ ƨ करता है जबͩक सकुंचन ĤǓतबल लàबवत ्अवयव मɅ 
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संकुचन करता है । Úयान रखना है ͩक इन दोनɉ Ĥकार के ĤǓतबलɉ के Ĥभाव से हȣ कुल अपǾपण 
ͪवकृǓत ĤाÜत होती है । 

13.4.2 अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय (Shearing strain theorem) 

अपǾपण अवèथा मɅ वèतु मɅ परèपर लàबवत ्Ǒदशाओं मɅ काय[ करने वाले तनन ĤǓतबल एव ं
संकुचन ĤǓतबल के कारण उ×पÛन ͪवकृǓतयɉ के मान परèपर बराबर तथा Ĥ×येक का मान कुल अपǾपण 
ͪवकृǓत के आधे के तुãय होता है । इस Ĥकार कुल अपǾपण ͪवकृǓत:, तनन ͪ वकृǓत एव ंसंकुचन ͪ वकृǓत 
के योग के तãुय होती है । अथा[त ् 

तनन ͪ वकृǓत = संकुचन ͪ वकृǓत = 1
2  अपǾपण ͪ वकृǓत             ..... (13.21)  

तथा   कुल अपǾपण ͪ वकृǓत  = तनन ͪ वकृǓत + संकुचन ͪ वकृǓत.             .....(13.22) 

बोध Ĥæन (self assessment questions) 
11. अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय का कथन कȧिजये ।   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
12. अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय का कथन कȧिजये ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  

13.5 Ĥ×याèथता गुणांकɉ मɅ सàबÛध (Relation between Elastic 
constants)  
आपने:, इस इकाई के अनÍुछेद 13.2 मɅ यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y आयतन Ĥ×याèथता गणुांक 

K Ǻढ़ता गणुाकं  तथा Üवाइसन Ǔनçपि×त  कȧ संकãपना को भलȣ भाँǓत समझा है । अÚययन करत े
समय आप èपçट तौर पर समझ चुके हɇ ͩक (i) वèतु पर जब अͧभलàब ĤǓतबल काय[ करता है तो 
वèतु का  (आकार या आयतन) पǐरवǓत[त होता है और उसकȧ आकृǓत (Ǿप) यथावत रहती है और (ii) 
जब वèत ुपर èपशȸय ĤǓतबल लगात ेहɇ तो उसकȧ आकृǓत (Ǿप) बदलता है और आयतन िजतना है, 
उतना हȣ रहता है । अथा[त ्ͪ वशेष िèथǓत मɅ वèतु के आकार और आकृǓत परèपर èवतंğ Ǿप से बदले 
जा सकत ेहɇ:, अत: Ĥ×याèथ गणुांकɉ (Y,K तथा ) ǓनÛनांͩकत दो पाǐरèपǐरक सàबÛध èथाͪपत 
ͩकये जाते हɇ  

(i) ,Y K  तथा     (ii) ,Y   तथा   मɅ 
इन सàबÛधी कȧ सहायता से; गͨणतीय ͪवͬध ɮवारा अÛय ͪवͪवध सàबÛध भी ĤाÜत कर सकत े

हɇ I 

13.5.1 Y, K, तथा  सàबÛध (Relation between Y, K and )   
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मान लȣिजए ͩक A B C D E P G H एक घन है िजसकȧ भजुा एकांक लàबाई कȧ है 
। इस घन के Ĥ×येक फलक पर एक बल F समान Ǿप से फलक के तल के लàबवत ्बाहर कȧ ओर 
काय[ करता है । देͨखये (ͬचğ 13.12) । 

इस Ĥकार Ĥ×येक फलक पर  

अͧभलàब ĤǓतबल =
 काय[रत अͧभलàब बल   

Ĥभावी ¢ेğफल
 

                      
1 1
F F 


 

यǑद लगने वाले बल कȧ Ǒदशा मɅ एकांक तनाव के कारण 'एकांक  
लàबाई मɅ वृͪ ƨ  है तो भुजा AB, BD और BC भुजा वाले घन  के Ĥ×येक ͩकनोर मɅ ͨखचंाव के 
कारण वृͪ ƨ F  होगी (Èयɉͩक एकांक तनाव से एकाकं लàबाई मɅ वृͪ ƨ हु ई  है तो तनाव बल F 
हो जाने से वृͪ ƨ F गनुी हो जायेगी) । 

इसी Ĥकार यǑद लगने वाले बल के लàबवत ्Ǒदशा मɅ एकांक तनाव के कारण एकांक लàबाई 
मɅ सकुंचन  है तो AB, BP तथा BC मɅ सकुंचन का मान F होगा । 

चूँͩक Ĥ×येक ͩकनोर पर बल कȧ Ǒदशा मɅ वृͪ ƨ तथा दो परèपर लàबवत ्अनĤुèथ Ǒदशाओं 
मɅ सकुंचन होगा अत: घन कȧ ͩकनोर-भुजाओ कȧ पǐरणामी लàबाईयाँ Đमश: Ǔनàनवत ्ĤाÜत हɉगी- 

l x = भुजा AB कȧ पǐरवǓत[त लàबाई =1+F-F-F 
                                = 1+F (-2) 
l y= भुजा BP कȧ पǐरवǓत[त लàबाई  =1+ F-F -F  
l z= भुजा BC कȧ पǐरवǓत[त लàबाई  =1+F - F - F 

        =1+F(-2) 
अत: घन का पǐरवǓत[त आयतन 

         3
' 1 2 1 2 1 2 1 2 1 3 2x y zv l l l F F F F F                                  

(ɮͪवपद Ĥमेय ɮवारा) 
यहाँ राͧश  तथा अ×यãप हɇ; इसͧलए उÍच घातीय पदɉ को छोड़ Ǒदया गया है । अत: आयतन मɅ 
पǐरवत[न v = पǐरवǓत[त आयतन-Ĥारिàभक आयतन 

 1 1 1v      

   1 3 2 13 2v F F            

और आयतन ͪवकृǓत 
   

3 2
3 2

1 1 1
fv F

v
 

 


   
 

 

 आयतन Ĥ×याèथता गणुांक ܭ _ = अͧभलàब ĤǓतबल
आयतन ͪवकृǓत  

 

या  



   
1(1 1)

3 2 3 2

F
k

F    
 
 
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या  
11

2 23 1 3 1
k 

 
 

 
       
   

  

परÛतु यहा ँ ; ĤǓत एकांक तनाव पर ĤǓत एकांक लàबाई मɅ वृͪ ƨ का मान है तो èपçट है ͩक  

ĤǓतबल का मान एकांक होने पर अनदैुÚय[ ͪवकृǓत =
l
    

यंग Ĥ×याèथता गुणांक y =   ĤǓतबल  
अनुदैÚय[ ͪवकृǓत =

l


                     ....(13.23) 

तथा  
एकांक तनाव पर एकांक लàबाई मɅ अनुĤèथ संकुचन    

एकांक तनाव पर एकांक लàबाई मɅ अनदैुÚय[ वृͪ ƨ
= ஒ

஑
= σ     ....(13.24) 

जहाँ  Üवाइसन Ǔनçपि×त है ।अत: Ĥ×याèथ गणुाकंɉ मɅ सàबÛध है- 

 3 1 2
yk





          ....(13.35) 

या   3 1 2y k         ......(13.26) 

13.5.2 y,  मɅ  सàबधं(Relation between y, and ) 

ͬचğ 13.13 मɅ एक L भुजा के घन का सामने का फलक A B C D Ǒदखाया गया है । इस 
घन के नीचे वाले फलक (भुजा DC) को िèथर (fixed)ए रखते हु ए; इसके समाÛतर, ऊपर के फलक 
(भुजा AB) पर एक हȣ F èपशȸय बल l लगाया जाता है । इस èपशȸय बल F के कारण घन का 
फलक A’B’C’D Ǿप मɅ अपǾͪपत हो जाता है तो  

अपǾपण ĤǓतबल T=   èपशȸय बल 

 ऊपरȣ फलक का ¢ेğफल
= 2

F
L

 

तथा     अपǾपण ͪवकृǓत 
'AA BB l

AD Bc L
     

Ǻढ़ता गणुाकं  अनǾुपण ĤǓतबल / अपǾपण ͪवकृǓत  
लेͩकन अनÍुछेद 13.4.1 मɅ वͨण[त अपǾपण Ĥमेय से आप जानते हɇ ͩक AB कȧ Ǒदशा मɅ अपǾपण 
ĤǓतबल T का मान èवय ंके मान के बराबर; ͪवकण[ BD कȧ Ǒदशा मɅ लग रहे तनन ĤǓतबल (जो 
ͪवकण[ कȧ लàबाई मɅ ͪवèतार करता है) के मान के तुãय होता है । 

अब यǑद एकांक तनाव बल के कारण एकांक लàबाई मɅ अनदैुÚय[ ͪ वèतरण  तथा अनĤुèथ 
संकुचन  हो तो 

ͪवकण[ DB पर तनन ĤǓतबल T  के कारण DB ͪवकण[ DB कȧ लàबाई वृͪ ƨ  
=(ͪवकण[DB कȧ लàबाई) x तनन ĤǓतबल x    
=(ͪवकण[ DB कȧ लàबाई )T 

साथ हȣ ͪवकण[ (AC पर) पर काय[ करने वाले सकुंचन ĤǓतबल T (यह तनन ĤǓतबल कȧ Ǒदशा के 
अͧभलàबवत ͩĐयाशील) के कारण ͪवकण[ DBके अनǑुदश लàबाई वृͪ ƨ 

=(ͪवकण[ DB कȧ लàबाई)xT 
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अत:  ͪवकण[  DB कȧ लàबाई मɅ सàपणू[ वृͪ ƨ = (DB) (T) ( ) 2 ( )L T       
अब ͬचğ कȧ ÏयाͧमǓत से; यǑद DB’ पर BN लàबा खीचंा जाये तो DB ͪवकण[ कȧ लàबाई मɅ वृͪ ƨ  
NB’ के तुãय होगी। 

अब, चूँͩक कोण   बहु त छोटा है अत: 090ABC  'लगभग तथा 0' 45BB N   
लगभग 

इस Ĥकार 0 1' ' 45 '/ 2
2

NB BB Cos BB     

अत :  
1' 2 ( )
2

NB L T     

   …… (13.27) या  
 

लेͩकन Ǻढ़ता गणुाकं कȧ पǐरभाषा के अनसुार समी 13.27 का बायीं प¢ 

 /
L T TT
l l T




    (Ǻढ़ता गणुांक)                  ..... (13.28) 

तथा दाया ँप¢  
   

1 1 1/
2( ) 1 / 1 /


     

 
  

           ..... (13.29)    

जहाँ 
1 ,Y

  तथा  





  है, अत: 

उÈत समीकरणɉ से  
2(1 )

Y






              ......(13.30) 

या   2 (1 )Y                     ...... (13.31) 

13.5.3 ǒबͪवध सàबÛध (Miscellaneous Relation) 

अनÍुछेद 13.4.2 मɅ आपने दो èवतंğ िèथǓतयɉ (i) Ǿप यथावत रखत ेहु ए केवल आकार 
पǐरवत[न तथा (ii) आकार यथावत रखते हु ए केवल Ǿप पǐरवत[न मɅ Ĥ×याèथ गणुाको के मÚय सàबÛधɉ 
का अÚययन ͩकया है । 

सामाÛयत: जब वèतु या ͪपÖड पर ͪवǾपक बल लगाया जाता है तो दोनɉ ĤͩĐया (आकार 
एव ंआकृǓत पǐरवत[न) साथ-साथ हो सकते हɇ; इसͧलए Ĥ×याèथ गणुांकɉ मɅ अÛय सàबÛध Ǔनàन Ĥकार 
èथाͪपत ͩकये जा सकते हɇ । 
(अ) Y, K तथा   मɅ सàबÛध: अनÍुछेद 13.4.1 तथा 13.4.2 के समी 13.26 तथा 13.31 से 

(1 )
3
Y
K

     तथा (1 )
2
Y


   

इन दोनɉ समीकरणɉ से  का ͪवलोपन करने पर 

(1 )
2
Y


   से  1
2
Y


   

1.
2 ( )

LT
l  



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के इस मान को  (1 2 )
3
Y
K

    मɅ रखने पर 

 
1 2 1

2 3
Y Y

K
 

   
 

  या  1 2
3

Y Y
K

      या  3
3

Y Y
K

   

   ….. (13.32) या  
 

(ब)   K और  मɅ सàबÛध: अनÍुछेद 13.41 तथा 13.42 के समी 13.26 तथा 13.31 से 
3 (1 )Y K     तथा  (1 )2Y    

इनसे  Y  का ͪवलोपन करने पर 
3 (1 2 ) (1 )2k      या 3 6 2 2K K       
6 32 2K K      

3 2
6 2

K
K





 


         ..... (13.33) 

(स) Üवाइसन Ǔनçपि×त का सीमाÛत मान :- 
समीकरण 3 (1 2 ) (1 )2k      मɅ आयतन Ĥ×याèथ गणुांक K तथा Ǻढ़ता गणुांक  

मɅ आवæयक Ǿप से घना×मक राͧशयाँ हɇ । अत: 
(1) यǑद   एक घना×मक राͧश है; तो समीकरण का दाया ँप¢ घना×मक होगा और इस कारण बायाँ 

प¢ भी घना×मक हȣ होना चाǑहए; जो केवल तभी सàभव है जबͩक 

 (1 2 ) 0   या  1 > 2  

या  
1
2

    या  0.5                        ..... (13.34) 

(2) यǑद    ऋणा×मक राͧश हɇ तो समीकरण का बायाँ प¢ घना×मक हो जाता है और इस कारण 
दायाँ प¢ भी घना×मक होना चाǑहए । इसके ͧलए 

  0(1 )    
या  1                            ...... (13.35) 

अत: सदैवािÛतक   Ǿप से मान  -1 से 0.5 के बीच होते हɇ ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. Ĥ×याèथ गुणांकɉ मɅ सàबÛध ͧलͨखए- 
 (1)  Y, K तथा     (2) Y,  , K, तथा   मɅ 
 (3) Y, K तथा  मɅ   (4)  K, तथा   मɅ  
 ...........................................................................................  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .. ........ ...... .............. ......... .........  
2. Üवाइसन Ǔनçपि×त के सैƨािÛतक सीमाÛत मान ͧलͨखये ।  

1 3
3
Y
K Y

 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ....... .. .......... ...... .............. ......... .........   
उदाहरण 13.1 : यǑद ͩकसी रबर पǑ͠का को खीचंने पर उसमɅ आयतन पǐरवत[न इसके अपǾपण कȧ 
तुलना मɅ नगÖय हो तो रबर के ͧलए Üवाइसन Ǔनçपि×त £ात कȧिजए । 
हल : यǑद l लàबाई तथा r ǒğÏया वालȣ रबर कȧ पǑ͠का (डोरȣ) को खीचंने पर उसका आयतन लगभग 
Ǔनयत रहता है तो 2V r l   िèथराकं का अवकलन करने पर 

 
2 2 0r l rl V          या  

 तब Üवाइसन Ǔनçपि×त  

 
/ 1 1 0.5
/ 2 2

r r
l l

           
 

उदाहरण 13.2 रबर और èटȣल मɅ कौन अͬधक Ĥ×याèथ है । 
हल:  माना रबर और èटȣल पदाथ[ के समान ǒğÏया (r) और समान लàबाई L के दो तार ͪ वचाराधीन 
है । यǑद इन तारɉ पर समान भार W लटकाने पर रबर और èटȣल के इन तारɉ मɅ लàबाई वृͪ ƨ Rl
तथा sl  हो तो पǐरभाषानसुार इनके यगं Ĥ×याèथता गणुांक Đमश :   

2S
S

WLY
r l

    तथा 2R
R

WLY
r l

    अथा[त ्    S S

R R

Y l
Y l

  

परÛतु साधारण अनभुव से हम यह बात जानते हɇ ͩक समान बल लगाने पर रबर के तार कȧ लàबाई 
मɅ वृͪ ƨ; èटȣल के तार कȧ अपे¢ाकृत अͬधक होती है अत:  R Sl l के कारण 

SY > RY  
èपçटत: रबड़ कȧ तलुना मɅ èटȣल अͬधक Ĥ×याèथ है । 
उदाहरण 13.3 एक ͧलपट का ġåयमान 500 ͩकĒा. है तथा ͧलपट èटȣल के मोटे तारɉ से सधी हु ई 
है । यǑद ͧलपट अͬधकतम 1 .2 मीटर / से2 के ×वरण से गǓत कर सके तथा तार का अͬधकतम सरुͯ¢त 
ĤǓतबल 0.7 x 108 Ûयटून / मीटर2 हो तो तार कम से कम ͩकतनी मोटाई का होना चाǑहए । 
हल : जब ͧलपट Ǔनिæचत ×वरण a से ऊपर कȧ ओर गǓत करती है तो उस पर अͬधकतम तनाव बल 
लगता है जो आभासी भार  m(g+a) के तुãय होता है । 
अत:  आभासी अͬधकतम भार  = 500 (9.8 + 1.2) = 5500 Ûयटून  

तब   ĤǓतबल = 
   2 2

5500
/ 2 / 2

F
d d 

  या  
 

8
2

55000.7 10
/ 2d

   

 

5500 4 7 0.01
22 0.7 108

d  
  

 
 मीटर 

उदाहरण 13.4 फौलाद के ͧलए Üवाइसन Ǔनçपि×त £ात कȧिजये जबͩक 
210 /20 10Y N m     तथा      10 28 10 /N m     

हल :   
10

10

20 101 1 0.25
2 8 102
 Y




    
 
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13.6 सारांश (Summary) 
 Ĥ×याèथता: पदाथ[ का वह गणु है िजसके कारण ͪवकृत अवèथा वालȣ वèतु से लगाये गये 
बाहय बल को हटा लेने पर, वèतु अपनी Ĥारिàभक आकृǓत या आकार को ĤाÜत करने का Ĥयास करती 
है ।   
 पणू[ Ĥ×याèथ या Üलािèटक: कोई भी वèतु पणू[ Ĥ×याèथ या पणू[ Üलािèटक नहȣं होती है । 
Èवाɪ[ज कȧ डोरȣ लगभग पणू[ Ĥ×याèथ तथा गीलȣ ͧम͠ी लगभग पणू[त: Üलािèटक होती है। 
 ĤǓतबल: ͪ वकृत साàय अवèथा मɅ वèतु के इकाई ¢ेğफल पर काय[ करने वाले आÛतǐरक बलɉ 
के पǐरमाण को ĤǓतबल कहते हɇ । पदाथ[ कȧ ÏयाͧमǓत एक लगने वाले बाहय बल कȧ िèथǓत के अनसुार 
ĤǓतबल के Ĥकार हɇ- 
(i) अनदैुÚय[ ĤǓतबल. (तनन या सकुंचन) (ii) अͧभलàब ĤǓतबल तथा (iii) अपǾपण या èपशȸय 
ĤǓतबल।   
 ͪवकृǓत: ͪवकृत अवèथा मɅ वèत ुमɅ होने वाले ͧभÛना×मक पǐरवत[न को ͪवकृǓत कहते हɇ । 
ͪवकृǓत तीन Ĥकार कȧ होती है- (i) अनदैुÚय[ ͪवकृǓत (ii) आयतन ͪवकृǓत तथा (iii) अपǾपण ͪवकृǓत 
 Ĥ×याèथ सीमा: Ĥ×याèथ सीमा वèतु का वह भौǓतक गणु है जहाँ से वèत ुपर लगने वाले 
बाहय बल को हटाने पर वèतु अपनी पवू[ िèथǓत मɅ लौट सकती है । पदाथ[ मɅ पराभव ǒबÛद ुऐसी िèथǓत 
åयÈत करता है जहाँ से ǒबना बाहय बल बढ़ाये हु ए वèतु कȧ लàबाई मɅ èवत: वृͪ ƨ Ĥारàभ हो जाती 
है । इसी Đम मɅ ͪवकृǓत बहु त अͬधक हो जाने पर पदाथ[ (तार के Ǿप मɅ) Ǿ जाता है; इस िèथǓत 
को ͪवÍछेदन ǒबÛद ु(breaking point) कहते हɇ । 
 ĮांǓत-काल Ĥ×याèथ-थकान एव ंशैͬथãयता : ͪवकृत अवèथा से बल हटा लेने पर पदाथ[ पव[ 
िèथǓत मɅ लौटने मɅ जो समय लेता है, उसे ĮांǓतकाल कहते हɇ । पदाथ[ पर बाहय बल को शीēता से 
बढाने पर Ĥ×याèथ थकान के कारण Ĥ×याèथता का ठȤक ठȤक पालन नहȣ ंकरता; फलत: पदाथ[ मɅ 
उ×पÛन ͪ वकृǓत; सदैव ĤǓतबल से ͪ पछड़ जाती है । पदाथ[ कȧ इस ĤवǓृत को Ĥ×याèथ शैͬथãयता कहते 
हɇ । 
 हु क का Ǔनयम : Ĥ×याèथ सीमा मɅ ĤǓतबल तथा ͪवकृǓत का अनपुात Ǔनयत होता है; िजसे 
Ĥ×याèथता गणुांक कहते हɇ। 
 Ĥ×याèथता गणुांक: ĤǓतबल एव ंͪवकृǓत कȧ ĤकृǓत के अनसुार अĒांͩकत Ĥ×याèथता गणुाकं 
पǐरभाͪषत होते हɇ-   

(1) यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y = 
अनुदैÚय ĤǓतबल
 अनदैुÚय ͪवकृǓत

 

(2) आयतन Ĥ×याèथता गणुांक K =   अͧभलàब ĤǓतबल 
आयतन ͪवकृǓत

 

(3) अपǾपण Ĥ×याèथता गणुांक   = èपशȸय ĤǓतबल 
 अपǾपण ͪवकृǓत

 

(4) Üवाइसन Ǔनçपि×त   = अनुĤèथ ͪवकृǓत 
अनुदैÚय ͪवकृǓत  

नोट :  आयतन Ĥ×याèथता गणुांक  K के åय×ुĐम  मɅ को सàपीɬयता कहते हɇ ।   
   का सैƨािÛतक मान - 1 तथा 0.5 के मÚय होता है । 
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 अपǾपण Ĥमेय : (1 ) ĤǓतबल Ĥमेय :  अपǾपण िèथǓत मɅ परèपर लàबवत ्काय[रत तनन 

ĤǓतबल तथा सकुंचन ĤǓतबल मान मɅ बराबर तथा Ĥ×येक का मान èपशȸय ĤǓतबल के तुãय होता 
है । 
(ii) ͪवकृǓत Ĥमेय:  अपǾपण िèथǓत मɅ परèपर लàबवत ्ĤǓतबलɉ से उ×पÛन तनन ͪ वकृǓत तथा 

संकुचन ͪवकृǓत परèपर बराबर तथा Ĥ×येक का मान; कुल अपǾपण ͪवकृǓत के आधे के बराबर होता 
है । अथा[त  

तनन ͪवकृǓत = सकुंचन ͪवकृǓत =1/2 अपǾपण ͪवकृǓत  
तथा कुल अपǾपण ͪ वकृǓत =  तनन ĤǓतबल के कारण ͪ वकृǓत + संकुचन ĤǓतबल के कारण ͪ वकृǓत   
 Ĥ×याèथ गणुाकंɉ मɅ सàबÛध:  Y, K ,  , तथा   मɅ Ǔनàन सàबÛध है- 

,
3(1 )

YK





   
2(1 )

Y





  , 1 31
3K Y

       
3 2
6 2
K
K








 

13.7 शÞदावलȣ (Glossary)  
आयतन Ĥ×याèथता गणुांक Bulk Modulus  
Ǻढ़ता गणुाकं Modulus of rigidity 
Üवाइसन Ǔनçपि×त Poisson ‘s Ration 
पराभव ǒबÛद ु Yielding Point  
Ĥ×याèथता  Elasticity 
Ĥ×याèथता गणुांक Modulus of elasticity  
Ĥ×याèथ थकान Elastic fatigue  
Ĥ×याèथ सीमा  Elastic fatigue 
ǒबÍछेदन ǒबÛद ु Breaking point 
यगं Ĥ×याèथ गणुाकं Young’s Modulus 
सàपीɬयता Compressibility 
हु क का Ǔनयम Hook ‘s Law 

13.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
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13.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to Self Assessment question)  
1. Ĥ×याèथता पदाथ[ का वह गणु है िजसके कारण, ͪवकृत अवèथा वालȣ वèत ुसे ͪवǾपक बल 

को हटा लेने पर; वèतु अपनी Ĥारिàभक अवèथा ĤाÜत करने का Ĥयास करती है । 
2. (1) ĤǓतबल: ͪवकृत साàय अवèथा मɅ वèतु के इकाई ¢ेğफल पर काय[रत आÛतǐरक बलɉ 

के पǐरमाण को ĤǓतबल कहते हɇ । ĤǓतबल कई Ĥकार के होते हɇ जैसे तनन ĤǓतबल व सकुंचन 
ĤǓतबल; अͧभलàब ĤǓतबल एव ंअपǾपण ĤǓतबल। 

3. ͪवकृǓत : ͪवकृत अवèथा मɅ वèतु मɅ होने वाले ͧभÛना×मक पǐरवत[न को ͪवकृǓत कहते हɇ । 
ͪवकृǓत तीन Ĥकार कȧ होती है- जैसे अनदैुÚय[ ͪ वकृǓत, आयतन ͪ वकृǓत तथा अपǾपण ͪ वकृǓत 

4. Ĥ×याèथ सीमा : पदाथ[ ɮवारा ͪवǾपक बल सहन करने कȧ वह सीमा जहाँ से बल हटा लेने 
पर अपनी पहलȣ िèथǓत मɅ लौट सकती हो; पदाथ[ कȧ Ĥ×याèथ सीमा कहलाती है । 

5. Ĥ×याèथ सीमा के बाद और अͬधक ͪवǾपक बल लगाने पर वèतु कȧ वह िèथǓत जहाँ èवत: 
हȣ ͪवकृत होने लगती है, उसे पराभव ǒबÛद ुकहलाती है और अÛतत: वèत,ु जब टूट जाती 
है, उसे ͪवÍछेदन ǒबÛद ुकहते हɇ । 

6. हु क का Ǔनयम : Ĥ×याèथ सीमा मɅ ĤǓतबल, उ×पÛन ͪवकृǓत के समानपुाती होता है । 
7. यगं Ĥ×याèथता गणुाकं Y Ĥ×याèथता सीमा मɅ अनदैुÚय[ ĤǓतबल तथा अनदैुÚय[ ͪवकृǓत के 

अनपुात को यगं Ĥ×याèथता गणुाकं कहते हɇ । 
8. आयतन Ĥ×याèथता गणुांक K Ĥ×याèथता सीमा मɅ अͧभलàब ĤǓतबल एव ंआयतन ͪवकृǓत 

के अनपुात को आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं कहते हɇ । 
9. Ǻढ़ता गणुांक : Ĥ×याèथ सीमा मɅ èपशȸय ĤǓतबल एव ंउ×पÛन अपǾपण ͪ वकृǓत के अनपुात 

को Ǻढ़ता गणुाकं कहते हɇ । 
10. सàपीɬयता: आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं के åय×ुĐम को सàपीɬयता कहते हɇ । 
11. Üवाइसन Ǔनæपि×त: Ĥ×याèथ सीमा मɅ अनĤुèथ ͪवकृǓत एव ंअनदैुÚय[ ͪवकृǓत के अनपुात को 

Üवाइसन Ǔनçपि×त कहते हɇ । 
12. अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय. अपǾपण िèथǓत मɅ परèपर लàबवत ्काय[ करने वाले तनन ĤǓतबल 

एव ंसंकुचन ĤǓतबल पǐरमाण मɅ बराबर एव ंèपशȸय ĤǓतबल के तुãय होता है । 
13. अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय : अपǾपण िèथǓत मɅ तनन एव ंसकुंचन ĤǓतबलɉ के कारण उ×पÛन 

ͪवकृǓतयाँ पǐरमाण मɅ बराबर एव ंअपǾपण ͪवकृǓत के आधे के तुãय होता है । 
14. Ĥ×याèथ गणुाकंɉ मɅ Ǔनàन सàबÛध हɇ- 

(1) 
3(1 2 )

YK





  (2) 
2(1 2 )

Y





 

(3)  
1 31

3K Y
    (4)  

3 2
6 2

K
K








 

15. Üवाइसन Ǔनçपि×त का ͧसƨाÛत मान -1 से 0.5 के मÚय होता है 
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13.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. तनन ĤǓतबल, संकुचन ĤǓतबल, अͧभलàब ĤǓतबल तथा èपशȸय ĤǓतबल मɅ अÛतर èपçट कȧिजए।   
2. अनदैुÚय[ ͪवकृǓत, आयतन ͪवकृǓत एव ंअपǾपण ͪवकृǓत को पǐरभाͪषत कȧिजये । 
3. Ĥ×याèथ सीमा Èया है । पराभव ǒबÛद,ु ͪवÍछेदन ǒबÛद ुएव ंĤ×याèथ थकान से आप Èया समझत े

हɇ ।   
4. Üवाइसन Ǔनçपि×त से आप Èया समझते हɇ? इसके सीमाÛत मान का Ǔनधा[रण कȧिजये । 
5. सàपीɬयता का अथ[ समझाइए । 
6. Ĥ×याèथ शैͬथãयता एव ंĤ×याèथ ͪवĮािÛत काल का अथ[ बताइये । 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
7. हु क का Ǔनयम Èया है? यगं Ĥ×याèथता गणुाकं, आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं एव ंअपǾपण गणुांक 

कȧ पǐरभाषा दȣिजये। 
8. अपǾपण ĤǓतबल Ĥमेय का कथन कȧिजए । 
9. अपǾपण ͪवकृǓत Ĥमेय का कथन कȧिजए । 
10. यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y, आयतन Ĥ×याèथता गणुाकं K तथा Üवाइसन Ǔनçपि×त   मɅ सàबÛध 

èथाͪपत कȧिजए। 
11. यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y, Ǻढ़ता गणुांक ग तथा Üवाइसन Ǔनçपि×त   मɅ सàबÛध èथाͪपत 

कȧिजए ।  
12. Ǔनàन Ĥ×याèथता गणुाकंɉ के मÚय सàबÛध èथाͪपत कȧिजये 

(1) K, , तथा       (2) Y, K तथा    
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
13. एक 2 ͩकĒा. ĤǓत वग[ मीटर ĤǓतबल एक ऐसे तार पर लगाया जाता है िजसका यगं Ĥ×याèथता 

गणुांक 21010 /10Y N m  है । लàबाई मɅ ĤǓतशत वृͪ ƨ £ात करो ।    
(उ×तर: 0.0196%)   

14. Ǔनàन आकड़ɉ से चाँदȣ का Üवाइसन अनपुात £ात करो- 
2107.25 /10Y N m   , 21011 /10K N m     (उ×तर: 0.39)  

15. एक 2 सेमी. भुजा के Ħास के घन पर एक तल यÊुमɉ पर 104 ͩकĒा. का तनन तथा लàबवत ्
Ǒदशा मɅ िèथत तल यÊुमɉ पर 104 ͩकĒा. का सàपीडन बल लगाया जाता है । यǑद पदाथ[ के ͧ लए 

21010 /10Y N m   तथा  =0.4 हो तो घन कȧ पǐरणामी भजुाओं कȧ लàबाई तथा अपǾपण 
ͪवकृǓत £ात कȧिजये । 

(उ×तर: 1.93 से.मी., 2.0068 सेमी., 200 से.मी. तथा 6.86 x10-3 रेͫडयन) 
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इकाई- 14 
दÖड एव ंबेलन 

(Beam and Cylinder) 
इकाई कȧ ǽपरेखा 

14.0 उƧेæय 
14.1 Ĥèतावना 
14.2 दÖड बकंन 
14.3 बकंन आघणू[ 
14.4 केÛटȣलȣवर 

14.4.1 एक ͧसरे पर भाǐरत 
14.4.2 मÚय मɅ भाǐरत   
14.4.3 गड[र कȧ आकृǓत 
14.4.4 Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ 

14.5 बेलन का ͪवमोटन 
14.5.1 ऐंठन एव ंअपǽपण 
14.5.2 बेलन (ठोस) का ͪवमोटन 
14.5.3 पोले (खोखले) बेलन का ͪवमोटन 
14.5.4 शाÝट 

14.6 साराशं 
14.7 शÞदावलȣ 
14.8 संदभ[ ĒÛथ 
14.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
14.10 अßयासाथ[ Ĥæन 

14.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप 

 दÖड(beam) कȧ अवधारणा समझ सकɅ गे और दÖड कȧ उपादेयता से पǐरͬचत हो सकɅ गे ͩक 
कैसी अनĤुèथ आकृǓत वाला दÖड अͬधक लोड सहन करने कȧ ¢मता रखता है; 

 जान सकɅ गे ͩ क दÖड पर लोड पड़ने पर उसमɅ होने वाला झकुाव (अवनमन) ͩकन ͩकन तØयɉ 
से Ĥभाͪवत होता है; 

 केÖटȣलȣवर के बारे मɅ पǐरͬचत हो जायɅगे 
 बेलन मɅ मरोड़ एव ंइसके अपǽपण के बारे मɅ जान सकɅ गे 
 यह जान पायɅगे ͩक अͬधक लàबाई के पतले बेलन को मरोड़ना आसान Èयɉ होता है;   
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 यह अनभुूǓत कर सकɅ गे ͩ क मशीनɉ मɅ ĤयÈुत होने वालȣ पोलȣ शाÝट, ठोस कȧ अपे¢ा अͬधक 
मजबतू Èयɉ होती है। 

14.1 Ĥèतावना (Introduction)  
आप इकाई 13 मɅ पदाथ[ के Ĥ×याèथ गणु के बारे मɅ पढ़ चुके हɇ । इस इकाई मɅ आप पदाथ[ 

के Ĥ×याèथ गणु कȧ दैǓनक उपादेयता के बारे मɅ पढ़ेगे । Ĥ×याèथ गणु का सबसे अͬधक दैǓनक उपयोग 
ͧसͪवल एव ंमैकेǓनकल इÛजीǓनयǐरगं मɅ ͩ कया जाता है । भवन Ǔनमा[ण मɅ ͩ कफायती एव ंउÍच गणुवता 
के ͪपलर एव ंबीमɉ (pillers & beams) कȧ ͫडजायǓनगं करने मɅ ĤयÈुत छडɉ के Ĥ×याèथ गणु का 
हȣ उपयोग होता है । मशीनरȣ वÈस[ मɅ भी Ĥ×याèथ गणु का उपयोग ͩकया जाता है । 

इस इकाई के अÛतग[त आप अनÍुछेद 14.2 मɅ दÖड (beams) एव ंबकंन कȧ अवधारणा एव ं
अनÍुछेद 14.3 मɅ बकंन आघणू[ का अÚययन करɅगे । अनÍुछेद 14.4 मɅ केÖटȣलȣवर और इसकȧ ͪवͧभÛन 
पǐरिèथǓतयɉ के अलावा यह अÚययन करɅगे ͩक लोहे के गड[र I (आई) आकृǓत के बनाये जाते हɇ, तो 
इससे Èया फायदा होता है । इकाई के अिÛतम अनÍुछेद 14.5 मɅ बेलन और इसके ͪवमोटन के बारे 
मɅ पढ़Ʌगे और यह जान पायɅगे ͩक मशीनɉ मɅ खोखलȣ शाÝट Èयɉ उपयोगी है?   

14.2 दÖड बंकन (Bending of beam) 
इस अनÍुछेद मɅ दÖड कȧ सरंचना एव ंइसके दोनɉ ͧ सरɉ पर (या मÚय मɅ) बल लगाने से होने 

वाले Ïयाͧमतीय पǐरवत[न एव ंहोने वाले Ĥभाव का अÚययन करɅगɅ । 
एक समान अनĤुèथ काट कȧ छड़, िजसकȧ मोटाई या चौड़ाई (या åयास) कȧ तुलना मɅ लàबाई 

अͬधक हो दÖड कहलाती है । यǑद दÖड (अͬधक लàबाई कȧ छड़) का अनĤुèथ पǐरÍछेद आयताकार 
ÏयाͧमǓत का है तो उसे आयताकार पǐरÍछेद वाला दÖड कहत ेहɇ और यǑद दÖड का अनĤुèथ पǐरÍछेद 
व×ृताकार हो तो उसे व×ृताकार पǐरÍछेद वाला दÖड कहते हɇ। 

आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड को बहु त पतलȣ पतलȣ ¢ैǓतज परतɉ (layers) के ǽप मɅ तथा 
वतृाकार पǐरÍछेद वाले दÖड को बहु त सी समा¢ बेलनाकार कोशɉ (परतɉ) से बना हुआ माना जा सकता 
है । 

अब Ĥ×येक परत को अभीçट दÖड कȧ लàबाई के समाÛतर अनेक रेशɉ (fibres) से ͧमलकर 
बना हुआ मान सकत ेहɇ । इन रेशɉ को अनदैुÚय[ तÛतु (longitudinal filaments) कहत ेहɇ । देͨखये 
ͬचğ (14.1) 

 
ͬचğ  14.1 

दÖड कȧ ÏयाͧमǓत और दÖड के ͧसरɉ पर लàबाई के लàबवत ्बल आरोͪपत करने पर उसकȧ 
आकृǓत मɅ होने वाले Ĥभाव (पǐरवत[न) के अÚययन के ͧ लये सबसे पहले यहां हम कुछ पǐरभाषाओं को 
समझɅगे - 
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उदासीन पçृठ (Neutral Surface)- जब ͩकसी दÖड 
को एक ͧसरे पर कस कर उसे इसके दसूरे ͧसरे पर भाǐरत ͩकया 
जाता है तो दÖड कȧ बंͩ कत अवèथा मɅ इसकȧ लàबाई के समाÛतर 

वाले तÛत ुवĐ आकृǓत मɅ मुड़ जात ेहɇ । इनमɅ उ×तल पçृठ कȧ ओर िèथत पçृठɉ के अनदैुÚय[ तÛतुओं 
कȧ लàबाई मɅ तो वृͪ ƨ हो जाती है तथा अवतल पçृठ कȧ ओर िèथत पçृठɉ के तÛतओंु कȧ लàबाई मɅ 
कमी हो जाती है । 

इस Ĥकार अभीçट दÖड के पçृठɉ के मÚय एक पçृठ ऐसा भी होता है िजसकȧ लàबाई मɅ न 
ͪवèतार होता है और न हȣ सकुंचन । इस Ĥकार कȧ परत को उदासीन पçृठ कहते है । 

ͬचğ (14.2) मɅ उदासीन पçृठ को NN' ɮवारा दशा[या गया है । 
बकंन तल (Plane of bending) - उदासीन पçृठ के लàबवत तल को बकंन तल कहत े

हɇ । बकंन तल मɅ हȣ दÖड बंͩ कत होता है । जसैा ͩ क ͬ चğ 14.3 मɅ Ǒदखाया गया है ͩ क दÖड का अपनी 
लàबाई के समाÛतर एक समͧमǓत तल होता है जो Ĥ×येक 
अनĤुèथ पǐरÍछेद के ͧलये समͧमत अ¢ (axis of 
symmetry) है । 

यǑद दÖड का बकंन समान (Uniform) है तो सभी 
अनदैुÚय[ तÛतु, समͧमǓत तल के समाÛतर तलɉ मɅ व×ृताकार 
चापɉ के ǽप मɅ मुड़ जाते हɇ और इस िèथǓत मɅ अनदैुÚय[ तÛतुओं 
के वĐता केÛġ बकंन तल के लàबवत एक रेखा पर िèथत होत े
हɇ । यह रेखा बकंन अ¢ कहलाती है । ͬचğ (14.3) मɅ OO' 
बकंन अ¢ Ĥदͧश[त करती है । 

उदासीन अ¢ (Neutral axis) - बकंन तल तथा उदासीन पçृठ (परèपर लàबवत होते हɇ) 
कȧ ĤǓतÍछेदȣ रेखा (line of intersection) को उदासीन अ¢ कहते हɇ । ͬचğ (14.3) मɅ रेखा NN' 
हȣ उदासीन अ¢ है ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. दÖड कȧ पǐरभाषा ͧलͨखए ।   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... ........ .  
2. उदासीन पृ çठ तथा बंकन पृ çठ को पǐरभाͪषत कȧिजए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
3. उदासीन अ¢ Èया है?   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
4. बंकन अ¢ कȧ पǐरभाषा ͧलͨखए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
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14.3 बंकन आघूण[ (Bending Moment)  
यǑद एक ¢ैǓतज दÖड के एक ͧसरे को कसकर इसके दसूरे ͧसरे पर भार लटकाया जाये तो 

लटकाये गये भार के कारण दÖड मɅ झुकाव आ जाता है । 
यǑद यह बंͩ कत दÖड, Ĥ×याèथ सीमा के अÛतग[त लटकाये गये भार के Ĥभाव से सÛतलुन 

कȧ अवèथा मɅ है तो बंͩ कत दÖड मɅ (NN' उदासीन अ¢ है तथा उदासीन पçृठ से उ×तल पçृठ कȧ ओर 
िèथत परतɉ के तÛतुओं कȧ लàबाई बढ़ जाती है जबͩक अवतल पçृठ कȧ ओर िèथत परतɉ के तÛतुओं 
कȧ लàबाई घट जाती है । पदाथ[ के Ĥ×याèथ गणु के कारण बंͩकत दÖड के तÛतुओं को पवू[ अवèथा 

मɅ लाने के ͧलये ͪवपरȣत ĤǓतͩĐया बल उ×पÛन हो जाता है । फलत: 
दÖड के तÛतुओं  'पर तनाव व सàपीडन उ×पÛन करने वाले 
आÛतǐरक बल काय[ करने लगते है ।   

ये आÛतǐरक बल, दÖड के अनĤुèथ पǐरÍछेद के लàबवत 
होते हɇ तथा उदासीन परत के ऊपर वालȣ परतɉ पर लगे बलɉ कȧ 
Ǒदशा नीचे कȧ परतɉ पर लगने वाले बलɉ कȧ Ǒदशा के ͪ वपरȣत होती 
है । देͨखए ͬचğ 14.4 । 

इस Ĥकार बंͩ कत दÖड कȧ साàय िèथǓत मɅ उदासीन अ¢ के लàबवत रेखा के पǐरत: दÖड 
मɅ काय[रत परèपर समाÛतर व ͪवपरȣत आÛतǐरक बल. एक बलयÊुम (Couple) बनाते है । इस बलयÊुम 
को बकंन बलयÊुम (bending couple) तथा बलयÊुम के आघणू[ को हȣ बकंन आघणू[ कहते हɇ । 

बकंन आघणू[ कȧ Ǒदशा, बकंन उ×पÛन करने वाले बाहय बल आघणू[ कȧ Ǒदशा के ͪ वपरȣत होती 
है । 

साàय अवèथा मɅ बकंन आघणू[ का मान बाहय बल आघणू[ के बराबर होता है । 
बकंन आघणू[ के ͧलये åयजंक (Expression for Bending Moment) 
ͬचğ 14.5 मɅ एक समǽप दÖड का एक छोटा भाग दशा[या गया है । इस दÖड के बकंन से 

AC भाग बढ़ कर A' C’ तथा BD भाग संकुͬचत होकर B' D' हो जाता है । रेखा MN  उदासीन 
पçृठ को दशा[ती है िजसकȧ लàबाई मɅ कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोता है । अत : MN = M’N’ 

 
इस भाग को मोड़ने पर एक व×ृताकार चाप बनता है जो ͩक केÛġ O पर   कोण बनाता है । 
माना बंͩ कत उदासीन पçृठ M' N' कȧ वĐता ǒğÏया R है । रेखा MN से z कȧ दरूȣ पर िèथत तÛत ु
बकंन के पæचात G' H' हो जाता है तब तÛत ु

  G’H’ =(R + z)   
जबͩक बकंन से पवू[, तÛतु      GH = MH =R   
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 तÛतु कȧ लàबाई मɅ वृͪ ƨ  = G’H” – GH = (R + z)  - R  = z  

अनदैुÚय[ ͪवकृǓत  =  लàबाई मɅ पǐरवत[न/

 Ĥारिàभक लàबाई
 

z z
R R



         …..(14.1) 

माना (ͬचğ 14.6 मɅ दशा[ए अनसुार) pqrs दÖड का एक अनĤुèथ पǐरÍछेद िजसकȧ चौड़ाई 
pq, तथा मोटाई qr, Đमश: b तथा d हɇ । 

यह पǐरÍछेद दÖड कȧ लàबाई एव ंबकंन तल के लàबवत ्है । रेखा mn उदासीन पçृठ पर 
हɇ तथा उदासीन अ¢ के लàबवत ्है । इसके ऊपर तथा Ǔनचले भागɉ Đमश: pqnm तथा rsmn पर 
काय[रत बल पǐरÍछेद के लàबवत ्परÛतु ͪवपरȣत Ǒदशाओं मɅ काय[ करते हɇ । 

माना ͩक एक सूêम ¢ेğफल a  उदासीन पçृठ से z दरूȣ पर िèथत है । इस ¢ेğफल से गजुरने 
वाले अभीçट अनदैुÚय[ तÛतु मɅ अनदैुÚय[ ͪवकृǓत उ×पÛन होती है । 

चूँͩक दÖड के पदाथ[ का यगं Ĥ×याèथता गणुांक 
Y = अͧभलàब ĤǓतबल  

अनुदैÚय[ ͪवकृǓत 
 

अͧभलàब ĤǓतबल  =  Y x अनदैुÚय[ ͪवकृǓत  = 
zY
R

   ..... (14.2) 

अत: a  ¢ेğफल पर अͧभलàब बल  =  Y az
R
    

अत: mn रेखा के पǐरत: इस बल का आघणू[  =  Y az
R
 xz =

2

 Y az
R
  

 
ͬचğ 14.6 

परÛतु दोनɉ भागɉ  pqnm तथा rsmn पर काय[ करने वाले आंतǐरक लàबवत ्बलɉ के आघणूɟ कȧ 
Ǒदशा एक हȣ है अत: उदासीन परत मɅ िèथत तथा उदासीन अ¢ के लàबवत ्रेखा mn के पǐरत: pqrs 

पर लगने वाले सभी आÛतǐरक बलɉ का आघणू[   2 2. .Y Ya z a z
R R
     

g
Y I
R

  

जहां  2
gI az  रेखा mn के सापे¢ दÖड के अनĤुèथ पǐरÍछेद का Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ 

(geometrical moment of the cross-section of the beam) कहलाती है । 
चू ंͩक दÖड के सàपणू[ अनĤुèथ पǐरÍछेद पर काय[ करने वाले समèत आÛतǐरक बलɉ का मत 

के पǐरत: आघणूɟ का योग हȣ दÖड का Ĥ×यानयन बल यÊुम अथवा बकंन आघणू[ है, अत: 

 बकंन आघणू[                 .... (14.5)                      g
Y I
R


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èपçट है ͩक दÖड को बंͩ कत करने के ͧलये आवæयक बकंन आघणू[ का मान (i) पदाथ[ कȧ ĤकृǓत  
(Ĥ×याèथता गणुाकं) तथा (ii) दÖड के अनĤुèथ पǐरÍछेद कȧ आकृǓत के अǓतǐरÈत (iii) बकंन कȧ वĐता 
ǒğÏया पर Ǔनभ[र करता है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
5. बंकन आघूण[ का Èया अथ[ है, समझाइए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
6. तÛतु कȧ अनुदैÚय[ ͪवकृ Ǔत ͩकन ͩकन कारकɉ पर Ǔनभ[र करती है ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ....... .. .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
7. ÏयाͧमǓतय जड़×व आघूण[ का सूğ ͧलͨखए । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
8. आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड का ÏयाͧमǓतय जड़×व आघूण[ का सूğ ͧलͨखए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ............ .. ......... ......... 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   

14.4 कɅ Ûटȣलȣवर (Cantilever)  
एक ऐसा ¢ैǓतज दÖड (beam) िजसके एक ͧसरे को कसकर इसके दसूरे èवतंğ ͧसरे को भाǐरत 

(loaded) ͩकया गया हो; कɅ Ûटȣलȣवर कहलाता है । 

14.4.1 एक ͧसरे पर भाǐरत कɅ Ûटȣलȣवर (Cantilever loaded at one end) - 

माना एक ¢ैǓतज दÖड AB, िजसकȧ लàबाई l  है एक ͧ सरे  A से Ǻढ आधार पर कसा हुआ 
है । माना दÖड कȧ लàबाई के अनǑुदश X-अ¢ तथा दÖड के लàबवत उÚवा[धर नीचे कȧ ओर Y-अ¢ 
है । माना दÖड के èवतंğ ͧसरे B पर भार w लटकाने पर बकंन के कारण B कȧ िèथǓत B' हो जाती 
है । माना दÖड के कसे हु ये ͧसरे A से x  दरूȣ पर दÖड के उदासीन अ¢ पर िèथत कोई ǒबÛद ुP 
बकंन के पæचात P’ पर चला जाता है अथा[त ्P' के Ǔनदȶशाकं ( x ,y) हɇ । 

ͬचğ 14.7 मɅ भार W का p' के सापे¢ 
बल आघणू[ = ( )W l x                      ..... (14.6)  

चू ंͩक झकुȧ हु ई दÖड सÛतलुन अवèथा मɅ है अत: यह बाéम बल 

आघणू[, बकंन आघणू[ gYI
R

के बराबर होगा । जहां Y दÖड के पदाथ[ 

का यगं Ĥ×याèथता गणुांक, gI दÖड के अनĤुèथ काट का Ïयाͧमतीय 

जड़×व आघणू[ तथा AP’ चाप कȧ वĐता ǒğÏया R' है ।   

अत: ( )gYI
W l x

R
         ..... (14.7) 
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परÛतु वĐता ǒğÏया  

3
2 2

2

2

1 dy
dx

R
d y
dx

    
                    .... (14.8) 

चू ंͩक यहȣ ंy का मान बहु त कम होता है अत: x  के सापे¢ y के पǐरवत[न कȧ दर के वग[ 
2dy

dx
 
 
 

 को 1 कȧ तुलना मɅ नगÖय मान सकते है,  

अत:    2

2

1R
d y

dx

  

समी. 14.9 से समी.14.7 मɅ R का मान रखने पर  
2

2 ( )g
d yYI W l x
dx

   

 
2

2 ( )
g

Wd y l x
dx YI

   

समीकरण 14.10 का समाकलन करने पर  
2

12g

dy W xlx C
dx YI

 
   

 
 

जहाँ 1C  समाकलन िèथरांक है । 

चूँͩक  0x   पर 0dy
dx

   1 0C   

अत:   
2

2g

dy W xlx
dx YI

 
  

 
 

समी. 14.11 का पनु: समाकलन करने पर 
2 2

22 6g

x xWy l C
YI

 
   

 
 

जहाँ 2C   एक अÛय समाकलन िèथरांक है । 
चू ंͩक  0x   पर  0y    अत:   2 0C   

अत:   
2 2

2 6g

x xWy l
YI

 
  

 
       ..... (14.12)  

दÖड के èवतंğ ͧ सरे B पर W भार के कारण अवनमन (depresion) अͬधकतम (माना यह 

 ) है । तब x l , y    रखने पर समी. 4.12 से 
3 3 3

3 2 6g

Wl l l
YI


 

  
 

   अथवा    
3

3 g

Wl
YI

   
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यǑद दÖड को M ġåयमान से भाǐरत ͩकया गया हो, तो 
3

3 g

Mgl
YI

                   ..... (14.13) 

आयताकार पǐरÍछेद के दÖड के ͧलये 
3

12g
bdl  रखने पर अवनमन         ..... (14.14)   

3

3

4Wl
Ybd

   

तथा बेलनाकार दÖड के ͧलये 
2

4g
rl 

  रखने पर अवनमन 
3

4

4Wl
Ybd

                                    ..... (14.15) 

14.4.2 मÚय मɅ भाǐरत दÖड (Beam loaded in the middle)- 

माना एक दÖड AB समͧमत ǽप से, ¢ैǓतज तल l  दरूȣ पर िèथत दो ¢ुरधारɉ 1K  तथा 

2K  पर Ǒटका है । दÖड के मÚय ǒबÛद ु 1K  पर भार 2K  लटकाया गया है । दÖड ͬचğ 14.8 कȧ 

भांǓत (bent) बंͩ कत हो जाता है तथा ǒबÛद ुO पर अͬधकतम अवनमन (depression) होता है । 

èपçटत: सÛतलुन के ͧलये Ĥ×येक ¢ुरधार पर ऊपर कȧ ओर 
2
w

 के बराबर ĤǓतͩĐया बल होगा । 

 
ͬचğ 14.8.     ͬचğ 14.9 

दÖड का मÚय भाग लगभग ¢ैǓतज है, अत: दÖड को OA तथा OB दो उãटे रखे कैÛटȣलȣवरɉ 
(inverted cantilevers) से बना मान सकते हɇ िजसमɅ से Ĥ×येक कैÛटȣलȣवर कȧ लàबाई 1/2 होगी, 
O Èलैàप ͩकया हुआ ͧसरा और दसूरा ͧसरा w/2 भार से ऊपर कȧ ओर भाǐरत होगा । अत: ¢ुरधारɉ 
के नीचे O का अवनमन, इस Ĥकार के कैÛटȣलȣवर का Ǔनàनतम िèथǓत O से उ×थापन (elevation) 
के बराबर होगा ।  

माना उãटे कैÛटȣलȣवर OB के एक अनĤुèथ पǐरÍछेद P कȧ O से दरूȣ x है तो ͬ चğ (14.9) 

के अनसुार ͪव¢ेपक बल आघणू[  .
2
w PB  

1
2 2
w x   
 

                           ..... (14.16) 
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सÛतलुन अवèथा मɅ यह, बकंन आघणू[ से सÛतुͧलत हो जाता है, अथा[त ्
1

2 2
gYIw x

R
    
 

 

यǑद P का X-अ¢ से उ×थापन y है, तो 2

2

1R
d y

dx

  रखने पर    

 
अथवा      .....(14.17)  

 

समाकलन करने पर  
2

12 2 2g

w lx xdy C
dx YI

 
   

 
 

जब   0x  , 0dy
dx

 1 0C   

अत :  
2

2 2 2g

w lx xdy
dx YI

 
  

 
,               ..... (14.18) 

पनु: समाकलन करने पर    
2 2

24 62 g

lx xwy C
YI

 
   

 
 

 जब 0x  , y =0, 2 0C     
2 2

4 62 g

lx xwy
YI

 
  

 
                          ... (14.19) 

èवतंğ ͧसरे  
1
2

x   पर  y   (माना) त 

3 3

16 482 g

l lw
YI


 

  
 

 

3

48 g

wl
YI

   

14.4.3 गड[र कȧ आकृǓत (I कȧ शÈल) (Shape of Girder – I shape) 

समी.14.20 से èपçट है ͩ क गड[र (Girder) मɅ झुकाव   कम करने के ͧ लये उसकȧ लàबाई 

l  कम एव चौड़ाई b मोटाई d तथा पदाथ[ का यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y अͬधक होना चाǑहये । 
जब कोई गड[र अपने ͧसरɉ पर Ǒटका होता है तो उदासीन पçृठ के ऊपर के अनदैुÚय[ तÛत ु

संकुͬचत तथा नीचे के तÛतु ͪवèताǐरत होते हɇ । गड[र के तÛतुओं मɅ सकुंचन तथा ͪवèतार तÛतओंु 
कȧ उदासीन पçृठ से दरूȣ के अनĐुमानपुाती होता है अथा[त गड[र के ऊपरȣ तथा नीचे के पçृठɉ पर 
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अͬधकतम होता है तथा उदासीन पçृठ कȧ ओर कम होता जाता है । फलत: गड[र के ऊपरȣ तथा नीचे 
के फलकɉ पर ĤǓतबल अͬधकतम होता है और उदासीन पçृठ कȧ ओर कम होता जाता है तथा उदासीन 
पçृठ पर शूÛय होता है । अत: गड[र के ऊपरȣ तथा Ǔनचले भाग उसके मÚय भाग के सापे¢ मजबतू 
होने चाǑहये । अत: गड[र का मÚय भाग, ऊपरȣ तथा नीचे के पçृठɉ कȧ अपे¢ा कम मोटा बनाया जा 
सकता है । अत: गड[र I कȧ शÈल के बनाये जात ेहɇ िजससे उनके ऊपरȣ तथा Ǔनचले फलकɉ कȧ चौड़ाई, 
मÚय भाग कȧ अपे¢ा बहु त अͬधक होती है । इस Ĥकार गड[र कȧ सामØय[ मɅ कमी ͩकये ǒबना, पदाथ[ 
कȧ पया[Üत बचत हो जाती है । इसी कारण सामØय[ मɅ कमी ͩकये ǒबना अपे¢ाकृत कम मेटेǐरयल के 
उपयोग से गड[र I कȧ शÈल के बनाये जाते हɇ । 

14.4.4 Ïयाͧमतीय जड×व आघणू[ (Geometrical moment of inertia) 

ͩकसी दÖड के ͧ लये बकंन आघणू[ का मान दÖड के अनĤुèथ पǐरÍछेद कȧ ÏयाͧमǓत पर Ǔनभ[र 
करता है । अभीçट दÖड मɅ यǑद उदासीन अ¢ से z दरूȣ पर dz मोटाई वाले अवयव का ¢ेğफल अãपांश 

a हो उदासीन अ¢ के सापे¢ Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ 
 2

gl z a   

उदाहरणाथ[ - (1) आयताकार अनĤुèथ पǐरÍछेद वाले l  लàबाई के दÖड कȧ चौड़ाई  b तथा 
मोटाई (गहराई) d है तो ͬचğ 14.10 के अनसुार dz मोटाई वाले ¢ेğफल अãपांश का मान a  = 
(bdz)होगा । अत: उदासीन अ¢ के सापे¢ Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ 

  

32 2
2

22

( )
3

d d

g
dd

zl z bdz b


 
   

 
  

    
3

12
bd

         ... (14.21) 
2

( )
12
dbd  

= अनĤुèथ पǐरÍछेद का ¢े.फ. 
2

12
d

    

= 2AK  
 जहाँ K उदासीन अ¢ के सापे¢ दÖड कȧ घणू[न ǒğÏया (radius of gyration) कहलाती है । इसी 
Ĥकार व×ृताकार अनĤुèथ पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧलये Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ 

4

4g
rl 


    

    ..... (14.22 
2

2 2( )
4
rr AK     

जहाँ K घणू[न ǒğÏया है ।  
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बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
9. केÖटȣलȣवर Èया है?    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
10. मÚय मɅ भाǐरत दÖड से Èया अͧभĤाय है ।  
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………  
उदाहरण 14.1- एक 0.3 ͧममी मोटȣ और 10 सेमी चौड़ी एक धातु कȧ प×ती को 50 सेमी वĐता ǒğÏया 
मɅ बंͩ कत ͩकया जाता है । धातु का यगं Ĥ×याèथता गणुांक 15x1010 Ûयटून /मी.2 है तो £ात कȧिजए   

(i) बकंन आघणू[ तथा (ii) उ×तल सतह पर ĤǓतबल तथा ͪवकृǓत । 

हल: (i) बकंन आघणू[  gYI
R

  

जहां आयताकार पǐरÍछेद के दÖड का ÏयाͧमǓतय जड़×व आघणू[   
3

12g
bdl   

यहा ं Y  = 15x1010 Ûयटून /मी.2; 
चौड़ाई  b  = 0.10 मीटर 
मोटाई  d =  0.3x10-3 मीटर, 
वĐता ǒğÏया  R = 0.5 मीटर 

बकंन आघणू[ = 
10 4 3

215 10 (0.10)(3 10 ) 6.75 10
0.5 12


  

 


, Ûयटून मीटर 

(ii) ͪवकृǓत = 
4

41 3 10 3 10
2 1.0

z d
R R




       

तथा ĤǓतबल  = Y x ͪवकृǓत = 15 x 1010 x 3 x10-4 =45 x 106 Ûयटून / मी.2 
उदाहरण 14.2 - एक ͧममी ǒğÏया का एक तार को 40 सेमी वĐता ǒğÏया के चाप के ǽप मɅ मोड़ 
Ǒदया गया है । बकंन आघणू[ तथा अͬधकतम ĤǓतबल £ात कȧिजये । 

धातु के ͧलये  = Y = 20 x 1010 Ûयटून / मी.2 

हल: बकंन आघणू[  gYI
R

   जहा ं 
4

4g
rl 

  

बकंन आघणू[  
10 420 10

0.4 4
r

   4310 0.39  Ûयटून मीटर 

अͬधकतम ĤǓतबल = Y x अͬधकतम ͪवकृǓत 
    = Y x r/R  
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10 320 10 10
0.4

 
 750 10  Ûयटून / मी.2  

उदाहरण 14.3 - एक Ǔनयत प͠ीनमुा केÛटȣलȣवर का मुÈत ͧसरा ͩकसी Ǔनिæचत भार के कारण 10 
ͧममी झुक जाता है । उतने हȣ भार से उस केÛटȣलȣवर के मुÈत ͧसरे पर अवनमन £ात कȧिजए िजसकȧ 
लàबाई 2 गनुी, चौड़ाई 2 गनुी तथा मोटाई 3 गनुी है । 
हल: आयताकार पǐरÍछेद वाले केÛटȣलȣवर के मÈुत ͧसरे पर अवनमन 

3

3

4wl
Ybd

   

अत: समान भार से दो ͧभÛन केÖटȣलȣवर के मुÈत ͧसरɉ पर उ×पÛन अवनमन का अनपुात   
3 3

1 1 2 2
3 3

2 1 1 2

l b d
b d l




 
  

 
 

यहाँ 2 1 22 , ,l l b  2 3 ,rd d 10mm   
3 3

1 1 2
2 1 3 3

2 2 1

b d l
b d l

   

3 3
1 1 1

3
1 1 1

(2 )(10 )
2 (3 )
b d lmm
b d l

 
   

 
 

3
3

1 1(10 ) 2
2 3

mm     
 

 

4 10 1.48
27

mm    

14.5 बेलन का ͪवमोटन (Twisting of cylinder) 
ͩकसी l  लàबाई व r ǒğÏया कȧ एक बेलनाकार छड़ या तार के एक ͧसरे को Ǻढ़ आधार से 

कस (Èलैàप) कर इसके मÈुत ͧसरे पर, लàबाई के लàबवत èपशȸ बलयÊुम लगाया जाता है तो इसे 
बेलन का ͪ वमोटन कहते हɇ । बेलन के ͪवमोटन कȧ ĤͩĐया मɅ छड़ या तार का Ĥ×येक अनĤुèथ पǐरÍछेद, 
एक Ǔनिæचत कोण से घमू (ऐंठ) जाता है । 

14.5.1 बेलन का ऐंठन तथा अपǾपण (Twisting and Shearing of cylinder) 

बेलन के ͪवमोटन मɅ तार (या बेलन) के अनĤुèथ पǐरÍछेद ɮवारा घमेू हु ए कोण को ऐंठन 
कोण (angle of twist) कहत ेहɇ । ऐंठन कोण को  से åयÈत ͩकया जाता है । साथ हȣ बेलन के 
ͪवमोटन मɅ बेलन कȧ बेलनाकार पçृठ मɅ अपǽपण भी उ×पÛन होता है । 

ͬचğ 14.12 मɅ दशा[ये अनसुार l  लàबाई और r ǒğÏया वाले बेलन को ͪवमोǑटत करने पर, 
मुÈत ͧसरे पर उ×पÛन ऐंठन कोण   तथा पçृठ का अपǽपण कोण   है । 

Úयान रहे ͩक बेलन के मÈुत ͧसरे पर उ×पÛन ऐंठन कोण   का मान बेलन के कसे हु ए 
ͧसरे से ͪवचारधीन ǒबÛद ुकȧ दरूȣ के अनĐुमानपुाती होता है अथा[त ्  
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  l  

जबͩक बेलनाकार पçृठ पर उ×पÛन अपǽपण का मान बेलन कȧ ǒğÏया r अनĐुमानपुाती होता 
है अथा[त ्

 r  
èपçट है ͩ क कसे हु ए ͧ सरे पर ऐंठन कोण शूÛय और बेलन कȧ अ¢ पर अपǽपण कोण शÛूय 

होता है । 

 
ͬचğ 14.12 

ͬचğ 14.12 कȧ ÏयाͧमǓत से èपçट है ͩक 
'BB r l    

अत:  l
r
    
 

 तथा r
l
    
 

 

या  
r


 =
l


= Ǔनयत 

Ǔनçकष[त: बेलन कȧ बाéयतम परत पर अपǽपण कोण अͬधकतम व मुÈत ͧसरे पर ऐंठन कोण होता 
हɇ 

14.5.2 बेलन (ठोस) का ͪवमोटन (Twisting of Solid Cylinder) 

अब, हम एक ͧसरे पर कसे हु ए बेलन के मुÈत ͧसरे को ͪवमोǑटत करने के ͧलये आवæयक 
बलयÊुम कȧ गणना करɅगे। 

बेलन कȧ Ĥ×येक परत पर काय[ करने वाले ऐंठन बलयÊुम कȧ गणना करने के ͧलये बेलन 
को समअ¢ीय बेलनाकार खोलɉ (Coaxial Hollow Cylinder) से ͧमलकर बना हुआ मान सकते 
हɇ । 

सव[Ĥथम एक ऐसी समअ¢ीय बेलनाकार खोल कȧ कãपना करते हɇ िजसकȧ ǒğÏया x  तथा 
मोटाई d x  है । (अथा[त x  तथा x+d x  ǒğÏयाओं के मÚय बनी खोल) । ऐंठन के कारण इस खोल 
मɅ अपǽपण कोण  तथा मुÈत ͧसरे पर ऐंठन कोण   उ×पÛन हो जाता है । (देͨखये ͬचğ 14.13)। 

 èपçट है ͩक 'BB l x    
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 अपǽपण कोण  
x
l
         ....(14.24) 

यǑद बेलनाकार खोल का आधार बनाने वालȣ व×ृताकार पǐरÍछेद पर èपशȸ ĤǓतबल T(èपशȸ 
बल तथा ¢ेğफल का अनपुात) काय[ कर रहा हो तथा पदाथ[ का अपǽपण (Ǻढ़ता) गणुांक  हो तो 
अपǽपण èपशȸ ĤǓतबल 

Ǻढता गणुांक =
 अपǽपण èपशȸ ĤǓतबल 

अपǽपण ͪवकृǓत
 

 = 
T T

x l


  

èपशȸ ĤǓतबल  
xT
l

 
  

 
ͬचğ 14.13 

यहाँ बेलनाकार खोल के आधार का ¢ेğफल 

  2 2 2x dx x xdx      

अत: बेलनाकार खोल के आधार पर काय[ करने वाला èपशȸ बल (tangential force) 
= èपशȸ ĤǓतबल Ĥ ¢ेğफल 

 =  2xT xdx
l

     

इसͧलये बेलन कȧ अ¢ के सापे¢ बल का आघणू[ 
322x xdx x x dx

l l
      
 

 ..... (14.25) 

समी.14.25 कȧ सहायता से अƨ[ åयास x  कȧ मानी गयी बेलनाकार खोल को  कोण से 
ͪवमोǑटत करने के ͧलये आवæयक बलयÊुम का मान £ात कर सकते हɇ । 

अत: r ǒğÏया के बेलन को ऐंठने के ͧलये आवæयक बलयÊुम का मान समीकरण को x=0 
और x=r सीमाओं के मÚय समाकͧलत करके ĤाÜत ͩकया जा सकता है- 

 कुल ऐंठन बल यÊुम 
3

3

0

2
2

r rx dx C
l l
          .... (14.26) 


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èपçट है ͩक Ǒदये हु ए पदाथ[ के ͧलये बेलन मɅ एकांक रेͫडयन ऐंठन के ͧलये बलयÊुम 
4

2
r
l

 
 
 

Ǔनिæचत होता है और इसे पदाथ[ कȧ मरोड़ी Ǻढता (torsional rigidity) कहते हɇ । िजसे C से दशा[या 
जाता है । 

अत: ठोस बेलने को ͪवमोǑटत करने पर ĤǓत एकांक रेͫडयन ऐंठन के ͧलये बलयÊुम 
4

2
rC
l

 
  
 

का मान बेलन के पदाथ[ के Ǻढ़ता गणुांक के अǓतǐरÈत बेलन कȧ मोटाई तथा इसकȧ 

लàबाई पर भी करता है । 

14.5.3 पोले (खोखले) बेलन का ͪवमोटन (Twisting of hollow cylinder) 

एक l लàबाई तथा आÛतǐरक व बाहय ǒğÏया Đमश: 1r  तथा 2r  वाले पोले (खोखले) बेलन 
को एक ͧ सरे पर कस कर उसके मुÈत ͧ सरे को ͪ वमोǑटत करने मɅ आवæयक बलयÊुम कȧ गणना करने 
के ͧ लये पोले बेलन को समा¢ीय पǐरवतȸ ǒğÏया x वाले बेलनाकार खोलɉ  1 2r x r   से बना हुआ 

मान सकते हɇ । 
अब हम एक ऐसी बेलनाकार खोल कȧ कãपना करते हɇ िजसकȧ ǒğÏया xतथा मोटाई  d

x हो जहां x  का मान 1r  तथा 2r  के मÚय िèथत है । यǑद ऐंठन के कारण x  ǒğÏया वालȣ 
बेलनाकार परत पर अपǽपण कोण और बेलन के मुÈत ͧसरे पर ऐंठन कोण  है तो ऐंठन कोण 
व अपǽपण कोण के मÚय सàबधं समी. 14.24 से आप जानते हɇ ͩक   

अपǽपण कोण  
x
l
   

यǑद बेलनाकार खोल का आधार बनाने वालȣ व×ृताकार पǐरÍछेद पर èपशȸ ĤǓतबल T (èपशȸ 
बल तथा ¢ेğफल का अनपुात) काय[ कर रहा हो तथा पदाथ[ का अपǽपण (Ǻढ़ता) गणुांक   हो तो 
अपǽपण èपशȸ ĤǓतबल 

Ǻढता गणुांक =
 अपǽपण èपशȸ ĤǓतबल/ 

अपǽपण ͪवकृǓत
 

 = 
T T

x l


  

∴ èपशȸ ĤǓतबल   
xT
l

 
  

बेलनाकार खोल के आधार का ¢ेğफल 

  2 2 2x dx x xdx      

अत: बेलनाकार खोल के आधार पर- काय[ करने वाला èपशȸ बल (tangential force) 
=èपशȸ ĤǓतबल   ¢ेğफल  

2x xdx
l

     


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इसͧलये बेलन कȧ अ¢ के सापे¢ इस बल का आघणू[ 

2x xdx x
l

     
 

 

32 x dx
l


  

यहां बेलन खोखला है िजसकȧ आÛतǐरक एव ंबाहरȣ ǒğÏयाऐं Đमश: 1r  तथा 2r   

हɇ तो 1x r  तथा 2x r  के मÚय समीकरण को समाकͧलत करने पर, खोखले बेलन के ͧलये, 

कुल ऐंठन बलयÊुम  
2

1

3 4 4
2 1

2
2

r

r

x dx r r
l l
 

         ….. (14.27)  

यहां मरोड़ी Ǻढ़ता (एकांक ऐंठन के ͧलये बलयÊुम) का मान  4 4
2 12

C r r
l


  हɇ ।   

14.5.4 शाÝट (Shaft) 

शाÝट का उपयोग मशीनɉ मɅ ͩ कया जाता है । शाÝट के ǽप मɅ ठोस बेलन या पोलȣ बेलनाकार 
छड़ मɅ से ͩकसका उपयोग Ïयादा अÍछा रहता है इस तØय का पता लगाने के ͧलये इन पर एकांक 
ऐंठन उ×पÛन करने के ͧलये आवæयक बल आघणूɟ कȧ तुलना करत ेहɇ । 

यǑद समान लàबाई एव ंसमान ġåयमान वाले एक हȣ पदाथ[ के दो बेलन (एक ठोस तथा दसूरा 
पोला) पर ͪवचार करɅ तो 

ठोस बेलन मɅ एकांक ऐंठन कोण उ×पÛन करने के ͧलये आवæयक बल आघणू[ 
4

2
rC
l

 
  
 

      ... (14.28) 

तथा खोखले बेलन मɅ एकाकं ऐंठन कोण उ×पÛन करने के ͧलये आवæयक बल आघणू[ 

 4 4
2 12

C r r
l


 

     ..... (14.29) 
  2 2 2 24 4

2 1 2 12 1
4 4

r r r rr rC
C r r

 
   

लेͩकन दोनɉ के ġåयमान समान हɇ, अत: 
   2 2 2

2 1r r lp r l        ..... (14.30)  

 या  2 2 2
2 1r r r   

या   2 2 2
2 1r r r      

  

   2 2 2 2 2
2 1 2 1

2 4

' r r r r rC
C r r

  
   

2 2 2
1 1

2 2

2 21r r r
r r


    

  C’ > C         .... (14.30) 
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अत: एक हȣ पदाथ[ तथा समान ġåयमान ओर समान लàबाई के दो बेलन (एक ठोस तथा 
दसूरा पीला) Ǒदये हु ए हɇ तो बराबर ऐंठन कोण उ×पÛन करने के ͧलये, पोले बेलन मɅ ठोस बेलन कȧ 
अपे¢ाकृत अͬधक बल आघणू[ लगाना पड़ेगा । 

इसͧलये एक पोलȣ शाÝट, समान ऐंठन के ͧलये अͬधक बलयÊुम संचार कर सकती है । यहȣ 
कारण है ͩक ठोस शाÝट कȧ अपे¢ाकृत पोलȣ शाÝट हȣ Ĥयोग कȧ जाती है । 
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
11. बेलन के कसे हु ए ͧसरे पर ऐंठन कोण का मान ͩकतना होता हɇ ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
12. बेलन कȧ अ¢ पर अपǾपण कोण अͬधकतम  होता हɇ  - कथन  स×य हɇ या  
 अस×य  I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... .. ....... ......... .......... ...... .............. ......... ......... 
13. मोटे तार को ऐंठन आसान नहȣं होता हɇ I Èयɉ ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
14. शाÝट पोलȣ Èयɉ लȣ जाती हɇ I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........    
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
उदाहरण 14.4 एक 100 सेमी लàबाई और एक ͧममी ǒğÏया के तार को एक ͧसरे के सापे¢ दसूरे 
ͧसरे पर 180 से ऐंठा जाता है । अपǾपण कोण  का मह×तम मान £ात कȧिजए । यहȣ तार के पदाथ[ 
का Ǻढता गणुाकं 8x1010 Ûयटून / मी.2 हɇ तो ऐंठन बल यÊुम भी £ात कȧिजए I 

Ǻढता गणुांक  =
 अपǾपण ĤǓतबल/

 अपǾपण ͪवकृǓत 
 

   अपǾपण ĤǓतबल  =    
èपçट है ͩक अपǾपण ͪवकृǓत अͬधकतम होने पर हȣ अपǾपण ĤǓतबल का मान अͬधकतम 

होगा I साथ हȣ आप यह भी जानते हɇ ͩक अपǾपण ͪवकृǓत का अͬधकतम मान बेलन के पçृठ  x r

पर होता हɇ अत: 
3 0

0
max

1 10 18 0.18
1.0

r
l


 
    

तथा ऐंठन बलयÊुम 
4

2
rC
l

    

  
 410 33.14 8 10 1 10 18

2 1 180


   



 

  = 0.038 Ûयटून मीटर    



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उदाहरण 14.5 एक 50 सेमी लàबाई और 1 ͧममी ǒğÏया के तार को एक ͧसरे के सापे¢ दसूरे ͧसरे 
पर 450 से ऐंठा जाता हɇ I तार के पçृठ पर अपǾपण कोण £ात कȧिजए I 
हल :  तार ͩक लàबाई  l  = 0.5 मी.,    ǒğÏया r = 1x10-3 मीटर 

ऐंठन कोण  045    अपǾपण कोण   = ?   

यहाँ तार के पçृठ पर अपǾपण कोण  max
r
l
   

3 0
01 10 45 0.09

0.5

 
   

उदाहरण 14.6 दो बेलनाकार छड़ɉ कȧ लàबाई l और 2 l  है तथा ǒğÏयाऐं Đमश: 2r व r हɇ । इÛहɅ 
समा¢ ǽप से जोड़ Ǒदया जाता है। इस åयवèथा के एक ͧसरे को िèथर रखकर दसूरे ͧसरे पर 1100 
से ऐंठा जाता है तो मोटȣ छड़ कȧ ऐंठन £ात कȧिजए । 
हल: दोनɉ छड़ɉ पर बलयÊुम समान है अत: 

 

 
 

4 42 ( )
2 2 2

r r
l l

     
   

से  
0110

33 33
    

14.6 सारांश (Summary)   
 दÖड: एक समान अनĤुèथ काट कȧ छड़, िजसकȧ लàबाई इसकȧ चौड़ाई या मोटाई कȧ तुलना 

मɅ अͬधक होती है, को दÖड कहते हɇ । दÖड को अनेक अनदैुÚय[ तÛतुओं से ͧ मलकर बना हुआ 
मानते हɇ ।   

 उदासीन पçृठ: बंͩ कत दÖड के अÛदर एक ऐसा परत िजसकȧ लàबाई मɅ ͪवèतार या सकुंचन 
नहȣ होता है, उसे उदासीन पçृठ कहते हɇ । 

 बकंन तल: िजस तल मɅ दÖड का बकंन होता है, उसे बकंन तल कहते हɇ । 
 बकंन अ¢ : दÖड के अनदैुÚय[ तÛतुओं के वĐता केÛġ, बकंन तल के लàबवत एक रेखा पर 

िèथत होते हɇ, िजसे बकंन अ¢ कहते हɇ । 
 उदासीन अ¢: बकंन तल तथा उदासीन पçृठ कȧ ͪवÍछेदन रेखा उदासीन अ¢ कहलाती है ।  
 बकंन आघणू[: दÖड कȧ बंͩ कत साàय िèथǓत मɅ, उदासीन अ¢ के लàबवत रेखा के सापे¢, 

Ĥ×याèथता के कारण उ×पÛन आÛतǐरक बलɉ के आघणूɟ को बकंन आघणू[ कहत ेहै । बकंन 
आघणू[ का मान, बंͩ कत दÖड मɅ लगे बाहय बल आघणू[ के तुãय होता है । 

 बंͩ कत दÖड मɅ- (i) अनदैुÚय[ ͪवकृत ;z
R  जहां z उदासीन अ¢ से अनदैुÚय[ तÛत ुकȧ 

लàबवत  दरूȣ है । तथा R उदासीन परत कȧ वĐता ǒğÏया है] तथा (ii) बकंन आघणू[ gYl
R

  

यहाँ gl  उदासीन परत के सापे¢ अनĤुèथ पǐरÍछेद का Ïयाͧमतीय जड़×व आघणू[ तथा gYl  

पदाथ[ कȧ नमन Ǻढ़ता कहलाती है । आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧ लये  
3

12g
bdl   
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 केÛटȣलȣवर:  ¢ैǓतज दÖड को एक ͧसरे पर कसकर दसूरे èवतंğ ͧसरे को भाǐरत करने पर 
बना हुआ Ǔनकाय केÛटȣलȣवर कहलाता है । केÛटȣलȣवर के èवतंğ ͧसरे पर उ×पÛन अवनमन 

3

3 g

wl
Yl

   होता है ।  

 व×ृताकार पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧलये 
4

4g
rl 

  

 पोले व×ृताकार पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧलये   
 4 4

2 1

4g

r r
l

 
   

 मÚय मɅ भाǐरत दÖड: समͧमǓत ǽप से मÚय मɅ भाǐरत दÖड मɅ भार w लटकाने पर उ×पÛन  

अवनमन 
3

48 g

wl
Yl

   तथा 

(i) आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड मɅ  
3

34
wl
Ybd

   या 
3

34
wlY
bd 

  

(ii) व×ृताकार पǐरÍछेद वाले दÖड मɅ   
3

412
wlY

r 
  

(iii) गड[र आई आकार के होते हɇ । 
 बेलन का ͪवमोटन करने पर 

(i) इसके बेलनाकार पçृठ पर अपǾपण होता है जबͩक इसके मÈुत ͧसरे पर ऐंठन होता है।   
(ii) अपǾपण कोण का मान, बेलन कȧ ǒğÏया के अनĐुमानपुाती तथा ऐंठन कोण का मान, 

बेलन कȧ लàबाई के अनĐुमानपुाती होता है ।   

 अथा[त ् l r    या  
r r
 
   

जहां ऐंठन कोण तथा अपǾपण कोण है । 
 ठोस बेलन को ͪवमोǑटत करने पर बल आधणू[  c   

जहा ं
4

'
2

rC
l


  एकांक ऐंठन हेतु बल आघणू[ है ।  

 पोले बेलन को ͪवमोǑटत करने पर बल आघणू[ ' 'c   

 जहां 
 4 4

2 1'
4

r r
C 


  एकांक ऐंठन हेतु बल आघणू[ है । 

 शाÝट: ठोस बेलन कȧ तलुना मɅ पोलȣ शाÝट अͬधक सामØय[ का सचंरण करती है ।  

14.7 शÞदावलȣ (Glossary)  
अपǾपण कोण Angle of shear 
उदासीन पçृठ Neutral surface 
ऐंठन कोण Angle of twist 
केÖटȣलȣवर Cantilever 
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दÖड Beam 
बकंन तल Plane of bending 
बकंन आघणू[ Bending moment, 
बेलन Cylinder 
शाÝट Shaft 

14.8 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
1. D.S. Mathur Mechanics S. Chand & Co., New Delhi 
2. Berkley Mechanics New York 
3. Ghose Mechanics Shiv Lal & Co., Agra 
4. B.K Agrawal & P.C Agrawal Mechanics Sahitya Bhawan, Agra 
5. जगदȣश चÛġ उपाÚयाय नवीन यांǒğकȧ रामĤसाद एÖड सÛस, आगरा 
6. के. के. सरकार-आर. एन. शमा[ यांǒğकȧ साǑह×य भवन, आगरा  

14.9 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions)  

1. चौड़ाई व मोटाई कȧ तलुना अͬधक लàबाई वालȣ एक समान अनĤुèथ काट कȧ छड़ को दÖड 
कहते हɇ ।   

2. बंͩ कत दÖड के अÛदर एक ऐसा परत िजस कȧ लàबाई मɅ ͪवèतार या संकुचन नहȣ ंहोता है, 
उसे उदासीन पçृठ कहत ेहɇ । 

3. बकंन तल तथा उदासीन पçृठ कȧ ͪवÍछेदन रेखा उदासीन अ¢ कहलाती है । 
4. दÖड के अनदैुÚय[ तÛतुओं के वĐता केÛġ, बकंन तल के लàबवत एक रेखा पर िèथत होत े

है, िजसे दकन अ¢ कहते हɇ । 
5. दÖड कȧ बंͩ कत साàय िèथǓत मɅ, उदासीन अ¢ के लàबवत रेखा के सापे¢, Ĥ×याèथता के 

कारण उ×पÛन आÛतǐरक बलɉ के आघणूȾ को बकंन आघणू[ कहते है । बकंन आघणू[ का मान, 
बंͩ कत दÖड मɅ लगे बाहय बल आघणू[ के तुãय होता है । 

6. दÖड मɅ तÛतु कȧ अनदैुÚय[ ͪवकृǓत, उदासीन तल कȧ वĐता ǒğÏया के åय×ुĐमानपुाती तथा 
उदासीन तल से अभीçट तल कȧ दरूȣ z के समानपुाती होती है । 

7. ÏयाͧमǓतय जड़×व आघणू[ 
2

gl z a     
इसका माğक मीटर होता है । 

8. आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड का ÏयाͧमǓतय जड़×व आघणू[ 
3

12g
bdl   

b चौड़ाई तथा d मोटाई है । 
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9. ¢ैǓतज दÖड को एक ͧ सरे पर कसकर दसूरे èवतंğ ͧ सरे को भाǐरत करने पर बना हुआ Ǔनकाय 

केÛटȣलȣवर कहलाता है । केÛटȣलȣवर के èवतंğ ͧसरे पर उ×पÛन अवनमन 
3

3 g

wl
Yl

  होता 

है । व×ृताकार पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧलये 
4

4g
rl 

  तथा पोले व×ृताकार पǐरÍछेद वाले दÖड 

के ͧलये  
 4 4

2 1

4g

r r
l

 
  

10. मÚय मɅ भाǐरत दÖड को दो उãटे केÖटȣलȣवर के तुãय माना जा सकता है । ऐसी åयवèथा 

मɅ मÚय मɅ उ×पÛन अवनमन 
3

34
Mgl
bd Y

    

11. बेलन के कसे हु ए ͧसरे पर ऐंठन कोण शÛूय होता है । 
12. बेलन कȧ अ¢ पर अपǾपण कोण शÛूय (Ûयनूतम) होता है, अत: Ǒदया हुआ कथन अस×य 

है ।  

13. तार मɅ एकांक ऐंठन उ×पÛन करने के ͧलये आवæयक बलयÊुम 
4

2
rC
l


 इस Ĥकार मोटे 

तार के ͧ लये बहु त अͬधक माğा मɅ बलयÊुम कȧ आवæयकता होगी इसͧलये मोटे तार को ऐंठन 
आसान नहȣं है । 

14. पोलȣ शाÝट अͬधक बलयÊुम संचǐरत कर सकती है । 

14.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises)  
अǓत लघ×ुतरा×मक Ĥæन (Very short answers questions) 
1. बेलन और बेलनाकार दÖड मɅ अÛतर èपçट कȧिजए । 
2. आयताकार पǐरÍछेद के दÖड के सÛदभ[ मɅ पǐरभाͪषत कȧिजए । 

(1) उदासीन अ¢ (2) बकंन तल (3) बकंन अ¢ (4) बकंन आघणू[ 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
3. बकंन आघणू[ का åयजंक ĤाÜत कȧिजए । 
4. Ïयाͧमतीय जड़×व-आघणू[ का Èया अथ[ है । आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड के ͧलए Ïयाͧमतीय 

जड़×व-आघणू[ का åयजंक ĤाÜत कȧिजए । 
5. केÖटȣलȣवर Èया है? मÚय मɅ भाǐरत दÖड के ͧलए अवनमन åयजंक ĤाÜत कȧिजए । 
6. ऐंठन कोण तथा अपǾपण कोण से आप Èया समझते हɇ? 
7. एकांक ऐंठन के ͧलए आवæयक बल आघणू[ का åयजंक ĤाÜत कȧिजए । 
8. समान लàबाई तथा समान ġåयमान वाले ठोस बेलन कȧ तलुना मɅ पोला बेलन शाÝट के ͧलए 

अͬधक उपयोगी है, Èयɉ? 
आंͩकक Ĥæन (Numerical questions) 
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9. एक Ĥयोग मɅ छड़ का åयास 1.26 x 10-2 मीटर; ¢ुरधारɉ के मÚय दरूȣ 0.7 मीटर एव ंछड़ के 

मÚय ǒबÛद ुपर भार 0.9 ͩकĒा. है । यǑद अवनमन 0.025 x 10-2 मीटर है तो छड़ के पदाथ[ 
का यगं Ĥ×याèथता गणुाकं £ात कȧिजए । 

(उ×तर: 20.38 x 1010 Ûयटून / मी.2)  
10. यǑद आयताकार पǐरÍछेद वालȣ छड़ कȧ काट x  तथा y भजुाओं का आयत हो तो दशा[इये ͩक 

x  एव ं  y को बारȣ-बारȣ से ऊÚव[ रखने पर बने केÖटȣलȣवर मɅ यǑद ͩ कसी Ǔनिæचत भार के 
कारण मÈुत ͧसरɉ पर अͬधकतम अवनमन Đमश:  ,तथा  , हो तो  

11. 
2

2
x

y

y
x




  

12. यǑद r ǒğÏया तथा l  लàबाई वाले एक धातु के बेलन को ͪ पघलाकर उसी लàबाई तथा 5r ǒğÏया 
वाले पोले पाइप के Ǿप मɅ दबुारा ढाला जाये तो पाइप कȧ एकांक ऐंठन बल यÊुम ͩकस अनपुात 
मɅ बढ़ जायेगा । 

(उ×तर: 49 गनुा)  
(संकेत: पाइप वहȣ है अत: ġåयमान 

  2 2 2
2 1r l r r l      

यहाँ   2 2 2
2 1r r r   

 2 5r r  
   22 2 2 2

1 15 25r r r r r     

 2 224r r  

अब  
 4 4 4 4

2 1 2 1
4

4

'

2
2

r r r rC
xC rl r

l


 

 
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इकाई-15 
Ĥ×याèथ गुणांकɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण 

(Experimental Determination of Elastic Constants) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 

15.0 उƧेæय 
15.1 Ĥèतावना 
15.2 दÖड बकंन ͪवͬध से यगं का Ĥ×याèथता गणुांक (Y) 
15.3 सल[ उपकरण से यगं Ĥ×याèथता गणुांक (Y), Ǻढ़ता गणुाकं ( ) तथा Üवाइसन 

  Ǔनçपि×त ( ) 
15.4 मरोड़ी लोलक ɮवारा Ǻढ़ता गणुांक ( ) 
15.5 मैÈसवेल Ǔनͫडल उपकरण से तर का Ǻढ़ता गणुाकं ( ) 
15.6 रबर का Üवाइसन Ǔनçपि×त ( ) 
15.7 साराशं 
15.8 शÞदावलȣ 
15.9 संदभ[ ĒÛथ 
15.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
15.11 अßयासाथ[ Ĥæन   

15.0 उƧेæय (Objectives)  
इस इकाई का अÚययन करने के बाद आप 

 दÖड बकंन एव ंबेलन के ͪवमोटन ͩĐया के अनĤुयोगɉ को भलȣ भांǓत समझ सकɅ गे; 
 यह जान सकɅ गे ͩक दÖड बकंन मɅ यगं Ĥ×याèथता गणुांक एव ंतार (बेलन) के ͪवमोटन मɅ 

Ǻढ़ता गणुाकं कȧ सकंãपना काम मɅ आती है; 
 यह समझɅगे ͩक सल[ उपकरण मɅ उपयोग ͩकये गये तार मɅ बकंन करने पर यगं Ĥ×याèथता 

गणुांक Y का Ǔनधा[रण होता है और उसी तार मɅ ͪवमोटन करने पर Ǻढ़ता गणुांक    

का मान £ात ͩकया जाता है; 
 सल[ उपकरण मɅ Y,  £ात हो जाने पर Üवाइसन Ǔनçपि×त   का मान गणुांकɉ के मÚय 

सàबधं से £ात कर सकɅ गे; 
 जान सकɅ गे ͩ क मैÈसवेल Ǔनͫडल Ĥयोग और मरोड़ी लोलक मɅ एक हȣ ͧ सƨाÛत काम मɅ आता 

है;  
 Üवाइसन Ǔनçपि×त के Ĥयोग मɅ अनदैुÚय[ ͪ वकृǓत एव ंअनĤुèथ ͪवकृǓत कȧ अनभुूǓत कर सकɅ गे। 
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15.1 Ĥèतावना (Introduction)  
इकाई 13 मɅ आप Ĥ×याèथता गणुाकंɉ कȧ अवाधारणाओं एव ंउनके मÚय सàबधंɉ को भलȣ 

भांǓत पढ़ चकेु हɇ । इकाई 14 मɅ आपने दÖड बकंन एव ंबेलन के ͪवमोटन के बारे मɅ ͪवèततृ ǽप से 
पढ़ा है िजसके अÛतग[त आप यह भलȣ भाँǓत समझ चुके हɇ ͩ क दÖड बकंन कȧ ͩ Đया मɅ पदाथ[ के यगं 
Ĥ×याèथता गणुांक कȧ सकंãपना जड़ुती है जबͩक बेलन या तार के ͪ वमोटन मɅ पदाथ[ के Ǻढ़ता गणुाकं 
सàबƨ होता है । पदाथ[ के यगं Ĥ×याèथता गणुांक एव ंǺढ़ता गणुांक £ात होने पर उसी पदाथ[ के ͧ लये 

Üवाइसन Ǔनçपि×त का Ǔनधा[रण 
2
Y




 
  
 

 ɮवारा ͩकया जा सकता है । 

इस इकाई के अनÍुछेद 15.2 मɅ दÖड बकंन ͪवͬध से यगं Ĥ×याèथता गणुांक का Ǔनधा[रण, 
अनÍुछेद 15.3 मɅ सल[ ͪवͬध ɮवारा Y,तथा   का Ǔनधा[रण पढ़Ʌगे । अनÍुछेद 15.4 तथा 15.5 
मɅ बेलन के ǽप मɅ Ǒदये गये तार कȧ ͪवमोटन ͩĐया ɮवारा Ǻढ़ता गणुाकं £ात करɅगे तथा अनÍुछेद 
15.6 मɅ Ĥायोͬगक ͪ वͬध ɮवारा Üवाइसन Ǔनçपि×त £ात करने कȧ Ĥायोͬगक ͪ वͬध का अÚययन करɅगे।   

15.2 दÖड बंकन ͪवͬध से यंग का Ĥ×याèथता गुणांक (Young’s 
modulus by bending of beam method)  

ͧसƨाÛत एव ंसूğ (Principal & formula): 
एक आयताकार पǐरÍछेद के दÖड को ¢ुरधारɉ पर समͧमत ǽप से आधाǐरत कर मÚय मɅ भाǐरत 

करके (loaded) इसे बंͩ कत ͩकया जाता है । इस बंͩ कत दÖड को दो उãटे केÛटȣलȣवरɉ से बना हुआ 
माना जा सकता है । 

इस ͪवͬध से दÖड के पदाथ[ का यगं Ĥ×याèथता गणुाकं   
3

34
MglY
bd 

                        ... (15.1) 

यहा ं   = अवनमन (èफेरोमीटर से नापते हɇ), 
Mg = लटकाया गया भार 
l ,b तथा d ¢ुरधारɉ के मÚय रखे दÖड कȧ Đमश: लàबाई, चौड़ाई तथा मोटाई है । 

उपकरण पǐरचय (Introduction to apparatus) : आयताकार काट ¢ेğ वालȣ दÖड AB को दो 
Ǻढ़ ¢ुरधारɉ 1N  तथा 2N पर रखा जाता है । यह दÖड ¢ुरधारɉ 1N  तथा 2N  पर समͧमǓत (¢ुरधारɉ 
से बाहर Ǔनकले हु ए भाग दोनɉ और बराबर) रखी जाती है और उसके ठȤक मÚय मɅ हɅगर लटकता है 
। यह हɅगर भी, दÖड के ठȤक मÚय मɅ सàपͩक[ त, ¢ुरधार पर िèथत होता है । इस हɅगर पर ͨ खसकाने 
वाले 

 
ͬचğ 15.1 
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बांट रखने कȧ åयवèथा होती है । देͨखये ͬचğ (15.1) । 

बकंन (bending) से उ×पÛन अवनमन नापने के ͧलये èफेरोमीटर समंिजत होता है । 
èफेरोमीटर के पेच का सàपक[  दशा[ने (Ĥदͧश[त) करने के ͧलये एक ͪवɮयतु पǐरपथ का उपयोग ͩकया 
जाता है । बंͩ कत िèथǓत मɅ दÖड को सैƨािÛतक ͬचğ (15.2) मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 15.2 

Ĥयोग के पद (Steps of experiment) 
आयताकार दÖड को Ǻढ़ (मेज मɅ लगे) ¢ुरधारɉ पर समͧमतीय (Symmetrically) åयविèथत 

करने के ͧलये आयताकार पटल ¢ुरधारɉ पर इस Ĥकार रखा जाना चाǑहये ͩक दोनɉ ¢ुरधारɉ के बाहर 
छड़ कȧ लàबाई बराबर रहे । तथा इनके बीचɉ बीच हɅगर लटकना चाǑहये । 

अब वǓन[यर कैलȣपस[ कȧ सहायता से छड़ कȧ चौड़ाई कई èथानɉ पर (ǒबÛदओंु) पर £ात करके 
माÚय चौड़ाई b £ात कर लेते हɇ । अभीçट आयताकार दÖड कȧ मोटाई के ͧ लये कई èथानɉ पर èĐूगेज 
कȧ सहायता से Ĥे¢ण लेत ेहɇ । Ĥे¢णɉ से दÖड कȧ औसत मोटाई d £ात कर लेते हɇ । 

त×पæचात,् उपकरण के साथ लगे èफेरोमीटर का अãपतम माप £ात करके, सव[Ĥथम (हɅगर 
पर ǒबना बांट चढ़ाये) èफेरोमीटर के पेच को इतना घमुाइये ͩक वह दÖड को èपश[ करने लगे (इस िèथǓत 
मɅ åयविèथत ͪ वɮयतु पǐरपथ मɅ ͪ व¢ेप आने लगता है) । इस अवèथा मɅ èफेरोमीटर का पाठयांक नोट 
कर लेते हɇ । अब, हɇगर पर आधा ͩकलोĒाम का बांट चढ़ात ेहɇ तो छड़ (दÖड) मɅ बकंन के कारण ͪ वɮयतु 
पǐरपथ भंग हो जाता है । इसͧलये आप èफेरोमीटर के पेच को ͩफर इतना घमुाइये ͩक उपकरण के 
साथ लगे पǐरपथ मɅ पनु: ͪव¢ेप आ जाये । यह Ĥे¢ण आधा ͩकलोĒाम भार के ͧलये है । इसे नोट 
कर लȣिजये ।  

इसी Ĥकार, आधा-आधा ͩकलोĒाम के बांट चढ़ात ेजाइये तथा इसी ͪवͬध से त×सàबिÛधत Ĥे¢ण 
नोट करत ेजाइये । इस Ĥकार भार बढ़ाते हु ये 8 या 10 Ĥे¢ण नोट कर लेत ेहɇ । अब, उपरोÈत वͨण[त 
ĤͩĐया को, हɅगर से आधा-आधा ͩकलोĒाम भार घटाते हु ए दहुराना है । Úयान यह रखना है ͩक भार 
चढ़ाने या उतारने के तरुÛत बाद Ĥे¢ण न लɅ । एक दो ͧमǓनट का इÛतजार करने के बाद èफेरोमीटर 
को समायोिजत कर Ĥे¢ण लेना है I इन Ĥे¢णɉ से औसत अवनमन  ĤाÜत कर लेते हɇ । 

Ĥे¢ण कैसे ǐरकॉड[ करɅ (How to record the observations) : 
(1) ¢ुरधारɉ 1N  तथा 2N  पर Ǒटके समͧमत दÖड के ͧ लए 1N  तथा 2N के मÚय कȧ 

लàबाई सामाÛय मीटर पमैाने कȧ सहायता से £ात कर लेते हɇ । त×पæचात ्वǓन[यर केलȣपस[ का अãपतम 
मान £ात करते हु ए इसकȧ सहायता से दÖड कȧ चौड़ाई (b) £ात करते हɇ । अब èĐूगेज कȧ अãपतम 
माप £ात करके दÖड कȧ मोटाई (d) £ात कर लेते हɇ । मापन कȧ शुƨता बढ़ाने कȧ Ǻिçट से Ĥ×येक 
राͧश से सàबिÛधत Ĥे¢णɉ को कई बार लेकर सàबिÛधत राͧश का माÚय £ात करते हɇ । 
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(2) अवनमन   का मापन: दÖड को मÚय मɅ भाǐरत करने पर उ×पÛन अवनमन   

के Ĥे¢ण के ͧलए दÖड पर लटके हु ए हɅगर पर Đͧमक Ǿप से भार बढ़ात ेहु ए; èफेरोमीटर कȧ सहायता 
से बंͩ कत दÖड मɅ उ×पÛन अवनमन  को ǐरकॉड[ करते जाते हɇ । इसके पæचात ्भार घटाते Đम मɅ 
èफेरोमीटर कȧ रȣͫडगं नोट करते जाते हɇ । इस Ĥकार Ĥ×येक Ǔनिæचत भार (Mg) के ͧलए उ×पÛन औसत 
अवनमन   का Ǔनधा[रण कर लेते हɇ । अवनमन मापन मɅ पǐरशुƨता का ͪवशेष Úयान रखा जाना 
चाǑहए । 

सामाÛयत: अवनमन के मापन हेतु 8 या 10 Ĥे¢ण लेने चाǑहए । इन Ĥे¢णɉ से ĤाÜत अवनमन 
मानɉ मɅ 8वɅ Ĥे¢ण से चौथे Ĥे¢ण को घटाकर, 7 वɅ Ĥे¢ण से तीसरे Ĥे¢ण को घटाकर, 6, वɅ Ĥे¢ण 
से दसूरे Ĥे¢ण को घटाकर तथा 5 वɅ Ĥे¢ण से पहले Ĥे¢ण कɉ घटाकर; दो ͩकलोĒाम भार के ͧलए 
अवनमन   का मान Ǔनधा[ǐरत कर लेते हɇ । इन Ĥे¢पɉ से Ǔनयत भार (2Kg) के ͧलए औसत अवनमन 
£ात कर लेते है ।  

गणना (Calculation): 
Ĥे¢णɉ मɅ ĤाÜत राͧशयɉ Đमश: लàबाई l ,चौड़ाई b, तथा मोटाई d,और Mg = 2 ͩकĒा. के 

ͧलए ĤाÜत औसत अवनमन  मानɉ को सूğ  
3

34
MglY
bd 

  

मɅ ĤǓतèथाͪपत कर गणना कर लेते हɇ । 
Úयान रखने योÊय बातɅ (Points to be noted) - 
हɇगर पर उतारने या चढ़ाने के एक दो ͧमनट बाद èफेरोमीटर समायोिजत करना है िजससे 

ͩक दÖड-भार तथा Ĥ×याèथता के मÚय साàयावèथा èथाͪपत हो जाये । पाठयांक लेत ेसमय èफेरोमीटर 
को एक हȣ Ǒदशा मɅ चलाना चाǑहये Èयɉͩक इन उपकरणɉ मɅ ͪ पÍछट ğǑुट होती है । परेू Ĥयोग मɅ दÖड 
कȧ िèथǓत बदलनी नहȣ चाǑहये अÛयथा बनने वाले केÛटȣलȣवरɉ कȧ बदलȣ हु ई िèथǓत से पǐरणामɉ मɅ 
ğǑुट आ जायेगी । 

दÖड कȧ मोटाई का मापन èĐूगेज ɮवारा यथाथ[ता से मापना चाǑहये । परेू Ĥयोग को Ĥ×याèथ 
सीमा के अÛतग[त हȣ करना चाǑहये । ¢ुर धार 1N  तथा 2N   कȧ धार अǓत तीêण होनी चाǑहए िजससे 
ͩक घष[ण Ûयनूतम हो जाये ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
1. मÚय मɅ भाǐरत दÖड मɅ अवनमन सूğ ͧलͨखए ।   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
2. आयताकार पǐरÍछेद वाले बंͩकत दÖड के अवनमन मɅ अवनमन मान दÖड कȧ आकृǓत 
 पर कैसे Ǔनभ[र करता है?   
 .............. ......... .......... ......... ......... ... ....... ...... .............. ......... .........  
3. बंकन ͪवͬध से Y £ात करने मɅ  दÖड कȧ मोटाई पɅचमापी से £ात करते हɇ Èयɉ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
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15.3 सल[ उपकरण से यंग Ĥ×याèथता गुणांक Y, Ǻढ़ता गुणांक  तथा 
Üवाइसन Ǔनçपि×त ો (Young’s Modulus Y, Modulus of 
Rigidity  and Possion ratio ો using searl’s apparatus) 
ͧसƨाÛत एव ंसूğ (Principal & formula) : 
सल[ के उपकरण कȧ सहायता से Ĥायोͬगक तार के ͧलये  

यगं Ĥ×याèथता गणुांक  2 4
2

8
'

IlY
T r


  

Ǻढ़ता गणुाकं   2 4
2

8 Il
T r


   

तथा Üवाइसन Ǔनçपि×त  
2

2
2

1

1
2
T
T

     

जहा ं I=आयताकार या व×ृताकार काट ¢ेğ वालȣ एक छड़ का (उसके केÛġ से लàबाई के लàबवत ्
अ¢ के ĤǓत) जड़×व-आघणू[ 
l = Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई, 
r = Ĥायोͬगक तार कȧ ǒğÏया 
T1 = बंͩ कत दोलन कराने पर आवत[काल, 
T2= ͪवमोǑटत कàपन कराने पर आवत[काल 
उपकरण पǐरचय (Introduction to apparatus) 
Ĥायोͬगक तार EF (िजसकȧ लàबाई l तथा ǒğÏया r है), आयताकार (या व×ृताकार) पǐरÍछेद 

वालȣ दो छड़ɉ AB तथा CD के मÚय कसा रहता है । Ĥयोग ɮवारा यगं Ĥ×याèथता गणुांक Y £ात 
करने के ͧ लये, èटैÖड पर धागे कȧ सहायता से उपकरण को ¢ैǓतज तल मɅ समंिजत करके तार मɅ बकंन 
उ×पÛन  

 
ͬचğ 15.3  ͬचğ 15.4  ͬचğ 15.5 

ͩकया जाता है । इस Ĥकार बकंन आघणू[ gYI
R

 Ĥ×याèथता के कारण उ×पÛन Ĥ×यानयन बल 

आघणू[ 
2

2

dI
dt
 

 
 

 से सÛतुͧलत हो जाता है और तार से सàबƨ छड़Ʌ दोलन करना Ĥारàभ कर देती 

हɇ । अथा[त ् 
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2

2 0gYI dI
R dt


   

ͬचğ (15.4) से èपçट है ͩक 2l
R

    1 2
R l


   

2

2

2 0g
dYI I

l dt
 

     

या  
2

2

2
. 0gYId

dt Il


   

या 
2

2
2 0d

dt


    

यहा ँ
2 gYI

Il
   

तथा बेलन के ǽप मɅ ĤयÈुत Ĥायोͬगक तार के ͧलये
4

4g
rI 

  

1
2 2

2 g

OlT
YI

 


    

अथा[त ् 2 4
1

8 IlY
T r


       (15.2)   

उपयु [Èत समीकरण से Y कȧ गणना कȧ जा सकती है । पनु: उपकरण कȧ एक छड़ को कसकर, 
दसूरȣ छड़ पर एक बलयÊुम लगाकर तार को अãपकोण के ͧ लये ͪ वमोǑटत (twist) कर दɅ तो Ĥ×याèथता 
के कारण, मुÈत छड़ CD, तार कȧ अ¢ के अनǑुदश दोलन करने लगती है । अथा[त ्

बल आघणू[  
2

2. dI C
dt


   

या  
2

2 . 0d C
dt I


   

यǑद 'C
I

  हो तो दोलन काल 2
2 2

'
T

C
I

 


   

या   2 4
2 2

/ 2
I IT
C r l

 


   

अथा[त ्ġढ़ता गणुाकं 2 4
2

8 Il
T r


          ...(15.3) 

अब समीकरण (15.2) तथा (15.3) से 
2

2
2

1

TY
T

  
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लेͩकन Üवाइसन Ǔनçपि×त 1
2
Y




  से 

2
2

2
1

1
2
T
T

  
      ....(15.4) 

Ĥयोग के पद (Steps of experiment) 
सव[Ĥथम वǓन[यर कैलȣपस[ कȧ सहायता से आयताकार काट ¢ेğ वालȣ छड़ɉ कȧ चौड़ाई B, कई 

èथानɉ पर £ात कर लेत ेहɇ । इन Ĥे¢णɉ से छड़ कȧ माÚय चौड़ाई £ात कर लɅ । यǑद छड़ बेलनाकार 
है तो वǓन[यर कैलȣपस[ कȧ सहायता से छड़ का åयास D £ात कर लेते हɇ िजसके माÚयमान से गणना 
करके छड़ कȧ ǒğÏया R’ £ात कर लेते हɇ । भौǓतक तलुा ɮवारा दोनɉ छड़ɉ को अलग अलग तौल कर, 
उनसे मÚयमान संहǓत £ात करते है । मीटर èकेल कȧ सहायता से छड़ कȧ लàबाई £ात करके माÚय 
लàबाई L £ात कर लेते हɇ । 

अब ͬचğ 15.3 के अनसुार, परेू उपकरण को समायोिजत करते हɇ । छड़ɉ के दोनɉ ͧसरɉ (जो 
आपकȧ ओर हɇ) को पास लाकर (ͬचğ 15.4) धागे कȧ सहायता से तार मɅ बकंन उ×पÛन करत ेहɇ । 
यह Úयान रखना है ͩक दोनɉ छड़ अपनी पवू[ िèथǓत से समान झुकȧ हु ई होनी चाǑहए । जब Ǔनकाय 
िèथरावèथा मɅ हो तब धागे को जला दȣिजए िजससे ͩ क छड EO अ¢ के सापे¢ दोलन करना Ĥारàभ 
कर दे । ͪवरामघडी कȧ सहायता से 30-40 दोलनɉ का समय नोट कर लेते हɇ । यह ͩĐया तीन चार 
बार दहुराते हɇ त×पæचात माÚय T1 £ात कर लेते हɇ । 

अब उपकरण को ͬ चğ (15.5) के अनसुार, एक छड़ को Ǻढ़ आधार से बाधं कर Ǻढ़ता से कस 
देते हɇ तथा दसूरȣ छड़ CD के सीमाÛत ͧसरɉ पर एक ¢ैǓतज बलयÊुम लगाकर Ĥायोͬगक तार को 
ͪवमोǑटत कर देते हɇ । Úयान रहे ͩ क ऐंठन कोण कम होना चाǑहए । Ĥ×याèथता के गणु के कारण छड़ 
CD, अ¢ EF के सापे¢ दोलन करती है । इस िèथǓत मɅ भी आवत[काल T2, £ात कर लेते हɇ । अÛत 
मɅ मीटर èकेल कȧ सहायता से Ĥायोͬगक तार EF कȧ लàबाई l तथा पɅचमापी कȧ सहायता से तार 
के अनेक èथानɉ पर दो परèपर लàबवत ्Ǒदशाओं मɅ åयास £ात कर लेते हɇ और ͩ फर मÚयमान ǒğÏया 
r £ात कर लेत ेहɇ । 

Ĥे¢ण कैसे ǐरकॉड[ करɅ (How to record the observation) 
(1) छड़ के जड़×व आघणू[ I के ͧलये दोनɉ छड़ɉ को अलग-अलग तौल कर, मÚयमान संहǓत M 

£ात कर लेते हɇ । मीटर èकेल से एक छड़ कȧ लàबाई और वǓन[यर केलȣपस[ कȧ सहायता से उसी छड़ 
कȧ चौड़ाई b (या व×ृताकार पǐरÍछेद वालȣ छड़ होने पर इसकȧ ǒğÏया R') £ात कर लेते हɇ ।   

(2) आवत[काल T1 तथा T2 के ͧलये सव[Ĥथम ¢ैǓतज तल मɅ होने वाले कàपनɉ के आवत[काल 
के ͧ लए ऐसी èटॉप वॉच का उपयोग करत ेहɇ जो 0.1 सेकÖड तक माप सकती हो । Ĥ×येक दोलन संÉया 
(20 या 30 या 40) के ͧलए कम से कम दो बार Ĥे¢ण लेने हɇ ताͩक आवत[काल (दोलन काल) T1 
का पǐरशुƨ मान £ात ͩकया जा सके । इसी Ĥकार Ĥायोͬगक तार को ͪवमोǑटत करके; मरोड़ी दोलनɉ 
का आवत[काल (दोलन काल) T2, £ात कर लेते हɇ । 
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(3) Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई I, साधारण पमैाने कȧ सहायता से और तार कȧ ǒğÏया r का मान 
èĐूगेज कȧ सहायता से £ात कर लेत ेहɇ । चूँͩक सूğ मɅ ǒğÏया कȧ चार घात Ĥभाव डालती हɇ; अत: 
ǒğÏया के Ĥे¢ण बहु त यथाथ[ता से £ात करते हɇ । 

गणना (Calculation) - 
(1) छड़ का जड़×व आघणू[ I को        

2 2

12
L BI M

 
  

 
 (यǑद छड आयताकार है) 

या  
2 2'

12 4
L RI M

 
  

 
 (यǑद छड़ व×ृताकार है)  

कȧ सहायता से M,L,B या R’ के मान रखकर £ात कर लȣिजए । 

(2) अब आप सूğ 
4

8 Il
r


 मɅ छड़ के जड़×व आघणू[ I, तार कȧ लàबाई I तथा तार कȧ 

ǒğÏया r का मान ĤǓतèथाͪपत कर इस पद का मान £ात कर लȣिजए । त×पæचात 2
14

8 IlY T
r
  

तथा 2
24

8 Il T
r
  का उपयोग करके Đमश: Y तथा  कȧ गणना कर लȣिजए । अÛत मɅ

2
2

2
1

1
2
T
T

   कȧ सहायता से Üवाइसन Ǔनçपि×त   £ात कर लȣिजए । 

Úयान रखने योÊय बातɅ (Points to be noted) - 
तार कȧ ǒğÏया को पǐरशुƨता से £ात करनी है Èयɉͩक इसकȧ चार घात होने से पǐरणाम मɅ 

शुƨता बढ़ेगी । कàपन आयाम कम रहने चाǑहये िजससे ͩक Ǔनकाय सरल आव[त गǓत करे । बकंन 
तल ¢ैǓतज मɅ रखने के ͧलये धागा अͬधक लàबाई का लेना चाǑहये ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
4. सल[ के उपकरण मɅ छड और तार दोनɉ मɅ  से ͩकसका Ĥ×याèथता गुणांक £ात करते 
 है | 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........   
5. सल[ उपकरण से Y £ात करने मɅ  तार को ऐंठा जाता है या बंͩकत ͩकया जाता है| 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  

15.4 मरोड़ी लोलक ɮवारा Ǻढ़ता गुणांक (Modulus of rigidity by 
torsonal pendulum) 
ͧसƨाÛत एव ंसूğ (Principal & formula): 
यǑद एक ͧसरे पर कसे हु ए Ĥायोͬगक तार को ͪवमोǑटत करके छोड़ने पर उस तार के मुÈत 

ͧसरे पर लटका गोला (या बेलन) अपनी अ¢ पर दोलन करे तो तार के पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुांक 

यǑद सल[ के उपकरण से 
केवल पॉईसन Ǔनçपि×त 
£ात करनी हो तो Ĥयोग 
से केवल T1

 तथा T2 
 के 

हȣ Ĥे¢क ͧलए जाते हɇ। 
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2 4

8 Il
T r
   

यहा ं I= Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई, 
r= Ĥायोͬगक तार कȧ ǒğÏया 
T= लोलक का आवत[काल, 
I= गोले या बेलन का उसकȧ अ¢ के ĤǓत जड़×व आघणू[ 

गोले कȧ िèथǓत मɅ 22
5

I MR  

तथा बेलन होने कȧ िèथǓत मɅ 21
2

I MR  

जहा ं M= ġåयमान 
तथा R= त×सàबंͬ धत ǒğÏया है । 
उपकरण पǐरचय (Introduction to apparatus) : 
यǑद ͩ कसी पतले और लàबे तार का एक ͧसरा Ǻढ़ता से कस दɅ एव ंदसूरे ͧ सरे पर £ात जड़×व 

आघणू[ वालȣ वèतु (गोला या बेलन) लटका दɅ तो Ǔनकाय कȧ यह अवèथा, मरोड़ी दोलक कहलाती है 
। यǑद मरोड़ी लोलक मɅ लटके भारȣ गोले (या बेलन) को ¢ैǓतज बल यÊुम लगाकर तार मɅ अãप ऐंठन 
उ×पÛन कर दɅ तो लोलक Ĥ×याèथता के गणु के कारण मरोड़ी दोलन Ĥारàभ कर देता है । 

यǑद तार मɅ एकाकं रेͫडयन ऐंठन उ×पÛन करने के ͧ लये बलयÊुम C हो तथा ͩ कसी ¢ण तार 
मɅ ऐंठन कोण  हो तो 

2

0 2

dI C
dt


   

 
ͬचğ 15.6 

या कोणीय ×वरण   
2

2 .d C
dt I


   

यह समीकरण, सरल आवत[ गǓत åयÈत करता है िजसका आवत[काल   

2 IT
C

  

èपçट है ͩक मरोड़ी लोलक का आवत[काल T दोलनी ͪपÖड के जड़×व आघणू[ I एव ंएकाकं 
रेͫडयन ऐंठन उ×पÛन करने के ͧलये आवæयक बल आघणू[ C के मान पर Ǔनभ[र करता है । 
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यहा ँ
4

2
rC
l


   है 

अत: 42

2

IT
r
l




  

या 2 4

8 Il
T r
        ....(15.5) 

यहाँ संकेतɉ के सामाÛय अथ[ हɇ । 
Ĥयोग के पद (Steps of experiment) 
Ĥायोͬगक तार के ͧसरे से लटके गोले या बेलन को तार कȧ अ¢ के सापे¢ अãप ͪवमोǑटत 

कर छोड़ Ǒदया जाये तो Ĥ×याèथता के गणु के कारण वह दोलन करने लगता है । ͪवराम घड़ी कȧ सहायता 
से 20,25,30 और 40 दोलनɉ का समय £ात करके त×सàबंͬ धत आवत[काल £ात कर लेत ेहɇ । इनसे 
आवत[काल T £ात कȧिजए । 

èĐूगेज कȧ सहायता से तार कȧ ǒğÏया के ͧलये तार के अनेक èथानɉ पर Ĥे¢ण लेते हɇ । 
तार के अनेक ǒबÛदओंु पर परèपर लàबवत Ǒदशाओं मɅ ͧलये Ĥे¢णɉ से तार कȧ माÚय ǒğÏया £ात 
कर लȣिजए । मीटर पमैाने पर तार कȧ लàबाई £ात कर लेत ेहɇ । वǓन[यर कैलȣपस[ से गोले (या बेलन) 
कȧ ǒğÏया £ात कर लेत ेहɇ । अÛत मɅ भौǓतक तलुा से गोले (या बेलन) का ġåयमान M £ात कर 
लेते हɇ । 

Ĥे¢ण कैसे ǐरकॉड[ करɅ (How to record observation) 
(1) मरोड़ी दोलनɉ का आवत[काल £ात करने के ͧलए ऐसी èटॉप वॉच का उपयोग करत े

हɇ जो 0.1 सेकÖड तक नाप सकती हो । Ĥ×येक दोलन संÉया (20 या 30 या 40) के ͧलए कम से 
कम दो बार Ĥे¢ण लेनी चाǑहए ताͩक आवत[काल का यथाथ[ मापन हो सके । 

(2) Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई l, साधारण पमैाने से तथा तार कȧ ǒğÏया के ͧलए पेचमापी 
ɮवारा तार के कई èथानɉ पर Ĥे¢ण लेने चाǑहए । 

(3) गोला या बेलन का जड़×व आघणू[ I Ǔनधा[ǐरत करने के ͧलए भौǓतक तुला ɮवारा 
ġåयमान तथा वǓन[यर कैलȣपस[ ɮवारा ǒğÏया R का मान £ात करना चाǑहए । 

गणना (Calculation): 
(i) गोले या बेलन का जड़×व आघणू[ (Ïयाͧमती अ¢ के सापे¢) 

22
5

I MR  (गोले के ͧलये), 

21
2

I MR  (बेलन के ͧलये)  

(ii) Ǒदये गये Ĥायोͬगक तार का Ǻढ़ता गणुांक 

2 4

8 Il
T r
   
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(सूğ मɅ l, I, T तथा r के मान (Ĥे¢ण ताͧलकाओ) ĤǓतèथाͪपत करके Ǻढ़ता गणुांक का मान £ात 
कर लȣिजए)  

Úयान रखने योÊय बातɅ (Pointed to be noted) 
Ĥायोͬगक तार ǒबना गांठ वाला, लàबा व कम ǒğÏया का होना चाǑहए िजससे ͩ क आवत[काल 

का Ǔनधा[रण ͩकया जा सके। दोलन पणू[त: घणूȸ दोलन (rotational oscillations) होने चाǑहए । 
तार मɅ ऐंठन अãप कȧ जानी चाǑहए िजससे ͩक Ǔनकाय सरल आवत[ गǓत करे । तार कȧ ǒğÏया r 
का मापन यथाथ[ता से करना चाǑहए । इसके कारण पǐरणाम काफȧ हद तक Ĥभाͪवत होते हɇ ।   

15.5 मैÈसवेल Ǔनͫडल उपकरण से तार का Ǻढ़ता गुणांक (Modulus of 
rigidity of wire by using Maxwell’s needle)  
ͧसƨाÛत एव ंसूğ (Principle & formula) : 
मैÈसवेल कȧ सुई उपकरण कȧ सहायता से तार के ǽप मɅ Ǒदये गये पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुाकं  

 
 
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
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



    ….(15.6)   

यहा ँ I = Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई, 
 r= तार कȧ ǒğÏया 
       L = पीतल कȧ खोखलȣ बेलनाकार नलȣ कȧ लàबाई 
       MH = Ĥ×येक ठोस बेलन का ġåयमान, 
 MH = Ĥ×येक खोखले बेलन का ġåयमान 
 T1 = आवत[काल जबͩक ठोस बेलन खोखलȣ नलȣ के मÚय मɅ (भीतर) åयविèथत 

ͩकये गये हɇ। 
       T2 = आवत[काल जबͩक खोखले बेलन, खोखलȣ बेलनाकार नलȣ के मÚय मɅ 

åयविèथत हɇ । 
उपकरण पǐरचय (Introduction to apparatus): 
मैÈसवेल कȧ सुई उपकरण, मरोड़ी लोलक (torsional pendulum) का एक संशोͬधत ǽप 

है िजसमɅ गǓतकȧय ͪवͬध ɮवारा तार के पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुांक यथाथ[ता से £ात ͩकया जा सकता 
है । 

इसमɅ पीतल कȧ एक लàबी खोखलȣ बेलनाकार नलȣ होती है जो ͩक Ĥायोͬगक तार ɮवारा ¢ैǓतज 
िèथǓत मɅ लटकȧ रहती है । तार का ऊपरȣ ͧसरा Èलैàप C मɅ कला रहता है तथा दसूरा ͧसरा पीतल 
के तार B पर लगे समतल दप[ण के साथ åयविèथत रहता है । नलȣ के भीतर चार छोटे छोटे (एक 
साइज के) पीतल के बेलन (Ĥ×येक कȧ लàबाई खोखलȣ नलȣ कȧ लàबाई का एक चौथाई) ͩफट ͩकये 
जाते हɇ। इनमɅ दो बेलन H,H खोखले तथा दो बेलन B,B ठोस होते हɇ । लàबी खोखलȣ बेलनाकार 
नलȣ, एक छोटे पीतल के ĥेम मɅ ͩफट कȧ हु ई होती है ।   
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ͬचğ 15.7  ͬचğ 15.8 

Ĥयोग करने मɅ नलȣ को ¢ैǓतज तल मɅ थोड़ा सा घमुाकर तार मɅ ͪवमोटन कर देते हɇ । तार 
कȧ Ĥ×याèथता के गणु के कारण Ǔनकाय दोलन करना Ĥारàभ कर देता है । 

मरोड़ी लोलक के ͧसƨाÛतानसुार (सभी 15.5) Ǻढ़ता गणुाकं 

2 4
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       से 2
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


  

अब यǑद ͬचğ 15.7 मɅ दशा[ई गयी åयवèथानसुार तार (अ¢) के सापे¢ जड़×व आघणू[ I, तथा मरोड़ी 
दोलन काल T1 हो तो  

1
2 1
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r

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        .....(15.7)  

तथा ͬचğ 15.8 कȧ åयवèथानसुार जड़×व आघणू[ I2, व मरोड़ी दोलन काल T2 होने पर 

2
2 2

4

8 I lT
r




                 ...(15.8) 

अत:    2 2
2 1 2 14
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या 
   2 12 2 4

2 1

8 Il I I
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
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
            …(15.9) 

अब जड़×व आघणू[ कȧ समाÛतर अ¢ Ĥमेय का उपयोग करने पर 
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.....(15.10) 

 
अत: समीकरण (15.9) तथा (15.10) से Ǻढ़ता गणुांक 
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Ĥयोग के पद (Steps of Experiment) 
सव[Ĥथम मैÈसवलै सुई (खोखलȣ बेलनाकार नलȣ) मɅ चारɉ छोटे बेलनɉ को इस Ĥकार रखत े

हɇ ͩक दोनɉ ठोस बेलन अÛदर तथा खोखले बेलन बाहर कȧ ओर रहɅ (ͬचğ 15.7) । तार कȧ अ¢ के 
सापे¢ ¢ैǓतज बलयÊुम ɮवारा अãप ऐंठन उ×पÛन करके Ǔनकाय को दोलन करात ेहɇ । इस िèथǓत मɅ 
20,30,40 दोलनɉ का समय ͪवराम घड़ी कȧ सहायता से £ात कर लेत ेहɇ । इनसे दोलनकाल £ात 
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करके माÚय दोलन काल T1 £ात करते हɇ । पनु: नलȣ मɅ उपिèथत चारɉ बेलनɉ को ͬचğ 15.8 कȧ 
भांǓत इस Ĥकार åयविèथत करो ͩक अब बीच मɅ खोखले बेलन तथा बाहरȣ ओर ठोस बेलन रखे हु ए 
हɉ। अब ऊपर बताई गयी ͪ वͬध कȧ भांǓत दोलन कराकर दोलन काल T1 £ात कर लेते हɇ । आप पायɅगे 
ͩक T2>T1 है ।  

èĐूगेज कȧ सहायता से Ĥायोͬगक तार के अनेकɉ èथानɉ पर परèपर लàबवत ्Ǒदशाओं मɅ åयास 
के ͧ लये Ĥे¢ण लȣिजए। मीटर èकेल कȧ सहायता से तार कȧ L लàबाई £ात कर लेत ेहɇ । मीटर èकेल 
से पीतल कȧ खोखलȣ नलȣ (मैÈसवेल सुई) कȧ लàबाई L £ात करके भौǓतक तुला ɮवारा ठोस तथा 
खोखले बेलनɉ के ġåयमानɉ का अÛतर (MS-MH) £ात कर लेते हɇ । 

Ĥे¢ण कैसे ǐरकॉड[ करɅ (How to record observation) - 
(1) Ĥायोͬगक तार कȧ लàबाई L साधारण मीटर पमैाने से £ात करते हɇ । तार कȧ ǒğÏया के 

मापन के ͧलए सुĒाहȣ पेचमापी का उपयोग करते हɇ । तार के कई èथानɉ पर ǒğÏया के ͧलए Ĥे¢ण 
ͧलये जाते हɇ । िजनसे तार का माÚय åयास £ात करके तार कȧ ǒğÏया £ात कȧ जाती है । 

(2) मैÈसवेल उपकरण के पाइप मɅ åयविèथत होने वाले Ĥ×येक ठोस व खोखले बेलनɉ कȧ तौल 
£ात करके ठोस बेलन का औसत ġåयमान MS तथा खोखले बेलन का औसत ġåयमान MH £ात कर 
लेते हɇ । साथ हȣ पाइप कȧ लàबाई L मीटर पमैाने से £ात कर लेते हɇ । 

(3) ठोस बेलन अÛदर कȧ ओर और खोखले बेलन बाहर कȧ ओर समͧमǓत åयविèथत कर तार 
मɅ ġåय ͪ वèथापन के मरोड़ी दोलन उ×पÛन करते हɇ । इस िèथǓत मɅ 0.1 सेकÖड अãपतम माप वालȣ 
èटॉप वॉच से दोलनɉ मɅ लगे समय का मापन करते हɇ । इन Ĥे¢पɉ से दोलन काल T1 £ात कर लेत े
हɇ । अब बेलनɉ कȧ åयवèथा बदल कर पनु: तार मɅ मरोड़ी दोलन उ×पÛन करते हɇ और दोलन काल 
T2 £ात कर लेते हɇ । 

गणना (Calculation) : 
Ǻढ़ता गणुाकं के सूğ  
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मɅ सàबंͬ धत मानɉ को ĤǓतèथाͪपत करके Ǻढ़ता गणुांक कȧ गणना कर लेते हɇ । 
Úयान रखने योÊय बातɅ (Point to be noted) 
तार लàबा और पतला होना चाǑहए िजससे ͩक दोलनकाल के मापन मɅ ğǑुट Ûयनूतम हो । 

तार मɅ कोई गांठ या मोड़ नहȣं होना चाǑहए । अãप ऐंठन के ͧलये हȣ सूğ माÛय है अत: कम ऐंठन 
कȧ जानी चाǑहए । तार कȧ ǒğÏया का मापन यथाथ[ता से करना है । इस मापन मɅ कȧ गई ğǑुट पǐरणाम 
पर अ×यͬधक Ĥभाव डालती है । Ĥयोग मɅ मैÈसवेल सईु ¢ैǓतज रहनी चाǑहए (Èयɉ ?) 

बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
6. तार मɅ  मरोड़ी दोलन का दोलन काल तार कȧ ǒğÏया पर ͩकस Ĥकार Ǔनभ[र करता 
 है? 
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 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ........ .. ...... .............. ......... ......... 
7. मोटा तार लेने पर Ĥे¢णɉ पर Èया Ĥभाव पडेगा I 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... ......... . ...... .............. ......... ......... 
8. मैÈसवेल Ǔनͫडल उपकरण मɅ ĤयुÈत तार पतला Èयɉ लेते हɇ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
9. Ǔनͫडल मɅ बेलनɉ ͩक िèथǓत बदल देने पर दोलन काल ͧभÛन Èयɉ हो जाता है| 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ............. . ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 ……………………………………………………………………………………………………………………………………
10. यथाथ[ पǐरणाम ĤाÜत करने के ͧलये आप Èया करɅ गे? 
 .............. ......... ....... ... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ..... .... ......... 

15.6 रबर के ͧलये Üवाइसन Ǔनçपि×त (Poission ratio of rubber) 
ͧसƨाÛत एव ंसूğ (Principal & formula): 
Ĥयोगशाला मɅ रबर कȧ Üवाइसन Ǔनçपि×त Ǔनàन सूğ से £ात कर सकते हɇ - 

1 11
2

dV
a dL

     
     .....(15.11) 

यहां a= रबर कȧ नलȣ का लàब काट ¢ेğफल 
dV = ɪयबू के आयतन मɅ वृͪ ƨ जबͩक ɪयबू पर कुछ भार लगा कर ͪवèतǐरत कȧ गई 

हो । 
dL = ɪयबू कȧ लàबाई मɅ त×सàबंͬ धत वृͪ ƨ । 

उपकरण पǐरचय (Introduction to apparatus) - 
इस उपकरण मɅ लगभग एक मीटर लàबी तथा 1.5 सेमी. åयास कȧ रबर नलȣ होती है । नलȣ 

का Ǔनचला ͧसरा B एक पीतल के टुकड़े से बÛद होता है िजसमɅ एक पीतल का छãला (या हɇगर या 
हु क) लगा रहता है । इस हुक कȧ सहायता से लटके हɇगर मɅ खांचेदार बांट चढ़ाकर, नलȣ कȧ लàबाई 
मɅ ͪवèतरण ͩकया जाता है । फलत: नलȣ का आÛतǐरक आयतन थोड़ा बढ़ जाता है । अत: अशंाͩकत 
नलȣ या Þयरेूट मɅ जल का तल कुछ नीचे ͬगर जाता है । नलȣ कȧ लàबाई मɅ पǐरवत[न के मापन के 
ͧलये Ǔनचले तल पर एक संकेतक लाग रहता है जो Ǔनधा[ǐरत èकेल पर पाठयांक देता है । Þयरेूट मɅ 
अंͩकत ͬचÛहɉ ɮवारा जल कȧ िèथǓत का पाठयांक ले लेते हɇ । 
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ͬचğ 15.9 

माना ͩक रबड़ कȧ ɪयबू कȧ Ĥारिàभक लàबाई L, नलȣ का अनĤुèथ काट ¢ेğफल A, आÛतǐरक 
ǒğÏया r तथा आयतन V है तथा हɇगर पर भार लटकाने से ɪयबू कȧ लàबाई बढ़कर L+ dL तथा 
ǒğÏया घटकर r-dr हो जाती है िजससे अनĤुèथ ¢ेğफल भी A-dA हो जाता है और आयतन V+ 
dV हो जाता है ।   

अब, ɪयबू का Ĥारिàभक आयतन V =AL = 2r L  
तथा अिÛतम आयतन 
  V+dV = (A-dA) (L+dL) 

= AL+AdL-dAL-dAdL 
यहा ं dA.dL नगÖय है तथा AL=V है । 

dV = AdL-LdA 
परÛतु dA = 2r - (r-dr)2 ≈2 rdr 

A =  r2 
अत: dV =  r2dL-L.2 rdr 
 

या  2 2dV drr rL
dL dL

                .....(15.12)  

यहाँ Üवाइसन Ǔनçपि×त =  अनुĤèथ ͪवकृǓत
अनुदैÚय[ ͪवकृǓत = 

/
/

dr r Ldr
dL L rdL

    

लेͩकन समीकरण (15.12) से - 
21

2
dr dVr
dL rL dL




    
21.

2
dr L L dVr
dL r rL r dL

 


         
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या   2
2

1
2

dVr
r dL

 

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या ....(15.13)  
 
Ĥयोग ɮवारा ɪयबू के आयतन मɅ पǐरवत[न dV तथा लàबाई मɅ पǐरवत[न dl का मान £ात 

करके dV तथा dl मɅ Ēाफ खीचंते हɇ । (देͨखये ͬचğ 15.10) । ĤाÜत सरल रेखा कȧ Ĥवणता से 
dV
dL

 
 
 

 

का मान £ात करके समी. (15.13) ɮवारा का मान £ात कर सकते हɇ ।  
Ĥयोग के पद (Steps of Experiment) 
रबर कȧ नलȣ को पानी से इतना भरत ेहɇ ͩक पानी का तल Þयरेूट कȧ ऊपरȣ सतह के Ǔनकट 

हो । अब सकेंतक P कȧ िèथǓत को èकेल पर पढ़ लȣिजए तथा Þयरेूट मɅ पानी का तल भी नोट कर 
लɅ । यह शÛूय िèथǓत का पाठयांक कहा जाता है । 

अब, 100 Ēाम का बांट हɇगर पर लटका कर कुछ देर तक इंतजार करते हɇ तथा सकेंतक का 
और Þयरेूट मɅ जल के तल का पाठयांक नोट कर लȣिजए । यह ĤͩĐया बाटं बढ़ाकर दहुरायɅ तथा 
त×सàबंͬ धत Ĥे¢ण सैट नोट कर लेते हɇ । अब, बांट उतारत ेहु ए भी ऐसे हȣ Ĥे¢ण नोट करत ेजाते 
हɇ । अÛत मɅ dV तथा dL कȧ गणना कर लेते हɇ । 

Ĥे¢ण कैसे ǐरकॉड[ करɅ (How to record observations) : 
(1) सव[Ĥथम Ĥायोͬगक ɪयबू मɅ कई èथानɉ पर åयास के ͧलए Ĥे¢ण लेकर इसका माÚय åयास 

£ात करत ेहɇ । 
(2) Ĥायोͬगक उपकरण मɅ लगे हɇगर पर Đͧमक Ǿप से बाँट चढ़ाते जाते हɇ और त×सàबिÛधत िèथǓत 

मɅ संकेतक के पाठयाकं और ɪयबू मɅ उपर åयविèथत Þयरेूट कȧ सहायता से आयतन पाठयांक करत े
जाते हɇ । 

(3) इन Ĥे¢णɉ से लàबाई मɅ वृͪ ƨ dl, तथा आयतन मɅ वृͪ ƨ dV £ात कर लेते हɇ । 
गणना (Calculation) - Ĥे¢ण सारणी से ĤाÜत dV तथा dL मɅ एक लेखाͬचğ खींͬचए 

। ĤाÜत Ēाफ (लेखाͬचğ) एक सरल रेखा ĤाÜत होगी ।  

Ēाफ से सरल रेखा कȧ Ĥवणता 
dV
dL

 
 
 

 कȧ गणना कर लेते हɇ तथा ĤाÜत मान को सूğ 

1 11
2

dV
a dL

     
 

मɅ ĤǓतèथाͪपत कर गणना कर लेते हɇ ।  

यहा ं
2

4
Da 

  ɮवारा a कȧ गणना कर लेत ेहɇ ।  

Úयान रखने योÊय बातɅ (Points to be noted) – 
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Ĥयोग को Ĥ×याèथ सीमा के अÛतग[त हȣ करना चाǑहए । भार मɅ वृͪ ƨ या कमी सावधानीपवू[क 
करनी चाǑहए त×पæचात कुछ ¢ण ǽक कर हȣ सावधानीपवू[क Ĥे¢ण लेने चाǑहए । ɪयबू का åयास वǓन[यर 
कैलȣपस[ ɮवारा कई èथानɉ पर सावधानी से नापना चाǑहए । ɪयबू मɅ वाय ुका कोई बलुबलुा नहȣं होना 
चाǑहए ।  
बोध Ĥæन (Self assessment questions) 
11. Üवाइसन Ǔनçपि×त के सैƨािÛतक मान कȧ सीमाएं Èया हɇ?   
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
12. भार वृ ͪƨ के पæचात ्कुछ ¢ण ǽककर Ĥे¢ण लेना Èयɉ आवæयक है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
13. ɪयूब का åयास ͩकस उपकरण से £ात करते हɇ? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
14. Üवाइसन Ǔनçपि×त का Ĥायोͬगक मान अͬधकतम ͩकतना हो सकता है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........    
 …………………………………………………………………………………………………………………………………… 
15. Üवाइसन Ǔनçपि×त के Ǔनधा[रण कȧ यह ͪवͬध ͩकतनी यथाथ[ है? 
 .............. ......... ......... . ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  

15.7 सारांश (Summary)    
 बकंन ͪवͬध से यगं Ĥ×याèथता गणुाकं Y के Ǔनधा[रण कȧ ͩĐया मɅ केÖटȣलȣवर ͧसƨाÛत काय[ करता 

है ।   
 दो ¢ुरधारɉ पर Ǒटके तथा मÚय मɅ भाǐरत दÖड, दो उãटे केÖटȣलȣवरɉ के तुãय होता है । 
 बकंन ͪवͬध से Y के Ǔनधा[रण मɅ W भार के कारण दÖड के मÚय भाग मɅ उ×पÛन अवनमन 

3

34
wl
bd Y

   या यगं Ĥ×याèथता गणुांक  
3

34
wlY
bd 

  

यहा ं l  दोनɉ ¢ुरधारɉ के मÚय Ǒटके समͧमत आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड कȧ लàबाई, b 
चौड़ाई तथा d मोटाई है िजसमɅ लàबाई l  को मीटर पमैाने से और अवनमन   को गोलाईमापी से 
नापते हɇ ।   
 सल[ उपकरण दो समǾप एव ंसमाÛतर छड़ɉ के मÚय बेलनाकार दÖड के ǽप मɅ Ĥायोͬगक तार 
åयविèथत होता है । 
 लकड़ी के ĥेम मɅ धागे ɮवारा दोनɉ छड़ɉ को ¢ैǓतज समतल मɅ åयविèथत कर तार को बंͩ कत 
ͩकया जाता है और छड़ मɅ ¢ैǓतज दोलन उ×पÛन ͩकया जाता है । इस यिुÈत से 

यगं का Ĥ×याèथता गणुाकं 2 4
1

8 IlY
T r


  
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जहां I छड़ का उसकȧ लàबाई के लàबवत अ¢ के पǐरत जड़×व आघणू[, Ĥायोͬगक तार कȧ 
लàबाई तथा ǒğÏया Đमश: l  तथा r है । 
 सल[ उपकरण कȧ एक छड़ को ĥेम मɅ कस कर Ĥायोͬगक तार मɅ दसूरȣ छड़ कȧ सहायता से 
ͪवमोटन उ×पÛन ͩकया जाता है । इस Ĥकार मरोड़ी दोलन का आवत[काल T2 हो तो तार के पदाथ[ 
का 

Ǻढ़ता गणुाकं 2 4
1

8 Il
T r


    

 सल[ उपकरण से Y तथा   £ात होने पर 
2

2
2

1

1 1
2 2

TY
T




     

 बेलन के ǽप मɅ ĤयÈुत तार के एक ͧसरे को Ǻढ़ आधार से कसकर, दसूरे ͧसरे पर समͧमत 
आवǓृत वाले ͪपÖड को लटका कर तार को अãप कोण से मरोड़ Ǒदया जाये तो समͧमत ͪपÖड मरोड़ी 
दोलन करने लगता है । मरोड़ी लोलक का दोलन काल   

1.2T
C

   जहाँ   
4

2
rc
l


  

 
 मरोड़ी लोलक कȧ सहायता से तार के पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुाकं  

2 4
1

8 Il
T r


   

 मैÈसवेल सईु उपकरण, मरोड़ी लोलक ͧसƨाÛत पर काय[ करता है । 
 तार से लटके ¢ैǓतज खोखले पाइप मɅ दो ͧ भÛन ͧभÛन ġåयमान ͪ वतरण कȧ िèथǓत मɅ दोलन काल 

£ात करत ेहɇ -  

 अथा[त ् 2 1
1 4

8 lIT
r



 , 2 2
2 4

8 lIT
r



  

 
   

   2 2
1 2 1 24

8 lT T I I
r


     

     या  
 
 

1 2
4 2 2

1 2
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





 

जहा ं I1 = ठोस बेलन बाहर कȧ ओर होने पर समͧमत Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ 
I2 = ठोस बेलन अÛदर कȧ ओर होने पर समͧमत Ǔनकाय का जड़×व आघणू[ 

 रबर के ͧ लये अनĤुèथ ͪ वकृǓत एव ंअनदैुÚय[ ͪ वकृǓत के अनपुात को रबर का Üवाइसन अनपुात 
कहते हɇ । सैƨािÛतक ǽप से Üवाइसन Ǔनçपि×त का मान -1 से 0.5 के मÚय होता है जबͩक Ĥायोͬगक 
यिुÈत से इसका मान 0.2 से 0.4 के मÚय होता है । 

Ĥायोͬगक ͪवͬध से   का मान 
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    
 

 

ɮवारा £ात करत ेहɇ । यहा ं
a = रबर नलȣ का लàब काट ¢ेğफल 
dV = ɪयबू मɅ आयतन वृͪ ƨ 
dL =  ɪयबू कȧ लàबाई मɅ वृͪ ƨ   

15.8 शÞदावलȣ (Glossary)  
Ǻढ़ता गणुाकं Modulus of rigidity 
Üवाइसन Ǔनçपि×त Poisson’s Ratio 
Ĥ×याèथता Elasticity  
Ĥ×याèथता गणुांक Modulus of elasticity 
Ĥ×याèथ थकान Elastic fatigue 
Ĥ×याèथ सीमा Elastic fatigue 
मरोड़ी लोलक Torsional pendulum  
मैÈसवलै Ǔनͫडल Maxwell’s needle  
यगं Ĥ×याèथ गणुाकं Young’s Modulus 
हु क का Ǔनयम बकंन Hook’s Law 
ͪवमोटन Twisting 
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15.10 बोध Ĥæनɉ के उ×तर (Answers to self assessment 
questions) 

1. मÚय मɅ भाǐरत दÖड मɅ अवनमन   
3

34
wl
bd y

   

यहाँ l , दोनɉ ¢ुरधारɉ के मÚय Ǒटके समͧमत आयताकार पǐरÍछेद वाले दÖड कȧ लàबाई, 
b चौड़ाई और d मोटाई है । 
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2. अवनमन का मान, दÖड कȧ लàबाई और मोटाई के अनपुात के घन के समानपुाती और चौड़ाई 

के åय×ुĐमानपुाती होता है । 
3. दÖड कȧ चौड़ाई पेचमापी (अãपतम माप 0.001 सेमी.) से नापने पर पǐरणाम कȧ यथाथ[ता बढ़ती 

है ।  
4. तार के Ǿप मɅ Ǒदये गये पदाथ[ के Ĥ×याèथता गणुांकɉ का Ǔनधा[रण ͩकया जाता है । 
5. तार के पदाथ[ का यगं Ĥ×याèथता गणुांक Ǔनधा[रण, इसके बकंन ɮवारा ͩकया जाता है । 
6. मरोड़ी दोलन का दोलन काल; तार कȧ ǒğÏया के चतथु[घात के åय×ुĐमानपुाती होता है । 
7. मोटा तार लेने पर, दोलन काल अ×यÛत कम होने के कारण छड़ केवल कंपकंपा कर रह जायेगी 

और Ĥे¢ण नहȣ ͧलये जा सकɅ गे । 
8. पतला तार लेने पर दोलन काल बढ़ जायेगा और िजसे आसानी से ǐरकाड[ कर सकɅ गे । 
9. बेलनɉ कȧ िèथǓत बदलने पर, तार कȧ अ¢ के सापे¢ Ǔनकाय का जड़×व-आघणू[ पǐरवǓत[त हो जाने 

के कारण दोलन काल ͧभÛन-ͧभÛन होगा । 
10. यथाथ[ पǐरणाम ĤाÜत करने के ͧ लए मैÈसवेल Ǔनͫडल का Ĥायोͬगक तार पतला और अͬधक लàबाई 

का होना चाǑहए। 
11. -1 से 0.5 के मÚय । 
12. ताͩक Ĥ×याèथ साàय èथाͪपत हो सके । 
13. वǓन[यर कैलȣपस[ से । 
14. अͬधकतम मान 0.5 हो सकता है । 
15. यह ͪवͬध Ïयादा यथाथ[ नहȣं है । 

15.11 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
अǓतलघउु×तरा×मक Ĥæन (Very short answer type questions) 
1. दÖड बकंन ͪवͬध से यगं Ĥ×याèथता गणुाकं शांत करने का सूğ ͧलͨखए । 
2. दÖड बकंन ͪवͬध मɅ मोटाई पेचमापी से तथा अवनमन का मापन èफेरोमीटर से करत ेहɇ । Èयɉ? 

समझाइये । 
3. मरोड़ी लोलक मɅ गोले के èथान पर बेलन लटका कर Ĥयोग करने पर तार के Ǻढ़ता गणुांक पर 

Èया Ĥभाव पड़ेगा। 
Ǔनबधंा×मक Ĥæन (Essay type questions) 
4. दÖड बकंन ͪ वͬध से यगं Ĥ×याèथता गणुाकं £ात करने के Ĥयोग के पद समझाते हु ए Úयान रखने 

योÊय बातɉ का उãलेख कȧिजये । 
5. सल[ उपकरण मɅ तार का बकंन तार का यगं Ĥ×याèथता गणुांक एव ंͪ वमोटन तार का Ǻढ़ता गणुांक 

Ǔनधा[ǐरत करता है । ͧसƨाÛत समझाइये । 
6. सल[ उपकरण से Üवाइसन Ǔनçपि×त कैसे £ात करोगे, समझाइये । 
7. मरोड़ी लोलक Èया है । इससे तार के पदाथ[ का Ǻढ़ता गणुाकं कैसे £ात करते हɇ । Ĥयोग के पद 

समझाइये । 
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8. मैÈसवेल सईु से Ǻढ़ता गणुांक £ात करने कȧ ͪ वͬध समझाइये । इस Ĥयोग मɅ Úयान रखने योÊय 

बातɉ का उãलेख कȧिजए । 
9. रबर का Üवाइसन Ǔनयताकं £ात करने कȧ ͪवͬध का वण[न कȧिजये । 
 


