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ÿÖतावना 
 
इस खÁड म¤ पाठ्यøम कì पहली 7 इकाईया ँह ै। इसम¤ अथªशाľ के िवīाथê के िलए उपयोगी 

समÖत गिणतीय उपकरण िवīमान ह ै। जहां तक संभव हो पाया ह ैसभी इकाइयŌ के ÿाłप म¤ समानता 
रखने का ÿयास िकया गया ह ै। ÿारÌभ म¤ उपयोगी सैĦां ितक जानकारी दी गई है । एवं बाद म¤ अथªशाľ 
के ±ýे म¤ उसके उपयोग को भिल भां ित समझाया गया ह ै। ÿÂयके इकाई म¤ सÌबिÆधत सूýŌ के साथ-साथ 
उनके उदाहरण एवं अËयास _ के िलए ÿĳ एवं उनके उ°र िदय ेगये ह ै। 

ÿथम इकाई म¤ समु̧ चय, सÌबÆध एवं फलन कì चचाª कì गई ह ै। इसम¤ समु̧ चŌ का अथª एवं 
संकेतन को ÖपĶ करन े के बाद समु̧ चयŌ कì सं िøयाओ ं को समझाया गया ह ै । समु̧ चयŌ कì 
िवशेषताओ ंका वणªन िकया गया ह ै। इकाई के भाग 1.5 म¤ सÌबधं  एव ंफलनŌ कì चचाª कì गई ह ै। इस 
इकाई म¤ सÌबÆध एवं फलनŌ के अÆतर को ÖपĶ करन ेके बाद फलनŌ कì िविभÆन िकÖमŌ एवं भाग 1.6 म¤ 
दो या अिधक Öवतýं चरŌ के फलन को समझाया गया ह ै। 

िĬतीय इकाई म¤ आिथªक िसĦाÆतŌ म¤ फलन तथा रेखािचý कì चचाª कì गई ह ै । इसम¤ सात 
िविभÆन फलनŌ जसैे मांग फलन, पू ितª फलन, कुल आगम फलन, लागत फलन, उÂपादन फलन, उÂपादन 
सÌभावना फलन, उपयोिगता फलन आिद कì चचाª करन ेके पĲात इनके रेखा िचýŌ को ÖपĶ िकया गया 
ह ै। अÆत म¤ राÕůीय आय के िनधाªरण को भी समझाया गया ह ै।  

इकाई तीन म¤ सीमांत तथा िनरÆतरता को ÖपĶ िकया गया ह ै। सीमांत एवं िनरÆतरता के अथª को 
ÖपĶ करन ेके पĲात ्अिनरÆतरता अथवा असांतÓय कì िÖथित को समझाया गया ह ै । अिÆतम भाग म¤ 
अवकलनीयता कì धारणा कì ÖयĶ िकया गया ह ै। 

अवकलन एवं इसके िनवªचन का वणªन इकाई चार म¤ िकया गया है । अवकलन का अथª बतान े
के बाद हम¤ करन ेके ÿमुख सूýŌ कì उदाहरण सिहत Óया´या कì गई ह े। अËयास के िलए इकाई के अÆत 
म¤ कुछ ÿĳ िदय ेगये ह§ । इकाई पांच म¤ गणुकìय अवकलन तथा लोच कì माप को ÖपĶ िकया गया ह ै। 
लघगुुणकìय अवकलन के ÿमुख सूýŌ एवं इसके िविभÆन ÿकारŌ कì चचाª करन े के साथ ही इनके 
आिथªक उपयोगŌ को भी ÖपĶ िकया गया ह ै। 

इकाई छ: म¤ आिशक अवकलन तथा इसे ²ात करन ेके िलए काम म¤ िलए जान ेवाल ेिविभÆन 
सूýŌ कì चचाª कì गई ह ैतथा इनके आिथªक उपयोगŌ को ÿदिशªत िकया गया ह ै । समłप फलन तथा 
ओयलर के ÿमेय का भी वणªन इसम¤ िकया गया ह ै । मांग उÂपादन व कुल उÂपि° के ±ýेŌ म¤ इसके 
आिथªक ÿयोगŌ कì Óया´या भी कì गई ह ै। 

इकाई सात म¤ अवकलन के आिथªक ÿयोग पर चचाª कì गई ह ै । फलन के उ¸चतम िबÆद ु
Æयनूतम िबÆद ु²ात करन ेसÌबÆधी समÖयाओ ंएवं अथªशाľ म¤ इनके उपयोग पर चचाª भी कई इकाई म¤ 
कì जायगेी । लागत एवं लाभ फलनŌ म¤ अवकलन के उपयोगŌ कì चचाª करन े के बाद उÆह¤ रेखािचý 
बनाकर ÖपĶ िकया गया ह ै। 

इकाई आठ को पढ़न ेके बाद आप उन िविधयŌ को जान सक¤ ग ेिजनसे एक फलन के परम मूÐय 
²ात िकय ेजात ेह§ इसके बाद अनुकूलतम समीकरण कì धारणा, ÿितबधं  रिहत व ÿितबिÆधत समीकरण 
कì धारणा, ÿितबिÆधत अनुकूलतम समीकरण कì समÖयाओ ंम¤ øािÆतक मूÐय ²ात करन ेकì पĦितया।ं 



इकाई 9 को पढन ेके बाद आप जान सक¤ ग ेिक अनुकूलतम समीकरण कì धारणा का अथªशाľ 
म¤ महÂव ³या ह ैएवं अनुकूलतम समीकरण कì िविधयŌ का सरल आिथªक समÖयाओ ंको हल करन ेम¤ 
ÿयोग कì रीितयां । 

इकाई 10 म¤ अथªशाľ के ±ýे म¤ समाकलन कì उपयोिगता भली भां ित समझाई गई ह ै। इसम े
ÖपĶ िकया गया ह ैिक सीमांत फलन ²ात होन ेपर िकस ÿकार कुल फलन ²ात िकया जा सकता ह ै । 
नकद ÿवाह का वतªमान मूÐय िनकाल सक¤ ग,े एवं उपभोĉा एवं उÂपादक कì बचत को माप सक¤ ग े। 

 
इकाई 11 को पढ़न ेके बाद आप मेिů³सŌ कì पहचान कर सक¤ ग:े म§िů³सो का योग तथा गणुा 

कर सक¤ ग,े मैिů³स का ÿितलोम शात कर सक¤ ग,े मैिů³स बीजगिणत कì ÿिविध Ĭारा रैिखक समीकरण 
िनकायŌ को हल कर सक¤ ग,े म§िůका का पयृ³करण कर जोड़ना, घटाना एवं गणुा आिद सं िøयाय¤ कर 
सक¤ ग े। 

इकाई 12 के अÆतगªत सारिणक कì संकÐपना, सारिणक एवं मैिů³स का अÆतर, सारिणक के 
मु´य गणु धमª, सारिणक का मूÐयाकंन सारिणक का ÿयोग करके रैिखक समीकरण िनकायŌ का अनÆय 
हल ²ात कर सक¤ ग े। 

इकाई 13 को पढन े के बाद आप आगत - िनगªत िवĴेषण कì ÿकृित को समझ जाव¤ग े । 
तकनीकì गणुांकŌ का पåरकलन कर सक¤ ग े और उÆह¤ आÓयहू के łप म¤ ÿÖततु कर सक¤ ग े । आÓयहू  
बीजगिणत कì सहायता से आगत िनगªत ÿणाली का हल ²ात करन ेकì िविध जान पावेग े। अथªशारý के 
खलुे ÿितłप कì धारणा को समझ जाव¤ग ेऔर ÿितłप को यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय के łप म¤ 
ÿÖततु कर आÓयहू  बीजगिणत कì सहायता से वां िछत उÂपादन Öतर एव ंआगत माýा िनधाªåरत करती ह ै। 

इकाई 14 का मु´य उĥेÔय रैिखक ÿोúािमंग कì समÖया से अवगत कराना, रैिखक ÿोúािमंग के 
कुछ उदाहरण ÿÖततु करना, रैिखक ÿोúािमंग कì मु´य िवशेषताओ ंकì बताना एवं रैिखक ÿोúािमंग कì 
समÖयाओ ंको रेखािचý कì सहायता से हल करना । 
इकाई 15 का मु´य उĥेÔय सिदश कì समÖया स ेअवगत कराना है । इकाई 16 को पढन ेके बाद आप 
खले िसĦाÆत कì ÿकृित को समझ जाव¤ग े।  
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इकाई 1 
समु¸चय, सÌबÆध व फलन 

इकाई कì łपरेखा 
1.0 उĥÔेय 
1.1 ÿÖतावना 
1.2 समु̧ चय का अथª एवं  इसके सकेंतन 
1.3 समु̧ चयŌ म¤ परÖपर सÌबÆध 
1.4 समु̧ चयŌ कì सं िøयाएं  व उनके िनयम  
1.5 सÌबÆध व फलन 

1.5.1 øिमत यµुम या जोड़े 
1.5.2 सÌबÆध व फलन का अथª व इनम¤ अतंर 
1.5.3 फलनŌ कì िविभÆन िकÖम¤ 

1.6 दो या अिधक Öवतंý चरŌ के फलन 
1.7 सारांश 
1.8 शÊदावली 
1.9 िविवध ÿĳ  
1.10 ÿĳŌ के उ°र 
1.11 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

1.0 उĥेÔय (Objective)  
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप : 

 समु̧ चयŌ का अथª एव ंइसके सकेंतन (Notations) को पहचान सक¤ गे एवं  उन पर कुछ 
सं िøयाएं  कर सक¤ गे; 

 सÌबÆध एवं  फलनŌ का अथª समझकर इसम¤ अÆतर कर सक¤ गे; 

 फलनŌ कì िविभÆन िकÖमŌ से पåरिचत हो जाएं गे; एव ं

 दो या अिधक Öवतंý चरŌ के फलन को समझ सक¤ गे। 

1.1 ÿÖतावना (Introduction) 
इस इकाई म¤ हम समु̧ चयŌ (sets) सÌपÆन (relation) व फलनŌ (function) के बारे म¤ 

'िवÖतार से चचाª कर¤गे। वÖतओु ंका एक ऐसा समहू िजसे िकसी िवशेष तरीके से संúिहत िकया गया 
ह ैसमु̧ चय ह।ै ÿÖततु इकाई म¤ हम समु̧ चयŌ कì संकÐपना (concept) को समझने के साथ-साथ 
इसके मÅय सÌबÆध एवं  उन पर कì जान ेवाली सिंøयाओ ंसे भी पåरिचत हो जाएं गे। 
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अथªशाľ म¤ हमारे सÌमखु सकैड़Ō ऐसे उदाहरण ÿÖततु होते ह ै िजसम¤ एक दसूरी िøयाए ं

आपस म¤ जड़ुी होती है- जैसे वषाª होने पर कृिष उÂपादन पर ³या असर पड़ेगा? अथवा िकसी वÖत ु
कì कìमत बढ़ जाने पर मांग पर ³या ÿभाव पड़ेगा? इन दोनŌ ही दशाओ ंम¤ हम दो स°ाओ ंके बीच 
एक गिणतीय सÌबÆध ढूंढते ह।ै सÌबÆधŌ के इस अÅययन म¤ सहायक हो सकने के िलए ही फलन कì 
संकÐपना का िवकास हòआ ह।ै इसकì िवÖततृ चचाª भाग 1.5 म¤ कì गई ह।ै 

 

1.2 समु¸चय का अथª एवं  इसके संकेतन (Meaning of set and 
Notations) 
आधिुनक गिणत कì ÿÂयेक शाखा म¤ समु̧ चय कì संकÐपना का ÿयोग होता ह।ै एक 

समु̧ चय केवल िवशेष ÿकार कì वÖतओु ंका संúह होता ह ैिजसकì सिुनिĲत Óया´या कì गई हो। 
एक समु̧ चय म¤ सं´याए ंहो सकती है अथवा और कुछ भी हो सकता ह;ै जैसे एक िवशेष अथªशाľ 
पढ़ने वाले समÖत छाý एक समु̧ चय म¤ आ जाते ह।ै इसी ÿकार तीन अकं जैसे 1,2,3 एक समु̧ चय 
बना सकते ह।ै एक समु̧ चय म¤ शािमल वÖतएुं  (objects) उसके अवयव (elements) कहलाते ह।ै 
एक समु̧ चय को दो तरह से िलख सकते ह-ै 

ÿथम, िगनती के माÅयम से (enumeration) जैस े
S = {1, 2, 3} और िĬतीय, 
वणªन करके (description) जैसे  

I = {X। X एक धनाÂमक अकं है} 
दसूरे समु̧ चय को इस ÿकार से पड़¤गे : ''1 समु̧ चय सभी x संÖथाओ ंका समु̧ चय ह,ै 

जहां  x एक धनाÂमक अकं होता ह।ै '' Öमरण रह ेिक एक समु̧ चय को दोनŌ तरफ { } से घेरा जाता 
ह।ै वणªन करते समय अवयवŌ के सामाÆय łप व इनके वणªन के बीच एक खड़ी रेखा या कोलन 
लगा िदया जाता ह।ै ऊपर उदाहरण म¤ खड़ी रेखा लगाई गई ह।ै 

यिद समु̧ चय इस तरह ह ैजैसे 
R={x | 3 < x < 7}तो 

यहां  इसका अथª यह ह ैिक इस सटे म¤ उस ेअिधक व 7 से कम सभी वाÖतिवक सं´याए ं
(real numbers) शािमल ह।ै वाÖतिवक सं´याओ ं म¤ धनाÂमक व ऋणाÂमक अकं, िभÆन व 

अपåरमये अकं (irrational numbers) जैसे 7  शािमल होते ह।ै 
ऊपर समु̧ चय S पåरिमत या सीिमत समु̧ चय (finite set) ह,ै ³यŌिक इसके अवयवŌ कì 

िगनती हो सकती ह,ै जबिक समु̧ चय 1 एवं  समु̧ चय R अपåरिमत समु̧ चय (infinite set) ह ै
िजनम¤ िगनती हो सकती ह-ैजैसे समु̧ चय 1 म¤ और नहé भी हो सकती ह ैजैसे समु̧ चय R म¤। 

एक सटे के अवयव (element) को   िचÆह से सिूचत िकया जाता है; जैसे ऊपर विणªत 
समु̧ चयŌ म¤ अवयवŌ को इस तरह सिूचत कर सकते ह ै :  
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2   S (2 अवयव ह ैS समु̧ चय का) 
5 1 (5 अवयव ह ै1 समु̧ चय का) 
4 R (4 अवयव ह ैR समु̧ चय का) 
  संकेत का अथª ह ैिक यह अवयव नही ह ैजैस े
4 S (4 अवयव नही ह ैS समु̧ चय का) 
 

1.3 समु¸चयŌ म¤ परÖपर सÌबÆध (Relation between set)  
(i) दो समु̧ चय परÖपर समान हो सकते ह ैजैसे 
S = {3, 8, b, d} और S {8, b, 3, d} 
इनम¤ अवयव समान होते ह ैअवयव िकस øम म¤ िलख ेगये ह ैइससे कोई फकª  नही पड़ता 

ह।ै अत : यहा ं 
S=S1 ह।ै 

(ii) एक समु̧ चय दसूरे समु̧ चय का उप समु̧ चय (Sub set) हो सकता ह,ै जैस े
S= {2, 4, 6, 8, 10} 
T = {4, 8}  

यहां  पर T समु̧ चय S समु̧ चय का उप-समु̧ चय ह ै ³यŌिक T के सभी अवयव S 
समु̧ चय के भी सदÖय ह।ै इसे इस ÿकार िलखा जाता है- 

TS इसका अिभÿाय T समु̧ चय S समु̧ चय का उप समु̧ चय ह।ै TS का अिभÿाय 
ह ैT समु̧ चय S समु̧ चय का उप समु̧ चय नही ह।ै Öमरण रह े का अिभÿाय म¤ शािमल ह ै(Is 
contained in) तथा   का अिभÿाय शािमल रखता ह ै(includes) होता ह।ै एक शÆूय या खाली 
समु̧ चय सभी समु̧ चयŌ म¤ सिÌमिलत होता ह।ै यिद TS एवं  ST हो तो इसका अथª होगा 
समु̧ चय एव ंS समु̧ चय बराबर ह ैअथाªत ्T=S ह।ै 

(iii) शÆूय समु̧ चय अथवा खाली समु̧ चय (Null set or Empty set) 
शÆूय अथवा खाली समु̧ चय म¤ कोई अवयव नही होता इसके िलए   अथवा { } िचÆह 

ÿयोग म¤ लाए जाते ह।ै Öमरण रह े{0} को शÆूय या खाली समु̧ चय नही कहते ह ै³यŌिक इसम¤ तो 
शÆूय अवयव ह ैअत: { } को ही शÆूय या खाली सटे कहा जाता ह ैएवं  यह ÿÂयेक समु̧ चय का 
सदÖय होता ह।ै  

अब यिद आप यह जानना चाह ेिक S={a,b,c} के िकतने उप-समु̧ चय बन सकते ह ैतो 
आप इÆह¤ इस ÿकार Óयĉ कर¤गे :- 

{a}, {b}, {c} 
{ab} {ac} {bc} 

{a,b,c} एवं  { } 
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इस ÿकार तीन अवयवŌ वाले समु̧ चय के 8 उप-समु̧ चय अथवा 32  उप-समु̧ चय बनते 
ह।ै इनम¤ सबसे बड़ा समु̧ चय Öवयं  S समु̧ चय एवं  सबसे छोटा समु̧ चय शÆूय समु̧ चय { } ह।ै इस 
ÿकार 4 अवयवŌ वाले समु̧ चय के कुल 42  अथवा 16 उप-समु̧ चय एव ं n अवयवŌ वाले 
समु̧ चय के 2n  उप-समु̧ चय बन¤गे। 

असंयĉु समु̧ चय (Disjoint set) यिद दो समु̧ चयŌ के सभी अवयव एक दसूरे स े
िबलकुल िभÆन हो तो उÆह¤ असंयĉु समु̧ चय कहा जाता ह।ै  

S= {1, 2, 3, 4} एव ं
S1 = {- 1, -2, - 3, -4}  

ये दोनŌ असंयĉु समु̧ चय ह।ै ³यŌिक S म¤ धनाÂमक सं́ याए ंह ैजबिक S1 म¤ सभी संÖथाएं  
ऋणाÂमक ह।ै जब दो समु̧ चयŌ म¤ कुछ अवयव िमलते जलुते हो एवं  कुछ िभÆन हो तो ये न तो 
समान समु̧ चय होते ह ै नही असंयĉु समु̧ चय और नहé इनम¤ एक समु̧ चय को दसूरे का 
उप-समु̧ चय कहा जाता ह ैजैसे-  

S= {1, 2, 3, 4}  
S1 = {1, 2, 3, 5, 6}  

इनम¤ 1, 2 समान ह ैबाकì िभÆन ह ै
बोध ÿĳ 1.  

 इकाई के अÆत म¤ िदये गये उ°री से अपने उ°र का िमलान कर¤। 
(i) एक समु̧ चय दसूरे समु̧ चय का उप -समु̧ चय कब माना जाता है? 
(ii) S = {a, b, c, d, e, f} के कुल िकतने उप-समु̧ चय बन¤गे? 
(iii) शÆूय समु̧ चय अथवा खाली समु̧ चय कì िवशेषता बताइये।  
(iv)असंयĉु सेट िकसे कहते ह?ै 

1.4 समु¸चयŌ कì सं िøयाए ंएवं  उनके िनयम 
समु̧ चयŌ पर िनÌनां िकत सिंøयाएं  कì जाती ह ै
(i) सिÌमलन (Union) िचĹ  
(ii) सवªिनķ (Intersection)। िचĹ  
(iii) परूक (Complement) िचĹ ~ अथवा  
(i) सिÌमलन (Union) A एवं  B समु̧ चयŌ के सिÌमलन से जो नया सेट बनता ह ै
उसम¤ वे सभी अवयव होते ह ैजो A समु̧ चय और अथवा B समु̧ चय म¤ से िकसी एक म¤ 
भी होते ह ैअथवा दोनŌ म¤ होते ह।ै इÆह¤ AB Ĭारा Óयĉ िकया जाता ह:ै  
AB= {x|xA and xB} 
(ii) सवªिनķ (Intersection) - समु̧ चय A तथा B का जोड़ सवªिनķ समु̧ चय एक 
नया समु̧ चय ह ैिजसम¤ समु̧ चय A एवं  B दोनŌ म¤ समान łप स ेिवīमान अवयव आते 
ह।ै इसे AB से Óयĉ िकया जाता ह ैएवं  इसका अिभÿाय: 
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AB= {x|xA and xB} 
(iii) परूक समु̧ चय (Complement)- एक समु̧ चय के परूक को ²ात करने के िलए 
समĶीय समु̧ चय (universal set) से पåरिचत होना जłरी ह।ै समĶीय समु̧ चय म¤ हमारे 
िववचेन से संबं िधत अवयव सिÌमिलत होते ह।ै यिद दो समु̧ चय A एवं  B ऐसे ह ै िक 
उनका सिÌमलन समĶीय समु̧ चय ह ैएवं  उनका सवªिनķ शÆूय समु̧ चय ह ैतब समĶीय 
समु̧ चय के संदभª म¤ एक समु̧ चय दसूरे का परूक समु̧ चय कहलाएगा। यिद U समु̧ चय 
को समĶीय समु̧ चय कहा जाए एवं  एक समु̧ चय A के परूक समु̧ चय को A से Óयĉ 
िकया जाये तो 

A=U-A 
उदाहरण 

समअब हम समु̧ चयŌ पर उपयुªĉ विणªत सं िøयाओ ंको उदाहरण Ĭारा ÖपĶ करन े
का ÿयास कर¤गे-  
(1) A= {1,4,7,8} तथा B (2,3,4,5} हो तो 
AB {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8} होगा। ÿÖततु उदाहरण म¤ सिÌमलन कì िøया को 
बताया गया ह।ै  
(2) उपयुªĉ उदाहरण  

AB= {4} 
इसम¤ सवªिनķ कì िøया को बताया गया ह ैइसी ÿकार यिद A= {1, 2, 3} एव ं
B= {-1, -2, -3 }हो तो 
AB =  या { } होगा ³यŌिक A व B म¤ कुछ भी कामन अवयव नहé ह।ै 
(3) अगर एक यिूनवसªल सेट 

= {1,2,3,4,5,6} 
एव ं A = {1,4,6} ह ैतो 
 A = {2, 3, 5} 
A=A का परूक सटे इसके वे अवयव आते ह ैजो u म¤ ह ैपरÆत ुA म¤ नही ह।ै 
U=  होगा। 
³यŌिक u म¤ सभी अवयव होते ह ैदसूरा परूक u एक शÆूय या खाली सटे ही हो 

सकता ह।ै 
समु¸चयŌ कì सिंøयाओ ंसे सबंं िधत िनयम 

(i) øम िविनमय िनयम-िजस ÿकार बीजगिणत म¤ a+b=b+a एव ं
a×b=b×a होता ह ैउसी ÿकार सिÌमलनŌ तथा सवªिनķŌ का øम िविनमय भी सÂय होता 
ह:ै अथाªत ्

AB=  BA 
AB=  BA 
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(ii) सहचरी िनयम-ये िनयम भी बीजगिणत कì भां ित लाग ूहोते ह ैअथाªत ् 
A  (B C)= (A B)  C 
A  (B C)=    (A B)  C 
(iii) बंटन िनयम 
A  (B C) = (A B)  (A C) 
A  (B C) = (A B)  (A C) 

उदाहरण- 
(i) S1= {2,4,6} तथा S2= {7,2,6}  

S1S2= {2, 4, 6, 7} 
S1 S2= {2, 6} 

(ii) यिद A= {4, 5, 6} 
B= {3, 4, 6, 7} 
C= {2, 3, 6} 

हो तो िवतरणाÂमक िनयम अथवा वटंन िनयम को िसĦ कìिजए। 
A {BC}   = {AB} {AC} 
= {4,5,6}{3,6}  = {3,4,5,6,7}{2,3,4,5,6} 
={3,4,5,6}   = {3,4,5,6} 
बायé तरफ   दाई तरफ 

िनयम िसĦ 
इसी ÿकार 
A {BC}   = {AB} {AC} 
{4,5,6}{2,3,4,6,7}  = {4,6}{6} 
{4, 6)    = {4, 6} 
बायé तरफ   दाई तरफ 

िनयम िसĦ 
बोध ÿĳ 2 
इकाई के अतं म¤ िदये गये उ°रŌ से अपने उ°रŌ का िमलान कर ल¤।  
िनÌनािंकत समु̧ चयŌ म¤ िवतरणाÂमक िनयम िसĦ कìिजए - 
A= {5, 6}, B= {4, 7, 8} एव ंC= {3, 4} 
(2) यिद R= {1,2,3} S= {4,5,1} एव ं

T= {4, 5, 1, 2} तथा यिूनवसªल सटे 
u= {4, 5, 1, 2, 3, 6} हो तो 

(i) RTS ²ात कìिजए 
{� समु̧ चय का परूक} 
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(ii) {RT}S ²ात कìिजए तथा उसका यिूनवसªल सेट से संबधं िलिखए। 
[संकेत R = {4, 5, 6}, T= {3, 6} एवं  S= {2, 3, 6} ह]ै 

1.5 संबंध व फलन (Relations and Functions) 

1.5.1 øिमत युµम या जोड़े (Ordered Pair) 

एक समु̧ चय {a,b} म¤ øम का महÂव नहé होता ³यŌिक पåरभाषा से {a,b} = {b,a} 
होता ह।ै इसिलए इसे िबना øम का यµुम या जोड़ा (unordered pair) कहते ह।ै लेिकन जब øम 
का महÂव होता ह ैतब (a,b) और (b,a} उसे िभÆन-िभÆन øिमत यµुम या जोड़े (ordered pairs) 
होते ह ैऔर ये एक दसू रे के बराबर नहé होते (जब तक िक a=b न हो)। 

मान लीिजए, हम एक क±ा म¤ छाýŌ कì आय ुव वजन को दशाªना चाहते ह ैऔर उसके 
िलए øिमत यµुम (a,w) लेते ह ैजहा ंa=आय ुएवं w=वजन ह ैयिद एक छाý का यµुम {18,120} ह ै
तो इसका अथª ह ैउसकì आय ु18 व वजन 120 पŏड ह।ै इसिलए इसको {120,18} øम म¤ रखन े
पर दसूरा अथª िनकलेगा। यह यµुम गलत होगा ³यŌिक आयु  120 वषª व वजन 18 पŏड ĂमाÂमक ह।ै 

हम जानते ह ै िक एक úाफ पपेर पर दो िबदं ु (1,2) एव ं (2,।) एक दसूरे स े िभÆन होते ह।ै 
पहले स ेx=1 एवं  y=2 ह ैजबिक दसूरे िबदं ुसे x=2 एव ंy=1 ह।ै 

हम दो िदए हòये समु̧ चयŌ x={2,3} एव ं y={4,5} से सभी संभव øिमत यµुम या जोड़े 
(ordered pairs) बना सकते ह।ै िजन का ÿथम अवयव x समु̧ चय स ेहोगा एव िĬतीय अवयव y 
समु̧ चय से होगा। ऐस ेचार øिमत यµुम इस ÿकार हो सकते ह:ै (2,4),(2,5),(3,4),(3,5)। इनको 
कातêय गणुन (Cartesian product) अथवा ÿÂय± गणुन कहते ह।ै 

इस ÿारंिभक िववचेन के बाद हम संबंधŌ व फलनŌ का अथª ÖपĶ कर सकते ह।ै 

1.5.2 संबंध व फलन का अथª व इनम¤ अंतर 

(i) संबंध-øिमत यµुमŌ म¤ x का मान y के मान से जड़ुा होता ह ैअथाªत इनम¤ आपस म¤ 
संबंध होता ह।ै x का मÐूय िदया हòआ होने पर y के एक या अिधक मÐूय Óयĉ िकये 
जा सकते ह।ै जैस ेिनमां िकत समु̧ चय म¤: 

A= {(x, y) |y x} 
x का मÐूय िदया हòआ ह-ै x=1 तब उपयुªĉ समु̧ चय म¤ øिमत यµुम इस ÿकार हो सकते 

ह:ै (1, 0), (।, ।), (1,-2) । इन तीनŌ काÐपिनक मÐूयŌ म¤ y x कì शतª परूी होती ह।ै इस ÿकार x 
के एक मÐूय पर y के कई मÐूय हो सकते ह।ै 

(ii) फलन (function) - कì िÖथित के समु̧ चय x तथा y के सबंंध कì एक िविशĶ 
िÖथित को फलन कì िÖथित (function) कहा जाता ह ैिजसम¤ ÿÂयेक x मÐूय के िलए एक ही y 
मÐूय होता ह।ै जैसे समु̧ चय {(x,y)|=x} म¤ x=0 पर y=0 होगा x=1 पर y=1 होगा तथा x= -1 
पर y= -1 ही होगा अत: यहां  y को x का फलन कहा जाता ह ैऔर उस ेy=f(x) से सिूचत करते ह।ै 
और इस ेy=x के łप म¤ दशाªया गया ह।ै 
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अत: एक फलन øिमत यµुमŌ का ऐसा समु̧ चय होता ह ैजहां  x के िकसी भी मलू पर y का 
एक अिवकिÐपत या िविशĶ िनधाªåरत (uniquely determined) मÐूय ही होता ह।ै इससे ÖपĶ 
होता ह ैिक फलन एक िवशेष िकÖम का संबंध होता ह ैजहा ंx के एक मÐूय पर y का एक िवशेष 
मÐूय ही होता ह ैलेिकन संबंध म¤ x के एक मÐूय पर y के एक से अिधक मÐूय हो सकते ह।ै 

अत: एक फलन एक संबधं अवÔय होता ह,ै लेिकन एक सबंंध के िलए एक फलन होना 
आवÔयक नहé होता। Öमरण रह ेिक फलन कì इस पåरभाषा म¤ x के ÿÂयेक मÐूय पर y के िलए एक 
िवशेष मÐूय ही होगा। लेिकन इसका उÐटा होना जłरी नहé माना जाता अथाªत ्y के एक मÐूय पर 
x के एक से अिधक मÐूय हो सकते ह।ै 

फलन कì यह पåरभाषा परुानी शÊदावली के अनसुार एक मÐूय वाले फलन (Single 
valued function) कì पåरभाषा के अनłुप ह।ै इसम¤ x के एक मÐूय पर y का एक ही मÐूय संभव 
होता ह।ै इसका अथª यह ह ै िक हम बहòमÐूय वाले फलन (Multi-valued function) को अब 
केवल संबधं ही कह सकते ह ैइसम¤ x के एक िदए हòये मÐूय पर y के एक से अिधक मÐूय हो सकते 
ह।ै y=f(x) फलन म¤ x को फलन का कोणाकं (argument) कहते ह ैतथा y को फलन का मÐूय 
(value of the function) कहा जाता ह।ै x Öवतंý चर (independent variable) होता ह ैऔर 
y आि®त (dependent) चर होता ह।ै 

एक दी हòई िÖथित म¤ x जो मÐूय ले सकता ह ैउसे फलन का डोमने (domain) कहते ह।ै 
और उसके अनłुप y जो मÐूय लेता ह ैउसे फलन कì पåरिध या सीमा कहते ह।ै 

उदाहरण 1. मान लीिजए, एक फलन y=4+2x का डोमने िनÌनां िकत समु̧ चय से दशाªया 
जाता ह।ै 

{ |1 4}x x   
तो फल कì पåरिध को समु̧ चय म¤ दशाªइये। 
हल:- 
फलन y=4+2x 

यिद x=1 हो तो y=6 
यिद x=4 हो तो y=12 

अत: फलन कì पåरिध 6 से 12 के बीच होगी िजसे समु̧ चय łप म¤ 
{ | 6 12}y y   िलखा जाएगा। 

उदाहरण 2 एक फमª कì ÿितिदन कì लागत (c), उसकì ÿितिदन कì उÂपि° (Q), का 
फलन होती ह।ै फमª कì अिधकतम ±मता 200 इकाई ÿितिदन ह।ै लागत फलन c=100+5Q ह ैतो 
लागत फलन का डोमने एवं  पåरिध ²ात कर¤। 

हल:- एक िदन म¤ उÂपि° Q कì माýा O से 200 इकाई हो सकती ह ैअत: लागत फलन 
का डोमने { | 200}Q O Q    यिद Q=0 ह ैतो 

C=100 
एव ं Q=200 ह ैतो 
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C=1100 इसिलए पåरिध अथवा 

Range={ |100 1100}C C   होगी। 
बोध ÿĳ 3. इकाई के अतं म¤ िदये गये उ°रŌ  से अपन ेउ°रŌ का िमलान कर¤। 
(i) यिद फलन y=4+5x का डोमने 

{ | 2 5}x x   ह ैतो फलन कì पåरिणत का समु̧ चय िलिखए। 
(ii) यिद फलन y=-x2 के िलए डोमने म¤ भी गौर शÆूय वाÖतिवक सं´याएं  आती ही तो 

पåरिध िलिखए। 
(iii) फलन व संबधं का अथª िलिखए। 
(iv) एक फलन तो संबंध अवÔय होता ह,ै लेिकन एक संबधं के िलए फलन होना जłरी 

नही। ÖपĶ कìिजए। 

1.5.3. फलनŌ कì िविभÆन िकÖम¤ 

Y=fx(x) तो फलन का एक सामाÆय łप होता ह,ै लेिकन Óयवहार म¤ फलनŌ के कई अÆय 
Öवłप हो सकते ह।ै इनका पåरचय यहां  कराया जा रहा ह।ै 

(i) िÖथर फलन (constant function) - िजस फलन कì पåरिध म¤ केवल एक 
अवयव आता ह ैउसे िÖथर फलन कहा जाता ह;ै जैस ेy=f(x) =4 इसे हम y=4 अथवा f(x) =4 भी 
िलख सकते ह।ै úाफ पपेर पर यह एक सरल ±ैितज रेखा के łप म¤ दशाªया जाता ह।ै जैसा िक िचý 
1.2 म¤ ÖपĶ ह।ै 

 
िचý 1.2 

िचý 1.2 म¤ MM सरल रेखा y=4 फलन को दशाªती ह।ै इस ÿकार के फलन का उपयोग 
राÕůीय आय के मॉडलŌ म¤ िकया जाता ह।ै जहां  सरकार अपनी इ¸छा स,े मान लीिजए 4 करोड़ Łपये 
का िविनयोजन करने का िनणªय लेती ह।ै इस िविनयोग को Öवैि¸छक िविनयोग कहा जाता ह,ै 
³यŌिक इसकì माýा आमदनी के ÿÂयेक Öतर पर समान रखी जाती ह।ै Öमरण रह ेिक x=7 पर x अ± 
पर 7 इकाई पर एक लंबवत या खड़ी रेखा डालकर फलन का िचý दशाªया जाएगा। 
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(ii) बहòपदीय फलन (Polynomial Function)-बहòपदीलय फलनŌ म¤ कई पद 
(terms) होते ह।ै इसका सामाÆय łप नीचे िदया जाता ह:ै 

y = a0+a1x+a2x
2+…………+anxn 

यहां  a0,a1,a2........an गणुांक (coefficients) ह ैऔर n के अकंìय मलू के आधार पर 
बहòपदीय फलन का उपवगª ÖपĶ हो जाता ह ैजैस े

n=0, होने पर y = a0 (िÖथर फलन) 
n=1, पर y = a0+a1x (रैिखक फलन) 
n=2, पर y = a0+a1x+a2x

2 (िĬघाती या परवलीय फलन) 
n=3, पर y = a0+a1x+a2x

2+a3x
3 (िýघाती फलन) आिद बनते ह।ै 

x पर लगने वाली पावर को घातांक (exponent) कहते ह।ै Öमरण रह ेिक िÖथर फलन म¤ y 
= a0 म¤ वाÖतव म¤ y = a0x

2 होता ह,ै अथाªत ्x पर पावर शÆूय होती ह ैिजससे x0=1 होने पर y=a0 
रह जाता ह।ै िĬघाती फलन दो िडúी का ‘पोलीनािमयल’ होता ह।ै नीचे रैिखक, िĬघाती व िýघाती 
फलनŌ का िचýŌ सिहत ÖपĶीकरण िदया गया ह ै तािक आगे चलकर अथªशाľ म¤ इनका ÿयोग 
आसानी से समझ म¤ आ सके। 

(i) रैिखक फलन (Linear function)-इन फलनŌ को रेखा िचý पर अिंकत करने से सरल 
रेखाएं  बनती ह ैजैस ेy=2x, y=-xआिद। यहा ंy=3+x का úाफ खéचा गया ह।ै 

चूं िक इससे एक सरल रेखा बनती ह,ै इसिलए úाफ पर दो िबदं ुअिंकत करके उनको िमला 
कर आगे-पीछे बढ़ान ेसे िचý बन जाता ह।ै जैसे x=1 पर y=4, तथा x=2 पर y=5 होता ह।ै 

अत: øिमत यµुम (1,4) व (2,5) के िबदं ुअिंकत करने हŌगे।  

 
िचý1.3 

िचý 1.3 म¤ A िबंद ु(1,4) व B िबंद ु(2,5) िनद¥शांकŌ (coordinates) को सिूचत करते 
ह।ै उनको िमलाकर आगे-पीछे बढ़ाने से y=3+x कì सरल रेखा बन जाती ह।ै ±ैितज अ± पर x 
मापा गया ह ैतथा उदú अ± पर y|OR अथाªत ्y=3 अतं: खंड (intercept) ह ैजो प x=0 रखने पर 
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फलन स ेÿाĮ होता ह।ै रेखा का ढाल (slope)=1 ह ैजो x के गणुाकं (coefficient) से िनधाªåरत 
होता ह।ै 

अत: सामाÆय łप म¤ y=ax फलन म¤ रेखा का y अतं: खडं=b ह ैऔर रेखा का ढाल =a ह।ै 
Öमरण रह ेिक a के शÆूय होने पर यह िÖथर फलन बन जाएगा। ÿÂयेक िÖथर फलन तो रैिखक होता 
ह,ै लेिकन ÿÂयेक रैिखक फलन िÖथर फलन नहé होता।  

(ii) िĬघाती फलन (Quardratic Function)-इसम¤ x पर पावर दो के बराबर 
(ºयादा से ºयादा) होती ह।ै इसे परवलीय फलन (parabolic function) भी कहते ह।ै जैस े
y=x2,y=-x2,y=x2+x+1,y=x2-x आिद। इसे िĬतीय िडúी का 'पोलीनोिमयल’ भी कहा जाता ह।ै 
इसका अथªशाľ म¤ बहòत उपयोग होता ह,ै इसिलए इसका िचý बनाना अवÔय आना चािहए। इसका 
िवशेषतया लागत वøŌ म¤ उपयोग देखा जाता ह।ै 

y=x2+3 का úाफ बनाना ह।ै 
तािलका 1.1 

X= -3 -2 -1 0 1 2 3 
Y= 12 7 4 3 4 7 12 

 

 
िचý 1.4 िĬघाती का परवलीय फलन 

िचý 1.4 म¤ x व y िविभÆन जोड़Ō के िबदंओु ंको िमलाने से  y=x2+3 का úाफ बन जाता 
ह।ै िचý 4 म¤ x=0 पर y=3 ह ैजो फलन का Æयनूतम िबदं ुह।ै इस रेखािचý पर कोई अिधकतम मÐूय 
नही ह।ै इसम¤ घाटी (valley) आती ह।ै यिद y=3-x2 का रेखािचý बनाते तो x=0 पर y=3 आता 
जो फलन का अिधकतम मÐूय होता। यहां  फलन का कोई Æयनूतम िबंद ुनही होता ह।ै यहां  फलन कì 
पहाड़ी (hill) आती ह।ै 

(iii) िýघाती फलन (Cubic function)-इसम¤ x कì अिधकतम पावर तीन होती 
ह।ै इसिलए इसे ततृीय िडúी का ‘पोलीनोिमयल’ कहा जाता ह।ै y=x3, y=x3+x2+x+1, 
y=x3-2x-2 आिद िýघाती फलन के उदाहरण ह।ै 
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नीच ेy=x3-2x-2 का रेखािचý बनाया गया ह।ै 
तािलका 1.2 

X= -3 -2 -1 1
2

  0 1
2

 1 2 3  

Y= -23 -6 -1 - 9
8

 -2 -2 7
8

 -3 2 19  

यहां  x के िविभÆन मÐूयŌ पर y के मलू िनकाले गये ह।ै इनको úाफ पर सिुनिĲत łप से 
अिंकत करने के िलए x के बहòत छोटे मÐूयŌ पर y के मलू िनकालना चािहए तािक िचý ÖपĶ आ 
सके। 

 
िचý 1.5 िýघाती फलन 

x व y म¤ िविभÆन जोड़Ō को अिंकत करने पर और उनको िमलाने एक वø बनता ह।ै इस 
वø पर दो मोड़ (turning points) आते ह।ै वø x अ± तो x=लगभग 1.75 पर काटता हòआ 
ऊपर कì ओर िनकल जाता ह।ै अत: x=1.75 समीकरण का एक मलू (root)होता ह।ै यिद वø x 
अ± को तीन िबंदओु ंपर काटता तो समीकरण के तीन मलू úाफ पर ही देख ेजा सकते थे। इस ÿकार 
िýघाती समीकरण का úाफ से हल देखना सगुम होता है; वैस ेबीजगिणत स ेहल करना काफì दÕुकर 
होता ह।ै 

3. पåरमेय फलन (Rational Function) - जब y को x चर म¤ दो बहòपदीय 
फलनŌ के अनपुात के łप म¤ Óयĉ िकया जाता ह ैतो उसे पåरमये या रेशनल फलन कहते ह।ै 

2 1
xy

x



एक पåरमये फलन ह।ै इस पåरभाषा के अनसुार Öवयं  बहòप±ीय फलन भी एक 

पåरमये फलन ही होता ह,ै ³यŌिक यह 1 के अनपुात म¤ Óयĉ िकया जा सकता ह।ै अथªशाľ म¤ एक 

िवशेष िकÖम के पåरमये फलन का बहòत ÿयोग होता ह।ै जैस े 4y
x

  अपना xy=4, अथवा 
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सामाÆय łप म¤ xy=a जहां  a एक िÖथर रािश होती ह।ै इसे आयताकार हाइपरबोला (अितपरवलय) 
कहा जाता ह।ै 

यहा ं 4y
x

  अथवा xy=4 का úाफ खéचा गया ह।ै 

तािलका 1.3  
X= -3 -2 -1 0 1 2 3  
Y= 4

3
  -2 -4 ? 4 2 4

3
  

 

 
िचý 1.6 आयताकार अितपरवलय 

ÖपĶीकरण:- x व y के िविभÆन जोड़Ō को रेखािचý पर अिंकत करके उनको िमलाकर 
वø खéचने से दो वø बनते ह ैजो आमन-ेसामने होते ह।ै इनम¤ धनाÂमक मÐूयŌ वाला वø ÿथम 
खÁड म¤ आता ह ै िजसका अथªशाľ म¤ िवशेष महÂव होता ह।ै ऋणाÂमक मÐूयŌ वाले वø का 
Óयवहार म¤ उपयोग नही होता। वैसे यह ततृीय खÁड म¤ आता ह।ै 

ÿथम खÁड म¤ खéचे गये आयताकार हाइपरबोला के ÿÂयेक िबÆद ुपर xy=4 होगा (x दरूी 
xy दरूी सदैव 4 के बराबर बनी रहगेी)। िचý म¤ A पर (1x4)=4 ह ै तथा B पर (2x2)=4 ह।ै 
अथªशाľ म¤ ऐसा ÿाय: उस मांग वø पर होता ह ैिजस पर मागं कì लोच सवªý एक के बराबर होती 
ह।ै औसत िÖथर लागत वø A Fc) भी आयताकार हाइपरबोला होता ह।ै इन पर अिधक िवÖतार स े
यिूनट 3 म¤ िलखा गया ह।ै यहां  मु́ य उĥÔेय इस फलन या वø कì ÿकृित से पåरचय ÿाĮ करना ह।ै 

Öमरण रह े िक आयताकार हाइपरबोला x-अ± व y-अ± स ेछूता नहé, यह उनके समीप 

जाता ह।ैx=0 पर 4
0

y   होता ह ै जो अिनणêत (indeterminate) होता ह।ै तािलका म¤ इसे 

ÿĳवाचक िचĹ (?) से दशाªया गया ह।ै इसे ÿाय: अनंत () भी िलखा जाता ह।ै x= पर y= 4


 



14 
 

शÆूय कì ओर, लेिकन शÆूय नहé। इस ÿकार x के बहòत छोटा होने पर यह वø y-अ± के समीप 
आता ह,ै और x के बहòत बड़ा होन ेपर यह x-अ± के समीप आता ह,ै और x के बहòत बड़ा होन ेपर 
यह x-अ± के समीप आता ह।ै x-अ± व y-अ± आयताकार हाइपरबोला के उपगामी 
(asymptotes) होते ह।ै 
(4) गैर बीजगिणतीय (बीजातीत) फलन (No algebraic function or 
transcendental functions) 

(i) चरघातांकìय फलन (exponential functions)-अभी तक हमने बीजगिणतीय 
फलनŌ का वणªन िकया ह।ै इनम¤ पोलीनोिमयलŌ (बहòपदŌ) का उपयोग होता ह।ै अब हम 
गैर-बीजगिणतीय फलनŌ का ÖपĶीकरण करते ह ैिजनका अथªशाľ म¤ काफì ÿयोग होता ह।ै 

Y=ax, अथवा y=2x एक चरघातांकìय फलन ह।ै इसम¤ आधार (base) िÖथर होता ह ैऔर 
पावर म¤ x या चर (variable) होता ह।ै अत: पावर का मÐूय पåरवतªनशील होता ह।ै 

y=2x का úाफ बनाने के िलए िनÌन तािलका का ÿयोग िकया जायेगा- 
तािलका 1.4 

X= -3 -2 -1 0 1 2 3    
Y= 1/8 1/4 1/2 1 2 4 8    
 

 
िचý 1.7 – चारघाताकंìय फलन y = 2x 

िचý 1.7 को देखने से चरघातांकìय फलन कì िवशेषता एक दम ÖपĶ हो जाती ह।ै यह तेज 
रÉतार से बढ़ता ह ैिजससे िवकास कì दशाओ ंकì िचिýत करने म¤ इसका Óयापक ÿयोग िकया जाता 

ह।ै Öमरण रह ेिक X=0 पर Y=20=1 होता ह,ै और X=-1 पर y=2-1= 1
2

 होता ह।ै अत: वø बनाने 

के िलए घातांकŌ (indices) के िनयमŌ कì पयाªĮ जानकारी होनी चािहए। ÿमखु िनयम इस ÿकार 
होते ह ै
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X-m= 1
m

, xm ×xn=xm+n xm-n =
m

n

x
x

 तथा n mmx xn  , आिद। Åयान रह े िक 

y=2x+4+4, y=2-x+y-2 आिद भी चरघाताकंìय फलन ही कहलाते ह।ै 
िचý 1.7 म¤ वø y-अ± को y=1 पर काटता हòआ आगे िनकल जाता ह।ै x के ऋणाÂमक 

मÐूयŌ पर y के धनाÂमक मÐूय होते ह ै िजनको Åयान से अिंकत िकया जाना चािहए ³यŌिक व े
छोटी-छोटी िभÆनŌ के Łप म¤ िदये गये ह।ै 

(ii) लघुगणकìय फलन (Logarithmic function) - गैर-बीजगिणतीय फलनŌ 
म¤ दसूरा Öथान लघगुणकìय फलनŌ का होता ह।ै इसके िलए लघगुणुकŌ कì िवÖततृ जानकारी 
आवÔयक होती ह।ै यहां  लघगुणक का अथª सरल łप म¤ समझ लेना चािहए। हम जानते ह ै िक 
100=1 होता ह,ै अत: हम कह सकते ह ैिक 1 का लघगुणक 10 के आधार पर =0 ह।ै इसी ÿकार 
10=10 होता ह।ै अत: 10 का लघगुणक 10 के आधार पर 1 ह।ै इस ÿकार िकसी संÖथा का 
लघगुणक वह अकं होता ह ैिजसे 10 पर लगाकर हल करन ेस ेÖवयं  वही सं´या िनकल आती ह।ै 

लघगुणकŌ म¤ Characteristic व mantissa िनकालने का अËयास होना चािहए तथा 
लॉग व एं िट-लॉग लेना आना चािहए। उस पवूª ²ान का उपयोग करने पर लघगुणकìय फलन , का 
रेखािचý बनाया जा सकता ह।ै 

यहां  हम y=
10

lim
x
 का úाफ नमनूे के तौर पर बनाकर इसकì िवशषेता पर Åयान केिÆþत 

कर¤गे। 
तािलका 1.5 

X= .25 .50 .57 1 2 3 4  
 1

4
  1

2
  4

3
       

Y= -.6021 =.3010 -.1249 0 .3010 .4771 .6021  
Y= लगभग -.6 -.3 -.1 0 3 .5 .6  

गणना :-
10

lim .25 .3979 .6021T    

10
lim .50 .6990 .3010T   , आिद। 

हम 1,2,3 के लॉग सीध-ेतािलका से पढ़कर िलख सकते ह।ै x के ऋणाÂमक मÐूयŌ के िलए 
y नहé िनकाला गया ह ै³यŌिक ऋणाÂमक सं´याओ ंके लघगुणक नही होते। इसिलए úाफ के िलए 
केवल खाने I व IV का ही उपयोग होगा। 
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िचý 1.8 लघुगणकìय फलन 

ÖपĶीकरण :- िचý 1.8 म¤ x व y के तािलका के िविभÆन जोड़Ō को अिंकत करके एक वø 
बनाया गया ह।ै यह धीरे-धीरे ऊपर कì ओर जाता ह।ै वø x-अ± को x=1 पर काटता ह।ै इसका 

कारण यह ह ै िक x=1 पर y=0 होता ह।ै x के अÆय मÐूयŌ, जैसे 1
4

, 1
2

 व 3
4

 पर y के मÐूय 

ऋणाÂमक होने से चौथे खÁड म¤ से वø जायेगा। 
(iii) लघुगणक रैिखक फलन (log-linear function)-आजकल लॉग-लीिनयर 

फलन का भी उपयोग होने लगा ह।ै y=axb एक पावर-फलन ह।ै लघगुणकìय úाफ पर यह एक सरल 
रेखा के łप म¤ दशाªया जा सकता ह।ै दोनŌ तरफ से इसके लॉग लेने पर 

log y=log a = log x(लॉग िनयम लगाने पर) 
यहा ंlog y का log x से रैिखक संबंध होगा। 
यहां  रेखा का अÆत: खÁड = log a तथा ढाल = b होगा। úाफ म¤ x-अ± पर log x तथा 

y-अ± पर log y अिंकत िकये जाय¤गे। इस ÿकार दोनŌ अ±Ō पर x o y अिंकत न करके। log x व 
log y अिंकत िकये जाते ह।ै 

अब हम y=2x2 का लॉग-लीिनयर łप लेकर úाफ बनाते ह।ै 
y=2x2 एक िĬघाती फलन (quadratic function) ह।ै लॉग-łप म¤ यह- 
log y=log 2+2log x बनेगा। 
तािलका 1.6 

log x= 0 1 2 3 4  
log y= log 2 log 2+2 log 2+4 log 1+6 log 2+8  
अथवा       
log y= 0.3010 2.3010 4.3010 8.3010   

यहा ंlog 2=0.3010 रखा गया ह।ै 
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िचý 1.9 लघुगणकìय रेखीय फलन 

ÖपĶीकरण:- िचý 1.9 म¤ x-अ± पर log x तथा y-अ± पर log y मापे गये ह।ै तािलका 
के log x व log y के मÐूयŌ को अिंकत करने से जाता ह।ै तथा िविभÆन िबÆदओु ंको िमलाने से एक 
सरल रेखा A A बनती ह।ै Öमरण रह ेिक रेखा y-अ± पर log y=0.3010 से ÿारÌभ होती ह ैजो 
इसका y अÆत: खÁड (y intercept) माना जाता ह।ै 

अत: इस रेखा का अत: खÁड log 2 ह ैतथा दाल =2 ह।ै Öमरण रह ेिक x-अ± पर x नहé 
बिÐक log x मापा गया ह।ै इसी ÿकार y-अ± पर y नहé बिÐक log y मापा गया ह।ै इस ÿकार 
दोनŌ अ±Ō पर logarithms (अथवा log) मापे जाने से तथा सरल रेखा के बनन े पर यह log 
linear फलन का वø माना जाता ह।ै 

1.6 दो अथवा अिधक Öवतंý चरŌ के फलन 
अतं म¤ हम दो चरŌ या अिधक Öवतंý चरŌ के फलनŌ को ले सकते ह ैजैसे 2-ax+by म¤ z 

आि®त चर x तथा y का फलन ह।ै 
अथªशाľ म¤ इन फलनŌ का काफì उपयोग होता ह ैजैसे उÂपादन कì माýा (Q) उÂपादन के 

साधनŌ पूंजी (k) एवं  ®म (L) पर िनभªर होती ह ै: Q=f(k, L) 
Óयवहार म¤ ये भी रैिखय, िĬघाती आिद łप ले सकते ह।ै 
बोध ÿĳ 4. 
इकाई के अÆत म¤ िदये गये उ°रŌ से अपने उ°रŌ का िमलान कर¤। 
(i) िनÌनिलिखत फलनŌ के िचý बनाइये। 
(a) y = x+2 
(b) y = 3x 
(c) y = 3x2(िĬघाती एवं  लॉग रैिखक łपŌ म¤) 
(d) y = 3x3+4 
(ii) िनमािंकत फलनŌ को पहचािनए- 
(a) C = -5+7Q 
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(b) C = 7+.5Q+.3Q2-.8Q3 
(c) xy = 20 
(d) y = 4x5 

1.7 सारांश 
इस इकाई म¤ हमन े समु̧ चयŌ को एक िवशेष ÿकार कì वÖतओु  ं के संúह के łप म¤ 

पåरभािषत िकया-ऐसा समहू िजसकì सिुनिĲत Óया´या कì  गई हो। समु̧ चयŌ पर सिÌमलन, 
सवªिनķ, एवं  परूक ²ान करने के िलए िøयाएं  कì गई। सÌबÆध एवं  फलन का अथª ÖपĶ करन ेके 
बाद आपको फलनŌ के िविभÆन łपŌ कì जानकारी भी दी गई। इन सभी ÿकार के फलनŌ के 
रेखािचý बनाकर इÆह¤ ÖपĶ िकया गया। 

1.8 शÊदावली 
समु̧ चय (set) 
फलन (function) 
अवयव (elements) 
åरĉ या खाली समु̧ चय (Empty set) 
उप-समु̧ चय (Sub-set) 
सिÌमलन (Union) 
सवªिनķ (Intersection) 
परूक (Complement) 
रैिखक फलन (Linear function) 
परवलय (Parable) 
िĬघाती फलन (Quardratic function) 
िýघाती फलन (Cubic function) 

1.9 िविवध ÿĳ 
ÿĳ 1. यिद यिुनवसªल समु̧ चय: 

 = {4, 5, 6, 7, 8, 9} हो तथा 

A= {4, 5} हो तो A का परूक ( A ) ²ात कìिजए। 
ÿĳ 2. समु̧ चयŌ का िवतरणाÂमक िनयम िसĦ कìिजए। 

A= {d, e} 
B={C, f, g} 
S= {b, c} 

ÿĳ 3. िनÌनां िकत को फलन ³यŌ नहé कह सकते? 
समु̧ चय {(x,y)। y 2x} 
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ÿĳ 4. यिद x के दो मÐूयŌ पर y का एक ही मÐूय ÿाĮ हो तो उसे सÌबÆध मान¤गे या फलन 
या दोनŌ। 

ÿĳ 5. 

(i) डोमने व पåरिध कì धारणाएं  ÖपĶ कìिजए। 

(ii) y=8+4x तथा y=8-4x म¤ फलनŌ कì ŀिĶ से ³या अÆतर ह।ै 

(iii) यिद y=x2+5x-2 हो इसका डोमने -5 x 5 हो तो पåरिध ²ात करो। 

(iv) यिद y= 6
x

 ह ैतो x व y के घनाÂमक होने पर वø िकस खÁड म¤ होगा एव ं x के 

ऋणाÂमक होने पर िकस खÁड म¤ आएगा। इस फलन का नाम बताइये। 

(v) y=x3 का रेखािचý बनाइये। 

1.10 ÿĳŌ के उ°र (Answer to Question) 
बोध ÿĳ 1. 
(i) जब एक उपसटे के सारे अवयव एक सेट म¤ िवīमान होते ह।ै 

जैसे S।={1,2,3} व S2={1} हो तो S2 सेट S1 का उपसटे ह।ै 
(ii) 26=64 उपसेट 
(iii) शÆूय सेट म¤ कोई अवयव नहé होता, यह ÿÂयेक सेट का सबसे छोटा उपसेट माना 

जाता ह।ै  
(iv)जब दो सटेŌ के अवयव एक-दसूरे से िबÐकुल िभÆन होते ह ैतो उनको असंयĉु सेट 

कहते ह।ै 
बोध ÿĳ 2 
(1) िवतरणाÂमक िनयम का ÿथम भाग = {4, 5, 6} 

'' '' िĬतीय भाग = = { } शÆूय या खाली सटे। 
(2) = {6} 

= {1, 2.3, 4, 5} यह यिूनवसªल सेट का एक उपसटे ह।ै  
 
बोध ÿĳ 3 

(i) पåरिध (range) का सेट = 29
14
y y   

(ii) 0 से (-) पåरिध होगी। 
(iii) फलन म¤ x के एक मÐूय पर y का एक िविशĶ मÐूय ही होता है; जबिक y और x 

के सÌबÆध म¤ x के एक मÐूय पर y के एक से अिधक मÐूय हो सकते ह।ै 
सभी फलन सÌबÆध अवÔय होते ह,ै लेिकन सभी सÌबÆध फलन नही होते। 

बोध ÿĳ 4 
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(i) (a)सरल रेखा 
(b)चरघातांकìय वø 
(c)x व y अ±Ō पर िĬघाती या परवलय वø बनेगा, एव ं log x व log y अिंकत 
करन ेपर लॉग-लीिनयर या सरल रेखा बनेगा। 
(d)िýघाती फलन (इसे भी लॉग-लीिनयर बनाया जा सकता ह)ै 

(ii) (a)रैिखक फलन 
(b)िýघाती ' (Cubic) फलन, 
(c)आयताकार हाइपरबोला, 
(d)पंचम-िडúी पोलीनोिमयल, अथवा लॉग-लीिनयर म¤ log y = log 4+5 होगा। 

िविवध ÿĳ- 

(1) A = {6, 7, 8, 9} 
(2) िनयम का ÿथम भाग = { } या   का शÆूय सेट 
(3) चूं िक x=1 पर y=0, 1 व 2 आिद मÐूय ले सकता ह ैिजसस ेयह सÌबÆध (relation) कì 

िÖथित तो बतलाता ह,ै लेिकन फलन कì नहé जहां  x के एक िदये हòए मÐूय पर y का एक 
िविशĶ (Unique) मÐूय ही हो सकता ह।ै 

(4) फलन, लेिकन फलन म¤ सÌबÆध कì अवधारणा तो िनिहत होती ह,ै इसिलए यह फलन व 
सÌबÆध दोनŌ ह।ै 
(i) डोमने म¤ x के Ĭारा िलये जाने वाले मÐूय आते है, जबिक पåरिध म¤ फलन या y 

Ĭारा िलये जा सकने वाले मÐूय आते ह।ै 
(ii) पहले का ढाल =4 ह ैऔर दसूरे का -4 ह।ै 
(iii) पåरिध (range) = 2 48y    होगी। 
(iv) x का मÐूय धनाÂमक होने पर वø ÿथम खÁड म¤ व ऋणाÂमक होने पर ततृीय 

खÁड म¤ आयेगा। यह आयताकार हाइपरबोला ह।ै 
(v) इसका úाफ िýघाती फलन का úाफ होगा। 

1.11 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
(1) Alpha C.Chiang, Fundamental Methods of Mathematical 

Economics, 3rd Edition; 1984 Chapter 2. 
(2) R.G.D. Allen, Basic Mathematics, 1068, Chapter 4 and Chapter 7 
(3) J.D. Gupta, P.K. Gupta and Man Mohan, Mathematics for Business 

and Economics, (Tata McGra-Hill), 1987, Chapter 1. 
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इकाई 2 
आिथªक िसĦाÆत म¤ फलन तथा रेखािचý 

 
इकाई कì łपरेखा 
2.0 उĥÔेय 
2.1 ÿÖतावना 
2.2 मांग-फलन, पिूतª-फलन, व संतलुन-कìमत तथा संतलुन उÂपि° एवं  वø 
2.3 कुल-आगम फलन, सीमाÆत आगम फलन व औसत आगम फलन एवं  वø 
2.4 लागत-फलन एव ंवø - कुल लागत, सीमाÆत लागत एवं  औसत लागत 
2.5 उÂपादन फलन एवं  वø - कुल उÂपि°, सीमाÆत उÂपि° एवं  औसत उÂपि° 
2.6 उÂपादन सÌभावना वø एवं  फलन 
2.7 उपयोिगता फलन-गणनावाचक łप तथा øमवाचक łप म¤ तटÖथता-वø व उनके फलनŌ 

कì िकÖम¤ 
2.8 राÕůीय आय का िनधाªरण-उपयोग फलन, िविनयोग, सरकारी Óयय तथा संतलुन आय 
2.9 सारांश 
2.10 शÊदावली 
2.11 िविवध ÿĳ 
2.12 ÿĳŌ के उ°र 
2.13 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

2.0 उĥेÔय (objectives) 
इस इकाई के अÅययन के बाद आप : 

 ÓयिĶ अथªशाľ के ±ेý म¤ उपयोगी िविभÆन फलनŌ एवं  रेखािचýŌ कì ÿकृित स े
पåरिचत हो जाएं गे; 

 जान सक¤ गे िक कुल, सीमाÆत एवं  औसत फलन कैसे ÿाĮ िकए जाते ह;ै एव ं

 समिĶ अथªशाľ के ±ेý म¤ उपयोग-फलन, िविनयोग फलन एवं  बचत फलन एवं  इन के 
रेखािचýŌ स ेपåरिचत हो जाएं गे। 

 

2.1 ÿÖतावना (Introduction) 
अथªशाľ म¤ िविभÆन ÿकार के चरŌ (Variables) का ÿयोग िकया जाता ह ैजैसे कìमत¤, 

मांग कì माýाए,ं पिूतª कì माýाएं, उÂपादन के साधनŌ कì माýाए ंतथा उÂपि° कì माýाएं, राÕůीय 
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आय, उपभोग, बचत, िविनयोग, आिद। आवÔयकतानसुार िविभÆन िववेचनŌ म¤ िविभÆन चरŌ के 
बीच परÖपर सÌबÆध Öथािपत िकये जाते ह;ै जैसे एक वÖत ुकì कìमतŌ व उसकì मांग कì माýाओ ंम¤ 
सÌबÆध बतलाया जाता ह ैिजस ेमांग फलन कहते ह ैऔर उसको रेखािचý पर दशाªने से मांग-वø 
बनता ह।ै इसी तरह उÂपादन के साधनŌ कì कìमतŌ (जैस ेलगान, Êयाज, मजदरूी आिद ) के बीच 
संबंध Öथािपत िकया जा सकता ह ै िजससे साधन-मांग-फलन /वø बनते ह।ै अत: अथªशाľ म¤ 
अनेक ÿकार के फलनŌ व रेखािचýŌ को ÿयोग देखन ेको िमलता ह ैिजससे आिथªक िसĦाÆतŌ को 
समझने म¤ मदद िमलती ह।ै 

Öमरण रह े िक कई फलनŌ के तीनŌ łप पाये जाते ह-ैकुल, औसत व सीमाÆत। जैसे कुल 
उÂपि°, औसत उÂपि° व सीमाÆत उÂपि° और इसी ÿकार आय (total revenue), औसत आय व 
सीमाÆत आय तथा कुछ लागत, औसत लागत वे सीमांत लागत। इनका आिथªक िसĦाÆत म¤ अपना 
िवशेष महÂव होता ह।ै यह Åयान दनेे कì बात ह ैिक इनम¤ से िकसी भी एक के िलए कुल फलन के 
िदये होने पर औसत फलन व सीमाÆत फलन ²ात िकया जा सकता ह;ै अथवा औसत या सीमाÆत 
फलन के िदये होने पर उसस ेसÌबिÆधत शेष फलन ²ात िकये जा सकते ह।ै ÿाय: औसत फलन पर 
जाने के िलए। कुछ फलन म¤ कुल माýा का भाग देते ह;ै जैसे कुल लागत म¤ वÖत ुकì कुल उÂपि° 
कì माýा का भाग देन ेसे औसत लागत ²ात हो जाती ह।ै सीमाÆत फलन िनकालने के िलए कुल 
फलन का ÿथम अवकलज (First derivative) िलया जाता ह ै िजसका ²ान अवकलन के 
अÅययन के बाद हो पायेगा। लेिकन हम यहां  पर पावर-िनयम का मामलूी उपयोग करके सीमाÆत कì 
अवधारण को भी ÖपĶ कर¤गे तािक कुल, औसत व सीमाÆत फलनŌ का परÖपर संबंध ÖपĶ हो सके। 

फलनŌ व वøŌ का ÿयोग ÓयिĶ अथªशाľ के मांग व पिूतª फलनŌ, कुल आय या कुल 
आगम (Total revenue) फलनŌ, उÂपि°-फलनŌ, लागत फलनŌ उÂपादन-संभावना-फलनŌ 
उपयोिगता-फलनŌ (तटÖथता वøŌ रिहत) बगैर का वणªन कर¤गे, और सं ±ेप म¤ समिĶ अथªशाľ म¤ 
राÕůीय आय-िनधाªरण के मॉडल म¤ समिĶ होन े वाले कुछ फलनŌ जैसे उपभोग-फलन, 
िविनयोग-फलन, आिद का सरल पåरचय द¤गे तािक आगे चलकर ÓयिĶ व समिĶ अथªशाľ दोनŌ के 
अÅययन म¤ सहóिलयत रह¤। 

2.2 माँग-फलन, पूितª -फलन व सं तुलन कìमत तथा सं तुलन-उÂपि° 
एवं वø 
(i) मांग फलन व वø - एक वÖत ुकì बाजार-मांग पर उसकì कìमत के अलावा 

िनÌन तÂवŌ का भी ÿभाव पड़ता ह ैजैसे (1) उपभोĉाओ ंकì सं´या (2) उनकì ŁिचयŌ व अिधमान 
(Preferences),(3) उपभोĉाओ ं कì आमदनी, (4) अÆय परÖपर सÌबĦ वÖतओु ं कì कìमत¤। 
अÆय तÂवŌ को िÖथर मानकर जब एक ही समय म¤ एक वÖत ुकì िविभÆन सÌभािवत कìमतŌ पर मांग 
कì िविभÆन माýाओ ंको दशाªया जाता है, तो उसे मांग-फलन कहते ह।ै इसका सÌबÆध िविभÆन 
समयŌ म¤ बाजार म¤ पायी जाने वाली िविभÆन कìमतŌ स े नहé होता, बिÐक एक ही समय म¤ 
वैकिÐपक व काÐपिनक कìमतŌ पर सÌभािवत मांग कì माýाओ ंसे होता ह।ै 
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मांग-फलन एक िनरंतर घटता हòआ फलन होता ह?ै अथाªत ्कìमत के बढ़ने पर मांग कì 
माýा घटती जाती ह।ै यह एक िनिĲत फलन (explicit Function) होता ह।ै p के िकसी िदये हòए 
मÐूय पर मांग कì, अथाªत, x कì, एक िनिĲत माýा होती ह।ै 

िकसी भी फलन को úाफ पर िदखाने के िलए ÿाय: Öवतंý चर को x-अ± पर तथा आि®त 
चर को y-अ± पर कìमत लेते ह ैऔर x-अ± पर मांग कì माýा लेते ह।ै इस ÿकार मांग-फलन के 
िलए x-अ± पर आि®त चर (मांग कì माýा) और y-अ± पर Öवतंý चर कìमत) िलये जाते ह।ै 

मांग-फलन को दो ÿकार से Óयĉ िकया जा सकता ह।ै 
(अ) ( )x p  यहां  मांग कì माýा कìमत का फलन होती ह।ै 

इसम¤   का िनशान, पाइ, फलन का सचूक ह।ै 
 (आ) यहां  कìमत वÖत ुकì मांग कì माýा का फलन होती ह।ै इसम¤   का िनशान, पाइ, 
फलन का सचूक ह।ै 
उदाहरण 1. 

x = 15 – 5p (यह मांग फलन का ÿथम łप ह)ै 
इसे पåरवितªत łप म¤ िलखने पर 

13
5

p x   (यह मांग-फलन का दसूरा łप है) 

रेखािचý 
x= 15 – 5p को िचý पर दशाªन ेके िलए िनÌन िबÆद ुअिंकत िकये जाय¤गे।  

तािलका 3.1 
 P = 0 1 2 3   
 X = 15 10 5 0   
 

 
मांग कì माýा (x) 

िचý 2.1 रेिखक मांग-वø x =15 - 5p 
यहां  p = 0 पर x = 15 ह ैतथा p = 3 पर x = 0 ह ै
इन दोनŌ िबÆदओु ंको úाफ पर अिंकत करके िमलाने से DD मांग-वø बनता ह ैजो ÿथम 

खÁड म¤ आता ह,ै ³यŌिक यहां  p व x दोनŌ के धनाÂमक मÐूय ही साथªक होते ह।ै  
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उदाहरण 2 : 
मांग-वø एक आयताकार हाइपरबोला भी हो सकता ह।ै 

मान लीिजए, 45 3
5

x
p

 


 अथवा, ÓयविÖथत करने पर, 

(x + 3) (p + 5) = 45 
इसको úाफ पर अिंकत करने पर खÁड । व खÁड ।।। म¤ दो वø बनते है , लेिकन खÁड । के 

धनाÂमक p व x मÐूय ही साथªक होते ह।ै अत: उनको ही िनÌन िचý म¤ दशाªया गया ह ै
P के िविभÆन मÐूयŌ पर x कì माýाएं  इस ÿकार होगी: 

तािलका 2.2 
P -2 0 5 10 15   
X 12 6 1.5 0 -3/4   

इनको िनÌन िचý म¤ दशाªया गया ह ै

  
िचý 2.2 मागं-वø -एक आयताकार अितपरवलय 

तािलका 2.2 म¤ p के िविभÆन मÐूयŌ पर x के मÐूय (x + 3) (p + 5) = 45 के आधार पर 
ÿाĮ िकये गये ह।ै यहां  आयताकार हाइपरबोला का ÿथम खÁड का DD अशं साथªक ह।ै इस वø 
का आगे-पीछे का रेखािंकत अशं िनरथªक ह।ै आयताकार हाइपरबोला का केÆþ 1o  पर ह ैजहा ंx = 
- 3 व p = - 5 ह,ै जब िक úाफ का क¤ þ o  पर ह,ै जहां  x = 0 व p = 0 ह।ै यहां  पर आयताकार 
हाइपरबोला के asymptotes 1 1o x  व 1 1o p  ह।ै यिद आयताकार हाइपरबोला (x - 3) (p - 5) = 
45 होता तो इसका क¤ þ (3, 4) पर होता जो ÿथम खÁड म¤ आता, अथाªत ्x = 3 व p = 5 पर 
आता। 

ऊपर िचý 2 म¤ आयताकार हाइपरबोला ox-अ± व op-अ± को तो काटता हòआ िनकल 
जाता ह,ै लेिकन यह 1 1o x -अ± व 1 1o p -अ± को छून ेका ÿयास करता ह,ै लेिकन वÖततुः छू नहé 
पाता ह।ै  

मांग-फलन के अÆय łप - मांग-फलन के रैिखक व आयताकार हाइपरबोला के łप 
ऊपर ÖपĶ िकये गये ह।ै लेिकन इसके िनÌन łप भी हो सकते है- 
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(i) 
2

a px
b


  (पैराबोला) 

(ii) bpx ae  (चरघातांकìय) 

(iii) 1 log ap
b x

  (लघगुणकìय) 

(इन सबम¤ x व p केवल धनाÂमक मÐूय ले सकते ह ैऔर a व b घनाÂमक िÖथर रािशया ं
(Constants) होती ह।ै) 

पवूª इकाइयŌ म¤ इन िविभÆन ÿकार के फलनŌ कì िवÖततृ जानकारी दी जा चकुì ह।ै उसके 
आधार पर िदये हòए आकड़Ō का उपयोग करके उनके मांग-वø खéचे जा सकते ह।ै 

(ii) पूितª-फलन व वø- एक वÖत ुकì बाजार म¤ कì जाने वाली पिूतª पर कई तÂवŌ 
का ÿभाव पड़ता ह ै जैसे (।) उस वÖत ु कì कìमत (।।) उÂपादन के साधनŌ कì कìमत¤ (।।।) 
टे³नोलोजी कì दशाएं । साधारणतया एक समय म¤ वÖत ुकì िविभÆन कìमतŌ पर सÈलाई कì माýाए ं
िभÆन-िभÆन होती ह।ै कìमतŌ के बढ़ने पर पिूतª बढ़ायी जाती ह।ै यिद उÂपादन के साधनŌ कì कìमत¤ 
घटती ह ैतो वÖत ुका उÂपादन बढ़ाया जाता ह ैिजससे पिूतª बढ़ती ह।ै टे³नोलोजी म¤ सधुार होने स े
पिूतª बढ़ती ह ै³यŌिक लागत भी कम आती ह।ै 

पिूतª-फलन म¤ अÆय बातŌ को िÖथर रख कर, एक समय म¤ एक वÖत ुकì िविभÆन सभंािवत 
कìमतŌ पर पिूतª कì िविभÆन माýाएं  देखी जाती ह।ै 
पूितª-फलन का उदाहरण- 

x = 3p-1 
यहां  x = पिूतª कì माýा व p = कìमत ह।ै यह एक रैिखक फलन ह।ै p के िविभÆन धनाÂमक 

मÐूयŌ पर x के मÐूय ²ात करके पिूतª  फलन का रेखािचý बनाया जा सकता ह ैजो इस ÿकार होगा। 
तािलका 2.3 

P= 0 1 2 3 
X= -1 2 5 8 

 
िचý 2.3 पूितª वø = x = 3p-1 
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िचý 2.3 म¤ कìमत के बढ़ने से पिूतª कì माýा बढ़ती ह।ै p = 0 पर पिूतª कì माýा ऋणाÂमक 

(-1) ह।ै कìमत के बढ़ते जाने पर पिूतª कì माýा बढ़ती जाती ह।ै पिूतª वø ऊपर कì ओर जाता ह।ै 
हमने िचý 2.3 म¤ रैिखक पिूतª फलन दशाªया ह।ै लेिकन यह पैराबोिलक फलन भी हो 

सकता ह,ै जैस े
21

4
x p p   अथवा 

2

2
5 20
p px     आिद। 

पिूतª-फलन चरघाताकंìय फलन का łप भी úहण कर सकता ह ै³यŌिक यह ऊपर कì ओर 
जाता ह,ै यīिप इसकì ऊपर कì ओर जाने कì गित काफì तीĄ हòआ करती ह।ै पिूतª-फलन के 
लघगुणकìय होने पर यह धीमी गित से ऊपर कì ओर जाता ह।ै 

(iii) मांग-वø कì पूितª-वø के परÖपर कटाव स ेसंतलुन-कìमत व संतलुन उÂपि° 
का िनधाªरण: मांग व पिूतª वøŌ का एक साथ उपयोग करके हम उनके परÖपर कटाव स े
संतलुन-कìमत व संतलुन-उÂपि° का िनधाªरण कर सकते ह।ै िपछले दो फलनŌ को एक साथ रखकर 
हल करन ेपर िनÌन पåरणाम आता ह ैिजसे रेखािचý पर भी दखेा जा सकता ह।ै 

मांग कì ओर : x =15 – 5p ... (1)  
पिूतª कì ओर : x = 39 - 1 ... (2) 

संतलुन कì दशा म¤ कुल मांग = कुल पिूतª ( d sQ Q ) 
15 – 5p = 3p - 1  
अथवा – 8p = -16 
p = 2 तथा x = 5[(1) व (2) दोनŌ म¤ p = 2 रखने पर) 

 
िचý 2.4 सतुंलन कìमत व सं तुलन उÂपि° का िनधाªरण 

िचý 2.4 म¤ मांग-वø DD व पिूतª-वø SS दोनŌ एक दसूरे को E िबÆद ुपर काटते ह।ै जहा ं
मांग कì माýा = पिूतª कì माýा = 5 इकाई होती ह।ै अत: िदये हòए मांग व पिूतª-फलनŌ कì िÖथित म¤ 
संतलुन-कìमत = 2 इकाई (Łपये) तथा मांग व पिूतª कì माýाएं  5 इकाई िनधाªåरत हŌगी इस ÿकार 
मांग व पिूतª दोनŌ फलनŌ के िदये होन ेपर हम संतलुन कìमत व संतलुन माýाएं  इिंगत कर सकते ह।ै 
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बोध ÿĳ 
ÿĳ 1. िनÌनिलिखत म¤ से मांग-फलन प पिूतª-फलन छािंटए और उनको रेखािचý पर दशाª 

कर संतलुन कìमत व संतलुन माýा ²ात कìिजए। 

x = 4p - 1 तथा x = 4 - 2p  
(यहाँ x वÖत ुकì माýा तथा p कìमत के सचूक ह§।) 
ÿĳ 2. मांग-फलन के संभािवत łप बतलाइए। 

ÿĳ 3. ap c
x

   मांग-वø कì आकृित िकस ÿकार कì होगी? 

2.3 कुल आगम फलन (Total Revenue Functions), सीमांत आयम 
फलन व औसत आयम फलन एवं  वø: 
कुल आय या कुल आगम िनकालने के िलए कìमत (p) को िबøì कì माýा (x) से गणुा 

िकया जाता ह।ै अत: TR = px होता ह।ै हम पहले बतला चकेु ह ै िक मांग-फलन या औसत 
आय-फलन दो ÿकार से िलखा जा सकता ह:ै 

x = ( )p एवं  p = ( )x  
चूं िक TR = px होता ह,ै इसिलए कुल आय-फलन भी दो ÿकार से िलखा जा सकता ह?ै  
(i) TR = px = p ( )p  (यहां  कुल आय को p के फलन के łप म¤ रखा गया ह।ै)  
(ii) TR = px = x ( )x  (यहां  कुल आय को x के फलन के łप म¤ रखा गया ह।ै)  
अिधकांश कुल आय-फलन िĬतीय łप म¤ ÿÖततु िकये जाते ह।ै इसम¤ दािहनी तरफ मांग 

कì माýा ली जाती ह।ै अत: úाफ म¤ ox- अ± पर मांग कì माýा व oy - अ± पर कुल आय (TR) 
िदखलायी जाती ह।ै 

चूं िक TR = px होता ह,ै  
TRAR p
x

  , अथवा मांग-फलन होता ह।ै 

 तथा ( )d TRMR
dx

  होता ह,ै अथाªत ्TR का ÿथम अवकलन (x के सदंभª म¤) सीमांत 

आय-फलन (MR function) होता ह।ै 
उदाहरण :- 

मान लीिजए p = 12 - x (मांग-फलन या औसत आय AR फलन ह)ै 
Öमरण रह ेिक यहा ंp को x के फलन के łप म¤ ÿÖततु िकया गया ह।ै 
TR = px = x (12 - x) = 12x – x2 …(।) 

( )d TRMR
dx

  = 12 – 2x (TR का x के सदंभª म¤ ÿथम अवकलज लेने पर ... (।।) 
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िनÌन तािलकाओ ंम¤ x के िविभÆन मÐूयŌ पर कुल आय (TR) व सीमांत आय (MR) कì 
रािशयां  दशाªयी गयी ह।ै 

 
तािलका 3.4 

वÖत ुकì माýा कुल आय ( )( ) R d TR TRTR MR MR p AR
X dx x


    


 

(x)  (1) (2) (3) (4) (5) 
0 0  - - 
1 11 11 10 11 
2 20 9 8 10 
3 27 7 6 9 
4 32 5 4 8 
5 35 3 2 7 
6 36 1 0 6 
7 35 (-)1 -2 5 
8 32 (-)3 -4 4 

तािलका के िनमाªण का ÖपĶीकरण 
कॉलम (1) व कॉलम (2) से कुल आय-वø बनाया जाएगा। इसम¤ TR = 12x – x2 

संबंध म¤ x के िविभÆन मÐूयŌ पर TR कì रािशया ं इिंगत कर  गई ह।ै TR कì रािश 6 इकाई तक 
बढ़ती ह,ै लेिकन 7वé इकाई से घटने लग जाती ह।ै कॉलम (3) म¤ सीमांत आय कì गणना कì िविध 
इस ÿकार कì गयी ह:ै वÖत ुकì एक इकाई के बढ़ने से कुल आय कì विृĦ का माप िकया गया ह ै
जैसे वÖत ुकì शÆूय इकाई पर TR = 0 व वÖत ुकì एक इकाई पर TR = 11 ह ैअत: 0 व 1 इकाई 
के बीच MR कì रािश = 11 - 0 = 11 ह।ै इसी ÿकार 1 व 2 इकाई के बीच MR कì रािश = 20 
– 11 = 9 ह,ै आिद। कॉलम (4) म¤ भी MR कì गणना कì गयी ह,ै लेिकन वह सीधे MR फलन = 
12- 2x से इिंगत कì गई ह ैजैसे एक इकाई पर MR = 12 - 2 = 10 ह,ै 2 इकाई पर 12 - 4 = 8 
ह,ै आिद, आिद। यहां  अवकलन स ेMR फलन इिंगत िकया गया ह।ै अतं म¤ कॉलम (5) म¤ AR 
फलन से AR कì रािश वÖत ुकì िविभÆन माýाओ ंपर िनकाली गयी ह।ै Öमरण रह ेिक कॉलम (4) म¤ 
MR का ढाल (slope) = - 2 ह ैतथा कॉलम (5) म¤ AR का ढाल = -1 ह।ै दानŌ के अतं: खडं 
(intercept) y - अ± पर = 12 ह।ै 

अब हम TR, AR व MR के रेखािचý देते ह।ै 
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िचý 2.5 (a) कुल आगम वø 

िचý 2.5 (a) म¤ TR वø ऊपर कì ओर उठता ह।ै यह 6 इकाई पर 36 पर पहòचं जाता ह ै
जो इसकì सवाªिधक माýा ह।ै ऐसा वø पर T िबÆद ुपर होता ह।ै उसके बाद TR घटता जाता ह ैऔर 
आगे चलकर x = 12 यह (144 - 144) = 0 हो जाता ह।ै ox - अ± के दािहनी ओर x = 12 तक 
चलने पर TR = 0 कì दश आ जायेगी। परूा TR वø एक पैराबोला कì आकृित ले लेता ह।ै 

नीचे िचý 2.5 (b) म¤ AR व MR वø खéचे गये ह।ै ये रैिखक फलन से ÿाĮ हòए ह।ै ये 
दोनŌ y - अ± पर 12 स ेÿारंभ होते ह।ै MR वø x = 6 पर शÆूय हो जाता ह ैजहां  TR = 36 
अिधकतम होता ह।ै उसके बाद MR ऋणाÂमक (negative) होता ह।ै MR वø AR वø से नीच े
रहता ह।ै AR का ढाल -1 ह,ै जब िक MR का ढाल -2 ह।ै दानŌ का y - अतं: खडं = 12 ह।ै 

बोध ÿĳ 2 इकाई के अंत म¤ िदये गये अतंरŌ से अपने उ°रŌ का िमलान कर¤। 
(1) यिद AR = p = 10 - x जहा ंp = कìमत व x वÖत ुमी माýा कì सचूक ह ैतो 

TR व MR कì माýाएं  ²ात कìिजए व तीनŌ वøŌ का िचý िदखाइए। 

 
िचý 2.5 (b) औसत एवं  सीमातं आगम वø 
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2.4 लागत-फलन व वø - कुल लागत सीमांत लागत व औसत 
लागत 
यिद कुल लागत को  (पाई) से सिूचत िकया जाये तो   = f(x) कुल लागत फलन होगा 

जहां  x उÂपि° कì माýा का सचूक ह।ै रेखािचý म¤ ox - अ± पर उÂपि° कì माýा व oy - अ± पर 
कुल लागत िदखलायी जाती ह।ै सीमांत लागत व औसत लागत वø बनाते समय इनको भी oy - 
अ± पर मापा जाता ह।ै 

कुल लागत वø िÖथर दशाओ ं(static conditions) को सिूचत करता ह ैजैसे इसम¤ हम 
(i) उÂपादन कì तकनीक व (ii) पåरवतªनशील साधनŌ कì पिूतª कì दशाओ ंको िÖथर मान लेते ह।ै 
इन दशाओ ंम¤ पåरवतªन होने से Öवयं  कुल लागत वø ही बदल जाता ह।ै जैसे मान लीिजए, उÂपादन 
कì तकनीक म¤ सधुार हो जाये अथवा उÂपादन का कोई साधन जैसे ®म, पूंजी आिद पहले से सÖता 
हो जाये तो कुल लागत घट जाने से कुल लागत वø नीच े िखसक जायेगा। इसके िवपरीत यिद 
उÂपादन के साधनŌ के मÐूय बढ़ जाय¤ तो कुल लागत बढ़ने से इसका वø ऊपर कì ओर िखसक 
जायेगा। 

यहां  यह ÖपĶ होना जłरी ह ै िक कुल लागत एक 'Æयनूतम (minimum) िकÖम कì 
धारणा' ह,ै अथाªत ्यह उÂपि° कì िविभÆन माýाओ ं के िलए लगायी जाने वाली कम से कम या 
Æयनूतम लागत को सिूचत करती ह।ै यह एक मÐूय वाला मोनोटोिनक फलन होता है , अथाªत ्िनरंतर 
बढ़ने वाला फलन होता ह।ै 

नीचे 21 5 200
10

x x     के आधार पर कुल लागत, औसत लागत व सीमांत लागत 

वø दशाªये गये ह।ै 

यहां  कुल लागत-फलन ह ै: 21 5 200
10

x x    ... (1) 

अत: औसत लागत फलन ह ै: 1 2005
10

AC x
x x

   ...(2) 

तथा सीमांत लागत फलन ह ै: 1 5
5

dMC x
dx

   ...(3) 

(पावर िनयम से अवकलन लेने पर) 
तािलका 2.5 

उÂपि° कì माýा 
(x) 

कुल लागत 
( )TC   

औसत लागत 
( )A C

x
  

सीमांत लागत 

( ) dM C
dx
  

कॉलम (1) (2) (3) (4) 
0 200 - 5 

10 260 26 7 
20 340 17 9 
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30 440 14-2/3 11 
40 560 14 13 
यहां  तीनŌ ÿकार के लागत-फलनŌ म¤ x कì िविभÆन माýाएं  0, 10, 20, 30 व 40 लगाकर 

कुल लागत, औसत लागत व सीमांत लागत कì गणना कì गई ह।ै िजÆह¤ øमश: कॉलम (2), 
कॉलम (3) व कॉलम (4) म¤ िदखाया गया ह।ै आगे इÆह¤ रेखािचý पर दशाªया गया ह।ै 

 
िचý 2.6 (a) कुल लागत वø 

 
िचý 2.6(b) औसत लागत व सीमांत लागत वø 

िचý 2.6 (a) पर कुल लागत वø (TC) िदखाया गया ह।ै यह oy - अ± पर 200 ŁपयŌ से 
चाल ूहोता ह ैजो िÖथर लागत (fixed cost) ह।ै यह शÆूय उÂपि° पर भी लगानी होती ह।ै उसके बाद 
कुल लागत वø ऊपर कì ओर जाता ह।ै यहा ंपर धनाÂमक मÐूय िदखाने से पैराबोला का एक अशं 
ही काम का ह,ै जो ÿथम खडं म¤ आया ह।ै इस पर िकसी भी िबंद ुपर औसत लागत ²ात करने के 

िलए लंबवत दरूी म¤ ±ैितज दरूी का भाग िदया जाता ह।ै जैसे p िबÆद ुपर औसत लागत = PQ
OQ

 

होगी। इस वø पर सीमांत लागत ²ात करने के िलए उस िबंद ुपर Öपशª रेखा का ²ात िकया जाता ह ै

जैसे P िबंद ुपर TT Öपशª रेखा का ढाल = PS
RS

 ह।ै इसी ÿकार अÆय िबंदओु ंपर भी AC व MC 

िनकाले जा सकते ह§ ।  
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िचý 2.6(b) पर AC व MC वø दशाªये गये ह।ै AC वø को MC वø उसके Æयनूतम 
िबंद ुपर काट कर आगे बढ़ता ह।ै यहां  MC वø एक सरल रेखा ह ै³यŌिक यह रैिखक फलन का 
पåरणाम ह।ै 

कुल लागत फलन के िविभÆन łप 
(1) ax b   (रैिखक) 
(2) 2ax bx c     (पैराबोला) 
(3) 3 2ax bx cx d      (िýघाती फलन) 
(4) bxac   (चरघातांकìय फलन आिद, आिद।) 
इनम¤ ÿÂयेक िÖथित म¤ a, b, c व d पैरामीटर धनाÂमक (positive) होते ह।ै 
बोध ÿĳ 3. इकाई के अंत म¤ िदये गये अतंरŌ से अपने अंतरŌ का िमलान कर¤। 
(1) िनÌनिलिखत कुल लागत-फलनŌ कì िकÖम िलिखए: 
(i) 2.1 2.4Q     
(ii) 24 .5 .2Q Q     
(iii) 0.7260Q   
(iv) 2 335 5 2 2Q Q Q      , यहां  Q उÂपि° कì माýा व   कुल लागत के सचूक 

ह।ै 
(2) ÿĳ 1 (iv) के कुल लागत-फलन, औसत लागत-फलन व सीमांत लागत-फलन को 

रेखािचý पर िदखाइए। 

[संकेत: 235 5 2 2
5

AC Q Q     तथा 

25 4 6MC Q Q    ह।ै] 

2.5 उÂपादन-फलन व वø - कुल उÂपि°, सीमांत उÂपि° व औसत 
उÂपि° 
उÂपादन-फलन म¤ उÂपादन कì माýा का संबंध साधनŌ कì माýाओ ंसे Öथािपत िकया जाता 

ह।ै मान लीिजए, उÂपादन कì माýा कì पूंजी व ®म कì माýा पर िनभªर करती ह ैतो इसे िनÌन łप म¤ 
दशाªया जा सकता ह:ै Q = f (K,L), यहां  Q उÂपि° कì माýा तथा K पूंजी कì इकाइयŌ व L ®म 
कì इकाइयŌ के सचूक ह।ै 

यहां  पर यह Öमरण रखना होगा िक उÂपादन-फलन एक अिधकतम कì अवधारणा 
(maximum concept) ह;ै अथाªत ्यह उÂपादन कì उस अिधकतम माýा को सिूचत करता है, जो 
दी हòई टे³नोलोजी कì दशा म¤, साधनŌ के िकसी िविशĶ संयोग स े ÿाĮ कì जा सकती ह।ै 
उÂपादन-फलन के कई łप होते ह,ै लेिकन आमतौर पर इसम¤ 'पावर-फलन' का अिधकतम ÿचलन 
देखा गया ह।ै कॉब-डूगलस उÂपादन-फलन काफì लोकिÿय माना गया ह।ै यह Q AL K   से 
सिूचत िकया जाता ह ैजहां  Q उÂपि° तथा L व K øमश: ®म व पूंजी कì माýाओ ंको ÿकट करते 
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ह।ै यहां  A, α व β ÿाचल (parameters) ह।ै α = ®म कì उÂपि°-लोच और β = पूंजी कì 

उÂपि°-लोच ह।ै पैमाने के ÿितफल (α+β) कì रािश पर िनभªर करते ह।ै ÿाय: α + β = 1 मान कर 

इस फलन म¤ पैमाने के िÖथर ÿितफलŌ पर िवचार िकया जाता ह।ै α या ®म कì उÂपि°-लोच 
िनकालन ेके िलए उÂपि° के ÿितशत पåरवतªन म¤ ®म के ÿितशत पåरवतªन का भाग िदया जाता ह।ै 

इसी ÿकार β, या पूंजी कì उÂपि°-लोच, ²ात करने के िलए िकया जाता ह।ै उÂपादन-फलन रैिखक, 
पैराबोिलक, िýघाती व कॉब-डूगलस आिद िकÖमŌ के हो सकते ह।ै हम यहा ंकॉब डूगलस िकÖम के 
उÂपादन - फलन का उदाहरण देते ह।ै 

उदाहरण:- यिद Q= 10
1 1

2 2L K होए तो पूंजी को िÖथर मानकर ®म के िलए कुल उÂपि°, 
सीमांत उÂपि° व औसत उÂपि° वø खéिचए। 

हल(1):-®म कì कुल उÂपि° = TRL = 10
1 1

2 21L  = 10
1

2L  =10 L  
तािलका 2.6 

®म कì माýा 
(L) 

 

®म कì कुल उÂपि° 
(TPL) 

 

®म कì औसत उÂपि° 
(APL) 

 

®म कì सीमांत उÂपि° 

(MPL) = TP
L




 

कॉलम (1) (2) (3) (4) 
0 
1 
2 
3 
4. 

0 
10.00 
14.14 
17.32 
20.00 

… 
10.00 
7.07 
5.77 
5.00 

… 
10.00 
4.14 
3.18 
2.68 

सवªÿथम, ®म के कुल उÂपि° फलन Q = 10 L  म¤ ®म कì िविभÆन इकाइयŌ के िलए 
®म कì कुल उÂपि° िनकाली गयी ह।ै औसत उÂपि° के िलए कुल उÂपि° ®म का भाग िदया गया 

ह।ै APL = TPL
L

 होता ह।ै यहाँ ®म कì सीमांत उÂपि° ²ात करने के िलए कुल उÂपि° कì विृĦ म¤ 

®म कì विृĦ का भाग िदया गया ह।ै जैसे ®म कì तीसरी इकाई पर ®म कì सीमांत उÂपि° = 
(17.32 – 14.14) = 3.18 आती ह,ै आिद। 
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िचý 2.7 (a) TPL 

 

 
(b) APL व MPL वø 

िचý 2.7 (a) म¤ TRL वø तथा िचý 2.7 (b) म¤ APL व MPL वø खéच ेगये ह ैिजनके 
आकड़े ऊपर कì सारणी से िलये गये ह।ै MPL को ®म के मÅय-िबंदओु ं (mid-point) के ऊपर 
अिंकत िकया गया है; जैस े1/2 ®िमक कì सीध म¤ सीमांत उÂपि° कì माýा 10 इकाई, 11/2 ®िमक 
कì सीध म¤ 4.14 इकाई सीमांत उÂपि° दशाªयी गयी ह।ै जब ®म के सीमांत उÂपि° फलन (MPL 
function) से गणना कì जाती, तो ®म कì øमश: 1, 2, 3 इकाइयŌ के सामने उनकì सीमांत 
उÂपि° िदखायी जा सकती थी। यहां  ®म के िलए उÂपादन का दसूरा चरण (Second stage) 
दशाªया गया ह।ै 
बोध ÿĳ 4. इकाई के अंत म¤ िदये गये उ°रŌ से अपने उ°र का िमलान कर¤। 

(1) यिद एक भिूम के टुकड़े पर ®म कì िविभÆन इकाइयŌ से ÿाĮ उÂपि° का उÂपादन-फलन Q 
= 10L+ 10L2- L3 से सिूचत िकया जाता है, तो सारणी म¤ TPL, APL, व MPL दशाªइए, 
तथा उÆह¤ úाफ पर अिंकत कåरए। MPL कì माýा इसके फलन के आधार पर दशाªए।ं 



35 
 

2.6 उÂपादन संभावना वø (Production possibility curves) व 
फलन 
ये łपांतरण-फलन या वø (transformation functions or curves) भी कहलाते ह।ै 

एक फमª अपने िदये हòए साधनŌ का परूा उपयोग करके एवं  परूी कायªकुशलता स ेउपयोग करके x व 
y वÖतओु ंके िविभÆन संयोग उÂपÆन कर सकती ह।ै इसके िलए तकनीकì दशाएं  िÖथर मानी जाती ह।ै 
y= f(x) िलया जा सकता ह।ै यहा ंy, x का एक मÐूय वाला व घटता हòआ फलन होता ह।ै इसी 
ÿकार x = g(y) म¤ x, y का एक मÐूय वाला व घटता हòआ फलन होता ह।ै इस फलन म¤ एक वÖत ु
का उÂपादन अिधक होता ह ैतो दसूरी का कम होता ह।ै उÂपादन-संभावना वø मलू िबंद ुके नतोदर 
(concave) होता ह।ै अÓयĉ łप म¤ (implicit form) म¤ यह फलन F(x, y) = 0 होता ह ैजैस ेy2 

+ x + 4y – 20 = 0। एक सामाÆय िÖथित म¤, एक वÖत ुका उÂपादन बढ़ाये जाने पर दसूरी वÖत ुका 
उÂपादन वĦªमान दर स ेघटता ह ै(decreases as an increasing rate)। इसीिलए यह मलू िबंद ुके 
नतोदर होता ह।ै 

उÂपादन-संभावना वø एक अिधकतम िकÖम कì अवधारणा (maximum concept) ह;ै 
³यŌिक यह दोनŌ वÖतओु ंकì अिधकतम उÂपादन कì संभावनाओ ंको Óयĉ करता ह।ै फमª अपने 
साधनŌ का परूा व सवाªिधक कायªकुशल उपयोग करके उÂपादन-संभावना वø कì सीमाओ ं पर 
उÂपादन कर सकती ह,ै लेिकन वह इनसे परे नहé जा सकती, और इनसे पीछे रहने से कोई लाभ नही 
होता। 

उÂपादन-संभावना वø के कई łप हो सकते ह।ै जैसे अडंाकार (elliptic), व°ृाकार 
(circular), पैराबोिलक तथा आयताकार हाइपरबोिलक। लेिकन इन सभी वøŌ के ÿथम खÁड म¤ 
पड़ने वाले अशं का ही महÂव माना जाता है, शेष अशं िनरथªक होता ह।ै 

उदाहरण:- एक फमª अपने िदये हòए साधनŌ से दो ÿकार का िम®ी मावा (x व y िकÖम 
का) बनाती ह।ै y िकÖत के िम®ी मावे का x िकÖम के िम®ी मावे म¤ िनमां िकत फलन िदया हòआ ह:ै 

189
10

y
x

 


(x < 10) 

बतलाइए िक यह उÂपादन-संभावना वø िकस िकÖम का ह ैऔर x व y िकÖत के िम®ी 
भावŌ कì ºयादा से ºयादा उÂपािदत कì जाने वाली माýाएं  ²ात कìिजए। 

हल:- 189
10

y
x

 


 

  (y – 9)(10 – x)= -18 
  (x – 10)(y – 9)= 18(िनशान बदलन ेपर) 
अत: यह एक आयताकार हाइपरबोला ह ै िजसका क¤ þ x=10 तथा y=9 पर ह।ै अब 

(x-10)(y-9)=18 का उपयोग करके वø बनाया जायेगा। x कì ºयादा से ºयादा माýा िनकालने के 
िलए y=0 रखना होगा, िजससे (x-10)(-9)=18 

  x – 10 = -2 
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  x= -2 +10 = 8 
इसी ÿकार y कì सवाªिधक माýा िनकालने के िलए x=0 रखना होगा, िजसस-े 

-10(y - 9) = 18 
y - 9 = -1.8 
y = -1.8 + 9 = 7.2 

अत: x=8 व y=7.2 इनकì अिधकतम माýाएं  होगी। 
रेखािचý बनाने के िलए िनÌन तािलका के अकंŌ का उपयोग िकया जाना चािहए।  

तािलका 2.7 
X= -1 0 2 4 6 8 9 
Y= 7.4 7.2 6.75 6 4.5 0 -9 

 
िचý 2.8 उÂपादन सभंावना वø (x-10) (y-9) = 18 

िचý 2.8 म¤ y कì अिधकतम माýा 7.2 इकाई तथा x कì अिधकतम माýा 8 इकाई आती 
ह।ै PP उÂपादन-संभावना-वø ह,ै िजस पर x व y के अÆय संयोग अिंकत िकये गये ह।ै Öमरण रह े
िक आयताकार हाइपरबोला का क¤ þ ऊपर कì ओर o1 पर ह,ै जहां  o1x1 व o1y1 आयताकार 
हाइपरबोला के दो asymptotes ह ै और यह क¤ þ x = 10 व y = 9 पर िÖथत ह।ै PP का जो 
रेखां िकत अशं िĬतीय खडं व चतथुª खडं म¤ पड़ता है , वह िनरथªक ह।ै 

बोध ÿĳ 5. 
एक कंपनी दो ÿकार कì आइसøìम बनाती ह,ै x व y िकÖम कì उÂपादन-संभावना वø 

का फलन इस ÿकार 
ह:ै 
5x2 + 2y2 – 98 = 0(अÓयĉ łप म¤ in the implicit form) 
िचý बनाइए व x तथा y कì अिधकतम माýाए ं²ात कìिजए। इसके िचý का आकार कैसा 

होगा? 
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2.7 उपयोिगता-फलन: -गणनावाचक łप (cardinal form) तथा 
øमवाचक łप म¤ (ordinal form) तटÖथता वø व उनके फलनŌ 
कì िकÖम¤ 
(i) उपयोिगता फलन: गणनावाचक łप म¤: 

इसके अतंगªत उपयोिगता को मापा जाता ह।ै मान लीिजए, 
U = f(x) = 12x – x2 ह ैतो 

सीमांत उपयोिगता MU = du
dx

= 12 – 2x होगा। यहां  औसत उपयोिगता का फलन 

AU फलन = 12 – x ह।ै लेिकन इसका उपयोग कम होता ह।ै 
तािलका 2.8 

वÖत ुकì इकाइयां कुल उपयोिगता सीमांत उपयोिगता 
कॉलम (1) (2)(TU) [ du

dx
](3) 

0 0 - 
1 11 10 
2 20 8 
3 27 6 
4 32 4 
5 35 2 
6 36 0 
7 35 -2 

यहां  कॉलम (1) व (2) को úाफ पर अिंकत करने पर उपयोिगता वø (TU) बनेगा। ox - 
अ± पर वÖत ुकì इकाइयां  मापी जाय¤गी, और oy - अ± पर कुल उपयोिगता। पनु: कॉलम (1) व 
(3) को अिंकत करने पर सीमांत उपयोिगता रेखा ÿाĮ होगी िजसका ढाल (-)2 ह।ै जब 6 इकाइयŌ 
पर कुल उपयोिगता अिधकतम होती ह ैतो सीमांत उपयोिगता शÆूय होती ह।ै जब कुल उपयोिगता 
घटती ह ैतो सीमांत उपयोिगता ऋणाÂमक होती ह।ै 

(ii) उपयोिगता फलन : øमवाचक łप म¤ तटÖथता वø का फलन व वø 
øमवाचक łप म¤ उपयोिगता फलन तटÖथता वø के फलन के łप म¤ ÿÖततु िकया जाता 

ह।ै इसम¤ उपयोिगता को इकाइयŌ म¤ मापने कì आवÔयकता नहé होती। केवल x व y वÖतओु ंके 
समान संतोष दनेे वाले संयोग एक तटÖथता वø पर दशाªये जाते ह।ै उससे ऊंचे वø पर अिधक 
संतोष ÿदान करने वाले संयोग अिंकत िकये जाते ह।ै इस ÿकार एक तटÖथता मानिचý पर कई 
तटÖथता वø होते ह ैजो उपभोĉा के अिधमान के पैमाने को दशाªते ह।ै Öमरण रह ेिक एक तटÖथता 
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मानिचý पर उपभोĉा कì Łिचयां  िÖथर रहती ह।ै ŁिचयŌ के बदलने से Öवयं  तटÖथता मानिचý ही 
बदल जाता ह।ै 

एक तटÖथता वø का फलन f (x, y)= a िकÖम का होता ह।ै यहां  x, yव a धनाÂमक 
मÐूय लेते ह।ै a को कोई िनिĲत मÐूय देकर एक तटÖथता वø बनाया जा सकता ह।ै इसको 
अलग-अलग मÐूय देकर अलग-अलग तटÖथता वø बनाये जा सकते ह।ै  

मान लीिजए, एक Óयिĉ का उपयोिगता फलन इस ÿकार ह:ै 
U = xy = a 

यिद हम एक संयोग म¤ x=10 व y=10 लेते ह ैतो xy = 1010 = 100 होता ह।ै दािहनी 
तरफ 100 इकाई रखते हòए x व y के िनÌन संयोग भी हो सकते ह ैजैस-े 

X y xy 
5 20 100 = 5 20 
1 100 100 आिद। 

इन संयोगŌ के बीच उपभोĉा तटÖथ भाव रखता ह।ै लेिकन 5 इकाई x व 5 इकाई y का 
संयोग, जो यहां  5x5 = 25 होता ह,ै इनसे कम संतिुĶ देगा। लेिकन 30x5 = 150 अिधक संतोष 
ÿदान करेगा। यहां  िसफª  इस ÿकार िवचार िकया जाएगा िक 25 सं´या 100 सं´या से कम ह,ै 
इसिलए इस पर संतोष कम ह।ै इसी ÿकार 150 सं´या 100 स े अिधक Öमरण रह े ह।ै िक यहा ं
उपयोिगता या संतोष का माप नहé िकया जाता। ऊपर तटÖथता फलन म¤ a अिधमान के पैमाने का 
ÿाचल (parameter of the scale of preference) का सचूक होता ह।ै 

तटÖथता वø का एक सरल फलन: 
(x + h)(y + k) = a एक तटÖथता वø का फलन िलया जा सकता ह।ै यहा ं h व k के 

बदलने से एक नया तटÖथता मानिचý बनेगा। लेिकन िदये हòए h व k पर, a के एक िनिĲत मÐूय स े
एक तटÖथता वø ही बनता ह।ै अत: h व k को िÖथर रखकर एव ंa को बदलते हòए एक तटÖथता 
मानिचý के िविभÆन तटÖथता वø ÿाĮ िकये जा सकते ह।ै ऐसा आगे के उदाहरण म¤ िकया गया ह।ै 

उदाहरण:(x + 2)(y + 1) = a म¤ a = 4 तथा a = 8 पर दो तटÖथता वø खéिचए। 
(x + 2) (y + 1) = 4 के िलए िनÌन अकंŌ का ÿयोग कर¤ : 

तािलका 2.9 
x= -1 0 1 2 3   4 
y= 3 1 1/3 0 -1/5 -1/3 
इसी ÿकार (x + 2) (y + 1) = 8 के िलए िनÌन अकंŌ का ÿयोग कर¤ : 

तािलका 2.10 
x = -1 0 1 2 3 6 8 
y = 7 3 5/3 1 3/5 0 -1/5 
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िचý 2.9 तटÖथता वø फलन 

ÖपĶीकरण:-िचý 2.9 म¤ एक तटÖथता वø (x + 2) (y + 1) = 4 को दशाªता ह।ै यहा ं
x=10 पर y=1 होता ह ैतथा x=2 पर y=0 होता ह।ै अत: AB तटÖथता वø ह।ै इससे आगे-पीछे 
के अशं ऋणाÂमक रािशयŌ के आने से Óयथª माने जाते ह।ै 

इसी ÿकार दसूरा ऊपर वाला तटÖथता वø (x + 2) (y + 1) = 8 को दशाªता ह।ै यहा ं
x=0 पर y=3 तथा x=6 पर y=0 ह।ै अत: CD दसूरा तटÖथता वø बनता ह।ै इस ÿकार a को 
अलग-अलग मÐूय देकर कई तटÖथता वø बनाये जा सकते ह।ै इनका खडं 1 म¤ आने वाला अशं 
ही साथªक होता ह,ै ³यŌिक इसम¤ धनाÂमक मÐूय होते ह।ै 

पनु: Öमरण रह ेिक h व k (यहां  øमश: 2 व 1) को बदलने से संपणूª तटÖथता मानिचý ही 
बदला जाएगा। h व k को िÖथर रखकर कर केवल a को बदलने से एक नया तटÖथतर वø ÿाĮ 
होता ह।ै लेिकन तटÖथता मानिचý वही बना रहता ह।ै 

तटÖथता वøŌ के फलन कई ÿकार के हो सकते ह।ै ऊपर हमने आयताकार हाइपरबोला का 

łप िलया ह।ै यह पैराबोिलक ÿणाली का भी हो सकता ह;ै जैसे y + k = 2

1
a

{x – h)a – 1}2 

तथा व°ृ ÿणाली (circles) का भी हो सकता ह ैजैस ेx + y + 2xy = a, अथवा (x – a)2+(y – 
a)2 = a2 हो सकता ह।ै* इनम¤ h, k व a को मÐूय दकेर गणनाएं  कì जा सकती ह।ै 

बोध ÿĳ 6. 
एक तटÖथता वø ÿणाली म¤ िनÌनां िकत संबंध िदया हòआ है: 

(x + 1) (y + 2)= 2a 
a = 4 व 6 पर दो वø खéिचए। 

2.8 राÕůीय आप का िनधाªरण: उपभोग फलन, िविनयोग, सरकारी 
Óयय तथा सं तुलन आय 
अभी तक हमन ेÓयिĶ अथªशाľ म¤ ÿयĉु होन ेवाले ÿमखु फलनŌ का िववचेन िकया ह।ै 

लेिकन आधिुनक यगु म¤ समिĶ अथªशाľ के अÅययन का महÂव भी काफì बढ़ गया ह।ै इसम¤ 
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मु́ यतया राÕůीय आय के िनधाªरण का िववेचन िकया जाता ह ैिजसम¤ उपभोग फलन, बचत-फलन, 
िविनयोग फलन आिद का ÿयोग िकया जाता ह।ै उपभोग फलन म¤ उपभोग राÕůीय आय के फलन के 
łप म¤ दशाªया जाता ह ै

फलन ह,ै यहां  C = उपभोग व Y = राÕůीय आय तथा b = उपभोग कì सीमांत ‘ख' 
(MPC) ह।ै 

यिद C = 100 + 0.9Y हो तो Y = 0 पर भी उपभोग = 100 होगा। MPC = 0.9 का 
अथª ह ैिक आय के एक इकाई बढ़ने से उपभोग 0.9 इकाई बढ़ता ह।ै 

राÕůीय आय = Y=C+I+G होती ह,ै और संतलुन आय उस िबंद ुपर िनधाªåरत होती ह ै
जहा ं

C+I+G कì रेखा 450 कì रेखा को काटती ह।ै यह िनÌन उदाहरण से ÖपĶ हो जायेगा। 
उदाहरण:-यिद Y =C+I+G हो, C = 25 + 0.75Y, I = I0 = 50 तथा G = G0 = 25 

हो तो रेखािचý पर संतलुन आय दशाªइए। 
हल:समú मांग = C+I+G = 25 + 0.75Y + 50 + 25 = 100 + 0.75Y 
C = 25 + 0.75Y के िलए उपभोग फलन का रेखािचý बनाने के िलए िनÌन अकंŌ का 

ÿयोग कर¤: 
तािलका 2.11 

Y= 0 100 200 400 
C= 25 100 175 325 

C+I+G=  100 175  250  400 संतलुन-आय का िबंद ु
 

 
िचý 2.10 राÕůीय आय का िनधाªरण  

िचý 2.10 म¤ OM रेखा 450 कì रेखा ह।ै इस पर ÿÂयेक िबदं ुकì लंबवत ्दरूी (vertical 
distance) = ±ैितज दरूी (horizontal distance) = आय के होती ह।ै इससे समú पिूतªवø भी 
कहा जाता ह।ै 

c रेखा उपभोग व आय के सÌबÆध पर आधाåरत ह।ै 
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C + I म¤ उपभोग व िविनयोग आते ह,ै और C+I+G समú मांग रेखा ह ैइसम¤ उपभोग, 
िविनयोग व सरकारी Óयय तीनŌ आते ह ै

यह 450 कì रेखा को E िबÆद ुपर काटती ह ैऔर संतलुन आय = 400 इचं होती ह।ै यह 
िचý म ेOF रािश से िदखायी गयी ह।ै 

C+I रेखा C रेखा से I दरूी पर C रेखा के समानांतर होती ह।ै 
C+I+G रेखा C+I रेखा से G दरूी पर इसके समानांतर चलती ह।ै 
इकाई के अÆत म¤ िदये गये उ°री से अपने उ°र का िमलान कर¤। 
बोध ÿĳ 7. Y= C+I+G िदये होने पर 
C=C0 + by 
I = I0 
G = G0 तथा C0 = 135, I0 = 75, G0 = 30 एवं  b = 0.8 होन ेपर 
िचý पर संतलुन आय दशाªये यहाँ MPC िकतनी ह?ै इसका आिथªक आशय ³या ह?ै 

2.9 सारांश 
अथªशाľ म¤ िविभÆन ÿकार के चरŌ एवं  इनम¤ परÖपर सÌबÆधŌ को Óयĉ करने के िलए 

फलन का सहारा िलया जाता ह।ै फलन को रेखािचý पर ÿदिशªत कर वø, ÿाĮ होता ह ैजैसे मांग 
वø, पिूतª वø, कुल आय वø, लागत वø आिद। अÆय बातŌ को िÖथर मानकर एक वÖत ुकì 
िविभÆन सÌभािवत कìमतŌ पर मांग कì िविभÆन माýाओ ंको ÿदिशªत िकया जाता ह ैलो उसे मांग 
फलन कहते ह।ै मांग वø का एक िनरÆतर घटता हòआ फलन होता ह।ै मांग-फलन का Öवłप रैिखक 
व आयताकार हाइपरबोला के अलावा कभी-कभी पैराबोला चर घातांकìय लघगुणकìय भी हो 
सकता ह।ै इसी ÿकार पिूतª-फलन म¤ अÆय बातŌ को यथा िÖथर रखकर एक समय म¤ एक वÖत ुकì 
िविभÆन सÌभािवत कìमतŌ पर पिूतª कì िविभÆन माýाएं  देखी जाती ह।ै मांग फलन कì भां ित पिूतª 
फलन के भी िविभÆन łप हो सकते ह।ै 

मांग फलन कì ही भािंत अथªशाľ म¤ कुल आगम (Total revenue) फलन का भी 
अÂयÆत महÂव ह ैइसे कìमत (p) तथा िबøì कì माýा (x) को गणुा करके ÿाĮ िकया जाता ह।ै कुल 
आगम फलन से औसत आगम तथा सीमाÆत आगम फलन एवं  वø ²ात िकये जा सकते ह।ै कुल 
लागत, औसत लागत एवं  सीमाÆत लागत फलनŌ एव ं रेखािचýŌ को भी ÖपĶ िकया गया ह।ै कुल 
लागत फलन के भी कई łप हो सकते ह ैजैसे रैिखक, पैराबोला िýघाती फलन, चर घाताकंìय फलन 
आिद। फलनŌ कì इस शृंखला म¤ इस इकाई म¤ उÂपादन फलन एवं  वø, उÂपादन सÌभावना वø, 
उपयोिगता फलन कì चचाª कì गई ह।ै 

इसी ÿकार समिĶ अथªशाľ के ±ेý म¤ उपयोग-फलन, बचत फलन, एवं  िविनयोग फलन 
कì चचाª कì गई ह।ै एक उदाहरण Ĭारा राÕůीय आय िनधाªरण के संतलुन िबÆद ुकì चचाª भी कì गई 
ह।ै 
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2.10 शÊदावली (Key words) 
कुल आय अथवा कुल आगम Total Revenue 
अिधमान Preferences 
िनिĲत फलन Expliat Function 
सÆतलुन Equilibrium 
न°ोदर Concave 
अÁडाकार Elliptic 
व°ृाकार Circular Curve 
तटÖथता वø Indifference Curve 
लÌबवत Vertical 
±ैितज Horizontal 

2.11 िविवध ÿĳ 
ÿĳ 1.िनÌनिलिखत फलनŌ म¤ मांग फलन व पिूतª फलन घटाइये तथा िचýŌ Ĭारा सÆतलुन 

कìमत व सÆतलुन माýाएं  ²ात कìिजए। 
x = 130 – 4P 

p = 10 +
2

5 100
x x
  

ÿĳ 2.उÂपादन सÌभावना वø खéिचए व xay कì अिधकतम माýाएं  ²ात कìिजए। 
(x - 30) (y - 15) = 150 (x < 30) 

ÿĳ 3.तटÖथता वø के फलन के िविभÆन łप िकस ÿकार के होते ह।ै 
ÿĳ 4. राÕůीय आय के िनधाªरण का मॉडल िलिखए। 

2.12 ÿĳ के उ°र 
बोध ÿĳ 1 

(1) p = 1 तथा मांग कì माýा = पिूतª कì माýा = 3 इकाई 
(संकेत p2 + 4p- 5 = 0 ... (P + 5) (p - 1) = 0 

अत: यहां  पर p = 1 कìमत कì Öवीकायª ह;ै िजस पर मांग या पिूतª कì माýा (x) = 3 
होती।) 

(2) रैिखक, आयताकार हाइपरबोला, पैराबोला, चरघाताकंìय व लघगुणकìय।  
(3) x (p + c) = 0, यह मांग-फलन आयताकार हाइपरबोला को उÂपÆन करेगा िजसका 

केÆþ x=0 व p= -c पर होगा। 
बोध ÿĳ 2 
(1) TR = 10X – X2 

MR = 10 – 2X 
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TR के िलए-िनÌन आकड़Ō का ÿयोग कåरए। 
x- अ± पर x= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y- अ± पर 
TR= 

0 9 16 21 24 25 24 21 16 9 0 

y- अ± पर 
AR= 

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

y- अ± पर 
MR= 

10 8 6 4 2 0 -2 -4 -6 -8 -10 

बोध ÿĳ 3 
(i) रैिखक, (ii) पैराबोिलक या िĬघाती (Quadratic) 
(ii) पावर-फलन (चूं िक घातांक म¤ िÖथर रािश ह)ै 
(iii) िýघाती फलन 

(2) 235 5 2 2AC Q Q
Q

     

25 4 6MC Q Q    
तथा 

2 335 5 2 2TC Q Q Q    (िदया हòआ ह)ै 
Q = 0 1 2 3 4 5 
(i) TC = 35 40 53 86 151 160 
(ii) AC = - 4 26 1

2
 28 2

3
 37 3

4
 52 

(iii) MC 
= 

5 7 21 47 85 135 

बोध ÿĳ 4 
TPL = 10L+10L2-L3 
APL= 10+10L-L2 
MPL= 10+20L-3L2 

 L = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 TPL = 19 52 93 136 175 204 217 208 171 100 
 APL = 19 26 31 34 35 34 31 26 19 10 
 MPL = 27 38 43 42 35 22 3 -22 -053 -90 

इनको úाफ पर अिंकत करने से TPL, APL व MPL बन¤गे। 
बोध ÿĳ 5 

इसका िचý अÁडाकार होगा। 
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आइसøìम x कì अिधकतम माýा = 4.4 इकाई 
आइसøìम y कì अिधकतम माýा = 7 इकाई होगी। 
केवल घनाÂमक मÐूय लेन ेपर, x व y के िनÌन जोड़े अिंकत िकये जा सकते ह।ै 
बोध ÿĳ 6 
1(x + 1) (y + 2) = 8 तथा (x + 1) (y + 2) = 12 के िलए दो तटÖथता-वø बनाएं । 
2a=8 पर; ÿथम वø म¤ x=0 पर y=6 होगा तथा y=0 पर x=3 होगा। 
2a=12 पर; िĬतीय वø x=0 पर y=10 होगा तथा y=0 पर x=5 होगा। 
बोध ÿĳ 7 
1 संतलुन आय = y = 1200 
y = C+I+G 
= C0+by+I0+G0 

= 135+0.8y+75+30 = 240+0.8y 
 Y = 240+0.8y  0.2y = 240 

   Y = 240
0.3

= 240 x 5= 1200 

MPC = 0.8, इसका अथª ह ै िक आपके एक इकाई बढ़ने से उपभोग म¤ 0.8 इकाई कì 
विृĦ होती ह।ै 
िविवध ÿĳ 

उपभोग म¤ 0.8 इकाई कì विृĦ होती ह।ै 
(1) पहला फलन मांग-वø व दसूरा पिूतª -वø ह।ै कìमत 25 पर मांग व पिूतª कì 

माýाएं  = 30 ह।ै 
(2) x कì अिधकतम माýा 20 व y कì 10 होगी। 
(3) (i) आयताकार हाइपरबोला, (ii) व°ृ ÿणाली (iii) पैराबोिलक ÿणाली। 
(4) y = C+I+G जहां  C = C0+by, i = IO तथा G = G0 होता ह।ै 

2.13 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
(1) R.G.D. Allen, Mathematics Analysis for Economists. Ch. V. 
(2) J.M. Joshi, Theory of value, distribution and welfare Economics, 4th 

Edition 1983. 
 
 

(Relevant chapters.) 
(3) Edward T. Dowling, Mathematics for Economists, chapter 2, Economic 

Application of Graphs and Equations 
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इकाई 3 
सीमांत तथा िनरंतरता 

इकाई कì łपरेखा 
3.0 łपरेखा 
3.1 उĥÔेय 
3.2 ÿÖतावना 
3.3 सीमांत (Limits) 

3.2.1 सीमांत कì मलूभतू धारणा का सरल पåरचय 
3.2.2 एक फलन कì सीमा के उदाहरण 
3.2.3 सीमा कì पåरभाषा: बांयé ओर कì सीमा व दायी ओर कì सीमा का अथª 
3.2.4 सीमा के ÿमये या गणु 

3.3 िनरंतरता या सांतÂय (Continuity) 
3.3.1 अथª एवं  इसकì तीन शत¦ 
3.3.2 फलनŌ कì िनरंतरता के उदाहरण 

3.4 अिनरंतरता या असांतÂय (Discontinuity) कì िÖथित 
3.5 िनरंतरता अवकलनीयता व सीमा: िचý पर 

0
lim
x

y dy
x dx


 


 का ÖपĶीकरण 

3.6 सारांश 
3.7 शÊदावली 
3.8 िविवध ÿĳ 
3.9 ÿĳŌ के उ°र 
3.10 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

3.0 उĥेÔय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप : 

 सीमांत कì धारणा से पåरिचत हो जाएं गे। 

 फलन कì सीमा का अथª समझ सक¤ गे। 

 बायé ओर कì सीमा एवं  दायé ओर कì सीमा म¤ भदे समझ सक¤ गे। 

 िनरंतरता एवं  फलन कì िनरंतरता का ²ान ÿाĮ कर सक¤ गे। 

 अिनरंतरता तथा इसके िविभÆन ÿकारŌ को समझ सक¤ गे।  
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3.1 ÿÖतावना 
अवकलन का अÅययन करने से पवूª हम¤ सीमांत एवं  िनरंतरता का ²ान होना आवÔयक ह।ै 

सीमांत ही धारणा एक सापे± धारणा ह।ै इस इकाई म¤ बायé ओर कì सीमा एव ंदायé ओर कì सीमा 
का अथª एवं  इनम¤ अतंर भी ÖपĶ िकया जाएगा। इसके बाद सीमांत के कुछ िनिĲत ÿमये या गणुŌ कì 
चचाª कì जाएगी िजनके ÿयोग से जिटल फलनŌ कì सीमा ²ात करने म¤ मदद िमलेगी। 

सीमांत कì धारणा के िववेचन के बाद इस इकाई के भाग 3.3 म¤ िनरÆतरता या सांतÂय 
(continuity) पर िवचार िकया जाएगा। इससे आगे चलकर फलन का अवकलन िनकालने म¤ मदद 
िमलेगी। भाग 3.4 म¤ अिनरÆतरता या असांतÂय (discontinuity) कì िÖथित पर चचाª कì जाएगी 
एवं  भाग 3.5 म¤ िनरंतरता, अवकलनीयता व सीमा िचý Ĭारा ÖपĶ कì जाएगी। 

3.2 सीमांत (Limits) 

3.2.1 सीमातं कì मूलभूत धारणा का सरल पåरचय 

अवकलन कì ÿिøया को ठीक से समझने के िलये सीमांत व िनरंतरता का ²ात आवÔयक 
माना गया ह।ै यहां  सीमा के िवचार का सरल पåरचय िदया जाता ह।ै नीचे दो ÿकार के उदाहरण िदये 
गये ह ैिजनम¤ वाÖतिवक सं́ याओ (ंreal number) को रखा गया ह।ै 

(i) 1,2,3,3,4,5,6, .... 

(ii) 1
2

, 2
3

, 3
4

, 4
5

, 5
6

, 6
7

, ...... 

ये दोनŌ बढ़ते हòए øम म¤ अकंŌ को दशाªते है, एक म¤ पणूा«क ह ैऔर दसूरे म¤ िभÆन ह।ै ÿथम 
øम लगातार बढ़ते रहने पर अनंत (infinity) तक पहòचंेगा और दसूरा øम बढ़ते -बढ़ते एक समीप 
पहòचंेगा। इसिलए ÿथम कम कì सीमा तथा दसूरे कì 1 कही जा सकती ह।ै 

अब घटते हòए øमŌ के दो उदाहरण लीिजए: 
(i) 1,0,-1,-2,-3,-4,…….. 

(ii) 2, 3
2

, 4
3

, 5
4

, 6
5

, 7
6

,………. 

इनम¤ स ेÿथम øम बढ़ते-बढ़ते  कì ओर ÿव°ृ होगा और दसूरा øम 1 कì ओर ÿव°ृ 
होगा। अत: ÿथम øम कì सीमा  तथा िĬतीय कम कì 1 मानी जायेगी। 

कुछ दशाओ ंम¤ िसरीज न तो  कì ओर जाता ह,ै न - कì और न िकसी और अकंìय 
सीमा कì तरफ जाता ह।ै बिÐक उसम¤ उतार-चढ़ाव आते ह ै(oscillates) जैस े

1, 3
2

, 3, 5
4

, 5, 7
6

, 7, 9
8

, ………. 

अत: इस ÿकार के सं´याओ ंके øम कì ÿविृ° िकसी सीमा कì ओर नहé होती, अथाªत ्
इनके िलए कोई सीमा नहé पायी जाती। 
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3.2.2 एक फलन कì सीमा के उदाहरण 

उपयुªĉ उदाहरणŌ से सीमा का मलूभतू िवचार ÖपĶ हो जाता ह।ै हम कुछ फलनŌ कì सीमा 
के उदाहरण द¤गे िजससे आगे चलकर सीमा कì पåरभाषा ÖपĶ हो सकेगी। इस संबंध म¤ 
आवÔयकतानसुार िचýŌ का उपयोग िकया जायेगा। 

उदाहरण 1. 
F(x) अथवा y = 3x + 4 हो, तो lim f(x) ²ात कìिजये। 0x   

ÿथम िÖथित िĬतीय िÖथित 
हल :- x के 1 व इससे øमश: कम धनाÂमक 

मÐूयŌ पर फलन के मÐूय (शÆूय कì ओर 
चलने पर) 

x से -1 व इससे øमश: अिधक ऋणाÂमक मÐूयŌ 
पर फलन के मÐूय (शÆूय कìमÐूयŌ पर फलन के 
ओर चलने पर) 

f (i) = 7 f (-1) = 1 
1 1( ) 52 2f 

 
1 1( ) 22 2f    

31( ) 44 4f 
 

1 1( ) 34 4f    

1 3( ) 4
1000 1000

f 
 

1 997( ) 3
1000 1000

f    

आिद, आिद। आिद, आिद। 

यहां  एक बार हम x = 1, 1
2 , 1

4 व 1
1000

, अथाªत ्øमश: घटते हòए धनाÂमक मÐूयŌ 

पर फलन का मÐूय ²ात करते ह।ै x को शÆूय कì ओर ÿविृ° होन ेपर फलन , अथाªत ्y या f(n), कì 

ÿविृ° ÖपĶतया 4 कì ओर होती ह।ै इसी ÿकार िĬतीय िÖथित म¤ x = -1,- 1
2 ,- 1

4  व - 1
1000

, 

लेने पर, अथाªत ्-1 से ऋणाÂमक łप म¤ आगे शÆूय कì ओर ÿव°ृ होने पर, पनु: f(n) कì ÿविृ° 4 
कì ओर होती ह।ै 

Öमरण रह ेिक 1
2

 रािश तो 1 से कम होती ह,ै लेिकन - 1
2

 रािश -1 से अिधक होती ह।ै 

इसिलए x के िलए -1 स े0 कì तरफ जाते समय हम¤ - 1
2

, 1
4

 व 1
1000

, जैसे मÐूयŌ स ेगजुरना 

होगा। 
अतः 0x   पर y या ( ) 4f x   होगा।   का अथª ह ैइसकì ओर जाने कì ÿविृ°। 

उदाहरण 2. 

यिद f(x) अथवा = -1- 1
x

 हो तो lim ( )f x  ²ात कìिजये। 

x   
हल :-ÿथम िविध-यहा ंभी x के øमश: बढ़ते मÐूयŌ पर फलन f(x) के मÐूयŌ पर नजर 

डालने पर हम¤ आवÔयक सीमा का पता लग जायेगा जैसे: 
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f (1) = 0   [फलन म¤ (1 - 1
x

) म¤ x = 1 रखने पर] 

f (5) = 4
5

 

f (10) = 9
10

 

f (100) = 99
100

 

f (10,000) = 9,999
10,000

 

अत: ÖपĶ ह ै िक यहां  0x   से ( ) 1f x   होगा। अथाªत ् x के अनंत कì ओर ÿव°ृ 
होन ेपर फलन 1 कì ओर ÿव°ृ होता ह।ै 

इस सरल ÿÖततुीकरण म¤ सामाÆय समझ से काम चल जाता ह,ै कहé भी दłुहता व 
किठनाई का सामना नहé करना पड़ता। 

इस ÿĳ को úाफ कì सहायता से ÖपĶ िकया जा सकता ह।ै यहां  x व x   

दोनŌ के िलए फलन y कì सीमा 1 के बराबर आती ह।ै f(x) या 11
x

  म¤ x के िविभÆन मÐूयŌ पर y 

के मÐूय नीचे िलख ेगये ह।ै 
x के धनाÂमक मÐूय 

तािलका 3.1 
ÿथम कम X 1 2 3 4 5 6 7 .... 
 Y 0 1/2 2/3 3/4 4/5 5/6 6/7 .... 

x के ऋणाÂमक मÐूय  तािलका 3.2 
िĬतीय 
øम 

X -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 .... 

 Y 2 3/2 4/3 5/4 6/5 7/6 8/7 ..... 
 

 
िचý 3.1 आयताकार आते परवलय 
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िचý 3.1 म¤ y = 1 - 1
x

एक आयताकार अित परवलय को ÿदिशªत करता ह।ै अकंŌ के 

ÿथम øम को देखने से ÖपĶ होता ह ैिक x के बढ़ते जाने पर y के बढ़ते जाने पर y एक के समीप 
जाता ह।ै इसी ÿकार अकंŌ के दसूरे øम से ÖपĶ होता ह ैिक x के घटते जाने पर y पनु: एक के समीप 
जाने कì ÿविृ° दशाªता ह।ै y =1 म¤ से एक P1P रेखां िकत ±ैितज रेखा ox- अ± के समानांतर डाली 
गयी ह।ै हम देखते ह ै िक x के बढ़ते जाने पर नीच ेवाला वø 1 के समीप पहòचंता जाता ह।ै इसी 
ÿकार x के घटते जाने पर ऊपर वाला वø भी 1 के समीप पहòचं जाता ह।ै x = 1 पर y = 0 होता ह।ै 
अत: नीच ेवाला वø ox- अ± को x=1 पर काटता ह।ै कहने का ताÂपयª यह ह ैिक x के अनंत या

 कì ओर ÿव°ृ होन ेपर फलन y = 1- 1
x

 1 कì ओर जान ेकì ÿविृ° होती ह।ै फलन का úाफ 

इसी तÃय को दशाªता ह।ै जब x धनाÂमक łप म¤ बढ़ता ह ैतो वø के बाय¤ स ेदाय¤ बढ़ता जाता ह ै
और y = 1 पर डाली गयी ±ैितज रेखा P1P के समीप। पहòचंन ेकì ÿविृ° बतलाता ह।ै 

इसी ÿकार दसूरे øम म¤ जब x ऋणाÂमक łप म¤ - कì तरफ चलता ह ैतो y के मÐूय 
पनु: 1 कì सीमा कì ओर चलते ह।ै इसिलए हम कह सकते ह ैिक x पर भी फलन 1y   
ही होता ह।ै इस िÖथित म¤ ऊपर का वø दाय¤ से बाय¤ आता ह ैऔर P1P ±ैितज रेखा के समीप 
पहòचंने का ÿयास करता ह।ै 

अत: x के या -कì ओर ÿव°ृ होने पर फलन y या f(x) = 1 कì ओर ÿव°ृ होता 
ह।ै अत: हा ंफलन कì सीमा 1 के बराबर होती ह।ै 

बोध ÿĳ 1. x व y के मÐूयŌ के øम (sequence) पर नजर डाल कर फलन कì सीमा 
इिंगत कर¤। 
(1) यिद y = f(x) = x2 + 4x - 2 हो तो x व x पर फलन कì सीमा 

(limit of function) ²ात कìिजए। 
(2) यिद y = x3 – 3x - 2 हो तो x व x   पर फलन कì सीमा ²ात 

कìिजये। 

(3) यिद y = 3
x

 हो तो (i) 0x  पर तथा (ii) x   पर फलन कì सीमा ²ात 

कìिजए। 

[संकेत:(i) x = 1,
1
2 ,

1
4 , 

1
10 आिद पर तथा x = -1,

1
2


,

1
4


, 

1
10


 आिद 

पर ²ात करके दिेखए] 

3.2.3 सीमा कì पåरभाषा: बायé ओर कì सीमा व दायé ओर कì सीमा का अथª 

हमने अभी तक िकसी भी फलन कì सीमा को ²ात करने के िलए सं´याओ ंके øम कì 
सीमा कì िविध का ÿयोग िकया ह।ै x को िकसी िनधाªåरत िनयम के अनसुार िविभÆन मÐूय िदये जाते 
ह,ै और उन पर y के मÐूयŌ का øम देखा जाता ह ैिजनके आधार पर फलन कì सीमा ²ात कì जाती 
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ह।ै अत: सीमा कì धारणा एक सापे± धारणा (relative concept) होती ह।ै एक Öवतंý चर x के 
िकसी िदये हòए तरीके से बदलने पर y कì सखाओ ंका øम िकसी िवशेष मÐूय कì ओर अúसर 
होता ह।ै अत: फलन कì सीमा म¤ यह बतलाया जाता ह ैिक x के अमकु रािश कì ओर ÿव°ृ होने पर 
y अथवा फलन के अमकु रािश के बराबर होने कì ÿविृ° होती ह।ै 

सीमा कì पåरभाषा : यिद f(x) x चर का फलन होता ह ैतो x कì सीमा a पर f(x) कì 
सीमा सं´या A उस िÖथित म¤ मानी जाती ह,ै जबिक िकसी ऐि¸छक łप से चनुी हòई धनाÂमक 
सं´या  (एिÈसलोन úीक अ±र epsilon) (जो िकतना भी छोटा हो, लेिकन शÆूय नहé होता), के 
िलए एक सं´या  (डेÐटा delta) ऐसी होती ह ैजो शÆूय से अिधक होती है, तािक- 

( )f x A e  ....(1) 

x के सभी मÐूयŌ पर जहां, 
0 x a     कì शतª लाग ूहोती ह।ै...(2) 

सीमाओ ंके इस िववचेन म¤ x कì सीमा a एवं  f(x) कì सीमा A रखी गयी ह।ै हमने यहा ं
0 x a   कì शतª इसिलए जोड़ी ह ैिक x = a न हो। यहां  (i) का अथª ह ैिक फलन के मÐूय व 
फलन कì सीमा का अतंर (िनशान छोड़ने पर) एक बहòत छोटी धनाÂमक सं´या e (एिÈसलोन) से भी 
कम होता ह।ै इसी ÿकार। x a (िनशान छोड़ने पर) 0 से अिधक (अथाªत ्x = a नहé होता) लेिकन 
यह से कम होता ह।ै अब हम x a  पर f(x) कì सीमाओ ंकì चार दशाओ ंपर िवचार करते ह।ै 
यहां  हम¤ f(x) के मÐूयŌ कì ÿविृ° का पता लगाना ह ैजब x उ°रो°र एक िदये हòए मÐूय x = a के 
अिधकािधक समीप चलता जाता ह।ै लेिकन सीमा कì इस ÿिøया म¤ कभी भी x = a नहé होता। 

यहां  पर हम¤ बांयé ओर कì सीमा व दायé ओर कì सीमा का अतंर समझना चािहए िजसका 
सीमा के अÅययन म¤ काफì महÂव माना गया ह।ै 
बायé ओर कì सीमा व दायé ओर कì सीमा (Left-side limit and Right-side limit): 

मान लीिजए हम f(x)=[x]=x म¤ सबसे बड़ा अकं , का िनÌन úाफ लेते ह।ै जो सीढ़ीनमुा 
फलन (step-function)का सचूक होता ह।ै ऐसा ÿाय: डाक-Óयय म¤ देखा जाता ह ैजैस ेवतªमान म¤ 
अनरिजÖटडª पासªल के ÿथम 1

2 िकलो वजन पर डाक-Óयय 4 Ł० 1
2 -1 िकलो तक 8 Ł०,1 - 

1/ 21 िकलो तक 12 Ł० तथा आगे यही øम जारी ह।ै ऐसी िÖथित म¤ िनÌन िकस के सीढ़ीनमुा फलन 
का ÿयोग होता ह।ै 

 
िचý 3.2 सोढ़ीनुमा फलन 
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मान लीिजए हम यहां  पर 3x  पर फलन f(x) कì सीमा िनकालना चाहते ह।ै 
यहां  बायé ओर कì सीमा को 3x   से सिूचत करते है; अथाªत ्यह x के 3 से कम वाले 

मÐूयŌ जैसे 1 व 2 से 3 कì तरफ चलती ह।ै िचý से ÖपĶ होता ह ैऐसी िÖथित म¤ f(x) कì सीमा 2 
आती ह।ै इसे हम इस ÿकार िलख सकते ह।ै lim ( ) 2f x   

3x   
इसी ÿकार दायé ओर से चलने का अथª ह ैx = 5 से x = 4 व x = 3 कì तरफ आना। 

इसे 3x  + भी कहते ह,ै ³यŌिक यहां  x के 3 से अिधक वाले मÐूयŌ स ेचल कर बायé तरफ आते 
जाते ह।ै और x = 3 पर f(x) या फलन कì सीमा देखते ह ैजो यहां  पर 3 होती ह।ै 

इसे हम इस ÿकार िलख सकते ह:ै 

3
lim ( ) 3
x

f x


  

इस ÿकार बायé ओर कì सीमा व दायé ओर कì सीमा म¤ अतंर हो सकता ह।ै Öमरण रह े िक 
ऐसी िÖथित म¤ lim ( )f x  पåरभािषत नहé होती। अत: बायé ओर कì 

3x   
सीमा व दायी ओर कì सीमा म¤ भेद समझना बहòत आवÔयक ह।ै पनु: यह Öमरण रह ेिक 

बायé ओर कì सीमा म¤ बाय¤ से दाय¤ चलते ह ैऔर दायी ओर कì सीमा म¤ दाय¤ से बाय¤ आते ह।ै 
अब हम lim ( )

x a
f x


 कì चार िÖथितयŌ को िचý Ĭारा ÖपĶ करते ह ै

 
िचý 3.3 x a  कì िÖथित म¤ y या f (x) कì सीमा कì चार दशाए ं
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ÖपĶीकरण : िचý 3.3 के (a) भाग म¤ x a लेने पर, अथाªत ्a से अिधक के मÐूयŌ से 
चलकर दायé तरफ से बायé तरफ आने पर  

lim ( )
x a

f x 


  

  (ल§बडा) एक पåरिमत रािश (finite value) के बराबर होती ह।ै 

x a  
इसी ÿकार a से कम वाले मÐूयŌ स ेबाय¤ स ेदाय¤ चलने पर 

lim ( )
x a

f x 


  

ऐसी िÖथित म¤ हम कह सकते ह ैिक 
lim ( )
x a

f x 


  

िचý 3.3 (b) म¤ x a व x a दोनŌ दशाओ ं म¤ f(x) या फलन का मÐूय अनंत 
(infinity) कì ओर जाता ह।ै अथाªत ् x a पर फलन कì सीमा अनतं होती ह।ै 

िचý 3.3 (c) म¤ बायé ओर कì सीमा अथवा x a के िलए f(x) कì सीमा 1 व दायी 
ओर कì सीमा, अथवा x a के िलए f(x) कì सीमा 2 होती ह ैजो एक दसूरे से िभÆन होती ह।ै  

िचý 3.3 (d) म¤ बायé ओर कì सीमा अथवा x a के िलए f(x) कì सीमा -तथा 
दायी ओर कì सीमा अथवा x a  के िलए f(x) कì सीमाहोती ह।ै 
उदाहरण:हल कìिजए 

(1) यिद 
2(1 ) 1( ) [ ]xf x

x
 

  हो तो 

0
lim ( )
x

f x


 

िनकािलए 
हल: 

2(1 ) 1( ) [ ]xf x
x

 
 =

2 2x x
x
 =x + 2 

उदाहरण 

(2) यिद 
2(1 )

1
xy
x





हो तो 

 lim
x

y


 

²ात कìिजए।  
हल: 

2(1 )
1

xy
x





= (1 )(1 )

(1 )
x x

x
 


=1 + x हो तो 

...
1

lim(1 ) 2
x

x
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उदाहरण 

(3) 2 5
1

xy
x





हो तो 

 lim
x

y


 

²ात कìिजए। 
 

हल: 
अशं म¤ हर का भाग दनेे पर 

32
1

y
x

 


 

यहां  अशं म¤ x नहé रह गया ह ै

lim
x

y


 = 3lim[2 ]
1x x




 

=2( 3 0
1x



जब x  ) 

बोध ÿĳ 2 

(1) यिद 
2( 56)

7
x xy

x
 




,जहां  0x   तो बायé तरफ कì सीमा व दायी तरफ कì 

सीमा िनकािलए जब 7x  हो तथा इन उ°रŌ से ³या हम यह िनÕकषª िनकाल सकते ह ै िक 
7x  पर फलन कì कोई सीमा ह?ै 

[संकेत अशं = (x + 8) (x – 7) ह;ै अत: y = x + 8 हो जाता ह।ै] 
 

(2) 15y
x

 
  

(जहां 0x  ) 

 तो (i)
 
lim
x

y
   तथा 

 

(ii) 
lim
x

y
  . 

(3) यिद 2 1
2 1

xy
x





 हो (जहां 1x  ) 

तो
1

lim
x

y


 ²ात कìिजए 

[संकेत: इसके 1x  व 1x  पर िवचार कर¤, एवं  अशं म¤ हर का भाग द¤] 

(4) यिद 
2 2

( ) x af x
x a





हो तो x = a पर फलन का मÐूय (value of function)व

x a पर फलन कì सीमा (limit of function)म¤ भेद कर¤। 
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3.2.4 सीमा के ÿमेय (Ãयोरम) या गुण (properties) 

हमने ऊपर देखा िक फलन कì सीमा िनकालने के िलए हम यह देखते ह ैिक जब x िकसी 
मÐूय कì ओर जाता ह ैतो फलन या f(x) िकस ओर जाता ह।ै इस स ेहम¤ सीमा का मÐूयांकन करन े
म¤ मदद िमलती ह।ै लेिकन सीमा के कुछ िनिĲत ÿमये या गणु होते ह ैिजनका उपयोग करने स ेहम¤ 
जिटल फलनŌ कì सीमा ²ात करने म¤ भी आसानी होती ह।ै ये नीचे िदये जाते ह।ै 

एक फलन कì िÖथित मे सीमा के Ãयोरम:जब y = f(x) पर िवचार िकया जाता ह।ै 
Ãयोरम Iयिद y = a + b हो तो lim

x N
y b


   

(यहां  a व b िÖथर रािशयां  ह।ै) 
II यिद y = f(x) = b, तब lim

x N
y b


  

इसका अथª ह ैिक िÖथर फलन कì सीमा फलन म¤ दी हòई िÖथर रािश के बराबर होती ह।ै 
III यिद y = x हो तो lim

x N
y N


  

यिद Y = xk हो तो lim k

x N
y N


  

उदाहरण 

y = x3 होता 3

2
lim (2) 8
x

   

दो फलनŌ से सबंिÆधत Ãयोरमे 
यिद Öवतंý चरा x के दो फलन ह,ै y1 = f(x)व y2 = g(x) और यिद दोनŌ फलनŌ कì 

सीमा इस ÿकार ह:ै 
1 1lim

x N
y L


 तथा 2 2lim

x N
y L


 और L1 व L2 

दो पåरिमत (finite) सं´याएं  ह ैतो िनÌन Ãयोरम म¤ लाग ूहŌगी। 
Ãयोरम IV 1 2 1 2lim( )

x N
y y L L


     

अत: दो फलनŌ के जोड़ (बाकì) कì सीमा उनकì सीमाओ ं के जोड़ (बाकì) के बराबर 
होती ह।ै िवशेषतया हम देखते ह ैिक 

1lim 2
x N

y


 = 1 2 1 1 1lim( ) 2
x N

y y L L L


     

V (गुण कì सीमा का Ãयोरम) 

1 2 1 2lim( )
x N

y y L L


  

दो फलनŌ के गणुा कì सीमा उनकì सीमाओ ंके गणुा के बराबर होती ह।ै  
यिद हम इसको फलनŌ के वगª पर लाग ूकर¤ तो 

2
1 1 1 1 1lim( )

x N
y y L L L


  जो Ãयोरम III के अनłुप ह।ै 

VI (भाग फल कì सीमा का Ãयोरम) 

1 1

2 2

lim
x N

y L
y L

 ( 2 0L  ) 
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दो फलनŌ के भागफल कì सीमा उनकì सीमाओ ं के भागफल के बराबर होती ह।ै यह 
आवÔयक ह ैिक L2 शÆूय न हो, अÆयथा भागफल का कोई अथª नहé िनकलेगा, अथाªत ्L2 के शÆूय 
होन ेपर भागफल पåरभािषत नहé होगा। 

उदाहरण:यिद 1
2

yy
x





 हो तो 0x  पर सीमा िनकािलए। 

हल:भागफल का िनयम लाग ूकरने पर 

0
lim(1 ) 1
x

x


  , तथा
0

lim(2 ) 2
x

x


   

 आवÔयक सीमा = 1
2

 

Öमरण रह ेिक L1 व L2 के पåरिमत सं´याओ ंके बराबर होने पर ही ये Ãयोरम लाग ूहोते ह।ै 
यिद Ãयोरम VI म ेL2 गैर शÆूय न हो तो हल नहé पायेगा। इसिलए L2 का गैर शÆूय (non zero) 
होना आवÔयक ह।ै 

3.3 िनरंतरता या सांतÂय (continuity) 

3.3.1 अथª व इसकì तीन शत¦ 

सीमा कì धारणा के िववेचन के बाद हम फलन कì िनरंतरता पर िवचार करते ह।ै इसस े
आगे चलकर फलन का अवकलज (derivative)िनकालन ेम¤ मदद िमलेगी िजसम¤ हमारी Łिच ह।ै 
अत: सीमा व िनरÆतरता का ²ान ÿाĮ करने के बाद फलन का अवकलन करने म¤ सहóिलयत रहगेी।  

फलन कì िनरंतरता: जब एक फलन y = f(x) म¤ x N पर फलन कì सीमा f(N) होती 
ह,ै जो x=N पर फलन के मÐूय के बराबर होती ह ैतो फलन N िबंद ुपर िनरंतर माना जाता ह।ै 

जो फलन िनरंतर होता ह ै(एक िवशेष दरूी तक ) वह úाफ पर प¤िसल व पेन को उठाये िबना 
खéचा जा सकता ह।ै िनरंतरता म¤ िकसी तीख ेिबदं ु (sharp point) के होने से अतंर नहé पड़ता, 
लेिकन वø पर कहé åरĉता (gap) नहé आनी चािहए। 

यह बात िनÌन िचýŌ से ÖपĶ हो जाती ह।ै 

 
िचý 3.4 (a)   िचý 3.4 (b) 

िचý 3.4(a) म¤ x = N पर वø पर एक तीखा िबÆद ुआता है , लेिकन िफर भी फलन कì 
िनरंतरता बनी रहती ह।ै लेिकन िचý 3.4(b) पर x = N पर फलन म¤ दो ±ैितज रेखाओ ंके बीच एक 
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åरĉता आ जाती ह ैिजससे फलन अिनरंतर (discontinuous) बन जाता ह।ै ऐसा सीढ़ीनमुा फलनŌ 
म¤ पाया जाता ह।ै इसीिलए वे अिनरÆतर होते ह।ै 

पीछे िचý 3.3(b) व (d) म¤ भी फलन अिनरंतर ह।ै वहां  x = a पर अिनरंतरता कì िÖथित 
पायी जाती ह।ै 

िनरंतरता कì तीन शत¦ (condition) इस ÿकार होती ह ै:-एक फलन y अथवा f(x),x = a 
पर िनरंतर तब माना जाता ह ैजब 

(1) फलन के डोमने म¤ x = a होना चािहए,अथाªत ्f(a) का अिÖतÂव होना चािहए, 
(2) x a  पर y कì कोई सीमा अवÔय होनी चािहए। 

अथाªत ्जब x कì ÿविृ° a कì तरफ हो तब y या f(x) कì सीमा का अिÖतÂव होना 
जłरी होता ह।ै तथा 

(3) वह सीमा f (a) के बराबर होनी चािहए। जब ये तीनŌ शत¦ परूी होती ह।ै तो हम इस 
ÿकार िलख सकते ह.ै 

lim ( ) ( ) ( )f x f a f a   [िनरंतरता कì शतª] अथाªत x a  पर f(x) कì सीमा x = 

a पर फलन के मÐूय के बराबर होती ह।ै 
उदाहरण 

िनरंतरता कì तीन शतŎ को िनÌन फलन के िलए लाग ूकरन े²ात कìिजए िक यह फलन 
िनरंतर ह ैया नहé: 

( ) 2 1Y f x x     
यहा ं।। का आशय ह ैिक । x - 2। का पåरणाम धनाÂमक (positive) ही होगा, चाह ेx का 

मÐूय 2 से क हो या 2 से ºयादा हो। जैसे यहां  x = 1 पर y = 2;x = 0 पर y = 3, तथा x = 3 पर 
भी y =2 तथा x = 4 पर भी y = 3 होगा, आिद। 

फलन म¤ िनरंतरता कì तीनŌ शत¦ परूी होती ह ै³यŌिक 
(1) X = 2 फलन के डोमने म¤ आता ह ै अथाªत x = 2 पर y = 1 होन े से f(x) का 

अिÖतÂव पाया जाता ह;ै 
(2) lim y = 1 होती ह,ै चाह ेहम lim y  ले अथवा lim y  ल¤, 

2x  2x  2x   
अथाªत ्बायé ओर कì सीमा ल¤, अपना दायé ओर कì सीमा ल¤ ये दोनŌ सीमाएं  = 1 ह।ै 
(3) यह सीमा f (2) के बराबर, अथाªत ्1 के बराबर होती ह,ै अथाªत ्पर फलन का मÐूय भी 

1 के बराबर ही होता ह।ै 
Öमरण रह े िक x = पर फलन म¤ िनरंतरता तो ह,ै लेिकन उस िबÆद ु पर इसके समतल 

(smooth) न होने स ेइसका अवकलन ²ात नही िकया जा सकता। 
अवकलन ²ात करने के िलए Öपशª रेखा (tangent) का डाला जाना जłरी होता ह ैजो 

तीख ेिबÆद ुपर सÌभव नहé होती। उसके िलए िविशĶ िबÆद ुपर समतलता (smoothness) का होना 
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जłरी होता ह।ै अत: फलन या वø म¤ तीखा िबÆद ु आने पर भी िनरंतरता पायी जा सकती ह,ै 
हालािंक उस िबÆद ुपर अवकलनीयता नहé होती।  

नीचे y =।x - 2।+ का िचý िदया गया ह।ै 
तािलका 3.3 

x  -1 0 1 2 3 4 
y   4 3 2 1 2 3 

 

 
िचý3.5 

ÖपĶीकरण-जैसा िक पहले बतलाया गया ह ै। । का अथª ह ैिक ।x - 2। का पåरणाम सदैव 
धनाÂमक िलया जाता ह।ै वø पर A िबÆद ुपर , अथाªत ्x = 2 पर एक तीखा िबÆद ुह।ै A पर फलन 
कì िनरंतरता जारी ह,ै हालािंक इसके समतल (smooth) न होने से Öपशª रेखा नहé बन सकती ह ै
िजसस ेx = 2 पर इसका अवकलन ²ात नहé हो सकता। अÆय िबÆदओु ंपर अवकलन ²ात हो 
सकता ह।ै 

3.3.2 फलनŌ कì िनरंतरता के उदाहरण 

पहला उदाहरण-यिद 
2 20( )

4
x xy f x

x
 

 


 हो तो बताइए िक ³या x = 4 पर फलन 

िनरंतर ह?ै 4x   पर ³या िÖथित होगी। 
हल: x = 4 पर हर के शÆूय होने के कारण यह फलन पåरभािषत नहé ह।ै इसिलये यह x = 

4 पर अिनरंतर (discontinuous)ह।ै लेिकन 4x  होन ेपर 
2 20( ) 5

4
x xf x x

x
 

  
  

तथा 
4

lim ( ) 9
x

f x


 , इसिलए यिद, पåरभाषा स,े 

(4) lim ( ) 9f f x   हो तो f(x), x के सभी मÐूयŌ पर िनरंतर होता ह ैऔर इसका úाफ 

एक सरल रेखा y = x + 5 बनता ह।ै 
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दू सरा उदाहरण-यिद 
3 2

2

4 4
4

x x xy
x

  



 तो पता कåरए िक x = 2 और x = -2 पर 

फलन िनरंतर ह ैया नहé। x के अÆय मÐूयŌ के िलए (जो डोमने म¤ ह)ै ³या फलन िनरंतर ह?ै 
हल- x = 2 व x = -2 पर हर = 0 हो जाता ह,ै अत: इन मÐूयŌ पर फलन पåरभािषत नहé 

ह ै(function is not define) अत: x = -2 व x = 2 पर फलन अिनरंतर (discontinuous) ह।ै 
x इन दोनŌ मÐूयŌ पर फलन åरĉता दशाªयेगा। 

लेिकन x के अÆय मÐूयŌ पर (जो डोमने म¤ ह)ै, 
3 2

2

4 4
4

x x xy
x

  



=x + 1 हो जाता 

ह ैिजसस ेएक सरल रेखा बनती ह।ै अत: 2x    के अलावा अÆय मÐूयŌ पर फलन िनरंतर ह।ै 
बोध ÿĳ 3 
ÿĳ 1.यिद y = f(x) = x2 – 7x - 3 हो तो बताइए िक ³या फलन x = 4 पर िनरंतर 

होगी। 

ÿĳ 2. यिद 
2

2

4( )
1

xy f x
x

 


 तो बताइए िक डोमने ( ,  ) म¤ फलन िनरंतर ह ैया 

नहé। 

ÿĳ 3. यिद 2

2( )
2

xy f x
x


 


 तो बताइए िक ³या यह फलन x के डोमने ( ,) के 

बीच िनरंतर ह?ै 

3.4 अ िनरंतरता या असांतÂय (Discontinuity) कì िÖथित 
(3) अिनरंतरता कì िÖथित कब आती ह?ै इसकì चार िकÖम¤:- 
जब िनरंतरता कì ऊपर विणªत तीन शतŎ का उÐलंघन होता ह ै तो अिनरंतरता 

(discontinuity) उÂपÆन होती ह।ै 
अिनरंतरताएं  चार ÿकार कì होती ह:ै- 
(i) अनंत अिनरंतरता (infinite discontinuity) 
एक फलन पर x = a पर अनंत अिनरंतरता तब मानी जाती ह ै
जब x = a पर f(x) अनंत हो जाता ह ै(धनाÂमक या ऋणाÂमक łप म¤) दसूरे शÊदŌ म¤ , 

f(a) पåरभािषत नहé होता ह,ै और lim ( )
x a

f x


 का अिÖतÂव नहé होता। 

उदाहरण- 2

1( )
( 2)

f x
x




 म¤ x = 2 पर अनंत अिनरंतरता पायी जाती ह ै ³यŌिक 

2x   पर ( )f x ह ैऔर f(2) पåरभािषत नहé ह ै(चूिंक x = 2 रखने पर फलन का हर = 0 
हो जाता ह।ै) लेिकन x = 2 के अलावा x के अÆय मÐूयŌ पर फलन िनरंतरता का गणु रखता ह।ै 

इसका úाफ िनÌन िकÖम का होता ह:ै- 
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िचý 3.6 f(x) 2

1
( 2)x




का िचý 

िचý 2.6 से ÖपĶ ह ैिक x = 2 पर फलन म¤ अनंत अिनरंतरता कì िÖथित िवīमान ह।ै 
(ii) पåरिमत अिनरंतरता (Finite discontinuity)- यिद x = a पर फलन का 

मÐूय तो पåरिमत होता है, लेिकन इस पर (वह x = a पर) वह अचानक बदल जाता ह।ै दसूरे शÊदŌ 
म¤ f(a) तो पåरभािषत होता ह,ै लेिकन lim ( )

x a
f x


 का अिÖतÂव नहé होता (यīिप, सामाÆयतया, 

दायी और व बायé और कì सीमाएं  होती ह ैऔर f(a) इनम¤ से िकसी एक के बराबर होता ह)ै। 

उदाहरण – f(x)= 1
11 2 x

 म¤ x = 0 पर पåरिमत अिनरंतरता पायी जाती ह ै³यŌिक यहा ं

lim ( )f x  पåरभािषत नही ह।ै लेिकन x = 0 के अलावा इसके अÆय सभी मÐूयŌ पर फलन िनरंतर 

0x   होता ह ै

जैसे x = 1 पर 1( )
3

f x   व x = -1 पर 2( )
3

f x   होगा आिद। 

 
िचý 3.7 f (x) 1/

1
2 xx




  

(iii) गायब-िबÆदु  अिनरंतरता (missing-point discontinuity)-एक फलन म¤ x 
= a पर गायब-िबÆद ुअिनरंतरता तब होती ह ैजब f(a) पåरभािषत नही होता, लेिकन lim ( )

x a
f x


 का 

अिÖतÂव होता ह।ै 

उदाहरण-
2 16( )

4
xf x
x





 म¤ x = -4 पर हर के शÆूय हो जान ेस ेf(x) पåरभािषत नहé ह।ै 

लेिकन
2 16 ( 4)( 4)( ) 4

4 4
x x xf x x
x x
  

   
 

 होने पर 
4

lim ( ) 8
x

f x


   होती ह ैिजससे  
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यिद पåरभाषा से 
4

( 4) lim ( ) 8
x

f f x


     हो तो x के समÖत मÐूयŌ पर रेखीय फलन 

y=(x-4) पर िनरंतरता िलये हòए होता ह।ै लेिकन 4x    पर 
2 16( )

4
xf x
x





 म¤ गायब-िबÆद ु

अिनरंतरता पायी जाता ह।ै 
(iv) खिÁडत फलन म¤ अिनरंतरता-मान लीिजए एक कार का मÐूय एक लाख Łपये 

ह ैऔर दो कारŌ का मÐूय दो लाख Łपये, आिद और यह सÌबÆध y x  से दशाªया गया ह;ै जहां  
1,2,x  3...... आिद म¤ łप म¤ बढ़ता ह।ै यह फलन खिÁडत ह।ै यहां  1 व 2 कारŌ के बीच, अथवा 

2 व 3 के बीच x  (कारŌ) का कोई मÐूय नही होता। अत: x  के अकंìय मÐूयŌ पर ही फलन के 
मÐूय पाये जाते ह ैिजससे उनके बीच म¤ åरĉता या अिनरंतरता आ जाती ह।ै 

अथªशाľ म¤ ऐसे सीढ़ी नमुा फलन बहòत लोकिÿय माने गये है। टी0वी0 सटेŌ, सोफा सटेŌ, 
रेिĀजेटरŌ आिद कì िबøì म¤ खिÁडत िसरीज ही आता ह।ै 

बोध ÿĳ 4 
ÿĳ 1. यह ²ात कìिजए िक िनÌन फलनŌ म¤ x  के िकस मÐूय या िकन मÐूयŌ पर ये 

अिनरंतर (discontinuous) हो जाते ह-ै 

(i)   3
1

xf x
x





 

(ii) 1( )
3 1xf x 


 

(iii) 2( )
4

xf x
x




 

(iv)
2 5 4( )

4
x xf x

x
 




 

 ÿĳ 2. यिद ÿĳ 11 के (iv) के पåरमये फलन (rational function) 
2 5 4( )

4
x xf x

x
 




 के अशं म¤ हर का भाग देकर भागफलन ( 1)x   िलख द¤, तो ³या उसकì 

जगह ( ) ( 1)f x x   ÿितÖथािपत िकया जा सकता ह ै? इस सÌबÆध म¤ आवÔयक कारण दीिजए। 
(इसके उ°र म¤ उ°र सं केत देिखए) 

 ÿĳ 3. खिÁडत फलन म¤ अिनरंतरता (discontinuity) को ÖपĶ कìिजए। 

3.5 िनरंतरता, अवकलनीयता व सीमा : िचý पर 
lim
x o

y dy
x dx





का ÖपĶीकरण 

हम पहले बतला चकेु ह ैिक फलन का अवकलज (derivative) िनकालने म¤ सीमांत व 
िनरंतरता के िवचारŌ को आवÔयकता होती ह।ै सीमांत व िनरंतरता कì चचाª करने के बाद अब हम 
यह जानने कì िÖथित म¤ आ गये ह ैिक इनसे फलन कì अवकलनीयता म¤ िकस ÿकार मदद िमलती 
ह।ै 



62 
 

Öमरण रह े िक अवकलनीयता (differentiation) के िलए फलन म¤ िनरंतरता 
(continuity) व समतलता (smoothness) दोनŌ गणु जłरी ह।ै िनरंतरता अवकलनीयता कì 
आवÔयक शतª होती ह,ै लेिकन व पयाªĮ शतª नहé होती। समतलता उसकì पयाªĮ शतª मानी जाती ह।ै 
तीख े िबÆद ु (sharp point) पर अवकलन सÌभव नहé होता। अत: सभी अवकलनीय फलन 
िनरंतर फलन होते है, लेिकन सभी िनरंतर फलन अवकलनीय फलन नहé होते। केवल 
िनरंतरता से अवकलनीयता कì गारंटी नहé िमल जाती। िनरंतरता तो केवल यह बतलाती ह ै
िक एक फलन म¤ åरĉता (gap) नहé ह,ै लेिकन अवकलनीयता के िलए फलन म¤ समतलता 
(sharpness) का होना भी आवÔयक होता ह।ै अत: अवकलनीयता म¤ िनरंतरता व समतलता दोनŌ 
होन ेपर ही फलन पर सवªý अवकलन करना सÌभव हो पाता ह।ै 

अब हम सीमांत कì धारणा का úाफ कì सहायता से उपयोग करके यह ÖपĶ करते ह ैिक 
lim

x o
y dy
x dx 





होती हIै  

 
िचý 3.8 सीमातं के िवचार का अवकलन म¤ ÿयोग 

ÖपĶीकरण-िचý 3.8 म¤ ox -अ± पर उÂपि° कì माýा व oy अ± पर कुल लागत मापी 
गयी ह ैऔर TC एक कुल लागत वø ह ैजो ( )y f x का सचूक ह।ै यहां y लागत को x उÂपि° 
कì माýा को सिूचत करते ह।ै इसे बहòधा  c f Q  से भी दशाªते ह;ै जहां  C  लागत को व Q  
उÂपि° कì माýा को सिूचत िकया करते ह।ै 

वø पर D  व E  के बीच पåरवतªन कì औसत दर (Average rate of Change), 

अथाªत ् y HE
x DH





 होती ह ै ³यŌिक इनके बीच Y  का पåरवतªन HE  ह ै और x  का पåरवतªन 

DH  ह।ै अब िबÆद ु E  को D  कì तरफ लाते ह।ै F  पर, अथाªत,् D  व F  के बीच पåरवतªन कì 

औसत दर y GF
x DG





 होती ह।े 

इसी ÿकार पनु : F  िबÆद ु स े D  कì तरफ चलते जाने पर और अतं म¤ D  िबÆद ु पर 

पåरवतªन कì दर जानने के िलए इस पर Öपशª रेखा AB  का ढाल मापा जाता ह ैजो यहां  CB
AC

 के 

बराबर होता ह।ै यह पåरवतªन कì शीŅ दर कहलाती ह।ै 
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y
x




 से जानी जाती ह,ै लेिकन D  िबÆद ु पर पåरवतªन कì दर ताÂकािलक या शीŅ 

(instantaneous rate of change) होती ह।ै Öमरण रह े िक D  व E  के बीच पåरवतªन कì 
औसत दर (average rate of change) होती ह;ै िक यहां  पर x o   कì िÖथित ह।ै इसे 

x o   नहé कहते। केवल x  का पåरवतªन बहòत-बहòत थोड़ा माना गया ह।ै 

अत: lim
x o

y dy
x dx 





 ह,ै अथाªत ् D  िबÆद ुपर पåरवतªन कì दर , ,dy y

dx x



 का वह पåरणाम 

ह ैजो x o   पर ÿाĮ होता ह।ै अत: यहां  पर dy
dx  वह सीमा ह ैजो y

x


  उस समय लेता 

ह ैजब x o   होता ह।ै 
इस ÿकार सीमा कì धारण का ÿयोग फलन का अवकलन िनकालन ेम¤ िकया जाता ह।ै 

सीमा व िनरंतरता के अÅययन का वाÖतिवक ÿयोजन यही ह ै िक इनकì सहायता से चलन-फलन 
(differential calculus) को समझन ेम¤ मदद िमले। हम अथªशाľ म¤ ÿाय: ऐसे फलन ही लेते ह ै
जो सारी दरू अवकलनीय होते है, अथाªत ्िजनम¤ सारी दरू िनरंतरता व समतलता पायी जाती ह।ै 

3.6 सारांश (Summary) 
सीमा एव ंिनरंतरता कì धारणा का अÅययन अवकलन कì ÿिøया को आसानी से समझने 

म¤ सहायता करता ह।ै x  को िकसी िनधाªåरत िनयम के अनसुार िविभÆन मÐूय िदये जाते है , और उन 
पर y के मÐूयŌ का øम देखा जाता ह ैिजनके आधार पर फलन कì सीमा ²ात कì जाती ह।ै बायé 
ओर कì सीमा म¤ बाय¤ से दाय¤ चलते ह ैऔर दायी ओर कì सीमा म¤ दाय¤ से बाये आते ह।ै जो फलन 
िनरÆतर होता ह ैवह úाफ पर पिेÆसल अथवा पेन को िबना उठाये खéचा जा सकता ह।ै फलनŌ म¤ 
अिनरÆतरता भी आ सकती ह।ै अिनरÆतरताएं  चार ÿकार कì होती ह-ैअनÆत अिनरÆतरता, पåरिमत 
अिनरÆतरता, गायब-िबÆद ुअिनरÆतरता , एवं  खिÁडत फलन म¤ अिनरंतरता। 

3.7 शÊदावली  
सीमा Limit 
िनरÆतरता Continuity 
अिनरÆतरता Discontinuity 
Öपशª रेखा Tangent 
अवकलनीयता Differentiation 
समतलता Smoothness 
चलन-कलन Differential Calculus 

3.8 िविवध ÿĳ 
िनÌनािंकत ÿĳŌ को हल करके इकाई के अÆत म¤ िदये गये उ°रŌ से अपने उ°रŌ का िमलान कìिजए। 

ÿĳ 1. बायé ओर कì सीमा व दायé ओर कì सीमा का अतंर बतलाएं । 
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ÿĳ 2. यिद x a व x a के िलए  f x  कì सीमाओ ं म¤ अतंर हो तो ³या 
x a  पर  f x  कì सीमा का अिÖतÂव माना जायेगा? 

ÿĳ 3. हल कåरए-  

i. lim 1
x x  

ii. lim
x

ba
x   

iii. 
2

lim 2 1
2 2x

x x
x

 


 

iv. lim
x

x y
x y




 

ÿĳ 4. फलन कब िनरंतर कब िनरंतर (Continuous) माना जाता ह?ै 
ÿĳ 5. पता कåरए िक िनÌन फलन X  के िकस मÐूय पर अिनरंतर (Discontinuous) 

ह?ै 

(i)   1
2 1xf x 


 

(ii)    
1

2
f x

x x



 

(iii) यिद 
2 7 12( )

3
x xf x

x
 




 हो तो ²ात कìिजए िक x  के 

िकस मÐूय पर फलन अिनरंतर ह ैऔर (3)f भी ²ात कìिजएI 
(iv)िचý देकर ÖपĶ कर¤  

lim
x

y dy
x dx





 

3.9 ÿĳŌ के उ°र 
बोध ÿĳ 1 
(1) x or पर y   
(2) ,x y  ( x  के बढ़ने के पर y  बढ़ता ह)ै 
x or y    ( x  के घटने पर y  घटता जाता ह)ै 
(3)(i) जब 0x   (धनाÂमक मÐूयŌ के माÅयम से) तो y   
जब 0x  , (ऋणाÂमक मÐूयŌ के माÅयम से) तो y   
(ii) x   पर, 0y   
बोध ÿĳ 2 
(1) बायé ओर कì सीमा = दायी ओर कì सीमा = 15; अत: सीमा = 15 ह।ै 



65 
 

(2) (i) 5  (ii) 5  
(3) 1x   पर y   

1x   पर y      2 1 3y x     के आयताकार हाइपरबोला बनाकर 

िदखाय¤ 

(4) x a  पर फलन का मÐूय 0
0

  जो अथªहीन (meaningless) ह।ै x a  पर 

फलन कì सीमा  
2 2

lim lim
x a x a

x a x a
x a 


 


 अत: फलन के मÐूय व फलन कì सीमा म¤ अतंर ह।ै  

बोध ÿĳ 3 
(1) यह फलन पैराबोला बनाता ह ै और 4x   पर 15y    आता ह।ै यह फलन 

4x   पर िनरंतर ह।ै 
(2) चूं िक यह फलन x के सभी पåरिमत वाÖतिवक मÐूयŌ (finite real numbers) 

पर पåरभािषत इसिलए इसका डोमने  ,   कì दरूी तक ह।ै  
(3) यह फलन अपने डोमने म¤ िनरंतर (Continuous) होता ह।ै 
(4) यह फलन x के सभी पåरिमत वाÖतिवक मÐूयŌ पर पåरभािषत ह ै और इसका 

डोमने  ,   तक ह।ै अत: यह अपने डोमने म¤ िनरंतर होता ह।ै 
बोध ÿĳ 4 

(1) (i) 1x    पर अिनरंतर 
(ii) 0x   पर अिनरंतर 
(iii) 2x    पर अिनरंतर 
(iv) 4x   पर अिनरंतर 

(2)  
2 5 4

4
x xf x

x
 




 कì जगह   1f x x   ÿितÖथािपत नहé िकया जा 

सकता, ³यŌिक 4x   पर फलन पåरभािषत नहé ह ै (function is not defined), अथाªत ् वह 
अिनरंतर ह,ै लेिकन x के अÆय मÐूयŌ पर, 4x  , फलन िनरंतर ह,ै तथा    lim lim

4 4 1x xf x x    
ह,ै और यह रैिखक फलन ह।ै अत: 4x   के मÐूयŌ पर फलन िनरंतर ह।ै 4x   पर सीमा 
िनकालने म¤    1f x x   का उपयोग िकया जा सकता ह।ै 

(3) खिÁडत फलन म¤ x के दो लगातार मÐूयŌ के बीच  f x  के मÐूय पåरभािषत न 
होने से “अिनरंतरता” पायी जाती ह।ै कार, रेिĀजरेटर, टी.वी सेट, िबजली के पंख,े रेिडयो आिद के 
उदाहरण िदये जा सकते ह।ै 
िविवध ÿĳŌ के उ°र 

(1) बायé ओर कì सीमा म¤ वø पर बाय¤ से दाय¤ चलकर देखा जाता ह;ै जैसे x a  म¤ a  से 
नीचे के मÐूयŌ से ऊंचे के मÐूयŌ पर चला जाता ह।ै 

दायी ओर कì सीमा म¤ वø पर दाय¤ से बाय¤ आते ह ैऔर इसे x a  से सिूचत करते ह।ै 
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(2) नही ³यŌिक x a  व x a पर  f x  कì सीमाओ ंके समान होने पर ही x a  
पर  f x  कì सीमा का अिÖतÂव माना जाता ह।ै 

(3)  (i) o 
  (ii) a 

  (iii) 1
2

 

  (iv) 1  
(4) तीन शत¦ िलिखए। 
(5)  

(i) हर को शÆूय के बराबर करके x का मÐूय ²ात कर¤। 
02 1 0 2 1 2x x      

0x   पर फलन अिनरंतर। 
(ii) 0x   व 2 पर 
(iii) 3x   पर फलन अिनरंतर होगा। 

  2 3 47 12 4
3 3

X Xx XfX X
X X

  
   

 
 

 3 1f    ह ै(रैिखक फलन पर) 

3.10 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
(1) R.G.D. Allen, Mathematical Analysis for Economists, Reprinted, 

1967, Chapter, IV. 
(2) Draper & Klingman, Mathematical Analysis-Business and 

Economic application, Second edition, 1972, Chapter 2. 
(3) Alpha C. Chiang, Fundamental Method, of Mathematical Economics 

Third Edition, 1984 pp. 132-154. 
(4) Gorakh Prasad, Text Book on Differential Calculus, Chapter I “on 

limits.” 
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इकाई 4 
अवकलन एव ंइसका िनवªचन 

(Derivative and its Interpretation) 
इकाई कì łपरेखा 
4.0 उĥÔेय 
4.1 ÿÖतावना 
4.2 अवकलन का अथª 
4.3 अवकलन के ÿमखु सýू  
4.4 घाताकं फलन का अवकलन 

4.3.1 िÖथरांक का अवकलन 
4.3.2 गणुन िøया म¤ अवकलन 
4.3.4 भागफल का अवकलन 
4.3.5 फलन का फलन - ®ृंखला िनयम िवलोम फलन 
4.3.6 अÖपĶ (अिनिĲत) फलन का अवकलन 
4.3.8 उ¸चतर अवकलन 

4.4 सारांश 
4.5 शÊदावली 
4.6 अËयासŌ के उ°र 
4.7 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

4.0 उĥेÔय  
इस इकाई को पढ़ने के पĲात ्आप 

 अवकलन का अथª समझ सक¤ गे। 

 अवकलन कì गिणतीय िøयाओ ं यथा सामाÆय फलन िÖथरांक, गणुन िकया, भाग, 
िवपरीत फलन, (Inverse function) िÖथरांक, गणुन िøया, भाग, िवपरीत फलन, 
अÆतिनªिहत फलन (Implicit Function) व फलन का फलन िनयमŌ का ÿयोग कर 
सक¤ गे। 

4.1 ÿÖतावना 
अवकलन (Differentiation) गिणत कì एक महÂवपणूª िविध ह ैजो इस कì उन सभी 

शाखाओ ं(जैसे भौितक होती ह,ै जहां  एक के पåरवतªन का सÌबÆध दसूरे चर से हो। उदाहरण के िलये 
िकसी वÖत ुके उÂपादन (y) का सÌबÆध उसके िलए ÿयĉु ®म (x) पर िनभªर करता ह।ै अवकलन 
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के Ĭारा हम y व x के पåरवतªन के मÅय सÌबÆध Öथािपत कर सकता ह।ै यिद दो मÐूय िनरंतर बदलते 
ह ैतो इस तरह के पåरवतªन से संबं िधत ÿĳŌ का हल कलन (Calculus) Ĭारा खोजा जाता ह।ै 

दसूरे शÊदŌ म¤ इस िविध के Ĭारा हम  y A x  से संबं िधत ÿĳŌ का उ°र द ेसक¤ गे। दो 
चारŌ के मÅय आपसी संबधं को हम एक रेखा (सरल या वø रेखा) के Ĭारा भी बता सकते ह।ै इस 
िÖथित म¤ कई महÂवपणूª ÿĳ उपिÖथत हŌगे। जैसे x पåरवतªन होने पर y म¤ पåरवतªन कì दर ³या 
होगी? तथा x के संबधं को दशाªने वाले रेखा म¤ उ¸चतम व िनÌनतम िबÆद ुकौन से हŌगे।  

4.2 अवकलन का अथª (Meaning of Differentiation) 
माना िक Y (वÖत ुका उपादन x (®म) के Ĭारा िकया जाता ह।ै जैसे 2 हम X कì माýा म¤ 

विृĦ कर¤गे, Y वÖत ुके उÂपादन म¤ भी विृĦ होगी। यहां  Y आि®त चर व X Öवतंý चर ह।ै माना िक 
उÂपादन व ®म म¤ िनÌन ÿकार का ÿािविधक संबधं ह।ै 

3y x  
जब x म¤ अÂयÆत विृĦ हो,  0x   तक y कì माýा म¤ िकतना पåरवतªन  y  होगा 

यह अवकलन Ĭारा ²ात िकया जाता ह।ै 
उदाहरण : 3y x  फलन म¤ पåरवतªन कì दर का अनपुात ²ात कìिजये। 
हल : यिद x कì माýा म¤ सàूम तर पåरवतªन िकया जाय  0x   

3Y X  
 3Y Y X X      

3 3 )Y Y X X     
30Y X   (³यŌिक 4 3x  ह)ै 

3y
x


 


 

अत: ®म कì एक अÐप इकाई म¤ पåरवतªन के पåरणामÖवłप उÂपादन Y इकाईयŌ म¤ 
पåरवतªन कì दर का अनपुात 3 होगा। 

4.3 अवकलन के ÿमुख सूý (Characteristics of Differentiation) 
अवकलन को िøया म¤ हम¤ कुछ महÂवपणूª सýूŌ कì सहायता लेनी होती ह।ै इसम¤ घाताकŌ 

का अवकलन, गणुन िøया, भाग फलन, फलन का फलन, अिनिĲत ह ैिक सवªÿथम घातांक फलन 
के अवकलन को अ¸छी तरह हल कर¤। इससे आगे के ÿĳ हल करना अिधक सिुवधा यĉु रहगेा।  

इस इकाई म¤ ÿयĉु होने वाले अवकलन के ÿमखु सýूŌ कì सचूी िनÌनिलिखत ह।ै  
(a)     1,n nY f x X f x n      (घाताकं) 
(b)  Y f x C   (िÖथरांक) तो   0fv x   

(c)  " dv duuvf x U v
dx ax

  (गणुा) 
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 वतªमान संदभª म¤ diffrentiata िकया ह ै तथा Derivative (अवकलन) तथा 
Differentiation (अवकलन) समान अथª म¤ ÿयĉुहोते ह§ ।  

 

(d)   2'

du dvv uU ax dxY f x
V v


   (भागफल) 

(e)    ,Y f x Z f y   

.dz dz dy
dy dy dx

  (फलन का फलन) 

(f) . 1dy dx
dx dy

  (िवलोम फलन) 

4.3.1 घातांक फलन का अवकलन (Differentiation of a Power Function) 

यिद y x    ह ै जहा ं व कोई िÖथरांक तथा   घाताकं ह ै इसका फलन 

 lim 0 dyx
dx

  
  

1x  होगा। 

उदाहरण : 34y x  

   3 1 2lim 0 3 4 12dyx x x
dx

      

उदाहरण : 27y x   

    2 12 7 14dy x
dx

       

उदाहरण : 23
2

y x  

   2 1 332 3
2

dy
dx

        
 

 

 3x  को 3

1
x

 भी िलखा जा सकता ह।ै 

(Exercise 1. िनÌनिलिखत मÐूयŌ का dy
dx

 ²ात कìिजये। Differentiation the 

following function. 
(i) 32y x  
(ii) 42y x   

(iii) 32
2

y    

(iv) 4 5 x   
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(v) 26 10y x x   

4.3.2 िÖथरांक का अवकलन (Differentiation of a constant) 

सýू łप म¤ x का कोई पद नही तथा केवल िÖथरांक हो तो अवकलन शÆूय होता ह।ै 
y a  
lim

0 0x
dy
dx    

उदाहरण : 6y   

0dy
dx

  

उदाहरण : 24 3 5 8x x    

6 5dy x
dx

   

Exercise 2 
E.2. िनÌनिलिखत पदŌ का अवकलन कìिजये। 
(Differentiate the following function.) 
(i) 23 6 7y x x    

(ii) 4 3 22 1 7 6 7
3 7 12 15 3

xy x x x      

(iii) 
22 3 6

7 11 13
x xy     

(iv) 3 22 6 6 7y x x x     
(v) 23 6m my x x    

4.3.3 गुणन िकया म¤ अवकलन 

यिद y चर दो या दो स ेअिधक गणुनखडंŌ का गणुा ह ैतो हम ÿÂयेक गणुनखडं को , ,u v w  
इस तरह का सं ि±Į नाम देते ह।ै इसके पĲात ्िनÌनिलिखत सýू का ÿयोग करते ह।ै 

y uv  

.dy dv duU v
dx dx dx

   

अथाªत ्ÿथम गणुनखडं को िÖथर रखकर दसूरे गणुनखडं के अवकलन से गणुा कर¤गे। तथा 
दसूरे गणुनखडं हो िÖथर रखकर ÿथम गणुनखडं के अवकलन से गणुा कर¤गे। िफर दोनŌ पदŌ का योग 
कर¤गे।  

उदाहरण :    2 23 5 2 3y x x x x    

माना िक 2 23 5 , 2 3x x U x x v     
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 4 3, 6 5dy dux x
dx dx

     

     2 23 5 4 3 2 3 6 5dy x x x x x x
dx

       

   3 2 2 3 2 212 20 9 15 12 18 10 15x x x x x x x x        
3 224 57 30x x x    

यिद आप उपरोĉ उदाहरण म¤ पहले गणुनखडंŌ को आपस म¤ गणुा कर¤ तथा िफर अवकलन 
कर¤ तब भी यही पåरणाम ÿाĮ हŌगे। 

4 3 26 19 5y x x x    (गणुा करने पर on multiplication) 
3 224 57 30dy x x x

dx
    

उदाहरण :   23 2 9 5y x x x      

माना िक  3 x  एवं   22 9 5x x V    

   
1 1

22 213 4 9 2 9 5
2

dy x x x x x
dx

   
        
   

 

1 1 3 1 1
2 2 2 2 21 9 512 4 9 27 .2

2 2 2
or x x x x x x

   
         
   

 

3 1 1 1 3 1
2 2 2 2 2 29 9 512 4 9 27

2 2 2
or x x x x x x x

 
        
 

 

3
2 27 5 112 5 . 27

2 2
or x x x

x
 

     
 

 

3
2 27 5 112 5 . 27)

2 2
or x x x

x
      

िनÌनिलिखत का अवकलन कìिजये। 
(i)   3 4 2 5y x x    
(ii)   5 2 3y x x x x    

(iii)   2 23 5 6 4 6y x x x     

(iv)
3 1 3

32 2 44 3 2 5y x x x x
  

    
  

 

(v)   3 3 5 26 7 3 2 7 6 4y x x x x x       

(vi)   22 5 3 6y x x     

(vii)   4 3 3y x x    
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(viii)   2 26 10 3 10 6y x x x x     

यिद दो गणुनखडंŌ के Öथान पर दो से अिधक पद हŌ तो िनÌनिलिखत िøया दोहराई जायेगी  
 

   2

, ,

2 5 3 6 2

y f u v w
dy dw dv duUv UW vw
dx dx dx dx
y x x x



  

   

 

माना िक 22 5 ,3 6 , 2x u x v x w       

      

      

 

       

   
     

2

2 2

2

2

3 2 2 2 2 3 2

3 2 3 2 3

3 2

2 5 3 6 2 2 5

2 3 6 3 6 2

2 5

2 5 3 6 1 2 5 0 6

3 6 2 2

6 15 30 12 12 30 24 60 6 12 12 24

6 15 12 30 12 54 60 12 24
24 81 36 54

dy dx x x x
dx dx

dx x x x
dx

d x
dx
d x x x x x
dx

x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x x
x x x

     

    



     

 

           

        

  
 
Exercise No. 4 
िनÌनिलिखत का अवकलन कìिजये (Differentiate the Division) 
(i)     2 3 5 2 3 4Y X X X     

(ii)    22 6 2 1 7Y X x X X     

4.3.4. भागफल का अवकलन (Differentiation of Division) 

यिद Y फलन िकसी भाग के łप म¤ हो तब भी उसका अवकलन िकया जा सकता ह।ै इसम¤ 
अशं को U तथा हर को V के łप म¤ ÿकट िकया जाता ह।ै सýू łप म¤  

UY
V

  

2

du dvv udy dx dx
dx v
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अथाªत हर (v) को अशं के अवकलन से गणुा िकया जाता ह ैअशं को हर के अवकलन से 
गणुा िकया जाता ह ैतथा ÿथम म¤ से िĬतीय को घटाया जाता ह।ै िफर 2v  का भाग िदया जाता ह।ै 
उदाहरण : 

       
 

2

3 2

3 2 2 2 3 2

23 2

3 5
6 7 10

6 7 10 3 5 3 5 6 7 10

6 7 10

x xy
x x

d dx x x x x x x xdy dx dx
dx x x




 

      


 

 

     
 

   
 

 

3 2 2 2

23 2

4 3 2 4 3 2

3 2

4 3 2

23 2

6 7 10 6 5 3 5 18 14

6 7 10

36 12 35 60 50 54 48 70

6 7 10 2

18 60 35 60 50

6 7 10

x x x x x x x

x x

x x x x x x x

x x

x x x x

x x

     


 

      


  

   


 

 

उदाहरण : 

 

       

 

    
 

 
 

 

2

2 2

2

1
22

2

2 2

2

2

2

5
2 5

2 5 5 5 2 5

2 5

52 5 2 5 2
2

2 5

254 10 5 2 10
2

2 5

252 10 5
2

2 5

t ty y t f
t

d dt t t t t tdy dt dt
dx t

t t t t t

t

t t t t t
t

t

t t t
t

t




 



    




 
    

 


 
     

 


 
   

 
  

Exercise No. 5 
अवकलन ²ात कìिजये। (Differentiate the following) 

(i) 
3

2

3 5
4 6

x xY
x x
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(ii) 
212 6 7
3 5

x xY
x
 




 

(iii) 
3

2

3 6
2 16 4

x xY
x x
 


 

 

(iv)
22 6

4 7
x xP
x

 



 

(v) 
2

2

3 6
2 7

y yZ
y y





 

4.3.5. फलन का फलन-®ृंखला िनयम (Function of a Function – Chain Rule) 

अब तक कì अवकलन िøयाओ ंम¤ दो चरŌ के मÅय समय का ही िनधाªरण हòआ ह ैपर 
Óयवहाåरक जीवन म¤ तीन चरŌ के मÅय आपसी सÌबंध भी हो सकता ह।ै िजसम¤ ÿथम चर दसूरे स ेव 
दसूरा चर तीसरे से सÌबिÆधत हो। उदाहरण के िलये सीम¤ट का उÂपादन पÂथर पर िनभªर ह ैतथा पÂथर  
का उÂपादन ®म पर िनभªर ह।ै हम यिद सीम¤ट को Z, पÂथर को Y व ®म को X मान¤ तो यह कहा जा 
सकता ह ैिक 

 
 

Y f x

Z f y




 

हमारा उĥÔेय Z व X के मÅय सÌबधं Öथािपत करना ह ैिजसके िलये सýू ह।ै  

.dz dz dy
dx dy dx

  

उदाहरण : 

 

2 3

2

2

3 , 2

6 6

.

6 .6

y x z y
dz dyy x
dy dx
dz dz dy
dy dy dx

y x

  

  



   
24 3as x  ÿितÖथािपत करने पर 

 
 

22

4

5

6 3 .6

6 9 .6

324 .

dz x x
dx

x x

dz x
dx

  

 

 

 

इसकì सÂयता ÿमािणत करने के िलये हम मलू ÿĳ म¤ y के मान म¤ x का मान ÿितÖथािपत 
कर¤ व िफर अवकलन कर¤ तो भी यही उ°र ÿाĮ होगा। 
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33 2

6 6

5

2 2 3

2 27 54

324

z y x

x x

dz x
dx

   

   

 

 

उदाहरण : 

 423 6 9U x x    

इस उदाहरण म¤ यīिप U को X के łप म¤ ÿÂय±तः ÿकट िकया गया ह ै पर हल को 
अिधक सिुवधाजनक करने के िलये हम 23 6 9 4x x    मानते ह।ै 

 

   
  

4

3

3

2

6 6

.

4 . 6 6

4 3 6 9 6 6

U y
du uy
dx
dy x
dx
du du dy
dx dy dx

Y x

x x x





 



 

   

 

Óयवहार म¤ इस ÿकार के ÿĳŌ को हल करने के िलये 
du
dx

  (कोķक कì सं´या को िÖथर मानकर अवकलन)  

(कोķक का अवकलन) 
उदाहरण : 

 

   

 

3

2

2

2

2 5

3 2 5 2

6 4 20 25

24 120 150

z x
dx x
dx

x x

x x

 

 

  

  

 

Exercise No. 6 
अवकलन कìिजये : (Differentiate the following) 
(i)  23 ; 2 5Z Y Y x    
(ii)  37 ' 3 2Z Y Y x     
(iii)  22 5 7Y X x    
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(iv)  33 23 6 8 3Y x x x      

(v)  2 42 9 5
3

Y x x    

(vi)  23 25 6 3 8Y x x x      

(vii)  423 7 3P x x    

(viii)  23 215 6 10 8P x x x     

(ix)  33 233 5 2T x x x x     

(x) 3 23 5; 3 6 3Z y Y x x       
(xi) 3

22 5; 6 7 2 5Z y Y x x       
(xii) 3 23 6 3; 2 5Z Y Y y Y x       

(xiii)  2 23 6 2
3

Y x x 
    

(xiv)  32 5Y x   

(xv)  24 4Y x   

4.3.6 िवलोम फलन (Inverse Function) 

दो चर रािशयŌ X व Y म¤ यिद  Y f X  ह ै तथा िजस े X  के िलये हल िकया जा 

सकता ह ैतथा  x g y  ह ैतथा िजसे y  के िलये हल िकया जा सकता ह ैतो dx
dy

 व dy
dx

 म¤ 

िवलोम सÌबÆध होगा। िवलोम फलन का िनयम तभी लाग ूहोता जब दोनŌ फलन एक मÐूय वाले हŌ। 
उपरोĉ तÃयŌ को िनÌन उदाहरण म¤ समझा जा सकता ह।ै 
उदाहरण : 

3X Y   
इस फलन कì िवशेषता यह ह ैिक x के ÿÂयेक मÐूय के साथ y का कोई मÐूय होगा। 

उदाहरण : 
2y x  

इसम¤ X Y  ह ैपर Y का मÐूय धनाÂमक भी हो सकता ह ैतथा ऋणाÂमक भी अत : X 
व Y के आपसी सÆदभª मÐूय समान नहé होगा। िवलोम फलन तभी ²ात िकया जा सकता ह ैजब 
एकìय रेखांकन (one to one Mapping) हो। इस उदाहरण म¤  



77 
 

 

 

   
   

1
22

1
2 2

1
2 2

1 0

2

1
2

1
2

12
2

1

dy x
dx
dy Y Y X
dx

x

dy dx x x
dx dy

X X X











    



 

  

 

अत : दो िवलोम अवकलनŌ का गणुा 1 होता ह।ै 

या 1dy
dxdx
dy

   

1dx
dxdy
dy

   

इस िविध से हम किठन अवकलनŌ को भी ²ात कर सकते ह।ै 
उदाहरण : 

3 2

2

2

8

3 2

1 1
3 2

X Y Y
dx Y Y
dy
dx

dxdy Y y
dy

  

 

 


 

उदाहरण :  

 

   

 
 

 

2

1
2 2

1
2 2

22

22

22

7

7

1 7 2 7
2

2 7

7

1
2 7 7

2 77

X Y Y
dx d Y Y
dy dy
dx Y Y Y
dy

Ydx
dy Y Y

Ydx Y Y
dy YY Y
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Exercise No. 7 

िवलोम फलां  िविध से dy
dx

 ²ात कìिजये- 

2 3X Y Y   
3 2X Y Y   
3
2 2X Y Y   

4.3.7 अÖपĶ (अिनिĲत) फलन का अवकलन (Differentiation of Implicit 
Function)  

कुछ पदमÐूय संयĉु होते ह ैअथाªत ्उनम¤ X व Y दोनŌ के ही पद होते ह ैइÆह¤ अÖपĶ या 
अिनिĲत फलन कहा जाता ह।ै जैसे 23 2 6X X XY X    

उपरोĉ फलन म¤ X व Y दोनŌ ही पद एक साथ ह।ै इनका अवकलन करते समय हम Y 
को X का फलन मान कर ÿÂयेक पद का अवकलन करते ह ैतथा संयĉु पदŌ म¤ जहां  X व Y दोनŌ 
ही वहां  Product Rule का ÿयोग करते ह।ै जहां  केवल Y के पद ह ै उनका Y के सदंभª म¤ 

अवकलन कर आगे dy
dx

 िलखते ह।ै 

उदाहरण :  
3 3

2 2

3 0

3 3 3 0

x y axy
dy dy dyx y a x Y
dx dx dx

  

      
 

 

(अथाªत ्Y के पदŌ का अवकलन y के संदभª म¤ कर उनके आगे dy
dx

 िलखा ह।ै अिÆतम 

पद म¤ हमने 3a  को ax  समान मÐूय (common) मानकर बाहर िलखा ह,ै तथा शेष xy  का 
गणुनफलन म¤ अवकलन िकया ह।ै) 

   
 
 

 

2 2

2 2

22

3 3

3

3

dyy ax x ay
dx

x ay x aydy dy
dx dx y axy ax

   

   
  



 

उदाहरण : 
2 3 22 0x xy y xy      

X का सापे± अवकलन करने पर 

 

2 2

2 2

2 2 3 2 0

2 3 2 2 2

dy dy dyx x y y xy y
ax dx ax

dy dy dyx y xy x y y
dx dx dx
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2 2

2

2

2 3 2 2 2

2 2
2 3 2

dyx y xy x y y
dx

dy x y y
dx x y xy

      

  


 

 

उदाहरण : 
3 3

3 3

6
6 0
x y

x y


  
 

x का सापे± अवकलन करने पर 
2 2

2

2 2

18 3 0

3 18 2

18 2 6 2
3

dyx y
dx

dyy
dx

dy
dx y y

 

   

  
 



 

उदाहरण : 

x y a   
1 1 1
2 2 2 0x y a     (a िÖथरांक ह)ै 

x सापे± अवकलन करने पर 
1 1
2 2

1
2

1
2

1 1
2 2

11
2

11
2

dyy x
dx

x ydy x
dx xy

y

 








  



 

Exercise No.8 
िनÌनािंकत ÿĳŌ का x के संदभª म¤ अवकलन ²ात कìिजये। 
(i) 2 2 3 2 0x y xy x y     
(ii) 2 0x y x y    
(iii) 3 1 0x xy y     
(iv) 2 2 3 5x y x y    
(v) 2 22 3 2 8 0x xy y x y       
(vi) 2 22 1x y   
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4.3.8 उ¸चतर अवकलन (Higher Differentiation) 

अब तक हमारे अÅययन का िवषय ÿथम अवकलन रहा ह।ै पर कई बार ÿथम अवकलन 
का पनु: अवकलन करना होता ह ै यह िĬतीय अवकलन कहलाता ह।ै ÿथम अवकलन को हम 

2

2
d y
a

 या  ''f x  कहलायेगा। इसी ÿकार तीसरा अवकलन 
3d y

a
 या '''A  कहलायेगा। 

इस ÿकार के अवकलन उ¸चतर अवकलन Higher or Successive) कहलाते ह।ै 
उदाहरण : 

 

 
 
 

3 2

3 2

3 4 6 2 6 8

' 12 18 4 6

'' 72 36

''' 72

''''' 0

y x x x x
dy f x x x x
dx
f x x

f x

f x

    

    

 





 

अथªशाľ कì Óयवहाåरक समÖयाओ ंम¤ ÿाय : िĬतीय अवकलन का ही ÿयोग होता ह।ै 
Exercise No. 9 

उ¸चतर फलन ²ात कìिजये।  

(i) 3 23 6 5 8x x x    
(ii) 5 46 4x x x   

(iii) 6
2 5

x
x



 

(iv)   2 5 2 5x x   

4.4. सारांश (Summary) 
अवकलन िविध ²ान कì उन सभी शाखाओ ंम¤ ÿयĉु होती ह ैजहां  एक चर के पåरवतªन 

का सÌबÆध अÆय चर से हो। अवकलन का अथª Öवतंý चर म¤ सàूमतर पåरवतªन  0x   करन े
पर िनभªर चर म¤ होने वाले पåरवतªनŌ का अनपुात ह।ै 

   ; 'dyy f x f x
dx

   

िकÆहé दो चरŌ के मÅय अवकलन के िलये िनÌनिलिखत सýूŌ का ÿयोग िकया जाता ह।ै 
(a) ny x   1' nf x nx   
(b)  ' 0y C f x   

(c)  ' dv duy Uv f x u v
dx dx
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(d)   2'

du duv uu dx dxy f x
v v


   

(e)    ,y f x z f y   (®ृंखला िनयम) 

.dz dz dy
dx dy dx

  

(f) . 1dy dx
dx dy

 (िवलोम फलन) 

यिद दो चर x व y एक ही फलन म¤ यĉु ह ैतो गणुा का िनयम ÿयोग कर दोनŌ चरŌ का 
अलग-अलग फलन कर¤गे। 

4.5 शÊदावली 
अवकलन Differentiation 
अवकलज Derivative 
अिनिĲत या अÆतिनªिहत फलन Implicit function 
आि®त चर Dependent Variable 
उ¸चतर अवकलन Successive differentiation 
गणुनखडं  Factors 
घाताकं Power 
चर Variable 
फलन का फलन Function of a function 
वø रेखा Curve 
िवलोम या िवपरीत फलन Inverse function 
®ृंखला िनयम Chain rule 
सरल रेखा Straight line 
िÖथरांक/अचर Constant 
Öवतंý चर Independence Variable 
कलन Calculus 
संयĉु फलन Composite function 
सीमांत Marginal 
के सापे± With respect to 
ÿवणता/ढलान Slope 
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4.6 अËयासŌ के उ°र (Answers to Problems) 
Exercise No. 1 

(i) 26x  
(ii) 38x  

(iii) 
1
23 3x x  

(iv)
1

2
2

5 5
2

x
x

 
  

(v) 12 10x   
Exercise No. 2 

(i) 6 6x   

(ii) 3 28 3 7 6
3 7 6 15

xx x    

(iii) 4 3
7 11

x   

(iv) 3 36x
x

   

(v)  1 33 6 2m mmx m x    
Exercise No. 3 

(i) 12 7x   
(ii) 7 5 4 28 6 5 3x x x x    
(iii) 6 5 3 286 108 96 108x x x x    

(iv)
7 5 5 1
2 2 4 47536 21 45

4
x x x x    

(v) 
2

2 37063 98 42
3

x x x    

(vi) 218 30 12x x    

(vii) 4054
x

   

(viii) 2480 132 18x x   
Exercise No. 4 

(i) 290 146 26x x   
(ii) 3 216 114 128 42x x x    
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Exercise No. 5 

(i)      
 

2 2 2

22

4 6 9 5 3 5 8 6

4 6

x x x x x x

x x

    


 

(ii)      
 

2

2

3 5 24 6 12 6 7 3

3 5

x x x x

x

    


 

(iii)      
 

2 2 3 2

2

2 16 4 9 6 3 6 2 16 4

2 16 4

x x x x x x x

x x

       

 
 

(iv)
       

 

2

2

4 7 4 6 2 6 4

4 7

x x x x

x

     


 

(v)     
 

2 2

2 2

2 7 6 6 3 6

2 7

y y x x y

y y

   


 

Exercise No. 6 

(i) 24 60x   
(ii) 2567 756 252x x    
(iii) 3 216 60 106 70x x x    
(iv) 2 2 23( 3 6 8 3)( 9 12 8)x x x x x        

(v) 216( 12)(2 9 5)
3

x x x    

(vi) 2 3 2(30 24 6)( 5 6 3 8)x x x x x       
(vii) 2 34(3 7 3) (6 7)x x x    
(viii) 3 2 22(15 6 10 8)(45 12 10)x x x x x      

(ix) 5 3 2 2 231 5 23( 3 3 2 ) ( 3 4 )
2 3 5

x x x x x x x        

(x) 3 2108 324 108 108x x x    
(xi) 5 4 2432 840 392 3 414 322x x x x x      
(xii) 224 174 84x x   

(xiii)  

 
5

2 3

2 6 6

3 3 6 2

x

x x

 

 
 

(xiv)  26 2 5x   

(xv)  8 4 4 32 32x x    
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Exercise No. 7 

(i) 1
2 3

dy
dx y




 

(ii) 
1

3 2
dy
dx y


  

(iii) 1
3 2
2

dy
dx y




 

Exercise No. 8 

(i) 
2

2

2 3 2
2 2

y x xy
x y xy
 
 

 

(ii) 2

1 2
1

xy
x



 

(iii) 
2

3
1

x y
x



 

(iv) 2 3
2 5

y
y



 

(v) 4 3 1
3 2
x y
x y

  
  

 

(vi) 2x
y

 

Exercise No. 9 

(i) 
3

3 18d y
dx

  

(ii) 
5

5 120d y
dx

  

(iii) 
 

2

2 3

12 98
2 5

d y x
dx x





 

(iv)
2

2 8d y
dx
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इकाई 5 
लघुगुणकìय अवकलन व लोच कì माप 

(Logarithmic Derivation and Evaluation of 
Elasticities) 

इकाई कì łपरेखा 
5.0 उĥÔेय 
5.1 ÿÖतावना 
5.2 लघगुणुक अवकलन के सýू  

5.2.1 log y का अवकलन 
5.2.2 log ey का अवकलन 
5.2.3 xe  का अवकलन 
5.2.4 xa  का अवकलन 

5.3 लघगुणुक अवकलन के आिथªक ÿयोग  
5.3.1 मांग कì लोच का लघगुणकìय अवकलन 

5.4 सारांश 
5.5 शÊदावली 
5.6 अËयासŌ के उ°र 
5.7 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

5.0 उĥेÔय  
इस इकाई को पढ़ने के पĲात ्आप 

 सामाÆय व ÿाकृितक लघगुणुक का अथª समझ सक¤ गे।  

 सामाÆय व ÿाकृितक लघगुणुक का अवकलन करना सीख¤गे।  

 लघगुणुक अवकलन का आिथªक िवĴेषण यथा मांग कì लोच, उÂपादन फलन आिद 
म¤ ÿयोग कर सक¤ गे। 

5.1 ÿÖतावना 
अवकलन िकया म¤ लघगुणुक का महÂवपणूª Öथान ह।ै अथªशाľ म¤ कई चर इस ÿकार के ह ै

िजनकì विृĦ दर लघगुणुकŌ Ĭारा अिधक अ¸छी तरह ÿकट कì जा सकती ह।ै लघगुणुक दो ÿकार 
के होते ह।ै  
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(i) सामाÆय लघगुणुक-िजनका आधार ÿाय 10 होता ह।ै जैसे 103=1000 अथाªत ्1000 
का लघगुणुक 3 ह ैिजसका आधार 10 होता ह ैउÆह¤ 10log  या log  िलखा जाता ह।ै 

(ii) ÿाकृितक लघगुणुक-िजनका आधार e होता ह ैe का मान 2.71828… होता ह।ै 
इसे समझने के िलये हम एक सýू का ÿयोग करते ह।ै 

 
1
5

0
lim 1
x

e x


   

अथाªत ्हम X कì माýा सàूमतर करते जाय¤गे तो e का ³या मÐूय होगा? 

यिद 0.5,x   तो    
1 10
11 .1 1.5 2.25e      

यिद 0.1x   तो    
1 10
11 .1 1.1 2.59e      

यिद 0.0001x   तो  
1

0.0011 0.0001e    

    1.0001 2.7181   
इस ÿकार हम e के मान के िनकट पहòचं जान ेह।ै अब को िकतना भी सàूम िकया जाय जो 

सैĦािÆतक ŀिĶकोण से शÆूय के िनकट हो पर e का मान 2.71828e   से आगे नही बढ़ेगा। 

ÿाकृितक लघगुणुक को loge  या In िलखा जाता ह।ै 
लघुगुणक अवकलन के सूý (logarithmic Differentiation) 
लघगुणुक अवकलन के महÂवपणूª सýू िनÌनिलिखत ह।ै  

5.2.1 log y  का अवकलन 

यिद फलन log y  ह ैतो   loglog log .d e dyy y
dx y dx

  होगा 

उदाहरण : 

  2

2log

log 2.
2

.log . 2
2

y
x

dy e d
dx dx x

x
x e x



   
 

 

 

.log log
2

x e e
x

 
 


 

Case I 
log x

ay e  

Using the difference quotient y as
x
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log

log

log log log

log

1
log

a

a

x x
a a a

a

a

y y x x

y x x y

x x y

x x
x

x
x

   

   

       
 



 


 

0

1 log 1

1 1log 1
/

1 1log 1 /
/

1 1log 1

1 1lim lim log 1

1 1log lim 1

a

a

a

n

a

n

x x

n
e

a n

y x
x x x

x
x x x x

x x
x x x x

x n
x n d

y a
x x n

dy e
dx x n

   



       
     

      

            


 



      
 

 

Using this basic formula, we get the following rules 
(a) y In x  

1 1dy Ine
dx x x

   

(b) logay w  
1. loga

dy dy dw dwe
dx dw dx w dx

    
 

 

उदाहरण 

 
 

2log 3 5

log .

y x

edy d y
dx y dx

 


 

 2 2

log 6 .log6
3 5 3 5

e x ex
x x

 
 

 

Exercise 1 
अवकलन ²ात कåरये 
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 2log 5 6 10x x   

2

3log
2

x
x
  

5.2.2 loge y  अवकलन 

यिद हम¤ loge y  (िजसका आधार ÿाकृितक लघगुणुक e ह)ै का अवकलन करना ह ैतो 
िनÌनिलिखत सýू का ÿयोग कर¤गे। 

   loge
d dy In y
dx dx

  

यिद x सÌबिÆधत फलन को माना जाय तो 

.dy dy dw
dx dw dx

  

उदाहरण : 
3log ey x  

माना िक 3x w  ह ै
log w

ey   

.dy dw
dw dx

  

21 .3x
w

    [³यŌिक log w  का अवकलन 1
w

 ह]ै 

3 2

1
.3x x

     [w का मÐूय ÿितÖथापन करने पर] 

3
x

  

उदाहरण : 
2

21
xy In

x



 

यहाँ
2

21
x w

x



 ह ै

तो
2

2 2

2

1 1

1

dy x
dw x x

x


 



 

      
 

2 22

2 22

1 2 2

1 1

x x x xdw d x
dx dx x x
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3 3

2 22 2

2 2 2 2

1 1

x x x x

x x

 
 

 
 

 
 

  

2

2 2

2

1 2.
1

2
1

xdy x
dx x x

x x









 

Exercise No. 2 
 

अवकलन ²ात कìिजये 
(i)  2logey ax b   

(ii) 29 2y In x   
(iii)    3 5 2 6y In x x    

(iv)  2log 3ey x   

(v)  2In x
y

x


  

(vi)
 

4

23 4
xy In

x



 

5.2.3 
xe  का अवकलन (Differentiation of 

xe ) 

यिद फलन का łप xy e ह ैतो िनÌनिलिखत सýू का ÿयोग होगा। 
wy e  Where w is a function of x, then 

. . .dy dw dwy Ine y
dx dx dx

   

23 6 10x x   
उदाहरण : 

y e  
माना िक 23 6 10x x w    

.dy dwy
dx dx

  

 
 

2

2

3 6 10

3 6 10

6 6

6 6 .

x x

x x

e x

x e
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उदाहरण : 
3

5

axe xy 
  

या

 

3
5 5

3
5 5

1 3
5

ax

ax

ax
e

e xy

dy a e
dx

a

 

 

 

 

Exercise No. 3 
अवकलन कìिजये। 

(i) 2xy e  

(ii) 2y e
x

  

(iii) 2xxe  

5.2.4 
xa  का अवकलन (Differentiation of 

xa ) 

यिद फलन xa  के łप म¤ ह ैतो िनÌनिलिखत िविध के अवकलन होगा 
xy a  

.log .x ady dwa e
dx dx

  

[यहां  a के घातांक के łप म¤ सÌपणूª फलन को w माना जाता ह)ै 
उदाहरण : 

23 10 7x x   
[माना िक 23 10 7 4x x   ] 

 3 2 10 7.log . 6 10dy a x ea x
dx

     

उदाहरण : 

2

3 5
6
xy a
x


 [माना िक 2

3 5
6
x w
x


 ] 

 
 

2

2 22

2

2 4

.log .

6 3 3 5) 123 5 log .
6 6

3 5 18 60log
6 36

x a
e

a

a
e

dy dwa
dx dx

x x xx e
a x x

x x xa
x x
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Let this exponential function be 
 

xy a  
To find the derivative of yw.r.tx, let us apply the technique of taking 

logarithmic to the base and then differentiating. 

 

0

Iny xIn a
d d dIn y x In a x In a
dx dx dx

d dyIn x In a
dy dx



 

 

 

1

. x

dy In a
y dx

dy y In a a In a
dx



  
 

Thus the rule is 
xdy a Ina

dx
  

When wy a  
Where w is a function of x, 

1 .

. .

:loge

In y w In a
dy dw In a

y dx dx
dy dwy In a
dx dx

Note In





 



 

Exercise No. 4 
िनÌनिलिखत पदŌ का अवकलन कìिजये। 

3 5xy a   
22 10 7x xy a    

3xy a  
23xy a  

5.3 लघुगुणक अवकलन के आिथªक ÿयोग 
मांग कì लोच अथªशाľ कì एक सपुåरिचत धारणा ह।ै मांग कì लोच का ताÂपयª वÖत ुकì 

मांग व मÐूय म¤ आनपुाितक पåरवतªन ह।ै 
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मांग कì कìमत लोच (ed) =  मांग म¤ आनुपाितक पåरवतªन

 कìमत म¤ आनुपाितक पåरवतªन
  

/ . .
/

x x x p p x
p p x p x p
  

  
  

 

यह औसत मांग कì लोच ²ात करने का सýू ह।ै पर यिद हम िकसी िबÆद ुिवशेष कì मांग 
कì लोच ²ात करना चाहते ह ैतो मांग कì िबदं ुलोच के िलये अवकलन कì सहायता ल¤गे। 

सýू łप म¤ 

 . 0p xed as p
x p


  


 

अथाªत ्p म¤ अÂयंत सàूम पåरवतªन होने पर 

.p xed
x p





 

यहां  dx
dp

 मÐूय के सदंभª म¤ x  का अवकलन ह।ै 

5.3.1 मांग कì लोच का लघुगुणकìय अवकलन 

मांग कì लोच ²ात करने के उपरोĉ सýू 

.p dxed
x xp

  को लघगुणुक के łप म¤ भी ÿकट िकया जाता ह।ै उपरोĉ मांग फलन एक 

समलोचदार मांग का उदाहरण ह।ै यहां  सÌपणूª मांग फलन के ÿÂयेक मÐूय पर मांग कì लोच का मान 
एक ह।ै रेखागिणत कì ŀिĶ से इसका आकार आयताकार हाईपरबोला ह।ै 
उदाहरण :  

मांग फलन 2

2 7
3 6 8

px
p p




 
 

 
 

1 .log
1log .

dx
x x dped

dpp
p dp


 


 

यहां
 

2

22

6 42 26

3 6 8

dx p p
dp p p
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2

22

2

22

1 6 42 26.
2 7 3 6 8

1 1

6 42 26

2 7 3 6 8

p pea
p p p

p

p p p
ed

p p p

  


  



  


  

 

यह मांग कì लोच का सामाÆय अवकलन ह ैयिद हम चाहते ह ैिक 2p   हो तो मांग कì 
लोच ³या होगी इसका उ°र जानने के िलये हम उपरोĉ सýू म¤ 2p   कह ÿितÖथापन कर सकते 
ह।ै 

5.4 सारांश (Summary) 
अथªशाľ म¤ कई चर लघगुणुकŌ Ĭारा अिधक अ¸छी तरह ÿकट िकये जा सकते ह।ै  
सामाÆय लघगुणुकŌ का आधार 10 होता ह ैजबिक ÿाकृितक लघगुणुकŌ का आधार होता 

ह ैतथा e का मान 2. 71828 होता ह।ै लघगुणुक अवकलन के मु́ य सýू िनÌनिलिखत ह।ै  

(i)   loglog .d e dyy
dx y dx

  

(ii)  log xd de In y
dx dx

  

(iii)  x xd dwe u y e
dx dx

     

(iv) log .e ad dwa e
dn dx

 

[ e  के घातांकŌ को w  मानने पर] 
लघगुणुक के अथªशाľ म¤ ÿयोग म¤ मांग कì लोच कì धारणा सपुåरिचत ह।ै 

 
 
log
log

x
ed

p





 

5.5 शÊदावली 
आनपुाितक पåरवतªन Proportionate Change 
आयताकार हाइपरबोला Rectangular Hyperbola 
िचÆह रिहत Modulus 
ÿाकृितक लघगुणुक  Natural logarithms 
ÿयोग Applications 
िबंद ुलोच Point Elasticity 
लघगुणुक  Logarithms 
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5.6 अËयास के उ°र (Answer)  
Exercise No. 1  

(i) 2

10 6log
5 6 10e

x
x x


 

 

(ii) 
  

2

2

2 12log
3 2e

x x
x x

 


 

Exercise No.2 

(i) 2a
ax b

 

(ii) 2

2
9 2

x
x




 

(iii) 2

12 8
6 8 30

x
x x


 

 

(iv)  
 2

2 3

3

x

x




 

(v) 2

2
2x x




 

(vi)
 
4 3

4

6 16
3 4

x x
x x




 

Exercise No.3 

(i) 2

2 . xx e  

(ii) 
3

2

2 . xe
x
  

(iii)  2 2 1xe x    
Exercise No.4 

(i) 3 53 .logx a
ea   

(ii)  22 10 7 log . 4 10x x a
ea x    

(iii) 323 . .logx a
ex a  

(iv) 236 . .logx a
ex a  

5.7 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
1. Taro Yamane, Mathematics for Economists. Prentice Hall of India. 
2. G.S. Monge, Mathematics and Statics for Economics. 
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इकाई 6 
आिंशक अवकलन एव ंइसका अथªशाľ म¤ ÿयोग  

इकाई कì łपरेखा 
6.0 उĥÔेय 
6.1 ÿÖतावना 
6.2 आिंशक अवकलन : अथª व उनकì सं िøयाएं   
6.3 िĬतीय एवं  उ¸चतर øम के आिंशक अवकलज  

6.3.1 कुल अवकलन 
6.3.2 कुल अवकलज 

6.4 िविवध ÿĳ 
6.5 ÿĳŌ के उ°र 
6.6 आिंशक अवकलज तथा मांग िवĴेषण 

6.6.1 ÿितयोगी वÖतओु ंकì पहचान  
6.6.2 परूक वÖतओु ंकì पहचान  
6.6.3 मांग कì आिंशक लोच 

6.7 आिंशक अवकलन तथा उÂपादन िवĴेषण  
6.7.1 कुल उÂपि° के िवतरण म¤ आिंशक अवकलजŌ के ÿयोग 

6.8 समłप फलन (Homogeneous Functions) 
6.8.1 समłप फलन का अथª 
6.8.2 एक आवÔयक ÖपĶीकरण 

6.9 ओयलर का ÿमये (Euler’s Theorem) 
6.10 आिंशक अवकलजŌ के ÿयोग के कुछ और सामाÆय उदाहरण  
6.11 सारांश 
6.12 शÊदावली 
6.13 ÿĳŌ के उ°र 
6.14 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

6.0 उĥेÔय (Objectives) 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप- 

 दो अथवा अिधक चरŌ कì िÖथित म¤ अवकलन ²ात कर सक¤ गे; एव ं

 िĬतीय व अÆय उ¸च øम के अवकलन ²ात करने कì िविध से पåरिचत हो जाएं गे। 

 आिंशक अवकलनŌ के अथªशाľ के ±ेý म¤ िविपन उपयोगŌ से पåरिचत हो सक¤ गे।  
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 जान सक¤ गे िक माँग िवĴेषण, उÂपादन िवĴेषण, आिद म¤ आिंशक अवकलनŌ का 
³या ÿयोग ह;ै 

 समłप फलन के अथª से पåरिचत हो सक¤ गे; 

 ओयलर ÿमये के अथª से पåरिचत हो सक¤ गे; एव ं

 ÿितबÆध रिहत िÖथितयŌ म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ िबÆदओु ंका पता लगा सक¤ गे। 

6.1 ÿÖतावना (Introduction) 
अब तक आपन ेएक चर के फलन का अÅययन िकया ह।ै ये फलन दो िविभÆन चरŌ जैस ेx 

तथा 4 के मÅय सÌबÆध को Óयĉ करते ह ैएवं  यह माÆयता लेते ह ैिक इन दो चरŌ के आधार पर उस 
सÌबÆध को हम पयाªĮ łप से Óयĉ कर सकते ह।ै यīिप कई मामलŌ म¤ यह माÆयता पयाªĮ के समीप 
होते ह।ै परÆत ुअनके मामलŌ म¤ ये फलनाÂमक सÌबÆध अपयाªĮ एवं  कभी-कभी तो अथªहीन िसĦ 
होते ह।ै इन िÖथितयŌ म¤ सÌबÆध को एक से अिधक चरŌ पर िनभªर मानना पड़ता ह।ै उदाहरणाथª मांग 
एवं  पिूतª सÌबिÆधत वÖत ुकì कìमत पर ही िनभªर नहé होती बिÐक कई अÆय वÖतओु ंकì कì मतŌ स े
भी ÿभािवत होती ह।ै इसके अितåरĉ, उपभोĉाओ ंकì आय, Łिच फैशन, आिद कई घटकŌ का भी 
ÿभाव पड़ता ह।ै इस ÿकार सÌबÆध एवं  फलन एक से अिधक चरŌ के łप म¤ पåरभािषत िकए जान¤ 
चािहए। उदाहरणाथª दो चरŌ कì िÖथित म¤ फलन का łप  z xy  होगा, इसका अिभÿाय यह ह ै
िक z म¤ पåरवतªन x तथा y म¤ पåरवतªनŌ के फलÖवłप होगा। x तथा y Öवतंý łप से िकसी भी तरह 
हम ऐसे फलनŌ का आिंशक अवकलन ²ात करते ह।ै अवकलन x के संदभª म¤ कर¤गे तथा बाद म¤ 
इसी िøया को दोहराते हòए x को िÖथर रखकर x का अवकलन y के सदंभª म¤ ²ात कर¤गे। 

इस इकाई म¤ आपका पåरचय आिंशक अवकलन का अथª व उनकì सिंøयाओ ंस ेकराया 
जाएगा एवं  उदाहरणŌ के Ĭारा कुछ सं िøयाओ ंको ÖपĶ िकया जाएगा। 

इस इकाई म¤ आपको अथªशाľ के ±ेý म¤ आिंशक अवकलनŌ के ÿयोग से भी आपको 
अवगत कराया जायेगा। इसम¤ मु́ य łप से मांग िवĴेषण के ±ेý म¤ दो वÖतओु ंका मांग फलन िदए 
हòए होने कì िÖथित म¤ आप यह ²ात कर सक¤ गे िक दोनŌ वÖतएुं  परÖपर परूक ह,ै अथवा ÿितयोगी। 
इसी ÿकार उÂपादन िवĴेषण म¤ सीमाÆत लागत ²ात कर सक¤ गे। 

इसके अितåरĉ आपको समłप फलन आयेलर ÿमये (Euler’s Theorem) से भी 
पåरिचत जायेगा। इकाई के अÆत म¤ िबना ÿितबÆधŌ के फलन म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ िबÆदओु ंको 
²ात करने कì तकनीकì से आपको अवगत कराया जायेगा। 

6.2 आंिशक अवकलन : अथª व उनकì सं िøयाए ं
(Partial Differentiation: Meaning & their operations) 

इस इकाई कì ÿÖतावना म¤ यह ÖपĶ िकया जा चकुा ह ैिक आिंशक अवकलन म¤ फलन म¤ 
दो अथवा दो से अिधक चर होते ह।ै िनभªर चर म¤ पåरवतªन ²ात करने के िलए एक एक Öवतंý चर 
को िलया जाता ह ैएवं  ऐसा करते समय दो चरŌ का फलन एक चर के फलन का łप úहण कर लेता 
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ह ैइसे आिंशक अवकलन (Partial derivative) कì िविध कहा जाता ह।ै इस िविध का ÿयोग दो 
से अिधक चरŌ कì दशा म¤ भी हो सकता ह।ै 

 ,Z f x y  फलन का आिंशक अवकलन ²ात करन ेके िलए y  को िÖथर रखकर 

पहले x  के सÆदभª म¤ z  का अवकलन z
x



 ²ात कर¤गे। इसे fx  अथवा zx  से भी सिूचत िकया 

जाता ह।ै इसी ÿकार बाद म¤ x  को िÖथर रखकर y  के सÆदभª म¤ z  का अवकलन z
y



 ²ात 

कर¤गे। इसे fy  अथवा zy  म¤ सिूचत िकया जाएगा। 
अत : आिंशक अवकलन म¤ िजस चर के सÆदभª म¤ अवकलन िकया जाता ह ै उस े

पåरवतªनशील माना जाता ह ैऔर अÆय को िÖथर माना जाता ह।ै इसस ेअवकलन म¤ कोई किठनाई 
नही आती एवं  एक चर के अवकलन कì िविध ही काम म¤ ली जाती ह।ै 

इस इकाई म¤ हम आिंशक अवकलन के अथªशाľ म¤ ÿयोगŌ का अÅययन कर¤गे। इससे यह 
ÖपĶ हो जाएगा िक आिंशक अवकलन कì िविध अÂयÆत उपयोगी ह।ै नीचे आिंशक अवकलन ²ात 
करने के कुछ उदाहरण िदये गये ह:ै 

यिद 3 34 2 5z x y    तो इसका आिंशक अवकलज ²ात कर¤। 

हल 212z x
y





 (यहाँ y को िÖथर रखा गया ह;ै अत: 12Y  तथा 5 के अवकलज शÆूय 

के बराबर ह)ै 
26z y

y





 (यहाँ x को िÖथर रखा गया ह;ै अत: 14x  तथा 5 के अवकलज शÆूय के 

बराबर ह)ै 
उदाहरण:  

िनÌन फलनŌ म¤ z के मÐूय िदये हòए है; इनम¤ z
x



 व z
y



 िनकािलए। 

(i) 2 logxy xy  
(ii) 2 23 2e x y  
(iii) xy  

हल : Answer 
(i) 2 logz xy xy   

1 12 . 2 .z y y y
x xy x


   


 (y को िÖथर रख कर) 

1 12 . 2z x x x
y xy y


   


. (x को िÖथर रख कर) 

(ii) 2 23 2x yz e   
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 2 2 2 23 2 3 2. 6x y x yz e bx xz
y

 
 


 

 2 2 2 23 2 3 2. 4 4 4x y x yz e y ye yz
y

 
  


 

(iii) 
1 1
2 2z xy or Z x y   

1 1 1 1
2 2 2 21

2
z x y xy x y
y

 
   

    
1
2

1
2

1 1
2 2

y y
x

x
   

1
1 1 2
2 2

1
2

1 1
2 2

z x xx y
y y

y


  


 

6.3 िĬतीय व उ¸चतर øम के आंिशक अवकलज 
(Second and Higher order differentiation) 

अब तक हमने ÿथम øम के आिंशक अवकलज िनकाले ह।ै इसी िविध से आगे बढ़ने पर 
िĬतीय व अÆय उ¸च कम के अवकलज िनकाले जा सकते ह।ै 

यहाँ पर यह Öमरण रखना होगा िक िĬतीय कम के चार आिंशक अवकलज होते ह ैजो नीच े
िदये जाते ह:ै 

(i) 
2

2

z fxx
x





 (यहाँ z फलन का x के सÆदभª म¤ दो बार अवकलज िनकाला जाता ह।ै) 

(ii) 
2 z fyx

xdy





 (यहाँ पहले x के सÆदभª म¤ तथा िफर y के सÆदभª म¤ अवकलन िलए 

जाते ह।ै)  

(iii) 
2 z fxy

xdy





 (पहले y के सÆदभª म¤ तथा िफर x के सÆदभª म¤ अवकलन िलये 

जाते ह।ै 

(iv)
2

2

z fyy
y





 (दोनŌ बार y के सÆदभª म¤ अवकलन िलए जाते ह।ै) 

ऊपर विणªत चार िĬतीय øम के अवकलजŌ म¤ fxx  तथा fyy  ÿÂय± आिंशक 
अवकलन (direct partial derivatives) कहलाते ह;ै तथा fyx  तथा fxy  ितरछे या आड़े 
आिंशक अवकलज (Cross partial derivatives) कहलाते ह।ै Öमरण रह ेिक यहाँ fyx  व fxy  
के पåरणाम समान हŌगे। अत: अवकलन िकस øम म¤ िलया जाता ह,ै इसका अिÆतम पåरणाम पर 
कोई ÿभाव नहé पड़ता। 
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उदाहरण : यिद 2 2z x y  हो तो िĬतीय कम के चारŌ आिंशक अवकलज (
, ,zxx zyx zxy  तथा zyy ) िनकािलए। 

हल : Answer (Solution) 

(i) 
2

2

zzxx fxx 
 


 होता ह।ै अत: x के सÆदभª म¤ दो बार अवकलज लेने हŌगे। 

2 2xz x y  
22z xy

z





 
2

2
2 2z y

x





 

(ii) 
2 zzyx fyx

ydx


 


 होता ह।ै अत: पहले x के सÆदभª म¤ तथा बाद म¤ y के सÆदभª म¤ 

अवकलज लेने हŌगे।  
2 2z x y  

22z xy
x





 
2

4z xy
ydx





 

(iii) 
2 zzxy fxy

xdy





 होता ह।ै अत : पहले y के सÆदभª म¤ तथा बाद म¤ x के सÆदभª 

म¤ अवकलज लेने  
हŌगे। 

2 2z x y  
22z x y

y





 

2

4z xy
xdy





 जो बराबर ह ै
2 z

ydx



 के। 

(iv)
2

2

zzyy fyy
y





 होता ह।ै अत: दो बार y के सÆदभª म¤ आिंशक अवकलज लेने हŌगे। 

2 2Z x y  
22z x y

x





 
2

2
2 2z x

y
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बोध ÿĳ 1 
1. िनÌनिलिखत फलनŌ म¤ आिंशक अवकलज (partial derivatives) िनकािलए 

z z
x y
 
 

 

(i) 3 2 2 34 10z x x y xy y     
(ii) xyz e  
(iii)  log x yz e e   

2. िनÌनिलिखत फलन म¤ िĬतीय øम के चारŌ अवकलन िनकािलए ( , ,zxx zyx zxy  

तथा zyy ) 2 2Z xy yx   
आिंशक अवकलजŌ के अब तक के अËयास कì सहायता से कई तरह के ÿĳ हल िकये 

जा सकते ह।ै 
उदाहरण (Example) 

यिद 
2 2x yz

x y



 हो तो z zx y

x y
 


 

 का मान िनकािलए। 

हल (Solution)  
2 2x yz

x y



 

 
 

2 2 2

2

2 .1x y xy x yz
x x y

 


 
 

   

2 2 3 2 2 3 2 2

2 2

2 2 2x y xy x y xy x y
x y x y
  

 
 

 

 
 

2 2 2

2

2 .1x y x y x yz
x x y

 


 
 

   

3 2 2 2 2 3 2 2

2 2

2 2 .1 2x y x y x y x y x y
x y x y

  
 

 
 

   

2 2 3 2 3 2 2 3

2 2

2 2z z x y x y x y x yx y
x y x y x y
   

   
   

 

 

2 3 3 2 3 2 2 3

2

2 2x y x y x y x y
x y

 



 

 
 

 

2 22 3 3 2

2 2

33 3 x y x yx y x y
x y x y

 
 

 
 

2 23 3x y z
x y
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2 2x yz
x y

 


 

बोध ÿĳ 2 

(i) यिद  2 2logZ x y   हो तो Zxx Zyy  का मान िनकािलये  

6.3.1 कुल अवकलन (The Total Differential) 

एक फलन 
 , ,w f x y z  का कुल अवकलन इस ÿकार पåरभािषत िकया जाएगा। 
w w wdw dx dy dz
x y z

  
  
  

 

अलग-अलग अगंŌ ,w w
x y

 
 

 तथा w
z




 को w  के øमश: ,x y  तथा z  के सÆदभª म¤ 

आिंशक अवकलन कह¤गे। िकसी फलन के आिंशक अवकलनŌ का योग ही कुल अवकलन कहा 
जाता ह।े 

सामाÆय łप म¤ एक फलन 
 1 2 3, , .... nw f x x x x  का कुल अवकलन इसके सभी आिंशक अवकलनŌ का योग 

होगा 

1
1 1

n

i

fdw dx
x




  

अगर x िकसी दसूरे चर t के सÌबÆध म¤ अवकलन योµय फलन ह ैतो, 
1x

dwi dt
t





 

एवं  यिद x िकÆहé दो चरŌ r एवं  s के सÆदभª म¤ अवकलन योµय ह ैतो, 
1

1
ixx

dx dr ds
r s


 
 

 

उदाहरण : 

यिद 3 2 32 4 3Z x xy y    
2 26 4dz x dx y dx   

28 9xydy y dy   
   2 2 26 4 9 8x y dx y xy dy     

6.3.2 कुल अवकलज (The Total Derivative) 

यिद फलन  , ,w f x y z  के ,w w
x y

 
 

 एवं  w
z




  

सतत ्आिंशक अवकलज ह ैएवं  ,x y  एवं  z िकसी अÆय चर t के फलन ह ैतब, 
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dw w dw w dy w dz
dt x dt y dt z dt

  
  
  

 

dw
dt

 को w  का t  के सÆदभª म¤ कुल अवकलज कह¤गे। इस ÿकार dw
dt

 के पåरवतªन होने 

पर w  म¤ पåरवतªन कì दर को Óयĉ करता ह।ै इसके साथ ही w  केवल t का फलन ह।ै कुल 
अवकलज ÿाĮ करने के िलये कुल अवकलन म¤ t  का भाग देते ह ैएव ं t  का सीमांत शÆूय ह।ै 

6.4 िविवध ÿĳ 
िनÌनिलिखत फलनŌ म¤ z के मÐूय िदये हòए ह;ै 

z
x



 तथा z
y



 िनकािलए 

(1)   2 2 3 3x y x y   

(2) 2 22 3 6x xy y   
(3) 22x xy y   
(4) 3 2 34 3x y xy  
(5)  3 4log x y  

6.5 ÿĳŌ के उ°र  
बोध ÿĳ 1 

(i) 2 210 2 3z x xy y
x


  


 

(ii) xyz xe xz
y


 


 

(iii) 
x

x y

z e
x e e



 

 

(iv)
y

x y

z e
x e e



 

 

(v) (2) 2Zxx y  
(vi) 2 2Zyx y x   
(vii) 2 2Zyx y x   
(viii) 2Zyy x  

बोध ÿĳ 2 
(1) Zxx Zyy  

अथवा 
2 2

2 2 0z z
x y
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िविवध ÿĳ 

(1)  3 2 35 3 2z x x xy y
x


  


 

 3 2 32 3 5z y x x y y
x


  


 

(2) 4 3z x y
x


 


 

3 12z x y
x


 


 

(3) 2 2z zx y x y
x y
 

   
 

 

(4)  2 23 4z y x y
x


 


 

 28 9z xy x y
y


 


 

(5) 
2

3 4

3z x
x x y



 

 

3

3 4

4z y
y x y



 

 

6.6 आंिशक अवकलज तथा मांग िवĴेषण 
यिद दो परÖपर सÌबिÆधत वÖतओु ंकì मांगी जाने वाली माýा øमश 1x  एवं  2x  एव ंइनकì 

कìमत¤ p, एवं  1p  ह ैतो इनका मांग-फलन िनÌनानसुार Óयĉ िकया जाएगा 
 1 1 1x f p p  एव ं

 1 1 1x g p p  
यहé 1x  एवं  1x  øमश: 1X  तथा 1X  वÖतओु ं कì माýाओ ं तथा 1p  एवं  1p  उनकì 

कìमतŌ को इिंगत करते ह।ै f  एवं  g  फलन के सचूक ह।ै 

1x  तथा 2x  के आिंशक अवकलन सीमाÆत मांग फलन कह ेजाएं गे। हम उपयुªĉ फलन स े
चार सीमाÆत मांग फलन ÿाĮ कर सकते ह:ै  

(i) 1

1

x
p



 यह 1p  के सÆदभª म¤ 1x  कì सीमाÆत मांग ह,ै 

(ii) 1

2

x
p



 यह 2p  के सÆदभª म¤ 2x  कì सीमाÆत मांग ह,ै 

(iii) 2

1

x
p



 यह 1p  के सÆदभª म¤ 2x  कì सीमाÆत मांग ह,ै 
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(iv) 2

2

x
p



 यह 2p  के सÆदभª म¤ 2x  कì सीमाÆत मांग ह।ै 

इन चार सीमाÆत माँग-फलनŌ कì सहायता से हम वÖतओु ं कì ÿकृित (nature of 
commodities) का पता लगा सकते ह।ै वÖतएु ं एक दसूरे कì ÿितयोगी (Competitive) हो 
सकती ह,ै अथवा परूक (Complementary) हो सकती ह।ै 

6.6.1 ÿितयोगी वÖतुओ ंकì पहचान 

(अ) यिद 1p  के बढ़ने से 1x  कì माýा घटे तथा 1x  कì माýा बढ़ े तो वÖतएुं  परÖपर 
ÿितयोगी हŌगी। 

आिंशक अवकलज कì भाषा म¤ यहाँ 2

1

0
x
p





 होगा (चूिंक 1p  के बढ़ने से 1x  कì माýा 

बढ़ेगी) तथा 1

1

0
x
p





 होगा (चूं िक 1p  के बढ़ने से 1x  कì माýा घटेगी) 

(आ) इसी ÿकार 1p  के बढ़न ेपर 1x  कì माýा के घटने तथा 1x  कì माýा के भी घटने पर 
दोनŌ वÖतएुं  एक दसूरे कì परूक मानी जाय¤गी।  

यहाँ 1

2

0
x
p





 होगा तथा 2

2

x
p



 भी 0  होगा। 

6.6.2 पूरक वÖतुओ ंकì पहचान 

(अ) यिद 1p  के बढ़न ेसे 1x  कì माýा घटे और साथ म¤ 2x  कì माýा भी घटे तो दोनŌ 
वÖतएुं  एक दसूरे कì परूक कहलायेगी।  

आिंशक अवकलज के łप म¤, 1

1

x
p



 एवं  2

1

0
x
p





 दो शत¦ लाग ूहोगी (जब हम 1p  से 

पåरवतªन लेते ह।ै) 

यहाँ 2

2

0
x
p





 होगा तथा 1

2

x
p



 भी 0  होगा। 

अत: हम ऊपरविणªत आिंशक अवकलजŌ को िनकाल कर यह िनिĲत कर सकते ह ैिक दो 
वÖतऐु ंपरÖपर ÿितयोगी ह ैया परूक। 
उदाहरण : 

िनÌम माँग-फलनŌ म¤ वÖतओु ंकì ÿकृित छां िटए- 
 1 1 215 2 ................... 1x p p    

 2 1 216 ..................... 2x p p    
हल : (Solution) 

1

2

1 0
x
p


 


 (फलन 1 को लेन ेपर) 
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2

1

1 0
x
p


 


 (फलन 2 को लेन ेपर) 

अत: दोनŌ वÖतएुं  एक दसूरे कì ÿितयोगी ह;ै ³यŌिक 2p  के बढ़ने से 1x  कì मांग बढ़ती 
ह ैतथा 1p  के बढ़न ेसे 2x  कì माँग बढ़ती ह ैजो उनके ÿितयोगी होने को दशा को दशाªती ह।ै 
 
Exercise 1 

यिद 1 1 215 4x p p    
एवं  2 1 27x p p    हो तो वÖतओु ंकì ÿकृित का पता लगाइए।  
Exercise 2 
यिद 1 1 215 3x p p    
तथा 2 1 28 2 3x p p    हो तो दोनŌ वÖतओु ंकì ÿकृित का पता लगाइए।  

6.6.3 मांग कì आंिशक सोच 

मांग कì आिंशक लोच¤ भी चार ÿकार कì होती ह।ै पनु: 
यिद  1 1 2,x f p p  एव ं

 1 22 ,x g p p  हो तो माँग कì चार आिंशक लोचŌ के सýू इस ÿकार हŌगे।  

(i) 1 1 1

1 1 1

.
Ex p x
Ep x p





 (लोच का सýू 

1

1

1

1

x
x
p
p




 होता ह)ै 

(यह 1p  कìमत के सÆदभª म¤ 1x  कì माँग कì आिंशक लोच है; 2p  िÖथर रख कर) 

(ii) 1 1 1

1 1 2

.
Ex p x
Ep x p





 ( 1p  के सÆदभª म¤ 2x  कì माँग कì आिंशक लोच, 2p  िÖथर 

रखकर) 

(iii) 2 1 2

1 2 1

.
Ex p x
Ep x p





 ( 1p  के सÆदभª म¤ 2x  कì मांग कì आिंशक लोच 2p  िÖथर 

रखकर) 

(iv) 2 2 2

2 2 2

.
Ex p x
Ep x p





 ( 2p  के सÆदभª म¤ 2x  कì माँग कì मांग कì आिंशक लोच, 1p  

िÖथर रखकर) 
उदाहरण : 

यिद 1
1 2

4x
p p
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तथा 2
1 2

16x
p p

  तो माँग कì चारŌ आिंशक लोच¤ िनकािलए। 

हल : Solution 
पहले हम चार आिंशक अवकलज िनकाल¤गे। 

(i) 
 

1
2

1 1 2

4x
p p p


 


   (ii) 
 

1
2

2 2 1

4x
p p p


 


  

(iii) 
 

2
2

1 1 2

16x
p p p


 


  
(iv) 

 
2

2
2 2 1

16x
p p p


 


 

(पावर िनयम का उपयोग करने पर, जैसे   1
1

1
1 2 2

44 p
x

p p p



   लेने पर 

  
 

2
11

2 2 2
1 1

4 1 4px
p p p p

 
 


 होगा) 

अब चार आिंशक लोच¤ इस ÿकार िनकाली जाय¤गी : 

(i) 1 1 1

1 1 1

.
Ex p x
Ep x p





 

 
1

12
1 1 21 2

4 4(p x
x p pp p


   ÿितÖथािपत करने पर) 

1   

(ii) 1 2 1

2 1 2

.
Ex p x
Ep x p





 

 
 

2
1 2

2
2 1

4. 1
4

p p

p p


    

(iii) 1 2 2

1 2 1

.
Ex p x
Ep x p





 

 
 

2
1 2

2
1 2

16. 1
16

p p

p p


    

(iv) 2 2 2

2 2 2

.
Ex p x
Ep x p





 

 
 

2
1 2

2
2 1

16. 1
16

p p

p p


    

इस ÿकार इस उदाहरण म¤ चारŌ आिंशक लोच¤ 1  के बराबर ह।ै 
आय-लोच कì गणना कì िविध- 
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यिद िकसी वÖत ुकì माँग का फलन उसकì कìमत व आमदनी के łप म¤ िदया हòआ हो तो 
हम उसकì कìमत-लोच व आय-लोच आिंशक अवकलजŌ का उपयोग करके आसानी स ेिनकाल 
सकते ह।ै 
उदाहरण :- 800 2Q P Y     ह ैजहाँ Q  वÖत ुमाýा व P  उसकì कìमत तथा Y  आमदनी 
को सिूचत करते ह।ै 50P   व 100Y   इकाई पर माँग कì कìमत-लोच तथा माँग कì 
आय-लोच ²ात कìिजये। 
हल : Solution 

800 2Q P Y    

माँग कì कìमत-लोच .P Q
Q P





 

50 100P Y   
 800 2 50 100 800 100 100 800Q         

2Q
P


 


 (Y   आमदनी, को िÖथर मानने पर तथा P  के संदभª म¤ अवकलज लेने 

पर) 

 कìमत-लोच  50 1. 2 .125
800 8

P Q
Q P


     


 

माँग कì आय-लोच .Y Q
Q Y





 

1Q
Y





 (फलन म¤ P  को िÖथर मानने पर तथा Y  के संदभª म¤ अवकलज लेने पर) 

 आय-लोच 100 11 0.125
800 8

     

Exercise 6 
400 4Z P Y    म¤ 10P   तथा 120Y   पर माँग कì आय-लोच ²ात कìिजए। 

6.7 आंिशक अवकलज तथा उÂपादन िवĴेषण 
उÂपादन-िवĴेषण म¤ आंिशक अवकलज के ÿयोग-एक वÖत ुका उÂपादन ®म, पूंजी, 

भिूम व अÆय साधनŌ कì माýा पर िनभªर करता ह।ै एक साधन  कì सीमाÆत उÂपादकता िनकालने के 
िलए उसकì माýा म¤ पåरवतªन का ÿभाव कुल उÂपि° पर देखा जाता ह,ै उस समय अÆय साधनŌ कì 
माýाएं  िÖथर रखी जाती ह।ै 
उदाहरण : 

यिद X AL K   (जहाँ L   ®म, K   पूँजी तथा X   उÂपि° कì माýा को 
सिूचत करते है) तो ®म व पूँजी कì सीमाÆत उÂपादकता िनकािलए तथा उनका अनपुात ²ात 
कìिजए। 
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हल : Solution 

X AL K   

®म कì सीमाÆत उÂपादकता 1X A L K
L

 



 


 ( k  को िÖथर रखकर तथा ®म को 

पåरवितªत करन े पर) पूँजी कì सीमाÆत उÂपादकता 1X A L K
L

 



 


 ( L  को िÖथर रखकर 

तथा पूँजी को पåरवितªत करने पर) 
®म व पूँजी कì सीमाÆत उÂपादकता का परÖपर अनपुात  

1

.

L

K

A L KMPP
MPP A L K

K
L

 


 








 

Question 
ÿĳ : उपयुªĉ उÂपादन-फलन म¤ दोनŌ साधनŌ कì उÂपादन-लोच िनकािलए तथा   व   

का आिथªक आशय ÖपĶ कìिजए। 
X AL K  ' 
एक साधन कì उÂपादन-लोच का आशय ह ैिक दसूरे साधन को िÖथर रखकर , उस साधन 

कì माýा के बढ़ने पर कुल उÂपादन, अथाªत ्x म¤ िकतनी विृĦ होगी। 
ÿथम िविध : दोनŌ तरफ लॉग लेने पर 

log log log logX A L K     
log
log

X
L


 


 ( log L  के सदंभª म¤ अवकलज लेने पर, log k , आिद िÖथर रखते हòए) 

यहाँ ®म कì उÂपादन-लोच log
log

X
L




 से सिूचत कì जाती ह।ै 

अत:   ®म कì उÂपादन-लोच (Output-elasticity) ह।ै 

इसी ÿकार log
log

X
K


 


 होगी, अथाªत ्पूँजी कì उÂपादन-लोच    होगी 

िĬतीय िविध : दोनŌ साधनŌ कì उÂपादन कì लोच िनकालने के िलए िनÌन सýू का ÿयोग भी िकया 

जा सकता ह।ै उÂपादन-फलन: X AL K   

®म कì उÂपादन-लोच .

X
L X X

LX L
L







 

1.L A L K
X

 
  (पवूª िनकाले गये पåरणाम के आधार पर) 
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a

aAaL K x AL K
AL K




      

इसी ÿकार पूंजी कì उÂपादन-लोच .

x
k x x

kx k
k





 

1.k ABL K
x

   
a

a

AbL K
AL K



    

इस ÿकार   व   øमश: ®म कì उÂपादन-लोच व पूँजी कì उÂपादन-लोच ह।ै 

6.7.1 कुल उÂपि° के िवतरण म¤ आंिशक अवकलजŌ के ÿयोग 

हम सरल िववेचन को ŀिĶ स ेएक कोब-डगलस (Cobb-Douglas) उÂपादन-फलन ले 
लेते ह ैजो पैमाने के िÖथर ÿितफल दशाªता ह।ै यहाँ    ह।ै 

पनु: X AL K   ह,ै जहाँ      माना गया ह।ै 
अब हम ®म को ÿाĮ होने वाला कुल ÿितफल तथा पूजँी को ÿाĮ होन े वाला कुल 

ÿितफल िनकाल¤गे। ®म को ÿाĮ होने वाला कुल ÿितफल = ®म कì माýा X (गणुा) ®म कì 
सीमाÆत उÂपि° होगा। 

1.L A L K    
 A L K x X AL K         

इसी ÿकार पूँजी को ÿाĮ होने वाला कुल ÿितफल = पूँजी कì माýा X पूंजी कì सीमाÆत 
उÂपि° होगा। 

1.K A L K
A L K X

 

 

 

   
 

अत: कुल उÂपि° म¤ ®म का कुल ÿितफल x   
तथा पूँजी का कुल ÿितफल x   होगा। 

Exercise 4 
यिद उÂपादन-फलन इस ÿकार हो : 

2 22 2Q SLK L K    (जहाँ Q  उÂपि°, L  ®म व K  पूँजी के सचूक है) तो Q
L



 

एवं  Q
K



 िनकािलए और अथªशाľ म¤ इनका अथª िलिखए। 

Exercise 5 
िनÌन उÂपादक फलन पर Åयान द¤ : 
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2/3 2/3Q L K  (जहाँ L  ®म कì माýा व K  पूँजी कì माýा है) 
यिद ÿÂयेक साधन को सीमाÆत उÂपि° के मÐूय के बराबर भगुतान िकया जाए तो कुल 

भगुतान िकतना करना पड़ेगा? ³या वह सÌभव हो पाएगा? 

6.8 समłप फलन 

6.8.1 समłप फलन का अथª 

एक फलन n िडúी का समłप फलन तब कहलाता ह।ै जब इसके ÿÂयेक ÖवतÆý घर को 
एक िÖथर रािश k से गणुा करने पर उस फलन का मÐूय nK  गनुा हो जाता ह।ै जैसे- 

यिद  ,Z f x y  म¤ यह िवशेषता हो िक एक िÖथर रािश k  के िलए 

   , ,nf kx ky k f x y  हŌ, तो Z  को n  िडúी का समłप फलन कहा जायेगा। यिद 
n  धनाÂमक हो  0n   तो वह फलन धनाÂमक समłप (positively homogeneous) कहा 
जायेगा; 1n   होने पर वह फलन रैिखक समłप (linearly homogeneous) कहा जायेगा; 
n o  होने पर वह शÆूय िडúी का फलन homogeneous of degree zero कहा जायेगा। इस 
ÿकार n के 1 से अिधक, 1 बराबर तथा 1 से कम होने पर उसी के अनłुप िडúी वाला समłप 
फलन माना जायेगा। Öमरण रह ेिक k के धनाÂमक वाÖतिवक मÐूय (positive real values) ही 
िलए जाते ह।ै 

फलन कì समłपता कì िडúी कì जाँच के िलए िनÌन उदाहरण िदये जाते ह।ै 
(1) 4 5Z x y   यह एक िडúी कì समłपता का फलन ह,ै ³यŌिक 

   , 4 5 4 5 ,f kx ky kx ky k x y     चूं िक यहा ँk  घातांक या िडúी 1 ह,ै 
इसिलए यह एक िडúी कì समłपता वाला फलन ह।ै 

(2) 2 2z x xy y    यह दो िडúी कì समłपता वाला फलन ह,ै ³यŌिक 

        2 2,f kx ky kx kx ky ky     

 2 2 2k x xy y    अत : k पर िडúी = 2 ह।ै 

(3) 0.2 0.4Z x y  यह एक से कम िडúी का समłप फलन कहलायेगा ³यŌिक 

     0.2 0.4,f kx ky kx ky  

   0.2 0.2 0.4 0.6 0.2 0.4k x y k x y   

यही k पर िडúी या पावर 0.6 ह ैजो एक से कम ह।ै अत यह फलन एक से कम िडúी वाला 
समłप फलन कहलायेगा। 

(4) xz
y

  यह शÆूय िडúी का समłप फलन ह।ै 

³यŌिक  , 1kx xk ky z
ky y

 
    

 
 चूं िक 0 1k k

k
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यही k पर िडúी o ह;ै इसिलए यह शÆूय िडúी का समłप फलन ह।ै 

(5) 2 2 ,Z x xy y    यह फलन समłप फलन नहé ह,ै ³यŌिक k को पणूªतया बाहर 
नहé िकया जा सका ह,ै जैस े

      
 

2

2

, 2

2

f kn ky kx kx ky ky

k kx kxy y k

  

  
 

अत: जब तक k को पणूªतया बाहर नही िनकाला जा सकता तब तक फलन समłप नही 
बनता। 

6.8.2 एक आवÔयक ÖपĶीकरण (Important Clarification) 

उÂपादन-फलनŌ के िववचेन म¤ ÿथम या एक िडúी के समłप फलनŌ का काफì उपयोग 
होता ह।ै इÆह¤ ÿाय-रेिखकìय समłप फलन (linearly homogeneous functions) कहा जाता ह।ै 
इसका अथª केवल यह ह ैिक ये फलन एक िडúी के समłप फलन (homogeneous of degree 
one or first degree) होते ह।ै लेिकन कुछ लेखक इनको रेखीय समłप फलन (linear and 
homogeneous function) अथवा रेखीय व समłप फलन (linear and homogeneous 
function) कह देते ह ैिजसस ेऐसा लगता ह ैिक इनका रेखीय (linear) होना आवÔयक ह।ै लेिकन 
यह सही नहé ह,ै ³यŌिक ÿथम िडúी के समłप फलन के िलए सदैव रेखीय होना आवÔयक नही 
होती। अत: रेिखकìय समłप फलन कì केवल यह शतª है िक यह ÿथम िडúी का समłप 
फलन हो (a linearly homogeneous function must be homogeneous of first 
degree) यह सदवै रैिखक नही होता, जैसा िक िनÌन उदाहरण से ÖपĶ होता ह-ै 

 

   
 

 
 

 

2 2

2 2

2 2

2, ,

2
, ,

2 , ,

x wf x y w
y x

kx kw
f kx ky kw

ky kx

x wk kf x y w
y x

 

 

 
   

 

 

अत: यह फलन एक (ÿथम) िडúी का समłप फलन ह,ै ³यŌिक k कì पावर या िडúी एक ह।ै 
लेिकन यह रेखीय (linear) फलन नहé है। अत : रेिखकìय समłप फलन के िलए केवल ÿथम 
िडúी या एक िडúी कì समłपता ही जłरी ह।ै यह ÖपĶीकरण अÐफा सी. ¸यांग (Aipha C. 
Chiang) कì पÖुतक- Fundamental Methods of Mathematical Economics म¤ काफì 
जोर दकेर ÿÖततु िकया गया ह ैतािक पाठक अनावÔयक Ăम से बच सक¤ । 
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6.9 ओयलर का ÿमेय (Euler’s Theorem) 
समłप फलनŌ म¤ ओयलर का ÿमेय (Euler’s Theorem)* लागू होता है- 
यिद  ,Z f x y  फलन n िडúी तक धनाÂमक समłप हो और ÿथम øम के आिंशक 

अवकलज िनकाले जा सक¤  तो : 

 ,x z zy nf x y
x y
 

 
 

 नामक सÌबÆध को ओयलर का Ãयोरम (Euler’s 

Theorem) कहा जाता ह।ै नीचे कुछ उदाहरणŌ म¤ फलन कì समłपता कì िडúी का पता लगाकर 
ओयलर कì Ãयोरम दशाªयी गयी ह।ै Öमरण रह ेिक यिद फलन समłप नही ह ैतो ओयलर कì Ãयोरम 
के लाग ू होने का ÿĳ ही नही उठता। अत: ओयलर कì Ãयोरम लाग ू करने से पवूª यह देखना 
आवÔयक होता ह ै िक फलन समłप ह ै अथवा नही। अथªशाľ म¤ िवशेषतया रेिखकìय समłप 
उÂपादन-फलनŌ (linearly homogeneous production functions) कì दशा म¤ ओयलर कì 
Ãयोरम का उपयोग देखा जाता ह।ै पैमाने के िÖथर ÿितफलŌ कì िÖथित म¤ यिद ÿÂयेक साधन को 
उसकì सीमाÆत उÂपि° के बराबर भगुतान िकया जाता ह ैतो सारी उÂपि° का िवतरण साधनŌ म¤ हो 
जाता ह।ै उस िÖथित म¤ ओयलर का Ãयोरम “जोड़ का Ãयोरम (Adding-up theorem) बन जाता 
ह।ै सारी उÂपि° साधनŌ के बीच बंट जाती ह,ै कुछ भी शेष नही बचता, और न िकसी ÿकार का 
अभाव रहता ह।ै इस सÌबÆध म¤ पहले उदाहरण िदया जा चकुा ह।ै 

समłप फलनŌ कì एक िवशेषता” ओयलर कì Ãयोरम का लागू  होना है जो िनÌन 
उदाहरणŌ से ÖपĶ हो जाती है : 

िलनोनाडª ओयलर (1707-83) िÖवट्जरलैÁड का एक गिणत² था। ओयलर कì Ãयोरम 
का ÓयिĶ अथªशाľ के उ¸चÖतरीय अÅययन म¤ काफì उपयोग होता ह।ै 

 
उदाहरण :  

2x xyz
y


  अथवा  
2

, x xyf x y
y


  ह ै

अÆय िवशेषताएं  गिणतीय ढंग कì ह,ै इसिलए उनका यहाँ िववचेन नहé िकया गया ह।ै 
अथªशाľ के िवīािथªयŌ को ओयलर कì Ãयोरम पर ही िवशेष Åयान केिÆþत करना चािहए। 

       

 

2 2

,

,

kx kx ky x xyf kx ky k
ky y

kf x y

  
   

 


 

अत: यह एक िडúी या ÿथम िडúी का समłप फलन ह,ै अथवा रेिखकìय समłप फलन 
ह,ै इसिलए ओयलर कì Ãयोरम के अनसुार 

 ,z zx y f x y
x y
 

 
 

 होना चािहए 
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2

2

2

1

x xyz
y

y x x xyx
y y




 




 

 

2 2

2 2

2

2

2 2 2 2 2

2

2 2 ,

xy x xy x
y y

z z x y xx y x y
x y y y

x xy x x xy x x xy z f x y
y y y y

 
  

     
           

   
     

 

 
अत : इसम¤ ओयलर कì Ãयोरम लाग ूहोती ह।ै 

Exercise 6 
(i) िनÌन फलनŌ कì समłपता का पता कåरए: 

(अ) 3 32z x xy y    

(ब)
2 2

2

3x xy yz
y

 
  

Exercise 7 

यिद 3 2 2 3z x x y xy y     हो तो फलन कì समłपता िनकािलए तथा ओयलर को 
Ãयोरम दशाªइए। 

 

6.10 आंिशक अवकलजŌ के ÿयोग के कुछ और सामाÆय उदाहरण 
आिंशक अवकलजŌ कì िविधयŌ , समłप फलनŌ व ओयलर कì Ãयोरम का वणªन करने के 

बाद नीचे आिंशक अवकलजŌ के ÿयोग के कुछ और उपयोगी ŀĶाÆत ÿÖततु िकये जाते ह।ै अब 
तक के अËयास कì सहायता से इनका समझने म¤ सगुमता रहगेी। 

एक फमª का कुल लागत फलन 2 28 6 2 40 42 180c x y xy x y      ह।ै वह x व y 
दो वÖतओु ं का उÂपादन करती ह।ै लागत Æयनूतम करने के िलए  वह दोनŌ वÖतओु ं का 
िकतना-िकतना उÂपादन करेगी? 
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हल : Solution 
2 28 6 2 40 42 180

16 2 40 0

12 2 42 0

x

y

C x x xy x y
cf x y
x
cf y x
y

     


    



    


 

समीकरण (1) व (2) को हल करने पर 3x   व 4y   आयेगा 
16fxx   तथा 12fyy   दोनŌ 0  ह।ै 

2fxx    अतः  22 2f xy   4  ह।ै 
2 16 12 4

188 0
fxxfyy f xy     

 
 

इसिलये 0,   तथा fxx  व fyy  दोनŌ के 0  होने पर फलन के Æयनूतम होने कì शतª 
परूी होती ह।ै 

अत: 3x   व 4y   पर कुल लागत Æयनूतम हो पायेगी। 
यिद 0.7 0.3Z AL C  ह,ै जहाँ Z  उÂपि°, L  ®म व C  पूँजी कì माýा के सचूक ह ैतो 

िनÌन ÿĳŌ के उ°र दीिजये: 
(i) ³या यह समłप फलन ह?ै यिद हाँ तो समłपता कì िडúी िनकािलए। 
(ii) िसĦ कìिजए िक ®म कì औसत उÂपि° व पूँजी कì औसत उÂपि° का अनपुात ®म  

व पूँजी कì माýाओ ंके परÖपर अनपुात के Óयĉ हो सकेगा।  
(iii) िसĦ कìिजए िक ®म कì सीमाÆत उÂपि° व पूँजी कì सीमाÆत उÂपि° का अनपुात 

भी ®म व पूँजी कì माýाओ ंके अनपुात म¤ Óयĉ हो सकेगा।  
(iv)यिद ÿÂयेक साधन का ÿितफल सीमाÆत उÂपि° के बराबर हो तो िसĦ कåरए िक कुल 

उÂपि° का िवतरण हो जायेगा और कुछ और आिध³य या अभाव नहé रहगेा। 
हल :Solution 

 
(i)  0.7 0.3 ,Q AL C f L K   

     

 

0.7 0.3

0.7 0.7 0.3 0.3

0.7 0.3

,

,

f KL KC A AL KC

AK L K C
AKL C
Kf L K

 







(ÿÂयेक साधन को k गनुा बढ़ान े

पर)  
यही k कì पावर 1 ह,ै अत : यह ÿथम िडúी का समłप फलन ह,ै अथवा रेिखकìय 

समłप फलन ह।ै 
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(ii) ®म कì औसत उÂपि° 
0.30.7 0.3 0.3

0.3

Q AL C AC CA
L L LL

     

पूँजी कì औसत उÂपि° 
0.70.7 0.3 0.3

0.3

Q AL C AL CA
C C LC

     

अतः  
®म कì औसत उÂपि°

पूंजी कì औसत उÂपि°
 

0.3

0.3 0.7

0.7 0.3 0.7.

CA
C C CL

LL LLA
C

    

यह रेिखकìय समłप उÂपादन, फलन का महÂवपणूª पåरणाम ह।ै दोनŌ साधनŌ कì  औसत 
उÂपि° का अनपुात साधनŌ कì माýाओ ंके अनपुात म¤ आया ह।ै  

(iii) ®म कì सीमाÆत उÂपि° 
0.3

0.3 0.30.7 0.7Q CAl C A
L L


  


 

पूँजी कì सीमाÆत उÂपि° 
0.7

0.7 0.70.3 0.3Q LAL C A
C C


  


 

अतः 
®म कì औसत उÂपि°

पूंजी कì औसत उÂपि°
  

0.3

0.3

0.7

0.7 7.
0.3 3

CA
C C CL

L L LLA
C

     

इस ÿकार ®म व पूँजी कì सीमाÆत उÂपि° का अनपुात भी दोनŌ साधनŌ कì माýाओ ंके 
अनपुात से ही सÌबÆध रखता ह।ै 

(iv)कुल उÂपि° म¤ ®म का िहÖसा QL
L


 


 

 

0.3 0.3

0.7 0.3

0.7 0.3

0.7
0.7

0.7

L AL C
AL C

Q Q AL C

 



  

 

इसी ÿकार कुल उÂपि° म¤ पूँजी का िहÖसा  
0.7 0.7 0.7 0.30.3 0.3

0.3

QC C AL C AL C
C


   



 

कुल उÂपि° म¤ हम ®म का अशं + पूँजी का अशं 0.7 0.3Q Q   
 0.7 0.3Q Q    

अत: समÖत उÂपि° का िवतरण हो जाता ह ैतथा कुछ भी आिध³य का अभाव नही रहता। 
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यिद ®म के िलए पूँजी के ÿितÖथापन कì दर   L

K

MPP
MRS

MPP
 हो तो उÂपादन-फलन 

1
5Q LK  के िदये होने पर MRS  िनकािलए। 

हल: Solution 
2 1
5 5

3 4
5 5

2 1
1 45 5
5 5

3 4 3 2
5 5 5 5

3
5
1
5

3
5 3. 3 .
1
5

L

K

L

K

QMP L K
K
QMP L K
K

L KMP K KMRS
MP L

L K L

 

 




 


 



 


        

 

6.11 सारांश (Summary) 
यिद  ,Z f x y  हो तो यह दो चरŌ का फलन कहा जाएगा, जहाँ x और y एक दसूरे 

से Öवतंý łप से पåरवतªन सÌभव अवकलन x के सÆदभª म¤ िकया जाय तथा यही िकया x को िÖथर 
रखकर दोहराई जाय तो आिंशक अवकलन ÿाĮ होता ह।ै दो से अिधक चर होने पर ÿÂयेक चर का 
आिंशक अवकलज िनकाला जा सकता ह।ै इस ÿकार आिंशक अवकलन म¤ फलन का िज स चर के 
सÆदभª म¤ अवकलज ²ात िकया जाता ह ैउसके अितåरĉ अÆय सभी चरŌ को िÖथर माना जाता ह।ै 
इस ÿकार वाÖतव पåरवतªनशील माना जाता ह।ै इस ÿकार वाÖतव म¤ हम एक चर के अवकलन कì 
िविधयŌ का ही ÿयोग करते ह।ै ÿथम øम के आिंशक अवकलज कì ही भां ित िĬतीय व अÆय उ¸च 
कम के अवकलज िनकाले जा सकते ह।ै िकसी फलन के आिंशक अवकलनŌ का योग ही कुल 
अवकलन कहा जाता ह।ै इसी ÿकार कुल अवकलन म¤ dt का भाग दकेर कुल अवकलज भी ²ात 
िकया जाता ह।ै 

इस के साथ इस इकाई म¤ आपन े

 मांग िवĴेषण म¤ आिंशक अवकलनŌ के ÿयोग के बारे म¤ अÅययन िकया एवं  यह 
जानकारी ÿाĮ कì िक सीमाÆत मांग फलन कैस े²ात कर¤गे। इसके साथ ही दो वÖतएु ं
परÖपर परूक ह ैअथवा ÿितयोगी इसे पहचानन ेके िलए आवÔयक शतŎ का अÅययन 
िकया। 

 मांग कì आिंशक लोच ²ात करने के बारे म¤ अÅययन िकया। 

 उÂपादन िवĴेषण म¤ एक साधन कì सीमाÆत उÂपादक ²ात कì। 

 समłप उÂपादन फलन का अथª एवं  इसके समय म¤ आवÔयक ÖपĶीकरण का अÅययन 
िकया। 
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 ओयलर ÿमये का अÅययन िकया। 

6.12 शÊदावली (Key words) 
आिंशक अवकलन  Partial Differentiation 
आिंशक अवकलन  Partial Derivative 
कुल अवकलन Total Differentiation 
कुल अवकलज  Total Derivative 
सीमाÆत मांग फलन Marginal Demand function 
ÿितयोगी Competitive 
परूक Complementary 
समłप फलन Homogeneous function 

6.13 ÿĳŌ के उ°र 
1. दोनŌ वÖतएुं  परÖपर ÿितयोगी ह;ै ³यŌिक 
2. दोनŌ वÖतएुं  परÖपर परूक ह;ै ³यŌिक 
दोनŌ शत¦ इन वÖतओु ंको परÖपर परूक बनाती ह।ै यहाँ 2h के बढ़ने से 1x  कì मांग घटती ह ै

तथा 1h  के बढ़ने से 2x  कì मांग घटती ह ैजो दोनŌ वÖतओु ंकì परूकता कì सचूक ह।ै 
3. माँग कì आय-लोच = 0.5 

4. 5 4Q K L
L


 


 तथा 5 4Q L K
K


 


 ÿथम ®म कì सीमाÆत उÂपि° एवं  िĬतीय 

पूँजी कì सीमाÆत उÂपि° ह।ै 

5. कुल भगुतान 4
3

Q  होगा, जो सÌभव नहé हो पायेगा, चूं िक यह कुल उÂपि° से 

अिधक ह।ै 
6. (अ) समłप नहé ह।ै 

(ब) समłपता कì िडúी शÆूय ह।ै 
7. फलन िडúी 3 का समłप ह।ै  

ओयलर कì Ãयोरम के अनसुार 

 3 ,z zx y f x y
x y
 

 
   िसĦ हो जाता ह।ै 

6.14 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
Alpha C. Chiang – Fundamental Methods of Mathematical Economics, 

3rd ed 1984. 
लàमीनारायण नाथरूामका-अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग चतथुª सं Öकरण 1989। 
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इकाई 7 
अवकलज के आिथªक ÿयोग 

(Economic Applications and Derivatives) 
 

इकाई कì łपरेखा 
7.0 उĥÔेय 
7.1 ÿÖतावना 
7.2 कितपय सýू 
7.3 सीमाÆत एवं  औसत का ²ान 
7.4 अवकलन का िचÆह एव ंफलन कì ÿकृित 
7.5 रेखाओ ंकì ÿकृित 
7.5 करारोपण व उÂपादन िनधाªरण 

7.6.1 थोक कर 
7.6.2 ÿित इकाई कर 
7.6.3 मÐूयानसुार कर  

7.7 सारांश 
7.8 हल व उ°र 
7.9 शÊदावली 
7.10 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

7.0 उĥेÔय 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 

 सीमाÆत फलन व औसत फलन को ²ात कर सकेग¤। 

 अकलन का िचÆह व फलन कì ÿकृित ²ात कर सक¤ गे। 

 रेखाओ ंकì ÿकृित ²ान सक¤ गे। 

 करारोपण के आिथªक ÿभाव का अÅययन कर सकेग¤ व उÂपादन साÌय ²ात कर¤गे। 

7.1 ÿÖतावना 
अवकलन के िसĦाÆत के अनेक आिथªक ÿयोग ह ै इसका कारण यह ह ै िक आिथªक 

घटनाय¤ दो चरŌ के मÅय सÌबÆधŌ को बतलाती ह।ै उदाहरण के िलये कुल लागत म¤ पåरवतªन कì दर 
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का आकलन करने पर सीमांत लागत ÿाĮ होती ह।ै इसी तरह कुल आगम म¤ पåरवतªन कì दर सीमांत 
आगम ह।ै 

माना िक लाग़त फलन C=3x2+4x+7 ह।ै इस फलन म¤ 7 िÖथर लागत तथा शेष 3x2 + 
4x पåरवतªनशील लागत ह।ै सीमांत लागत उÂपादन कì एक इकाई बढ़ाने पर लागत म¤ पåरवतªन 
होगी। उपरोĉ फलन म¤ यिद लागत c तथा उÂपादन x ह ैतो िनÌनिलिखत मÐूय ÿाĮ हŌगे। 

X : 0 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 
c : 7 14 19.75 27 35.75 46 57.75 71 

 
िचý 7.1. 

 
रेखािचý स ेÖपĶ ह ैयिद उÂपादन शÆूय ह ैतो िÖथर लागत 7 होगी। उÂपादन बढ़न ेके साथ 

िÖथर लागत म¤ तो पåरवतªन नही होगा पर पåरवतªनशील लागत बढेगी अत : कुल लागत बढ़ती 
जायेगी। 

कुल लागत व उÂपादन म¤ सÌबÆध औसत लागत, सीमाÆत लागत दोनŌ ही बतलाते ह।ै 
अवकलन कì िøया का सÌबÆध सीमाÆत लागत से ह।ै 

7.2 कितपय सूý 
अथªशाľ के िवīािथªयŌ के िलये यह आवÔयक ह ैिक व ेगिणत के सýूŌ का अथªशाľ म¤ 

Óयवहाåरक ÿयोग कर सक¤ । अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग के िलये िनÌनिलिखत सýू उपयोगी ह§। 

(i) औसत लागत (AC) Average Cost = TC
X

 या C
X

 

(ii) सीमांत लागत (MC) Marginal Cost = dTC
dX

  

(iii) औसत आगम (AR) Average Revenue = TR AR
X

  

(iv)सीमांत आगम (MR) Marginal Revenue = dTR
dX

 

(v) लाभ (p) Profit = TR-TC 

(vi)सीमांत उपयोिगता (Marginal Revenue) = du
dx
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 यहा:ं u= उपयोिगता ह।ै 
In all the above cases, C is cost, x output (production), TC is Total Cost, 

TR = Total Revenue, 

7.3 सीमांत एवं  औसत का ²ान 
सीमांत एव ंऔसत का ²ान अथªशाľ म¤ िवĴेषण के िलये उपयोगी िविध ह।ै अवकलन 

िøया कì सहायता से इन ÿĳŌ को आसानी से हल िकया जाता ह।ै 
उदाहरण : िकसी फमª का लागत फलन 
C= 3x2 – 6 x + 10 ह।ै फमª कì सीमांत एवं  औसत लागत ²ात कìिजये। 

(MC) सीमांत लागत = 6 6dc x
dx

   

(AC) औसत लागत = 
23 6 10c   


 

 

उदाहरण : 
कुल आगम फलन TR = 90x – 5x2 ह ैयिद उÂपादन का Öतर 5 ह ैतो सीमांत आगम व 

औसत आगम ²ात कìिजये। 
290 5TR     

(MR) सीमांत आगम   90 10
d TR

dX
    

जब x=5 ह ैतो सीमांत आगम  90 10 5 40    

(AR) औसत आगम 90 5 2 90 5TR  
    
 

 

X = 5 ह ैतो औसत आगम 90 – 5x = 90 – 25 = 65  
Exercise No.1 

यिद TC = 5x3= - 10x2 + 6x +10 
TR = 30 x – 10 x2 ह ैतो सीमाÆत लागत, औसत लागत, सीमाÆत आगम औसत आगम 

व लाभ ²ात कìिजये। 
Exercise No.2 

यिद  210 2P x  तथा  60  7C x  ह ैतो सीमाÆत लागत, औसत लागत सीमातं 
आगम औसत आगम व लाभ ²ात कìिजये। 

7.4 अवकलन का िचÆह एवं  फलन कì ÿकृित 
(Sign of Derivative and Nature of the Function) 

अथªशाľ म¤ ÿयोग कì ŀिĶ से रेखाओ ं कì ÿकृित के बारे म¤ जानकारी महÂवपणूª ह।ै 
उदाहरण के िलये औसत लागत रेखा ÿारंभ म¤ िगरती ह ैिफर Æयनूतम िबंद ुपर पहòचंकर पनु: बढ़ती ह।ै 
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कुल लागत रेखा बढ़ती रहती ह।ै हमारा उĥÔेय अवकलन िøया के Ĭारा फलन अथवा रेखाओ ंकì 
ÿकृित को समझना ह।ै 
उदाहरण : 

िनÌनिलिखत फलन का úाफ बनाइये। 
22 8 7y x x    

 
x  के िविभÆन मान ÿितÖथािपत करने पर 

1 1 10 1 1 2 3 4
4 2 2

x

 
1 1 17 5 3 1 1 1 7
8 2 2

y  

 

 
िचý 7.2 

अवकलन िøया कì सहायता से हम दो ÿकार के ÿĳŌ के उ°र ÿाĮ कर सकते ह।ै 
(i) रेखा िकसी िनिĲत मान (x का मान) से पहले घट रही ह ैअथवा बढ़ रही ह।ै 
(ii) िकसी िनिĲत मान पर रेखा अपने उ¸चतम िबदंु, िनÌनतम िबदं ुअथवा झकुाव िबंद ुपर 

ह।ै 
चूं िक ÿÂयेक फलन का úाफ बनाना व उसके Ĭारा रेखा कì ÿकृित तथा उ¸चतम 

(maximum) िनÌनतम (Minimum) व झकुाव िबÆद ु (Point of Inflexion) को जानना किठन 
ह ैअत: हम अवकलन िøया इन ÿĳŌ के उ°र िनकाल¤गे। सिुवधा के िलये हम उसी फलन को ल¤गे 
िजसका रेखािचý बनाया गया ह।ै 

 
उदाहरण : 22 8 7Y x x    

 4 8dy x
dx

   

या 2x   
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ÖपĶतः 2x   वह िबंद ुह ै िजसे पहले वाले मÐूयŌ 2x   पर रेखा कì ÿकृित दसूरी होगी 
एवं  ( 2x  ) पर रेखा कì ÿकृित िभÆन ÿकार कì होगी। 

यह जानने के िलये हम फलन का िĬतीय अवकलन कर¤गे। 
2

2 4d y
dx

  

यह धनाÂमक ह।ै तथा रेखािचý से ÖपĶ ह ैिक िबंद ु 2x   पर y का मÐूय िनÌनतम ह।ै 

7.5 रेखाओ ंकì ÿकृित (Nature of the Curve) 
रेखाओ ंकì ÿकृित कì जानकारी के िलये हम उनके ÿथम व िĬतीय अवकलन को ÿाĮ 

कर¤गे। ÿथम अवकलन कì तीन िÖथितयाँ हो सकती ह।ै 

(i) x  के िजन मÐूयŌ के िलये 0dy
dx

  ह ैतो रेखा बाय¤ से दाय¤ ऊपर कì जाती ह।ै 

(ii) x  के िजन मÐूयŌ पर 0dy
dx

  ह ैवहाँ रेखा बाय¤ स ेदायी और घटती जाती ह।ै 

(iii) यिद 0dy
dx

  ह ैतो तीन पåरिÖथितयाँ हो सकती ह।ै 

A. रेखा अपने उ¸चतम िबदं ुपर (Maximum) हो सकती ह।ै 

B. रेखा अपने िनÌनतम िबदं ु (minimum) पर हो। इस अवÖथा म¤ 
2

2 0d y
dx

  होगा। 

C. रेखा झकुाव िबÆद ुया िवभिĉ िबÆद ुपर हो । (Point of Inflexion) तब 
2

2 0d y
dx

  

होगा। 
Summary 
 Condition Maximum Minimum Inflexion 
First order dy

dx
 0dy

dx
  0dy

dx
  0dy

dx
  

Second order 2

2

d y
dx

 
2

2 0d y
dx

  
2

2 0d y
dx

  
2

2 0d y
dx

  

उदाहरण : 3 28 20 6y x x x     

 23 16 20 0dy x x
dx

    …..(i) 

ÿथम अवकलन को शÆूय के बराबर मानने पर 
On solving (I) we get the valued of x . 

23 16 20 0x x    
23 10 6 20 0x x x     
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10 103 6 0
3 3

x x x         
   

 

  103 6 0
3

x x    
 

 

102,
3

x x    
2

2 6 16d y x
dx

  ……..(ii) 

जब 2x   ह ैतो  
2

2 6 2 16 4dy
dx

     

जब 10
3

x   ह ैतो 
2

2

106 16 4
3

du
dx

     

इस ÿकार ÖपĶ ह ै 2x   के मÐूय पर फलन का मान उ¸चतम होगा। 
उदाहरण : 

माना िक िकसी फमª का लाभ फलन 23 16 8x x      ह ै तो अिधकतम लाभ का 
उÂपादन िबंद ु²ात कìिजये। 

6 16 0d x
dx

    .....(i) 

इसे शÆूय के बराबर मानने पर 
Solving I, we get 

6 16 0x    
6 16x    

16 8
6 3

x    
2

2 6d y
dx

  ….(ii) 

अथाªत ् जब 8
3

x   ह ै तो फमª अिधकतम लाभ को ÿाĮ कर रही ह।ै यिद हम लाभ कì 

माýा ²ात करना चाह¤ तो 8
3

x   का लाभ फलन म¤ ÿितÖथापन करन ेपर 

3 2 16 8x x      
28 83 16 8

3 3
      

64 128 888
3 3 3

 
     

88
3

  लाभ कì माýा होगी। 
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उदाहरण : यिद लागत फलन 23 8 10Ac x x    हो तो Æयनूतम लागत िबÆद ु²ात कìिजये।  
23 8 10Ac x x    

6 8 0dc x
dx

   ....(i) 

या 8 4
6 3

x    
2

2 6d c
dx

  

यह धनाÂमक ह ैअत : 4
3

x   पर औसत लागत Æयनूतम होगी। उÂपादन के इस िबंद ुपर 

औसत लागत 
24 43 8 10

3 3
AC     

16 43 8 10
9 3

      

16 32 16 32 30 14 210 4
3 3 3 3 3

 
       होगी। 

उदाहरण : 

यिद फमª का लागत फलन 3 22 12 20 12c x x x     ह ै तथा आय फलन 
20 3p x   ह ै

तो अिधकतम लाभ ²ात कìिजये। 
यहाँ 20 3p x   ह ैअत :    TR P x  अथाªत     220 3 20 3x x x x    ह।ै 

3 22 12 20 12c x x x     
p TR TC   
   2 3 220 3 2 12 20 12x x x x x       

2 3 220 3 2 12 20 12x x x x x       
3 32 9 12p x x     
3 22 9 12x x      

26 18d x x
dx

    (ÿथम अवकलन) 

ÿथम अवकलन का मान शÆूय करने पर 
26 18 0x x    
26 18x x    

 2 3x x  
 3x   
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अिधकतम लाभ कì दशा यह ह ैिक िĬतीय अवकलन का मान ऋणाÂमक होना चािहये। 
2

2 12 18d x
dx

   (िĬतीय अवकलन) 

( 3)x  का मान रखने का 

36 18 18     
अत : िदये हòए फलन म¤ यह अिधकतम लाभ ह।ै 

Exercise No.3 
यिद 12 4P x  (कìमत) 
तथा 7Ac x   (औसत लागत) ह ैतो ÖपĶतम उÂपादन व लाभ ²ात कìिजये 

Exercise No.4 
इĶतम उÂपादन व लाभ ²ात कìिजये। 

15 2P x  (कìमत) 
3 2C x x  (कुल लागत) 

7.6 करारोपण व उÂपादन िनधाªरण (Taxation and Determination 
of output) 
करारोपण आिथªक ±ेý का एक महÂवपणूª भाग ह।ै इसका ÿभाव उÂपादन व िबøì पर 

पड़ता ह।ै करारोपण का महÂव न केवल राजÖव ÿािĮ म¤ ह ैबिÐक फमª के साÌय पर भी पड़ता ह।ै 
करारोपण तीन ÿकार से िकया जा सकता ह।ै 

(अ)  एक िनिĲत धन रािश का कर लगाकर चाह ेउÂपादन कì माýा िकतनी भी ³यŌ न हो। 
इसे थोक कर (Lump Sum Tax) कहते ह।ै 

(ब)  वÖतओु ंपर ÿित इकाई कर लगाया जाए जैसे 5 Łपया ÿित वÖत,ु ÿित मीटर आिद। 
यह िविशĶ कर (Specific Tax) कहलाता ह।ै 

(स)  वÖतओु ंपर उनके मÐूय के अनसुार कर लगाया जाय जैसे मÐूय का 10 ÿितशत। इस े
मÐूयानसुार कर (Ad Valorum Tax) कहते ह।ै 

7.6.1 थोक कर (Lump Sum Tax) 

माना िक सरकार िकसी फमª पर एक िनिĲत कर रािश कर के łप म¤ लगाती ह,ै िजसका 
उÂपादन म¤ कमी या विृĦ म¤ कोई संबÆध नहé ह ैतब थोक कर कुल लागत म¤ जड़ु जायेगा। पर इसका 
असर सीमांत लागत पर नही होगा। 
उदाहरण के िलये 

23 0 10 60 100( )C x x tax     

6 10 0 0dc MC x
dx
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इस ÿकार थोक कर िÖथत लागत कì तरह होता ह ैिजसका मÐूयŌ पर ऊपर नहé होता ह।ै 
पर यह कुल लाभ को कम करता ह।ै  

7.6.2 ÿित इकाई कर (Specific Tax) 

लगाने पर इसम¤ ÿित इकाई (सं́ या, भार, माप आिद) के आधार पर कर लगाया जाता ह।ै 
इसे माýानसुार कर भी कहते ह।ै इसम¤ वÖतओु ंकì लागत म¤ एक िनिĲत रािश के बराबर विृĦ होती 
ह।ै उदाहरण के िलये यिद कर ÿित इकाई t ह ैतो कुल लागत म¤ tx विृĦ हो जाएगी। पåरणाम Öवłप 
औसत व सीमांत लागत दोनŌ म¤ t ÿित इकाई विृĦ होगी। 
उदाहरण : माना िक 15 3P x   व 22 5c x x   ह ैतथा ÿित इकाई कर 2 ह।ै 

कर लगाने म¤ पवूª का संतलुन : 

15 3P x   
215 3TR x x   

22 5TC x x   
2 215 3 2 5TR TC x x x x        

 
25 20x x     

10 20 0d
dx

     

या 2x   
कर पवूª मÐूय  15 3 2 9P     

कर पवूª लाभ    25 2 20 2P     

20 40 20     
यिद ÿित इकाई 2 Łपया कर लगाया जाय तो 

22 5 2TC x X x    
2 215 3 2 5 2x x x x x       

25 18x x     

10 18 0d x
dx

     

या 1.8x   
कर पĲात कìमत  15 3 1.8 9.6P     

कर पĲात लाभ    25 1.87 18 1.8    

16.2 32.4 16.4      
इस ÿकार कर के पåरणाम Öवłप कìमत बढ़ेगी, लाभ कì माýा कम होगी तथा उÂपादन 

कì माýा भी पहले कì अपे±ा कम होगी। 
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7.6.3 मूÐयानुसार कर (Ad valorum Tax) 

लगाने पर इसम¤ मÐूय का िनिĲत ÿािĮ करके łप म¤ लगाया जाता ह ै जैस े िबøì कर या 
उÂपादन कर। िजतने ÿितशत कर लगाया जाता ह ैउतनी ही लागत बढ़ जाती ह।ै 
उदाहरण : 80 4P x   

22 8 20C x x    
ऐसी अवÖथा म¤ संतलुन के Öतर पर उÂपादन, लाभ व कìमत कì माýा िनÌन ÿकार से होगी 

80 4P x   
80 4 2TR Px x x    

22 8 20C x x    
2 280 4 2 8 20x x x x       

26 88 20x x      

12 88 0d x
dx

     

या 7.5x   (इĶतम उÂपादन) 
2

2 12d
dx

   

जो अिधकतम लाभ को दशाªता ह।ै 
 80 4 7.5 50P     

   26 7.5 88 7.5 20      

302.5   
माना िक 10 ÿितशत मÐूयानसुार कर लगता ह।ै  

2. 80 4TR p x x x    
 22 88 20 .10C x c px     

 2 22 8 20 .10 80 4C x x x x      

C अथाªत 10 ÿितशत कर लगने से कुछ लागत 10 ÿितशत बढ़ जायेगी)  
 2 2 280 4 2 8 20 .10 80 4p TR TC x x x x x x          

2 2 280 4 2 8 20 8 .4p x x x x x x        
25.6 80 20p x x     

11.2 80 0d x
dx

     

7.14x   (उÂपादन) 
2

2 11.2d
dx
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 804 7.14P   

51.44P   
   25.6 7.14 80 7.14 20      

285.48 571.2 20      
265.72   

कर लगने के पĲात लाभ व उÂपादन कम हòआ ह ैतथा कìमत बड़ी ह।ै 
Exercise No.5 

िनÌनिलिखत लागत व मÐूय फलनŌ के आधार पर इĶतम उÂपादन, कìमत व लाभ ²ात 
कìिजये। 

(a) यिद उÂपादन पर ÿित इकाई 4 Łपया कर लगता ह।ै 
(n) यिद उÂपादन पर मÐूयानसुार 10 ÿितशत कर लगता ह।ै 

(i) 75 3P x   
100 3TC x   

(ii) 40 2x p   
80 3C x   

(iii) 280 3P x x    
2 315 10 7C x x    

(iv) 214P x   
3 2C x x   

(v) 212 3P x   
14 3C x   

(vi) 2 6 9P x x    
33 7C x x   

(vii) 24 8P x   
22 14C x x    

(viii) 150 6P x   
200 6TC x   

7.7 सारांश : (Summary) 
अथªशाľ म¤ अवकलन के ÿयोग कई ±ेýŌ म¤ हो सकते ह,ै जैसे सीमाÆत लागत, सीमाÆत 

आगम व तथा उÂपादन कì माýा ²ात करना। 

1. y TC  कुल लागत 
dy MC
dx


 (सीमांत लागत) 
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2. Y TR  (कुल आगम) 
dy MR
dx


 (सीमांत आगम) 

अवकलन के आिथªक ÿयोग से हम िकसी फलन का उ¸चतम, िनÌनतम या झकुाव िबÆद ु
²ात कर सकते ह।ै 

(i) x  के िजन मÐूयŌ पर 0dy
dx

  ह ैवहां  रेखा बाय¤ स ेदायी ओर घटती जाती ह।ै 

(ii) x  के िजन मÐूयŌ पर 0dy
dx

  ह ैतो रेखा बाय¤ स ेदायी और ऊपर कì ओर जाती ह।ै 

(iii) यिद 0dy
dx

  ह ैतो; 

(A) रेखा अपने उ¸चतम िबदं ुपर ह ैयिद 
2

2 0d y
dx

  

(B) रेखा अपने िनÌनतम िबदं ुपर ह ैयिद 
2

2 0d y
dx

  

(C) रेखा झकुाव िबंद ु पर ह ैयिद 
2

2 0d y
dx

  करारोपण के ±ेý म¤ भी अवकलन का 

ÿयोग ह।ै 
(D) यिद थोक कर लगाया जाता ह ैकर कì रािश लाभ म¤ से घटा दी जाती ह।ै  
(E) यिद ÿित इकाई कर लगे तो कुल लागत म¤ से ÿित इकाई कर वÖत ुकì माýा का 

गणुा ( )tx  योग हो जायेगा। 
(F) यिद मÐूयानसुार (ÿितशत) कर लगे तो लाभ म¤ (TR) कì माýा घटा दी जायेगी। 

7.8 हल व उ°र Answers to Exercises 
Exercise No.1 

215 20 6MC x x    
2 105 10 6AC x x

X
     

30 20MR x   
30 10AR x   

35 24 10x x      
Exercise No.2 

7MC   
60 7AC
x

   

212 80 100MR x    



131 
 

24 40 100AR x x    
3 24 40 93 60x x x      

Exercise No.3 

x  (उÂपादन) 5
6

  

लाभ 25
12

  

Exercise No.4 

उÂपादन 13
6

  

लाभ = 114
12

  

Exercise No.5 
 इĶत उÂपादन 

(x) 
कìमत 
   

लाभ 
   

(i) (a) 
(b) 

34/3 
11.9 

41 
39.2 

285.4 
282.25 

(ii) (a) 
(b) 

13 
16.67 

13.5 
11.67 

4.5 
45 

(iii) (a) 
(b) 

1.5 
1.55 

82.25 
82.24 

56.25 
62.39 

(iv) (a) 
(b) 

1.41 
1.6 

12 
11.44 

11.32 
15.68 

(v) (a) 
(b) 

1.1 
1.3 

8.34 
6.93 

-5.89 
-1.99 

(vi) (a) 
 (b) 

1/6 
0.46 

8.02 
6.42 

-6.83 
-5.78 

(vii) (a) 
(b) 

1/2 
.73 

20 
18.16 

1.5 
2.27 

(viii) (a) 
 (b) 

11.67 
9.77 

80 
91.36 

616.7 
429.8 

 

7.9 शÊदावली 
आगम Revenue 
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उ¸चतम Maximum 
थोककर Lump sum tax 
िनÌनतम Minimum  
मÐूयानसुार कर  Ad Valorum tax 
लागत Cost 
िविशĶ या माýानसुार कर Specific tax 
िवभिĉ िबदं ुया झकुाव  Point of Inflexion 

7.10 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
Alpha C. Chiang: Fundamental Methods of Mathematical Economics 
3rd Edition, 1984 
लàमीनारायण नाथरूामका - अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग, चतथुª सं Öकरण 1989. 
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इकाई 8 
इकाई अनुकूलतमीकरण कì धारणा : 

अÿितबिÆधत एव ÿितबिÆधत 
 

इकाई कì łपरेखा 
8.1 उĥÔेय 
8.2 वĦªमान एवं  Ćासमान फलन 

8.2.1 वøŌ कì उ°लता 
8.3 एक चर के फलनŌ म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ 
8.4 दो या अिधक चर के फलनŌ म¤ उि¸चķ एव ंिनÌनķ  
8.5 ÿितबं िधत अनकूुलतमीकरण कì धारणा 
8.6 िवकÐप चरŌ के øािÆतक मÐूय ²ात करना 

8.6.1 ÿितÖथापन रीित 
8.6.2 लैगर¤िजयन गणुाकं िविध  
8.6.3 सकल अवकलन रीित 

8.7 ÿितबं िधत अनकूुलतमीकरण कì िĬतीय कोिट कì शत¦ 
8.8 सारांश 
8.9 अËयासाथª ÿĳ 
8.10 अËयासाथª ÿĳŌ के उ°र 
8.11 शÊदावली 
8.12 संदभª úÆथ  

8.1 उĥेÔय 
इकाई 4, 5, 6, एवं  7 म¤ आप अवकलनŌ और उनके उपयोगŌ के बारे म¤ पड़ चकेु ह§। इस 

इकाई म¤ आप अÿितबिÆधत एवं  ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण के बारे म¤ सीख¤गे। हम हमारा 
अÅययन हासमान एवं  वĦªमान फलनŌ के िववचेन से ÿारÌभ कर¤गे। 

8.2 वĦªमान एवं  Ćासमान फलन 
एक फलन x = a िबÆद ुपर विृĦगत फलन कहलायेगा यिद पयाªĮ थोड़े सामीÈय म¤ , x के a 

से अिधक मÐूय के साथ x के फलन [f(x)] के मÐूय a के फलन [f(x)] के मÐूयŌ से अिधक हŌ 
और लघ ुमÐूय लघ ुमÐूयŌ के अनłुप हो।  
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x का एक फलन [f(x)] x = a िबÆद ु पर Ćासमान होगा यिद इस िबÆद ु के पयाªĮ थोड़े 
सामीÈय म¤ x के a से अिधक मÐूय x के फलन [f(x)] के मÐूयŌ के a के फलन [f (a)] के मÐूयŌ से 
कम होने के साथ अनषुगंी हŌ एवं  लघ ुमÐूय उ¸च मÐूयŌ के अनषुगंी हŌ।  
उदाहरण 8.1 

िचý 8.1 म¤ x = a िबÆद ुपर फलन वĦªमान ह ै³यŌिक A के दांयी ओर वø के िबÆद ुA के 
ऊपर िÖथत ह ैऔर बांयी ओर A से नीचे। वही फलन x = d पर Ćासमान ह ै³यŌिक इसके पयाªĮ 
थोड़े समीÈय म¤ D के दायé ओर वø पर िबÆद ुD के नीचे िÖथत ह ैऔर बांयी ओर D के ऊपर िÖथत 
ह।ै फलन x = c पर भी Ćासमान ह।ै x = b, x = e और x = m िबÆदओु ंपर फलन न तो Ćासमान 
ह ैऔर न ही वĦªमान (x = b पर इसका उि¸चķ ह।ै और x = e एवं  x = m पर िनिÌनķ). 

 
िचý : 8.1 

Ćासमान एवं  वĦªमान फलन कì धारणा को आिथªक शÊदावली कì सहायता से भी ÖपĶ 
िकया जा सकता ह।ै माना िक x उÂपादक ह ैऔर y औसत लागत ह।ै हम यह भी मान लेते ह§ िक x 
और y म¤ सÌबÆध y = 60 -6x + x2 (एक औसत लागत फलन) ह।ै अब x के बढ़न ेपर y घटती ह,ै 
बढ़ती ह ैया िÖथर रहती ह?ै िचý 8.2 लागत फलन को दशाªता ह।ै यह बताता ह ैिक जैसे ही उÂपादन 
(x) म¤ विृĦ होती ह ैऔसत लागत (y) म¤ कमी होती ह ैएव ंऔसत लागत (y) िनिÌनķ पर पहòचं 
जाती ह ैऔर िफर बढ़ना ÿारÌभ करती ह।ै एक फलन। वø जो नीचे कì ओर ढाल वाला हो जैसा 
िक वø का AB भाग ह ै(िचý 8.2) Ćासमान फलन कहलाता ह।ै इस िÖथित म¤ x म¤ विृĦ के साथ 
y फलन का मÐूय घटता ह।ै वø का BC भाग वĦªमान फलन को बताता ह ै³यŌिक इस भाग म¤ x म¤ 
विृĦ के साथ y म¤ भी विृĦ होती ह।ै 

इस धारणा को और अिधक समझने के िलए फलन के ÿथम भाग को हम रेखािचý पर 
अिंकत करते ह§ जैसा िक िचý 8.3 म¤ बताया गया ह।ै अब हम वø पर m िबÆद ुको चनुते ह§ ओर 
इस िबÆद ुपर एक Öपशª रेखा खéचते ह§। tan   वø के ढाल को बताता ह।ै जैसा िक हम जानते ह§ 
िक िकसी फलन का m िबÆद ु पर अवकल उस रेखा के उस िबÆद ु पर ढाल के बराबर होता ह।ै 
अतएव 
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tandy
dx

 जहां 090   

लेिकन िýकोणिमित से हम जानते ह§ िक 

 0tan tan 180 tan     

अत: यिद 
0135   हो तब

045   
एवं  0 0 0 0tan 135 tan (180 45 ) tan 45 1        

और इसिलए अवकलज होगा 
0tan tan 135 1 0dy

dx
      

सामाÆय łप म¤ 

जहाँ 090 ; 0dy
dx

    

इसिलए, y = f(x), x िबÆद ुपर Ćासमान फलन होगा जब िक फलन का ÿथम अवकलज 
शÆूय से कम हो 

 [f1(x) < o];  
और उस िबÆद ुपर जहां  ÿथम अवकलज शÆूय से अिधक होगा [f (x) > 0] y = f (x) 

वĦªमान फलन होगा। 

 
िचý : 8.2 

 

 
िचý : 8.3 

उदाहरण 8.2 
माना िक िदया हòआ फलन ह ैतो 
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6 2dy x
dx

    ह।ै 

यिद x = 2 ह ैतो 6 4 2 0dy
dx

       

यिद x = 4 ह ैतो 6 8 2 0dy
dx

       

इस ÿकार x = 2 पर फलन Ćासमान ह ैऔर x = 4 पर वĦªमान। 

8.2.1 वøŌ कì उ°लता 

हम एक जीप पर िवचार कर जो एक गितरोध कì िÖथित से ÿÖथान करती ह ैऔर कुछ 
समय म¤ एक िनिĲत गित ÿाĮ करती ह।ै माना िक इसने y (मीटर) दरूी t सैकेÁड्स म¤ तय कì ह,ै इस े
िनÌन ÿकार स ेसÌबिÆधत िकया जा सकता ह।ै 

2 ( )y t I  
1t  होन ेपर 1y   
4t  होन ेपर 16y   एवं  इसी ÿकार अÆय मÐूयŌ पर 

(1) का अवकलन करने पर 

2 (2)dy t
dt

  

,dy t
dt

  समयाविध म¤ रÉतार ह।ै दसूरे शÊदŌ म¤  

जब 4t   ह;ै 2 4 8dy
dt

    मीटर ÿित सकैÁड ह,ै एवं   

इसी ÿकार t के अÆय मÐूयŌ पर। 
अब (2) का पनु: अवकलन करने पर 

2

2 2d y
d x

  (3) 

यह रÉतार म¤ ÿित सकैÁड पåरवतªन या गितविृĦ ह।ै 

पåरवतªन कì दर ह ैऔर यह िÖथर ह।ै 

उपरोĉ शÊदावली का उपयोग करके हम वø कì उ°लता का ÖपĶीकरण कर¤गे। 
 माना िक फलन 

 

म¤ y म¤ बढ़ती हòई दर से विृĦ हो रही ह,ै जबिक  

इसका ताÂपयª यह हòआ िक वø y = f (x) Öपशª रेखा के ऊपर िÖथत ह ैऔर यह ऊपर कì 
ओर उÆनतोदर अथवा नीचे कì ओर उÆनतोदर ह ै(िचý 8.4) 

2

2 " ( )d y f t
dt

( )y f x
2

2 " ( ) 0d y f x
dx
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िचý 8.4(अ)  िचý 8.4 (ब)  िचý 8.4 (स) 

िचý 8.4 (ब) y म¤ विृĦ कì शÆूय दर को बताता है 

अथवा  ह ैवø म¤ कहé वøता नहé ह§।  

िचý 8.4 (स) y म¤ विृĦ कì दर का घटना दशाªता ह ैअथवा  

 

 
िचý 8.5 

यिद वø िचý 8.5 म¤ बताये ÿकार कì ह ैतो हम¤ िनÌन ÿकार कì िÖथित ÿाĮ होगी वø पर 
A से B कì 'ओर बढ़ने पर f11 ³यŌिक AM ऊपर कì ओर नतोदर ह।ै B िबÆद ुसे C तक f11 > 0 
³यŌिकNBC नीचे कì ओर उÆनतोदर ह§। B िबÆद ुपर f11 का िचĹ बदलता ह ैऔर इस िबÆद ुपर f11 
= 0 ह।ै यह िबÆद ु B वø का नित पåरवतªन का िबÆद ु (point of inflexion) कहता ह ैऔर Öपशª 
रेखा को नित पåरवतªन Öपशª रेखा (inflexion tangent) कहते ह§। 

8.3 एक चर के फलनŌ म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ 
उपरोĉ पķृभिूम म¤ अब हम एक चर के फलनŌ म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ पर िवचार कर¤गे। 

इनको ÖपĶ करने के िलए हम िचý 8.6 म¤ बताये फलन पर िवचार कर¤गे। 

 

2

2 " ( ) 0d y f x
dx

 

2

2 0; 0d y dy
dx dx
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जैसा िक हम जानते ह§ जब  ह,ै वø के इस िबÆद ु पर Öपशª  रेखा x - अ± के 

समानाÆतर होगी। IA एवं  B ऐसे िबÆद ुह§। िबÆद ु A उि¸चķ ह ैएवं  िबÆद ुB िनिÌनķ ह।ै इसिलए A 

एवं  B के समान िकसी िबÆद ुके चरम मÐूय होने कì अिनवायª शतª उस िबÆद ुपर  होना 

ह।ै लेिकन जैसा िक िचý 8.5 म¤ बताया गया ह ैहम¤ नित पåरवतªन का िबÆद ुभी ÿाĮ हो सकता ह।ै 
इसिलए िचý 8.5 म¤ B िबÆद ुन तो उि¸चķ ह ैऔर न िनिÌनķ। इससे यह िनÕकषª िनकलता ह ैिक 

 होना चरम मÐूय कì आवÔयक शतª ह ैपरÆत ुपयाªĮ शतª नहé ह।ै  

अब हम िचý 8.6 (अ) को देख¤। इसम¤ < A भाग वĦªमान वø ह ै अथाªत ्  

यīिप यह घटती हòई दर से विृĦ को बताता ह ै³यŌिक  अगला भाग AM Ćासमान 

वø ह ै अथाªत ् यīिप यह बढ़ती हòई दर से घट रहा ह ै ³यŌिक   और 

इस ÿकार कोई भी िबÆद ु उि¸चķ ह ै या िनिÌनķ इसका िनणªय िनÌन आधारŌ पर 

िकया जा सकता ह।ै उस िबÆद ुपर   

  होने पर वह उि¸चķ ह।ै 

  होने पर वह िनिÌनķ ह।ै 

सं±ेप म¤ 
सामाÆयतया  
 उि¸चķ िनिÌनķ 
अिनवायª शतª 

 
 

पयाªĮ शतª  एव   एंव  

अथªशाľ म¤   
 उि¸चķ

 
िनिÌनķ 

ÿथम कोिट कì शतª  
 

 

िĬतीय कोिट कì शतª 
 

 

उदाहरण 83 
माना िक y = 60 + x2 एक औसत लागत फलन ह ै

0dy
dx



0dy
dx



0dy
dx



0dy
dx



2

0 1d y
dx



0dy
dx


dy
dx

0

2

2 0 1d y
dx



0;dy
dx


2

2 0d y
d x



0;dy
dx


2

2 0d y
d x



0dy
dx

 0dy
dx



0dy
dx


2

2 0,d y
dx

 0dy
dx


2

2 0d y
dx



0dy
dx

 0dy
dx



2

2 0d y
dx


2

2 0d y
dx
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(अिनवायª शतª) 

 
अब यह जानने के िलए िक x = 3 पर फलन का उि¸चķ िबÆद ुह ैया िनिÌनķ इस िĬतीय 

कम का अवकलन ल¤गे। 

 

इसिलए वø नीचे कì ओर उÆनतोदर ह ैऔर x = 3 पर फलन  
का मÐूय Æयनूतम है; अथाªत ्x = 3 पर औसत लागत Æयनूतम है 

 

8.4 दो या अिधक चरŌ के फलनŌ म¤ उि¸चķ एवं  िनिÌनķ  
माना िक िदया हòआ फलन 

 
इस ÿकार कì िÖथित म¤ चरम मÐूयŌ के िलए अिनवायª एव ंपयाªĮ शतª ÿाĮ करन ेके िलए 

हम आिंशक अवकलज लेते ह§। अथªशाľ म¤ एवं  को ÿथम कोिट कì शत¦ 
कहा जाता ह ैएवं  शत¦  

 को िĬतीय कोिट कì शत¦ कहा जाता ह।ै आिथªक िनयम ÿाĮ करने के िलए 
िĬतीय कोिट कì शत¦ महßवपणूª होती ह§। 
इसिलए 
 उि¸चķ िनिÌनķ 
आवÔयक शतª 

 
 

 
 

 

पयाªĮ शतª 
एंव 

एंव    
2

2

u
y





 

यīिप जब 

एव   

हो तो सैडल - िबÆद ुहोगा । सैडल - िबÆद ुपर फलन का एक  

6 2 0dy
dx

     

3  

2

3 3

0

0 ( )
3 27 24

u fx
x

fx fy fxx fyy fxy
u x y x


 


 

   

2( 60 6(3) 3 ) 60 18 9) ( 51)y y       

( , 6 )U f y 

0fx  0fy 

,xx fyy fxy

0u fx
x


 


0u fx
x


 


0u f
y


 


0u f
y


 


2 2

2 20 ; 0u u
x y


 


 

2 2

2 20; 0u u
x y


 


 

2 2

2 2

u u
x y
 


 

2u
y

 
   

2

2

u
x



22u
x y

 
   

0, 0fx fy 
2

2

u
x



2

2

u
y





22u
x y
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चर के ÿित Æयनूतम और दसूरे चर के ÿित अिधकतम होता ह।ै  

और जब   हो तो जाचँ िवफल मानी जाती ह।ै इन शतŎ 

को िनÌन ÿकार से भी िलखा जा सकता ह ै:- 

इस ÿकार  एव होने पर हम िदये  
हòये फलन कì ÿकृित के सÌबंध म¤ कोई सचूना दनेे कì िÖथित म¤ नहé होते। 

उदाहरण 8.4  

िदया हòआ फलन ह।ै ह।ै 
हम u फलन के चरम मÐूय ²ात कर¤गे। इसके िलए हम¤ ÿथम  
एवं  िĬतीय कोिट कì शतŎ का पåरकलन िनÌनानसुार करना होगा :- 

ÿथम कोिट कì शत¦ 

fx = 3x2 – 3 = 0  अथवा  = 0  
    अथवाx2 - 1 = 0 
fy = 3y2 – 27 = 0  अथवा 3 (y2 – 9) = 0 
    अथवा y2 – 9 = 0 
इसिलए िनद¥शांक ह§ 

 
िĬतीय कोिट कì शत¦ 

 
 
 

अब  और  होन ेपर  
 

 
 

2 2

2 2

u u
x y
 


 

22u
x y

 
   

0fx fy  2( )fxx fyy fxy

3 3 3 27 24u x y x   

23 ( 1)x 

       1, 3 , 1, 3 , 1 , 3 , 1, 3   

9fxx x
9fyy 
0fxy 

1x  3y   1, 3

9 9 0fxx x  
9 27 0fyy y  

         2 2. 9 9 0fxx f yy fxy x y  

 फलन u = f(x,y)के िलए 
शत¦ उि¸चķ िनिÌनķ सैडल – िबÆद ु कोई सचूना नहé 
ÿथम कोिट 
िĬतीय कोिट 

fx = fy = o 
fxx < o 
fxx0 fyy- (fxy)2 

fx = fy=0 
fxx> o 
fyy > o 
fxx fxx – 
(fxy)2 

> o 

fx = fy = o 
 
 
fxx fyy 
–(fxy)2 

> o 

fx = fy= o 
 
fxx 
fyy-(fxy)2 

 
= o 
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इस ÿकार िनद¥शाकंŌ (1, - 3) पर u का Æयनूतम िबÆद ुह।ै  
अब एवं होने पर 

 
 

 
 

इस ÿकार िनद¥शाकं(1, - 3) पर सैड़ल-िबÆद ुह।ै  
अब एंव  होने पर 

 
 

 
इस ÿकार पनुः पर सैड़ल – िबÆद ुह।ै  

जब एंव  होने पर 
 
 

 
इस ÿकार  एवं  पर u अिधकतम ह।ै 
उपरोĉ िववचेन म¤ हमन ेआिंशक अवकलनŌ का उपयोग करते हòये दो चरŌ के फलन के 

चरम मÐूय िनधाªåरत करने कì आवÔयक एव ंपयाªĮ शतŎ को जाना ह।ै यīिप अथªशाľ म¤ ह§ ऐसी 
समÖयाय¤ भी िमलती ह§ िजनम¤ दो से अिधक चर होते ह§ (मांग का िसĦाÆत, उÂपादन िसĦाÆत 
आिद)। ऐसी िÖथित म¤ समÖया जिटल हो जाती ह,ै ³यŌिक कभी-कभी िĬतीय कोिट कì शतŎ के 
िनिहताथŎ का अÅययन करना भी आवÔयक होता ह।ै इस किठनाई को दरू करने के िलए एक 
वैकिÐपक िविध ह ैिजसम¤ अवकलŌ का उपयोग िकया जाता ह।ै इस िविध को समझने के िलए हम 
दो चरŌ वाले फलन को लेते ह§। माना िक िदया हòआ फलन  

ह।ै 
चरम मÐूय कì आवÔयक शतª ह।ै 

 
इसका आधार यह ह ै िक चरम मÐूय के िबÆद ु पर Öपशª रेखाय¤  तल के 

समानाÆतर होती ह ैऔर U का मÐूय िÖथर होता है, इसिलए होता ह।ै इसके अितåरĉ, हम 
यह भी कह सकते ह§ िक उि¸चķ या िनिÌनķ का िनधाªरण करने के िलए अितåरĉ शतª म¤ 
पåरवतªन से सÌबिÆधत ह।ै इसिलए, िनिÌनķ के िलए पयाªĮ शत¦ एवं   ह।ै 

     29 1 9 3 0  

9 27 243 0  

1x   3 1, 3y   

9 9 0fxx    
9 27 0fyy y   

     2. 9 1 9 3 0fxx f yy fxy x    

   9 27 243 0   

1x    3 1, 3y  

9 9 0fxx     
9 27 0fyy y  

       2 2. 9 27 0 243 0fxx f yy fxy     

 1, 3

1x    3 1, 3y    

9 9 0fxx x   
9 27 0fyy y   

     2. 9 27 243 0fxx fyy fxx     

1x   3y  

( , )U f x y

. . 0du df fx dx fy dy  
( , )x y

0du 
du

0du  2 0d u 
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 इसी ÿकार उि¸चķ के िलए पयाªĮ शत¦ एवं   ह।ै यिद हो 
तो  पर जाना होगा परÆत ुऐसी पåरिÖथित िवरल होती ह।ै इस ÿकार शत¦ ह§ – 

 उि¸चķ  िनिÌनķ 

   

   
जहाँ  
चूं िक  ह,ै इसम¤ अÆतिनªिहत ह ैिक 

एवं   
िĬतीय। कोिट कì शतª  के िलए आवÔयक ह ै

 
इस ÿकार िनिÌनķ के िलए पयाªĮ शत¦ du = 0 एवं  d2u > 0 
 ह।ै आिंशक अवकलज कì शÊदावली म¤ यह होगी। 

   

   
उि¸चķ के िलए पयाªĮ शत¦ ह§ du = 0 एवं  d2u < 0, आिंशक अवकलन कì शÊदावली म¤ 

होगी। 
 

 
 

उदाहरण 8.5 
 

ÿथम कोिट कì शतª 

 

अथवा  अथवा  

   

    

     
सचूकाकं ह ै (1, 3), (1, - 3), (- 1, 3)., (- 1, - 3) 
िĬतीय कोिट कì शत¦ 

 
 

 

0du  2 0d u  2 0d u 
3d u

0du  0du 
2 0d u  2 0d u 

2 2 2. . .d u fxx d x fyy d y fxy dx dy  

0du 
0fx  0fx 

2 0,d u 
20, . ( ) 0fxx fxx fyy fxy  

0fx  0fy 
0fxx  2. ( ) 0fxx fyy fxy 

0 ; 0fx fy 
0; 0fxx fyy 

2. ( ) 0fxx fyy fxy 

3 3 3 27 24u x y x y    

2 2

.
(3 3) (3 27) 0

du fx dx fy dy
du x dx y dy

 

    
2(3 3) 0x   23 27 0y  

23 27 0y   23 ( 9) 0y  

1x   2 9 0y  

3y  

2 2 2. . 2 .d u fxx d x fyy d y fxy dx dy  

9 ;fxx x 0fxy 
9fyy y
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िनद¥शाकं  अथाªत  और  होने पर 

 
यिद िनद¥शाकं अथाªत्  और  होने पर 

 
यह अिनधाªरणीय िÖथित ह।ै 

िनद¥शाकं  अथाªत्  और लेने पर 
 

यह भी एक अिनधाªरणीय िÖथित ह।ै 
िनद¦शाकं  अथाªत ्  और होने पर  

 
अत: यह उ¸चतम िबÆद ुह।ै  

अËयास - 6 िनÌन फलन का चरम मÐूय ²ात कìिजये-  
 

 हल- 
सवª ÿथम हम y फलन का अवकलन फलन ÿाĮ करते ह§ 

 

øािÆतक सं́ या अथाªत ् x का वह मÐूय जहां  f1 (x) = 0 हो, ÿाĮ करने के िलए हम 
अवकलन फलन को शÆूय के बराबर रखकर िनÌन समीकरण ÿाĮ करते ह§  

 
x के िलए उपरोĉ समीकरण को हल करने पर हम¤ x = 2 
ÿाĮ होता ह।ै  

 होने पर 

Y = - 4 + 8 + 7 = 11 होगा। 

11 िदये हòये फलन का उि¸चķ या िनिÌनķ मÐूय ह?ै इस ÿĳ का उ°र ÿाĮ करने हते ुहम¤ y 
फलन के िĬतीय कम के अवकलन  या  का िचÆह ²ात करना होगा। 

का x के सदंभª म¤ अवकलन 

 

चूं िक िदये हòये फलन के िĬतीय øम के अवकलज का मÐूय  
ऋणाÂमक ह,ै अत: 11 फलन का उि¸चķ मÐूय ह।ै 

 

2 2 29 9 0d u d x y d y   
(1, 3) 1x  3y 

2 2 29 27 0d u d x d y  
( 1, 3)  1x   1y  

2 2 29 27d u dx dy 

(1, 3) 1x   3y 
2 2 29 27 0d u dx dy  

( 1, 3)  1x   3y  
2 2 29 27 0d u dx dy  

2 4 7y x x   

1( ) 2 4dyf x
dx

    

2 4 0x  

2x 

x 11( )f 

dy
dx
d
dx

2

2 2 0dy d y
dx dx
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अËयास – 7 

फलन  का चरम मÐूय ²ात कìिजये। 
हल – 

सवª ÿथम हम फलन का अवकलज फलन ²ात कर¤गे 

 

के िलये उपरोĉ समीकरण हल करने पर हम¤ ÿाĮ होता ह ै

 

जहा ं  

 
 फलन का उि¸चķ या िनिÌनķ मÐूय है?  

इस ÿĳ का उ°र ÿाĮ करने के िलए िĬतीय øम के अवकलज  

 का िचÆह ²ात करना होगा। 

 का x के संदभª म¤ अवकलन करन ेपर  

िĬतीय øम के अवकलज का मÐूय धनाÂमक ह ैअत:  

िदये हòये फलन का Æयनूतम मÐूय ह।ै 

अËयास - 8 
िनÌन फलन के सापे± चरम मÐूय ²ात कìिजये 

 
सवª ÿथम हम y फलन का अवकलज फलन ²ात कर¤गे 

 

øािÆतक सं´याय¤, अथाªत ्x के वे मÐूय िजन पर f1 (x) = 0 हो, ²ात करने के िलये हम 
अवकलज फलन को शÆूय के बराबर रखकर िनÌन समीकरण ÿाĮ करते ह§ 

 
या  
या   

 
अथाªत का मÐूय +1 या – 1 øािÆतक मÐूय ह§।  

22y x x 

1( ) 4 1dyf x
dx

   

x
1
4

x  

1
4

x  

21 12
4 4

y     
 

1
8



2

2

d y
dx
dy
dx

1
8



3 3 5y x x  

dy
dx

1 2( ) 3 3f x   

23 3 0x  
23 3x 

2 1x 

1x  
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 होने पर 

 

 
अत :  लेने पर y का मÐूय उि¸चķ होगा। 

 

 होने पर 

 

अतः  लेने पर y फलन का िनिÌनķ मÐूय 
 ह।ै 

अब तक हमने ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì तकनीकŌ का ²ान ÿाĮ िकया ह।ै अब हम 
ÿितबिÆधत अनकूुलतमावÖथा ²ात करने कì, िविधयाँ सीख¤गे। पहले हम अनकूुलतमीकरण 
(optimisation) कì धारणा पर िवचार कर¤गे। 

8.5 ÿितबिÆधत अनुकूलतमीकरण कì धारणा 
पवूª खÁड म¤ हमने दो िवकÐप चरŌ कì िÖथित म¤ उĥÔेय फलन के चरम मÐूय ²ात करने कì 

सामाÆय िविध कì जानकारी ÿाĮ कì ह।ै उस खÁड म¤ बताई गई िविध कì एक िवशेषता यह ह ैिक 
दोनŌ िवकÐप चर एक दसूरे से Öवतंý ह§, अथाªत ्एक चर के सÌबंध म¤ िलया गया िनणªय दसूरे चर के 
सÌबÆध म¤ चयन से नहé टकराता। उदाहरण के िलये दो वÖतयु¤ पैदा करने वाली फमª दोनŌ वÖतओु ं
(Q1 एव ं Q2) कì कोई भी माýा जो वह चाह े चयन कर सकती ह-ै दोनŌ चयन एक दसूरे का 
पåरसीमन नहé करते। िकसी न िकसी ÿकार स ेयिद वह फमª इस ÿितबंध का पालन करना चाहती ह ै
िक दोनŌ वÖतओु ंका कुल उÂपादन 1000 इकाई हो (Q1 + Q2 = 1000), तो िवकÐप चरŌ के 
बारेम¤ Öवतंýता समाĮ हो जोती ह।ै ऐसी िÖथित म¤ फमª का लाभ अिधकतमकरण उÂपादन Öतर Q1 
व Q2 न केवल यगुपत ल¤गे बिÐक परÖपर िनभªर भी ³यŌिक Q1 अिधक लेन ेपर Q2 कम होगा 
तािक कुल उÂपादन 10000 इकाई रह।े उÂपादन-कोटा को संतĶु करने वाला ऐसा अनकूुलतम 
ÿितबिÆधत अनकूुलतम होगा, जो साधारणतया Öवतंý अनकूुलतम से िमý होगा, िजसे िपछले खÁड 
म¤ समझाया जा चकुा ह।ै 

ऊपर बताया गया उÂपादन कì िनधाªåरत माýा जैसा ÿितबÆध दो चरŌ म¤, उनकì िवकÐप 
चरŌ के łप म¤ भिूमका के łप म¤, एक सÌबÆध Öथािपत करता ह।ै ÿितबÆध को लाग ू करने का 
ÿाथिमक उĥÔेय िवचारणीय अनकूुलतमीकरण कì समÖया म¤ उपिÖथत पåरसीमन घटकŌ को Åयान म¤ 
लाना ह।ै अथªशाľ म¤ हमारे सम± अनकूुलतमीकरण कì जो समÖयाय¤ आती ह§ उनम¤ से बहòत सी 
ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì समÖयाय¤ होती ह§। एक उपभोĉा अपने बजट ÿितबÆध के अÆदर 

1x  
2

2 6d y x
dx



6 ( 1) 6 0    
1x  

3( 1) 3 ( 1) 5
1 3 5

7

Y     
   


1x  
2

2 6 6 0d y x
dx

  

1x 
1 3 5 3y    
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अपनी संतिुĶ को अिधकतम करता ह।ै एक उÂपादक फलन Ĭारा िदये ÿितबÆधŌ के अÆतगªत लागत 
को Æयनूतम करता ह।ै 

उÂपादन कì िनधाªåरत माýा के कारण उÂपादन चयनŌ पर लगने वाले ÿितबÆधŌ को आप 
ऊपर देख चकेु ह§। ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì ÿकृित को ठीक ÿकार से समझने के िलये हम 
एक उपभोĉा को लेते ह§ िजसका उपयोिगता फलन िनÌन ह ै- 

 
जहां  सीमाÆत उपयोिगताय¤ आिशक अवकलज ह§ 

 

एंव वे एवं  के सभी धनाÂमक मÐूयŌ के िलये धनाÂमक ह§। ऐसी िÖथित म¤ िबना िकसी 
ÿितबÆध U को अिधकतम करने के िलये उपभोĉा को दोनŌ वÖतओु ंकì अनÆत माýाय¤ खरीदनी 
चािहये। यह एक ऐसा हल ह ैजो Óयावहाåरक ŀिĶ से नगÁय सगंतता रखता ह।ै अनकूुलतमीकरण कì 
समÖया को अथªपणूª बनाने के िलये उपभोĉा कì øय शिĉ को भी Åयान म¤ िलया जाना चािहए। 
समÖया म¤ बजट ÿितबÆध को शािमल करके हम ऐसा कर सकते ह§। Öमरणीय ह ै िक िकसी भी 
उपभोĉा के पास असीिमत या अनÆत øय-शिĉ (अथाªत मþुा) नहé होती। यिद उपभोĉा एक 
िनिĲत धनरािश माना िक ł. 60/- दो वÖतओु ंपर Óयय करना चाहता ह ैऔर ÿचिलत बाजार मÐूय 
P1 = 4 एवं  P2 = 2 ह,ै तो बजट ÿितबÆध को एक रेखीय समीकरण के łप म¤ िनÌन ÿकार से ÿÖततु 
कर सकते ह§ 

 या  

इस ÿकार के ÿितबÆध, जैसे िक पवूª म¤ उिÐलिखत िनधाªåरत उÂपादन माýा, एवं  के 
चयन को परÖपर िनभªर बना द¤गे। यिद उपभोĉा x1कì अिधक माýा चाहता ह ैतो ऐसा वह x2 कì 
कम माýा रखकर ही कर सकता ह।ै अथवा x2 कì अिधक माýा तब तक ही रख सकता ह ैजब वह 
x1 कम माýा रखने को तÂपर हो। अब समÖया समीकरण - 2 म¤ बताये ÿितबÆधो के अÆतगªत 
समीकरण 1 का अिधकतमीकरण करन े कì ह।ै अब हम उपरोĉ ÿकार कì ÿितबिÆधत 
अनकूुलतमीकरण कì समÖया को हल करने कì तीन िविधयŌ पर िवचार कर¤गे (ÿितबÆधŌ कì 
restraints, side relation या subsidiary conditions भी कहा जाता ह)ै 

8.6 िवकÐप चरŌ के øािÆतक मूÐय ²ात करना 

8.6.1 (क) ÿितÖथापन रीित (Technique of substitution) 

कुछ पåरिÖथितयŌ म¤ ÿितबÆधो से ÿाĮ समीकरण को, उस फलन म¤ िजसे अिधकतम या 
Æयनूतम करना है, ÿितÖथािपत िकया जा सकता ह।ै ऐसी िÖथित म¤ समÖया ÿितबÆध रिहत 
अिधकतमकरण या Æयनूतमकरण कì समÖया म¤ बदल जाती ह ैऔर िपछले खÁड म¤ बताई गई िविध 
ही काम म¤ आती ह।ै  

1 2 12 (1)U x x x 

1 2
1 2

u uU U
x x
 

 
 

1 24 2 60x x  1 24 2 60 (2)x x  

1x 2x
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िपछले खÁड म¤ िदये गये उदाहरण म¤ बजट ÿितबÆध (4x1 + 2x2 = 60) से िनÌन 
समीकरण ÿाĮ होती ह ै

 

हम उĥÔेय फलन म¤ (21) को (1) म¤ ÿितÖथािपत करके ÿितबÆध को उĥÔेय फलन म¤ 
संयĉु कर सकते ह§। इसका पåरणाम यह होगा िक उĥÔेय फलन केवल एक चर वाले फलन म¤ बदल 
जायेगा। 

 
 
 

 
अब हम इस फलन को िपछले खÁड म¤ बताई गई अनकूुलतमीकरण कì साधारण िविध से 

हल कर सकते ह§।  
उपयोिगता फलन के ÿथम अवकलज को शÆूय के बराबर रखने पर  

 

 

इस समीकरण को हल करने पर 
 

 
समीकरण (21) म¤ का मÐूय ÿितÖथािपत करने पर 

 

 
 

अब हम समीकरण (1) से U का øािÆतक मÐूय अथाªत ्ÿाĮ होने वाली कुल संतिुĶ जान 
सकते ह§  

 
 

U का øािÆतक मÐूय इसका ÿितबिÆधत उि¸चķ मÐूय ह ै³यŌिक िĬतीय अवकलज का 
मान शÆूय से कम है 

 

अनकूुलतमीकरण कì समÖया का øािÆतक मÐूय िनकालने कì यह पĦित सरल ह।ै िकÆत ु
उĥÔेय फलन म¤ दो से अिधक चर होने और कई ÿितबÆध होने पर चरŌ के ÿितÖथापन एवं  िवलोपन 

1
2 1

60 4 30 2
2

xx x
  

 1 2 12 1U x x x 

 1 1 130 2 2U x x  
2

1 1 130 2 2x x x  
2

1 132 2x x 

2
1 132 2U x x 

1
1

32 4 0dU x
dx

 

14 32x 

1 8x 

1x

2 130 2x x 

30 16 
14

U 1 2 12x x x 

   8 14 2 8 112 16 128      

2

2
1

4 0d u
dx
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करने कì िविध भार łप हो जाती ह।ै इसिलये आपको ÿितबिÆधता अनकूुलतमीकरण कì समÖया 
को हल करने कì दसूरी िविध बताई जायेगी , जो अिधक शिĉशाली ह ैऔर िवĴेषणाÂमक ÿकृित 
कì समÖयाओ ंम¤ अिधक उपयĉु ह।ै इसे यह लैगरेिÆजयन गणुांक (Lagrangean multipliers) 
िविध कहा जाता ह।ै 

8.6.2 लैगर¤िजयन गुणांक िविध (Lagrange – multiplier method) 

समानता के ÿितबÆध के साथ फलनŌ के उि¸चķ एवं  िनिÌनķ ÿाĮ करन ेके िलए सवाªिधक 
िविध लैगर¤िजयन गणुांक िविध ह।ै इस िविध का सार यह ह ैिक ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì 
समÖया को इस łप म¤ बदल िदया जाय िक ÿितबÆध रिहत चरम मÐूय ÿाĮ करने कì समÖया कì 
ÿथम अवकलज कì शत¦ लाग ूहो सक¤ । 

सरलता के िलये हम पहले खÁड म¤ बताई गई संतिुĶ अिधकतमकरण कì समÖया को इस 
िविध से हल कर¤गे। 

अिधकतमीकरण कì दी हòई समÖया 
 

बजट ÿितबÆध  
या  
उĥÔेय फलन म¤ ÿितबÆध को संयĉु करने पर सवंिधªत उĥÔेय फलन (augmented 

objective function)इस ÿकार िलखा जायेगा - 
….(3) 

úीक वणªमाला का अ±र  (लेÌबड़ा), अभी तक अिनधाªåरत सं´या का ÿितिनिधÂव 
करता ह।ै इसे लैगर¤ज या लैगर¤िजयन (अिनधाªåरत) गणुाकं कहते ह§। यिद हम िकसी ÿकार यह 
सिुनिĲत कर सक¤  िक  ह,ै तो ÿथम शतª परूी हो जायेगी और समीकरण 
(3) म¤ तीसरा पद िवलĮु हो जायेगा, चाह े  का मÐूय कुछ भी हो। तब फलन U फलन के समान 
होगा। अÆतर केवल इतना होगा िक U फलन का ÿितबिÆधत उि¸चķ ²ात करने के Öथान पर z 
फलन का Öवतंý उि¸चķ ²ात करना होगा। समीकरण (3) म¤ कोķकìय अिभÓयिĉ को िवलोप करन े
हते ुिनÌन िविध अपनाय¤गे - 

हम  को एक अितåरĉ चर मान¤गे। ऐसी िÖथित म¤ Öवतंý-चरम मÐूय (free 
entremum) कì ÿथम शतª तीन यगुपत समीकरणŌ के सटै के łप म¤ होगी : 

 

(ii) 

(iii) 

तीसरी समीकरण Öवाभािवक łप से ÿितबÆध कì संतिुĶ कì गारंटी ह ै

1 2 12U x x x 

1 24 2 60x x 

1 24 2 60 0x x  

 2 2 1 1 22 4 2 60z x x x x x     



4 1  2 2 –  60  0x x 




 
1

1 2 2 4 0zz x i
x


    


2 1
2

2 0zz x 


   
 

1 24 2 60 0zz x x 
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इस ÿकार, ÿितबंध को लैगरैज गणुाकं को एक अितåरĉ चर मानते हòये सवंिधªत उĥÔेय 
फलन म¤ शािमल करके हम z के øािÆतक मÐूय का गोपन (screening) करके हम ÿितबिÆधत 
चरम मÐूय फलन ÿाĮ कर सकते ह§, जो एक Öवतंý या ÿितबÆध रिहत फलन ह।ै 

उपरोĉ यगुपद समीकरणŌ के समु̧ चय (4) को हल करन े पर हम¤ एवं   का 
मÐूय ÿाĮ होगा। 

(ii) को 4 से गणुा कर (iii) म¤ से घटान ेपर 

 

अथवा (vi) 
(iv) को(i) से घटाने पर 

 

(ii)म¤ का मÐूय रखने पर 
 

म¤  का मÐूय ÿितÖथािपत करने पर 

 

इस ÿकार एवं  øािÆतक मÐूय हम¤ ÿाĮ हŌगे। यहा ंभी  एवं  

 का मÐूय वही ÿाĮ हòआ ह ैजो हम¤ ÿितÖथापन पĦित स ेÿाĮ हòआ था। यहा ंÅयान देन ेयोµय 
बात यह ह ैिक ÿितÖथापन िविध म¤  के मÐूय (जो अब एक िनिĲत सं´या ह)ै का कोई ÿितłप 
नहé होता।  

समीकरण (3) से ÖपĶ ह ैिक 
 

 
 

  
यह मÐूय वही ह ैजो हम¤ पहले ÿितÖथापन िविध काम म¤ लेने पर ÿाĮ हòआ था।  
सामाÆय łप स,े एक उĥÔेय फलन 

 िदया हòआ हो (5)  
एवं  ÿितबÆध हो  (6) 

1 2,x x 

1 2

1

2

4 2 60 0
4 8 0

2 8 60

x x
x

x





  
  

 

2 4 2x   

2

2

4 2
4 30

8 32
4

x








   
 

 
 



 1 2 4 8x    



 2

2

2 4 4 0
14

x
x

   



1 28, 14    4   1

2


1 2 1 1 22 (4 2 60)Z x x x x xl= + + + -
(8 14) (2 8) (0)l= ´ + ´ +
112 16 (0)l= + +
128=

( , )s f x y=
( , ) 0g x y =
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िजसे सदैव िकसी फलन को शÆूय के बराबर करके िनłिपत िकया जाता ह।ै 
तो हम सवंिधªत उĥÔेय फलन को िनÌन ÿकार से िलख सकते ह§:- 

(7) 
िजसम¤ माýा  (लैगर¤ज गणुांक),  एवं   से Öवतंý ह ै एवं  अ²ात ह।ै  फलन का 

 और  के संदभª म¤ आिंशक अवकलन करने और ÿाĮ समीकरण को शÆूय के बराबर रखने 
पर आवÔयक शतª ह ै– 

 

(8) 

 

चूं िक उपरोĉ समीकरण 8 (iii) ÿितबÆध (6) का पनुकª थन माý है, अत: संविधªत उĥÔेय 
फलन z के øािÆतक मÐूय Öवाभािवक łप से मलू कथन s के ÿितबंधŌ को परूा कर¤गे। 

चूं िक  अब िनिĲत łप स े शÆूय है, समीकरण (7) म¤  का øािÆतक मान 
ÿितबÆध (6) के साथ, समीकरण (5) के अनłुप होना चािहए। 

िĬतीय øम कì शतŎ को जानने से पवूª हम उपरोĉ सामाÆय ÿिøया को कुछ उदाहरणŌ स े
समझ ले। 
अËयास - 9 

िनÌन फलन का चरम मÐूय ²ात कìिजये - 
 

ÿितबÆध  
हल - 

उपरोĉ फलन का संविधªत उĥÔेय फलन 
 

 के øािÆतक मÐूय के िलये यह आवÔयक ह ैिक 
 
 

 
उपरोĉ समीकरणŌ को हल करने पर हम¤ िनÌन मÐूय ÿाĮ होते ह।ै 

,  एवं   

 øािÆतक मÐूय ह।ै यह अिधकतम अथवा Æयनूतम मÐूय ह ैया इनम¤ से कोई भी 
नहé ह ैयह जानने हते,ु हम¤ िĬतीय कम कì शतª पर इसकì जाचं करनी होगी। 
 

( , ) ( , )z f x y g x yl= +
l x y z

,x y l

0 ( )zZx fx gx i
x

l¶= = + =
¶

0 ( )zZy fy gx ii
y

l¶= = + =
¶

( , ) 0 ( )zZ g x y iiil
l

¶= = =
¶

( , )g x yl z

s xy=
4 0x y+ - =

( 4) 0z xy x yl= + + - =
z

0zx y l= + =
0zy x l= + =
4 0z x yl = + - =

2x = 2y = 2l =

9z s= =
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अËयास- 10 
िनÌन फलन का चरम मÐूय ²ात कìिजये 

 
ÿितबÆध  

हल: 
सवªÿथम हम संविधªत उĥÔेय फलन िलखते ह§ - 

 
 के øािÆतक मÐूय के िलए आवÔयक ह ैिक 

 

 

 

उपरोĉ तीन समीकरणŌ को øेमर के िनयम (इकाई 14) या अÆय िकसी रीित से हल करने 
पर हम¤ िनÌन मÐूय ÿाĮ हŌगे –  

 
एवं   

 
 का øािÆतक मÐूय अिधकतम है, Æयनूतम ह ैअथवा इनम¤ से कोई नहé, इसका िनणªय 

िĬतीय øम कì जाचं के आधार पर िकया जा सकेगा, िजस पर हम आगे िवचार कर¤गे। 

8.6.3 (ग) सकल अवकलन रीित (Total, Differential Approach)  

एक फलन के सकल अवकलन को िनÌन ÿकार से पåरभािषत िकया जा सकता ह ै
 (फलन) 

 

अलग-अलग पदŌ को कभी-कभी øमश:  और  के साप±े  के आिंशक 
अवकलन कहा जाता ह।ै एक फलन के आिंशक अवकलनŌ का योग सकल अवकलन होता ह।ै 
सामाÆय łप से एक फलन का सकल अवकलन  

 
इसके सभी आिंशक अवकलनŌ का योग होता ह।ै  

 

यिद  भी िकसी 'अÆय चर, , के अवकलनीय फलन हŌ तो 

2 2 5s x y xy x= - + +
2 0x y- =

2 2 5 ( 2 )z x y xy x x yl= - + + + -
z

2 5 0zzx x y
x

l¶= = + + + =
¶

2 2 0zzy y x
y

¶= = - + - =
¶

2 0zz x yl
l

¶= = - =
¶

2, 1, 0x y l= - = - =

5s z= = -
s

( , , )w f x y z=
w w wdw dx dy dz
x y z

¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶

, ,x y z w

1 1( , ......., )nw f x y x=

1

n

i
i

fdw dx
i x

S ¶=
= ¶

x t
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और  दो चरŌ, जैसे , एवं   के अवकलनीय फलन हो तो 

 

अËयास - 11 

यिद  हो जहां   एवं   ह,ै 

 ²ात कìिजये। 

हल –  

 

 

 

 और  का मÐूय ÿित Öथािपत करने पर 

 

 

सकल अवकलन रीित म¤ अÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì ÿथम को िनÌन łप म¤ Óयĉ 
िकया जायेगा - 

 
 (9) 

शतª परूी होने के िलये आवÔयक एवं  पयाªĮ ह ैिक दोनŌ आिंशक अवकलज  एवं   
यगुपत (simultaneously) शÆूय के बराबर हŌ। इस ÿकार ÿथम कोिट कì शतª का łप होगा। 

 या  

यह कथन ÿितबÆध  को जोड़ने पर भी माÆय रहता ह।ै लेिकन यहां  अब हम¤ 
 एवं   दोनŌ पहले के समान ''Öवैि¸छक िवचरण” नहé लेना चािहए। अत: यिद 

 ह ैतो  
 (10)  

i
i

dxdx dt
dt

=

x r s

i i
i

dx dxdx dy ds
r ds

= +
¶

x ys
y z

= +
12 ,x t y
t

= = 2z t=

ds
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ds s dx s dy s dz
dt x dt y dt z dt

¶ ¶ ¶= + +
¶ ¶ ¶

( )2 2 2

1 1 1(2) 2x y t
y y z t z

æ öæ ö æ öç ÷ç ÷ ç ÷= + - + - + -ç ÷ ç ÷ç ÷è ø è øè ø

2 2 2 2

2 1 2x yt
y y t zt x

= + - -

,x y z
2

2 2 2 4

2 1 22ds tt tt
dt t t t tt
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1 2 32 2 4ds t t t
dt t t t
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( , )s f x y=
.ds fx dx fy dy= +

fx fy

0fx fy= = 0s s
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तािक समीकरण (9) म¤  एवं   को पåरमाण समीकरण (10) Ĭारा ÿितबिÆधत हो 
जाये। इसिलये अब ÿथम कोिट कì आवÔयक शतª  (9) हो जाती ह ैबशत¥ िक  हो 
ओर  भी शÆूय हो। इसे संतĶु करने के िलये हम¤ िनÌन पåरणाम ÿाĮ होने चािहए। 

 (11) 

इस पåरभाषा कì ÿािĮ समीकरण 10 को  के सÆदभª म¤ हल करके पåरणाम को 
समीकरण 10 म¤ ÿितÖथािपत करके कì जा सकती ह।ै  

ÿितबÆध  के साथ शतª (।।) से दो समीकरण ÿाĮ हŌगे। यहाँ यह Åयान रख¤ िक 
अब भी ÿितबंध को शतª (।।) के साथ िवचार म¤ लेना ह।ै जब  ह ै तो Öवाभािवक łप म¤ 

 होगा िकÆत ुइससे िवपरीत सही नहé ह।ै 
 म¤ यह िनिहत ह ै िक  (अचर मÐूय) ह ैजो शÆूय होना आवÔयक नहé ह।ै 

इसीिलये जब तक ÿितबÆध कì ÖपĶ łप स ेÓया´या न कर दी जाये, समÖया म¤ कुछ सचूना छूट 
जायेगी। 

इस बात कì आसानी स ेजाचँ कì जा सकती ह ै िक सकल अवकलन पĦित से भी वही 
आवÔयक शतª ÿाĮ होती ह ैजो लैगर¤ज गणुांक पĦित स ेÿाĮ हòई ह।ै समीकरण (8) कì तलुना अभी 
ÿाĮ पåरणाम से कìिजये। समीकरण 8 (iii) केवल ÿितबÆध का दहुराव ह।ै नये पåरणाम भी ÿितबÆध 
कì संतिुĶ चाहते ह§। समीकरण समहू (8) कì ÿथम दो समीकरणŌ को øमश: िनÌनानसुार िलखा जा 
सकता ह-ै 

 एवं  (ii) 

ये समीकरण भी िनिĲत łप से समीकरण 11 के समान ही सचूना ÿदान करती ह।ै इनम¤ 
समीकरण 11 से िभÆन केवल यह बात ह ैिक िचÆह -  का ÖपĶतया उपयोग िकया गया ह,ै जो 
िनÌन अनपुात को बताता ह ै

 

इसिलये, दोनŌ पåरणाम पणूªतया समान ह§। 

8.7 ÿितबिÆधत अनुकूलतम कì िĬतीय कोिट कì शत¦ 
हम पहले उÐलेख कर चकेु ह§ (10) िक ÿितबÆध  का ताÂपयª यह ह ैिक 

 
अब  एवं   दोनŌ Öवैि¸छक नहé ह§। हम अब भी दोनŌ म¤ से एक को Öवैि¸छक 

िवचरण मान सकते ह§। यिद हम  को Öवैि¸छक िवचरण मानते ह§ तो  को  पर िनभªर 
मानना होगा, तािक समीकरण (10) संतĶु हो सके, अथाªत ्
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 के िलये उपयĉु अिभÓयिĉ ÿाĮ करने के िलये हम¤ अवकलन करते समय  को 
एक चर के łप म¤ मानना चािहये, यिद हम¤ dx को एक अचर मÐूय (constant) मानना ह।ै इस 
ÿकार 

 

 

 

 

 

 

तीसरे एवं  छठे पद को लघकृुत करने पर 

 

अत: वे  के िलये वां िछत अिभÓयिĉ ह ै
 (12)  

यहाँ यह नोट कर¤ िक अिÆतम पद  एक घातीय ह ै(  और  दोनŌ 
एक ही नहé ह§)। समीकरण 12 म¤  कì उपिÖथित इसको िĬघातीय नहé बनाती। लेिकन  
को ÿितबÆध  के कारण िĬघाती łप म¤ बदला जा सकता ह।ै ³यŌिक  ह,ै 
इसिलए यह Öवाभािवक ह ैिक  हो, तािक समीकरण (12) म¤ ÿयĉु ÿिøया स े
हम¤ िनÌन पåरणाम ÿाĮ हŌ। 

 

इस अिÆतम समीकरण को  के िलये हल करने पर हम¤ ÿाĮ होता ह ै- 
 

 
इस पåरणाम को समीकरण (12) म¤ रखन ेपर 
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समीकरण (ii) के अनसुार   
उपरोĉ पåरणाम के आधार पर ÿथम कोķकìय गणुाकं को ( ) के łप म¤ लघ ु

िकया जा सकता ह।ै इसी ÿकार अÆय पदŌ के िलये। यīिप समीकरण (8) का िĬतीय कोिट का 
आिंशक अवकलन करने पर आप पाय¤गे िक 

 
एवं   
ऊपर के कोķकìय गणुांक के सिुनिĲत łप से समान ह§। इसिलये, यिद हम सवंिधªत उĥÔेय 

फलन का उपयोग करते ह§ तो हम  को अिधक ÖपĶ łप से िनÌन ÿकार Óयĉ कर सकते ह§- 
 .......... (12) 

इस ÿकार 
फलन  और  
ÿितबÆध  लेने पर चरम मÐूय ÿाĮ करने के िलये. िĬतीय कोिट कì शतª को 

 कì धनाÂमक या ऋणाÂमक िनिĲतता के łप म¤ Óयĉ िकया जा सकता ह।ै यहां  पर हमारी 
Łिच  एवं   के सभी सÌभव मÐूयŌ के िलये  कì िचÆहगत सिुनिĲतता जानने म¤ न होकर 
केवल उस िÖथित से ह ैजहाँ समीकरण  (10) संतĶु होती हो। इस ÿकार चरम मÐूय के िलए 
िĬतीय कोिट कì शतª को िनÌन łप म¤ Óयĉ िकया जा सकता ह ै–  

Æयिूनķ  धनाÂमक सिुनिĲत हो, जबिक  हो  
उि¸चिķ  ऋणाÂमक सिुनिĲत हो जबिक  हो। हम िĬतीय कोिट कì इस 

शतª को सारिणक के łप म¤ Óयĉ कर सकते ह।ै ऐसा करने से पवूª हम¤ दो चरŌ के िĬघातीय łप और 
एक रेखीय ÿबÆध कì िÖथित का िवĴेषण कर लेना चािहए। 

 एक फलन ह ैऔर ÿितबÆध  ह।ै 

ÿितबÆध म¤ अÆतिनªिहत ह ैिक  

अत: हम  को एक चरीय फलन के łप म¤ पनु: िनÌन ÿकार से िलख सकते ह§ – 

 

 
यह Öवाभािवक ह ै िक  तभी घनाÂमक (ऋणाÂमक) सिुनिĲत होगा जबिक कोķकìय 

अिभÓयिĉयाँ घनाÂमक (ऋणाÂमक) हो। अब ऐसा होता िक िनÌन सारणीक 
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उपरोĉ कोķीय अिभÓयिĉ का ठीक ऋणाÂमक ह।ै फलÖवłप  एवं   के ऐसे मÐूय 
(दोनŌ गैर- शÆूय माýाय¤ हŌ) जो समीकरण  को संतĶु कर¤ हम वैकÐप łप म¤ िनÌन 
ÿकार से िलख सकते ह§ :-  

 धनाÂमक सिुनिĲत ह ैयिद  

 ऋणाÂमक सिुनिĲत ह ैयिद  

आप यहां  Åयान द¤ िक इस कसौटी पर िजस सारणीक का ÿयोग िकया गया ह,ै वह अÆय 

कुछ नहé बिÐक मलू िĬ-घातीय łप  का सारणीक ह,ै िजसके साथ एक बोडªर ऊपर एवं  एक 

वैसा ही बायé ओर रख िदया गया ह।ै ये बोडªर ÿितबÆध के दो गणुाकंŌ  एवं   से बने हòये ह§ एवं  
मलू िवकìणª म¤ एक शÆूय ह।ै यह सीमाबĦ िववेचक समिमत ह।ै 

जब हम िĬघाती łप  (समीकरण 121) पर लाग ूकरते ह§ तो  एवं   चर øमश: 
 एवं   हो जाते ह;ै और िववचेक ह ैिसयन (Hessian) 

 

से बना ह।ै साथ ही िĬघाती łप का ÿितबÆध  होने स,े हमारे पास 
 एवं   ह।ै इस ÿकार,  एवं   के व े मÐूय (दोनŌ शÆूय न हŌ) जो उपरोĉ 

ÿितबÆध को संतĶु करते ह§; के िलये हमारे पास िĬतीय कोिट कì शतª के िलये िनÌन कसौटी ह ै

 धनाÂमक िनिĲत ह ैयिद   

 ऋणाÂमक िनिĲत ह ैयिद  

दायé ओर के िववेचक को बोडªरड-हिैसन कहा जाता ह।ै ओ  Ĭारा बताया जाता ह,ै 

जहां  ऊपर कì ओर बार सीमा को इिंगत करती ह।ै  
इसके आधार पर हम यह िनÕकषª िनकालते ह§ िक 

 या  के øािÆतक मÐूय िदये हòये होने पर  के 
सापे± उि¸चķ को िनधाªरण करने के िलये  का धनाÂमक होना पयाªĮ ह;ै इसी ÿकार ऋणाÂमक 
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 इसे िनिÌनķ िनधाªåरत करन ेके िलये पयाªĮ ह ै- बशत¥ िक  म¤ आने वाले सभी अवकलज 

का मÐूयांकन  और  के øािÆतक मान के आधार पर हŌ 
अËयास - 12 

िनÌन फलन का चरम मÐूय ²ात कìिजये और बताइये िक यह उि¸चķ ह ैया िनिÌनķ?  
 ÿितबÆध   

सबसे पहले हम उपरोĉ फलन का संविधªत उĥÔेय फलन िलखते ह§ - 
 

 के øािÆतक मÐूय के िलए आवÔयक ह ैिक 
 
 

 
अËयास 5 म¤ उपरोĉ समीकरणŌ को हल करने पर हम¤ िनÌन मÐूय ÿाĮ हòये थे  

 एवं   
अब हम िĬतीय कोिट कì शतª का परी±ण कर¤गे 

 एवं   
हमारे Ĭारा चाह ेगये सीमाÆत अवयव  एवं   ह§।  
इस ÿकार हम पाते ह§ िक 

 

इससे ÿमािणत होता ह ैिक  उि¸चķ मÐूय ह।ै 
 

अËयास - 13 
िनÌन फलन का चरम मÐूय ²ात कर¤ और जांच कर¤ िक यह िनिÌनķ या उि¸चķ ह?ै 

 बशत¥ िक  
सवª ÿथम हम सविधªत उĥÔेय फलन  िलखते ह§ 

 
 के øािÆतक मÐूय के िलये यह आवÔयक ह ैिक 
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अËयास - 6 म¤ हम देख चकेु ह§ िक उपरोĉ समीकरणŌ को हल करने पर िनÌन øािÆतक 
मÐूय ÿाĮ होते ह§।  

 एवं   
िĬतीय कोिट के आिंशक अवकलज िनÌन हŌगे 

 
 

 इसिलए 

 

इससे िसĦ होता ह ैिक  फलन का Æयनूतम मÐूय ह।ै  

8.8 सारांश  
इस इकाई म¤ हमने अिधकतमीकरण कì समÖया का अÅययन िकया ह।ै  
हमारे िवĴेषण का मु́ य आधार अवकलन कलन (Differential Calculus) ह ै और 

िविभÆन øमŌ के अवकलज ÿाथिमक उपकरण। ÿथम एवं  िĬतीय कोिट कì शतŎ के आधार पर हम 
िजन चरम मÐूयŌ को ²ात करते ह§ वे सापे± उि¸चķ एवं  िनिÌनķ होते ह§। िनप¥± उि¸चķ या िनिÌनķ 
²ात करने के िलये हम¤ अितåरĉ सचूना कì आवÔयकता होती ह।ै हमारे िवĴेषण कì दसूरी सीमा 
यह ह ै िक हमने केवल समानता के ÿितबÆधो पर िवचार िकया ह।ै अवकलजन कलन Ĭारा 
असमानता के ÿितबÆधŌ कì िÖथित म¤ अनकूुलतमीकरण कì समÖया को हल नहé िकया जा सकता। 
असमानता (inequality) के ÿितबÆधो के अÆतगªत अनकूुलतमीकरण कì समÖयाओ ंको हल करन े
कì िविधयाँ आपको इकाई 16 व 17 म¤ बतायी जाय¤गी। इकाई 8 म¤ हम िनबाªिधत अनकूुलतमीकरण 
के अथªशाľ म¤ कुछ सरल ÿयोगŌ कì जानकारी ÿाĮ कर¤गे। 

8.9 अËयासाथª ÿĳ 
E1. फलन  का चरम मÐूय ²ात कìिजये जबिक  हो। इस बात 

कì जाचं कìिजये िक चरम मÐूय उि¸चķ ह ैया िनिÌनķ।  
E2. फलन  का चरम मÐूय ²ात कìिजये जबिक  हो। इस 

बात कì जांच कìिजये िक ÿाĮ चरम मÐूय फलन का अिधकतम या Æयनूतम मÐूय ह।ै 
E3. फलन  के चरम मÐूय ²ात कìिजये जबिक  हो। 
E4. फलन  का, ÿितबÆध  होने पर, Æयनूतम मÐूय ²ात 

कìिजये  का ³या मÐूय होगा? 
E5. फलन  का, ÿितबÆध  होने पर उि¸चķ या 

िनिÌनķ ²ात कìिजये। 
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E6. फलन  का ÿितबÆध  होने पर उि¸चķ एवं  
िनिÌनķ ²ात कìिजये।  

E7. फलन  ÿितबंध  होने पर उि¸चķ ²ात कìिजये। 

8.10 अËयासाथª ÿĳŌ के उ°र  
E1. x =1  y =y2    =y2 z =1 Æयनूतम 
E2. X1=y x2=4/5 =-2/5 Z=17/25 Æयनूतम 

E3. x =2 y =1  =-10 z =15 Æयनूतम 

E4. x =-12 y =8  =48 u =-96 Æयनूतम 
E5. x =6 y =9  =51 z -360 Æयनूतम 

E6. x =9 y =7  =66 s =528 Æयनूतम 
E7. x =20 y =2  =40 z =360 Æयनूतम 

8.11 शÊदावली 
अनकूुलतमीकरण Optimisation 
अिधकतमीकरण Maximization 
Æयनूतमीकरण Minimization 
उि¸चķ Maxima 
िनिÌनķ Minima 
ÿितबिÆधत / िनबाªिधत Constrained 
िवकÐप चर Choice Variable 
øािÆतक मÐूय  Critical Value 
गणुांक Multiplier 
सारणीक Determinant 
 

8.12 संदभª úÆथ 
1. Chiang, Alpha. C., Fundamental method of mathematical 

economics., Mc Graw – Hill, 1984. Chapter 12 
2. Weber, Jean E., Mathematical Analysis – Business and Economic 

Application, Harper, 1982 Chapter 3 and 8 
3. Mehta & Mudnani, Mathematics for economists, Sultan Chand & 

Sons, 198, Chapter 6. 

2 212 3s xy y x= - - 16x y+ =

2 210z x y= - 18x y- =
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इकाई - 9 

अनुकूलतमीकरण कì धारणा के  
अथªशाľ म¤ सरल ÿयोग 

 
इकाई कì łपरेखा 
9.0 उĥÔेय 
9.1 ÿÖतावना 
9.2 अथªशाľ म¤ ÿयोग 

9.2.1 उपभोĉा Óयवहार का िसĦाÆत 
 (उपयोिगता अिधकतमीकरण) 

9.2.2 साधनŌ का अनकूुलतम संयोग 
(अ) ÿितबं िधत िनगªत अथवा उपज अिधकतमीकरण 
(ब) ÿितबं िधत लागत Æयनूतमीकरण 
9.2.3 लाभ अिधकतमीकरण 

9.3 सारांश 
9.4 शÊदावली 
9.5 ÿĳŌ के उ°र 
9.6 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

9.0 उĥेÔय  
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप जान सक¤ गे िक :  

1. ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì धारणा का अथªशाľ म¤ ³या महÂव  
2. अनकूुलतमीकरण कì िविधयŌ का सरल आिथªक समÖयाओ ंको हल करने म¤ ÿयोग कì 

िविभÆन रीितयाँ कौन-कौन सी ह§; 

9.1 ÿÖतावना  
आप इस पाठ्यøम के ÿथम खÁड म¤ अवकलन, आिंशक अवकलन, उि¸चķ एव ंिनिÌनķ 

कì धारणा और अथªशाľ म¤ इनके ÿयोग कì जानकारी ÿाĮ कर चकेु ह§। इकाई 8 म¤ आपको 
ÿितबÆध रिहत एवं  ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì धारणा और ऐसी समÖयाओ ंम¤ øािÆतक मÐूय 
²ात करन ेकì सिंøयाओ ंको बताया गया ह।ै अथªशाľ म¤ हमारे सम± अनकूुलतमीकरण कì जो 
समÖयाएं  आती ह§ उनम¤ से बहòत सी ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì होती ह§। अब तक आपने जो 
सं िøयाय¤ सीखी ह§ उनका उपयोग ÓयिĶ आिथªक िवĴेषण म¤ उपभोĉा के Óयवहार के िसĦाÆतŌ 
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उÂपादक के Óयवहार के िसĦाÆतŌ, उÂपादक के Óयवहार के अÅययन और बाजार संतलुन के 
िसĦांतŌ म¤ कर सकते ह§। 

िपछली इकाई म¤ आप पढ़ चकेु ह§ िक िनधाªåरत कसौटी के आधार पर उपलÊध िवकÐपŌ म¤ 
से सवª®ेķ का चनुाव ही अनकूुलतमीकरण कì समÖया ह।ै जब हम अनकूुलतमीकरण कì समÖया म¤ 
उपिÖथत पåरसीमन घटकŌ को Åयान म¤ रखकर øािÆतक मÐूय ²ात करते ह§ तो यह ÿितबं िधत 
अनकूुलतमीकरण कì समÖया होती ह।ै जैसे बजट ÿितबÆध के अÆतगªत एक उपभोĉा को 
अिधकतम संतिुĶ ÿदान करने वाली िविभÆन वÖतओु ंकì माýाओ ंका िनधाªरण , िनधाªåरत उÂपादन 
Öतर के िलए उÂपादन लागत को Æयनूतम करने वाले साधन सयंोग का िनधाªरण आिद।  

ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì समÖया म¤ øािÆतक मÐूय (िवकÐप चरŌ के व े मÐूय 
िजनसे उĥÔेय फलन का वां िछत चरम मÐूय ÿाĮ हो सके) ²ात करने हते ुपåरिÖथित अनसुार िनÌन 
तीन िविधयŌ म¤ से िकसी एक का उपयोग िकया जाता ह ै 

1. ÿितÖथापन रीित  
2. ल§úेज रीित 
3. सकल अवकलन रीित  
इन रीितयŌ के बारे म¤ आपको इकाई 8 म¤ िवÖतार से बताया जा चकुा ह।ै अब हम आिथªक 

समÖयाओ ंम¤ इनका ÿयोग करके उपलÊध िवकÐपŌ म¤ स ेसवª ®ķे का चनुाव करन ेकì ÿिøया को 
देख¤गे। 

9.2 अथªशाľ म¤ ÿयोग  

9.2.1 उपभोĉा के Óयवहार का िसĦातं  

(उपभोĉा Ĭारा उपयोिगता का अिधकतमीकरण) ÿÂयेक उपभोĉा जो िववकेपणूª Óयवहार 
करता ह ैअपनी िनिदªĶ आय के Ĭारा अिधकतम उपयोिगता ÿाĮ करने का ÿयÂन करता ह।ै माना िक 
एक उपभोĉा दो वÖतओु ं  एवं   कì सीिमत माýा øय कर सकता ह,ै जो इन दो वÖतओु ंपर 
Óयय करने हते ुिनधाªåरत आय (धनरािश) पर िनभªर ह।ै वह यह भी चाहता ह ैिक øय कì जाने वाली 
वÖतओु ंका ऐसा संयोग चनुा जाये िजससे Óयय कì गई धनरािश से अिधकतम उपयोिगता िमले। 
यिद  एवं   पर Óयय कì जाने वाली धनरािश को  मान¤ एवं  दोनŌ वÖतओु ंकì कìमतŌ को 
øमश:  एवं   ल¤ तो उपभोĉा के उपयोिगता फलन को अिधकतमीकरण के उĥÔेय से 
िनÌनानसुार Óयĉ िकया जा जायेगा: 

(9.1)  
आय ÿितबÆध :  (9.2) 
हमारी समÖया उपभोĉा के उपयोिगता फलन (9.1) को आय ÿितबÆध (9.2) के अÆतगªत 

अिधकतमीकरण कì होगी। 
अËयास - 1 ²ात है :  

उपयोिगता    

1Q 2Q

1Q 2Q y

1p 2p

1 2( ) ..U f q q=

1 1 2 2 ..Y p q p q= +

1 2U q q=
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ÿथम वÖत ु  का मÐूय   Ł. 
िĬतीय वÖत ु  का मÐूय   Ł. 
उपभोĉा कì आय    Ł.  
वÖत ु  एवं   का उपभोग का संतिुलत Öतर बताओ तथा अिधकतमीकरण कì शतŎ 

कì पिुĶ करो।  
हल - 

यहां  उĥÔेय फलन    ह ै 
बजट ÿितबंध     
अथवा       
यहां  बजट ÿितबÆध समीकरण को उĥÔेय फलन म¤ ÿितÖथािपत िकया जा सकता ह।ै अत: 

ÿितÖथापन रीित काम म¤ ली जाएगी। बजट ÿितबÆध से िनÌन समीकरण ÿाĮ होता है: 
 

 

 

 फलन  का मान रखने पर 

 

 

अिधकतमीकरण के िलए  एवं   कì शत¦ परूी होनी 

अत: उपयोिगता फलन  का आिंशक अवकलन करने 

 

 एवं   का मान रखन ेपर 

 

िĬतीय आिंशक अवकलज ²ात करने पर 

 

िĬतीय आिंशक अवकलज  ह।ै यह शÆूय से कम दोनŌ शत¦ परूी होती ह§।  

 एवं   पर दी हòई आय से उपभोĉा 

का Öतर िदए? हòए ÿितबÆधŌ के अनłुप अिधकतम होगा। 

1Q 1 4p =

2Q 2 10p =
100y =

1Q 2Q

1 2( , )U f q q=

1 1 2 2Y p q p q= +

1 2100 4 10q q= +

1 24 1 0 1 0 0q q+ =

2 110 100 4q q= -

2 1
210
5

q q= -

2U 2q

1 1
210
5

U q q
æ ö
ç ÷= -ç ÷è ø

2
1 1

210
5

U q q= -

1 0
U

q
¶

¶ = 2
1

0U
q

¶ <
¶

U

1
1

410 0
5

U q
q

¶ = - =
¶

1
5 2510
4 2

q = ´ = 1q

2
2 2510 5
5 2

q = - ´ =

2
1

4 0
5

U
q

¶ = - <
¶

4 / 5-

1
25
2

q = 2 5q =
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अËयास - 2 िदया हòआ है - 
उपयोिगता फलन  

  
 
 

 
उपभोĉा का संतलुन ²ात करो। 

हल:- 
उĥÔेय फलन    
बजट ÿितबÆध   
  अथवा 

   
अथवा   

   
अत:    

   

  
 

उपयोिगता फलन के ÿथम अवकलज को शÆूय के बराबर रखने पर 
 

 अथवा 
 

समीकरण म¤ 4 का भाग दनेे पर 
 

 
 

 

 

चूं िक माýा घनाÂमक होगी अत:  ही सही मÐूय ह।ै बजट ÿितबÆध म¤  
ÿितÖथािपत करने पर  िĬतीय कोिट कì शतª के िलए  

 

 होने पर  

1 2 110U q q q= -

1 2p =

2 8p =
116y =

2
1 2 110U q q q= -

1 22 8 116q q+ =

1 22 8 116 0q q+ - =

1 22 116 8q q= -

1 258 4q q= -
2

2 2 2(58 4 ) 10(58 4 )U q q q= - - -
2 3
2 2 258 4 580 40q q q= - - +

2
2 2

2

116 12 40U q q
q

¶ = - +
¶

2
2 2116 12 40 0q q- + =

2
2 212 116 40 0q q- - =

2
2 23 29 10 0q q- - =
2
2 2 23 30 10 0q q q+ - - =

2 2 2(3 1) 10(3 1) 0q q q+ - + =

2 2(3 1) 10(3 1) 0q q+ - + =

2
1 &10
3

q = -

2 10q = 2 10q =

1 18q =

22
2

116 24U q
q

¶ = -
¶

2 10q =
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 यह शÆूय से कम है 
अत: िदये हòये बजट ÿितबÆध म¤  कì 18 इकाईयाँ और  कì 10 इकाईयाँ øय करके 

उपभोĉा अिधकतम उपयोिगता ÿाĮ करेगा।  
यहां  उपभोĉा संतलुन के िलए उपयोिगता िवĴेषण कì शतª परूी होती ह।ै  

 

 

 

 
बोध ÿĳ 
1. यिद उपयोिगता फलन  ह ै जहाँ  एवं   øमश: दो वÖतओु ं  एवं   कì 

माýाएं  ह§।  एवं   कì कìमत¤ øमश: 2 Ł. एवं  5Ł. ह।ै उपभोĉा कì आय 100 Ł. ह।ै 
वÖतओु ंकì वह माýा ²ात करो िजस पर िदये हòये ÿितबÆध के अÆतगªत उपभोĉा कì संतिुĶ का 
Öतर अिधकतम हो।  
संकेत उĥÔेय फलन  
बजट ÿितबÆध  

2. उपयोिगता फलन  तथा ÿितबÆध  Ĭारा अिधकतम उपयोिगता 
हते ु  तथा  का मान ²ात कìिजये।  

3. यिद उपयोिगता फलन  ह।ै  एवं   वÖत ु कì कìमत¤ øमश:  एवं  
 ह।ै उपभोĉा कì आय ÿितबÆध 150 Ł  ह।ै अिधकतम उपयोिगता के िलए  एवं  

 कì øय कì जाने वाली माýाएं  ²ात कìिजये।  

9.2.2 साधनŌ का अनुकूलतम संयोग 

अब हम ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण का ÿयोग एक फमª के Óयवहार से सÌबिÆधत िनणªय 
लेने म¤ कर¤गे। एक फमª का उĥÔेय अिधकतम उÂपादन अथवा Æयनूतम लागत पर उÂपादन साधनŌ का 
चयन करना ह ै अथवा उÂपादन साधनŌ के अनकूुलतम संयोग का चनुाव करना ह।ै अनकूुलतम 
साधन संयोग ²ात करने के िलए दो िविधयां  ह§ जो इÆहé दो उĥÔेयŌ पर िनभªर ह।ै ÿथम हम उÂपादन 
अथवा िनगªत अिधकतमीकरण कì समÖया का अÅययन करते ह§, तदपुराÆत लागत Æयनूतमीकरण 
कì समÖया का अÅययन कर¤गे। इन दोनŌ ही िÖथितयŌ म¤ हम¤ आगतŌ (Inputs) का एक ही उिचत 
संयोग ÿाĮ होता ह।ै 

2

2
2

116 240U
q

¶ = -
¶

124= -

1q 2q

2
1 2

2 1

10UMU q
q f
¶= = -

¶ =

2 2 1 2
2

2UMU f q q
q

¶= = =
¶

2
1 1 2 1

2 2 1 2 2

10 90 2
2 360 8

MU f q p
MU f q q p

-= = = = =

1 2U q q= 1q 2q 1Q 2Q

1Q 2Q

1 2U q q

1 22 5 100 0q q  

1 2U q q 1 23 100q q 

1 2q q 2q

1 2U q q 1Q 2Q 1 15p 

2 5p   1Q

2Q
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(अ) ÿितबिÆधत िनगªत अथवा उपज (output) अिधकतमीकरण (Constrained 
output maximization) 

मान लीिजये फमª का उÂपादन फलन  ह।ै ÿितबिÆधत िनगªत (output) 
अिधकतमीकरण के िलए यही उĥÔेय फलन ह।ै इस उĥÔेय फलन म¤ L तथा K øमश: ®म एवं  पूंजी 
कì माýाओ ं को तथा x उÂपादन अथवा िनगªत को Óयĉ करता ह।ै यिद सम लागत वø का 
समीकरण (ÿितबÆध) िनÌन ह:ै 

 
तब हम¤  के सापे±  को अिधकतम करना ह ै यहां   

तथा  ®म तथा पूंजी के बाजार मÐूय ह§ तथा C कुल लागत ह।ै लॉगर§ज (Lagrange) िविध 
Ĭारा उĥÔेय फलन को अिधकतम करने के िलए संबं िधत उĥÔेय फलन होगा: 

 
यहां   लॉगर§ज गणुक (Lagrange Multiplier) ह।ै 

 तथा  के सापे± z फलन के आिंशक अवकलनŌ को शÆूय के बराबर रखने पर  

 

 तथा  उÂपादन फलन के ®म व पूंजी के सापे± आिंशक अवकलज ह§ जो øमश: 
®म तथा पूंजी कì सीमाÆत उÂपादकता के ÿितिनिध ह§।  

समीकरण (iii) ÿितबÆध का पनुकª थन माý ह।ै 
ÿथम दो समीकरणŌ (i) एवं  (ii) से 

 

अथाªत ्

 

अथाªत ्

 

इस ÿकार फमª का उÂपादन दी हòई कुल लागत पर अिधकतम होगा जब ®म तथा पूंजी कì 
सीमांत भौितक उÂपादकता का अनपुात एवं  उनके मÐूयŌ के अनपुात बराबर हŌगे। उपयुªĉ पåरणामŌ 
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से यह भी सरलता पवूªक िसĦ िकया जा सकता ह ैिक संतलुन िबÆद ुपर समोÂपित वø का ढाल स म 
लागत वø के ढाल के बराबर होता ह।ै जैसा िक िचý 9.1 से ÖपĶ ह।ै 

समोÂपित वø  

ढाल  

ढाल कì समानता  

सम लागत वø  
 

 
साधनŌ का अनुकूलतम संयोग 

िचý 9.1 म¤ T िबÆद ुपर समोÂपि° वø कì ढाल  ह।ै 

जो सम लागत रेखा के ढाल  के बराबर ह।ै 
यिद ®म पर एक łपया Óयय करने स े कुल उÂपादन म¤ 5 इकाई कì विृĦ होती ह ै

 अथाªत ्

 से हम¤ ²ात होता ह ैिक ®म के िलए ÿÂयेक एक Łपया अितåरĉ Óयय करन े

पर उÂपादन म¤ 5 इकाई कì विृĦ हो जाती ह।ै इसी ÿकार  पूजंी पर एक Łपया Óयय करने से 

ÿाĮ िनगªत को सिूचत करता ह।ै यिद दोनŌ असमान हो 

 एवं   

तब इसका यह अथª होगा िक पूंजी पर एक łपया Óयय करने के Öथान पर ®म पर Óयय 
िकया जाये तो िनगªत एक इकाई अिधक होगा। अतएव 

 

हो तो फमª हते ु ®म-पूंजी संयोग अनकूुलतम नहé हो सकता। फमª का उÂपादन 
अिधकतमीकरण उसी अवÖथा म¤ हो सकता ह,ै जबिक 

 x f LK

L

k

f
f



L L

k L

f P
f P

 

L KC LP KP 

L

k

f
f

/L Kp p

 5LMpp 

5L

L

Mpp
p



k

k

Mpp
p

5L

L

Mpp
p

 4k

k

Mpp
p



kL

L k

MppMpp
p p





168 
 

 

कì शतª परूी हो, तथा इस िÖथित म¤ साधनŌ का अनकूुलतम सयंोग बन सकता ह।ै  
अËयास - 3 

यिद उÂपादन फलन  ह§। K एवं  L कì ÿित इकाई कìमत øमश: 2 Ł. एवं  4 
Ł. एवं  कुल लागत 80 Ł. होने पर िदये हòये लागत ÿितबÆध के अÆतगªत अिधकतम उÂपादन ²ात 
कìिजये। 
हल :-  

हम इस ÿĳ के हल के िलए ÿितÖथापन िविध का ÿयोग कर¤गे। 

उĥÔेय फलन  
ÿितबÆध   
अथवा 

   
अथवा   
उĥÔेय फलन म¤ K का मÐूय ÿितÖथािपत करने पर 

   
उĥÔेय फलन का ÿथम अवकलज  

 

यिद  दसूरे āैकेट के मÐूय  सÌभव नहé 

ह ै³यŌिक ऐसा मानने पर L का मान अनÆत  हो जाता ह।ै 

 

 

 

अतः  होने पर  
 होगा 

1/2Q L   
1/2 1/210 20   
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L k

MPP MPP
P P
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2 5 2 2 5      
2 5 2 10 2Q      

उÂपादन  होगा। वह उÂपादन अिधकतम होगा यिद उĥÔेय फलन के िĬतीय 
अवकलज का मान शÆूय से कम (ऋणाÂमक) हो। 

 
 

 िĬतीय कम के अवकलन का मान ऋणाÂमक ह ैअत: िĬतीय øम कì पिूतª भी परूी होती ह ै

एवं  उÂपादन Öतर  िदये हòये ÿितबÆधŌ कì सीमाओ ंम¤ अिधकतम ह।ै अब हम इसी समÖया 
को लॉगर§ज गणुक िविध कì सहायता से हल कर¤गे। 
लागर§ज िविध 

संविधªत फलन  तथा  के z के सापे± 

आिंशक अवकलनŌ को शÆूय  के बराबर रखने पर  

 

 

 

समीकरण (ii) को 2 स ेगणुा करने एवं  (i) से घटाने परे 

 

 

अथवा  

10 2
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समीकरण (iii) म¤ K का मान रखने पर 

 

अत: जब  ह,ै उÂपादन अिधकतम होगा इस तÃय कì जाचं करने हते ुहम¤ 
हसे के सीमारेखाबĦ सारिणक (Bordered Hassion determinant) का मान देखना होगा। यह 
मान घनाÂमक होने पर ²ात िबÆद ु (मÐूय) उि¸चķ मÐूय को ÿदिशªत करेगा एव ं इसके िवपरीत 
ऋणाÂमक होने पर िनिÌनķ मÐूय बताएगा सीमारेखाबĦ वह हसे के सारिणक का Öवłप ऐसा होगा: 

 
 
ÿÖततु उदाहरण म¤  

 एव  ह ैयह øमश: ÿितबÆध फलन म¤ L एवं  K के गणुाकं 
ह।ै 

 
 

 मÐूय सारणीक म¤ रखने पर

 
 
सारणीक का मान शÆूय से अिधक घनाÂमक ह ैअत: (10,20) पर उĥÔेय फलन का उि¸चķ 

होगा अथाªत ्उÂपादन अिधकतम होगा। 
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1/2 1/2

1/2 1/210 . 20

10 . 20 2 5 2 2 5

2 5 2 10 2

Q L K
Q





     

     
(ब) ÿितबिÆधत लागत Æयूनतमीकरण (Constrained Cost Minimization)  
यिद फमª का उĥÔेय उÂपादन का Öतर होने कì दशा म¤ लागत का Æयनूतमीकरण ह ैतो उĥÔेय 

फलन का गिणतीय łप होगा: 
 

उÂपादन Öतर ÿितबÆध होगा 
 

जहाँ L एव ंK इÆपटु ®म एव ंपूंजी कì माýाएं  ह§ एवं   एवं   øमश: ®म एवं  पूजंी कì 
कìमत¤ ह§।  उÂपादन का Öतर ह।ै  

लॉगर§ज गणुक  का ÿयोग करने पर संविधªत उĥÔेय फलन होगा 
 

अथवा 
 

L, K एवं   के सापे± z के आिंशक अवकलनŌ को शÆूय के बराबर रखने पर  

 

समीकरण (i) एवं  (ii) से 

 अथवा 
 

उपयुªĉ समीकरण का अथª ह ैिक फमª कì लागत उस िबÆद ुपर Æयनूतम होगी जहा ं®म एव ं
पूंजी का सीमाÆत उÂपादन उनकì कìमतŌ के अनपुात के बराबर हो। यहा ंयह Åयान रह ेिक उÂपादन 
फलन  के आिंशक अवकलज दोनŌ साधनŌ कì सीमाÆत उÂपादकता ह।ै इस उदाहरण म¤ 

 उÂपादन कì सीमाÆत लागत को बता सकता ह।ै साधन कì कìमत म¤ उसकì सीमाÆत भौितक 
उÂपादकता 
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का भाग दनेे पर सीमाÆत लागत ÿाĮ होती ह।ै इस बात को इस ÿकार भी कहा जा सकता ह ै
िक उपयुªĉ समीकरण उÂपादन Öतर िÖथर होने पर ÿÂयेक साधन के उपयोग पर सीमाÆत लागत को 
बराबर करता ह।ै 

 

के łप म¤ यह ÖपĶीकरण बताता ह ैिक संतलुन कì ÿथम शतª ह ैिक साधन ®म एव ंपूंजी के 

मÅय तकनीकì ÿितÖथापन कì सीमाÆत दर  उनकì कìमतŌ के अनपुात बराबर 

हŌ अथवा Æयनूतम लागत संयोग के िलए दो साधनŌ का कìमत अनपुात उनकì सीमाÆत उÂपादकता 
के अनपुात के बराबर हो अथाªत् 

 इÆपटु कì सं́ या अिधक होने पर सभी साधनŌ के िलए यह शतª यथावत ्

रहगेी अथाªत ्: 

 

यहाँ  इÆपटु कì सीमाÆत उÂपादकता तथा  उनकì 
कìमत¤ ह§। 

ÿथम शतª स े िनिÌनķ िबÆद ुका भरोसा नहé होता अत : िĬतीय शतª सीमारेखाबĦ हसैयन 
सारणीक का मान ऋणाÂमक होना चािहए। 

 

अËयास - 4 एक कारखाना दो ÿकार कì मशीन¤ x एव y माýा म¤ िनमाªण करता ह।ै संयĉु लागत 
फलन िनÌन ह ै– 

 
यिद कारखान¤ म¤ कुल 8 मशीन¤ बनाई ं जानी हŌ तो लागत Æयनूतम करने हते ुहर ÿकार कì 

िकतनी मशीन¤ बनाई जानी चािहए। 
हल:- 

उĥÔेय फलन  
ÿितबÆध  
लागर§ज गणुांक का उपयोग करने पर संविधªत उĥÔेय फलन होगा: 

 एवं   
के सापे± z के ÿथम आिंशक अवकलज शÆूय के बराबर रखने पर : 
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(i) 

   
(ii) 

   
(iii)  

 
उपयुªĉ समीकरणŌ को हल करने पर  ÿाĮ होते ह§। इस ÿकार ÿथम 

कोिट कì शतª परूी होती ह।ै यह ²ात करन ेके िलए िक यह िबÆद ु Æयनूतम लागत को ही दशाªते ह§ 
अिधकतम को नहé िĬतीय कोिट कì शतª भी परूी होनी चािहए।  

 

अत: 5 एवं  3 फलन  का ÿितबिÆधत Æयनूतम ह।ै 
वैकिÐपक िविध 

उĥÔेय फलन  
लागत फलन  
अथवा  

 

अत: 5, 3 फलन  का ÿितबिÆधत Æयनूतम ह।ै 
बोध ÿĳ 2  

(1) उÂपादन फलन  एवं  बजट ÿितबÆध  होने पर 
उÂपादन को अिधकतम करने के िलए L एवं  K के मÐूय ²ात कìिजए। 

(2) उÂपादन  एव ं y दो इÆपटुŌ का फलन है, जो इस ÿकार ह ै  यिद 
 हो तो x एवं  y इÆपटुŌ कì उÂपादन को अिधकतम करने वाली माýाएं  ²ात 

कìिजए।  
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(3) उÂपादन लागत उÂपािदत कì जाने वाली वÖतओु ं x एवं  y का फलन ह।ै लागत फलन 
 ह।ै दोनŌ वÖतओु ंका कुल उÂपादन 18 ÿाĮ करने के िलए दो वÖतओु ंकì 

उÂपादन माýा का Æयनूतम लागत संयोग बताइये। 
 

याद रह े     उि¸चķ यिद  एवं   

    िनिÌनķ यिद  एवं   

9.2.3 लाभ अिधकतमीकरण  

फमª का उĥÔेय अिधकतम लाभ कमाना होता ह।ै लाभ कुल आगम व कुल लागत का 
अÆतर होता ह।ै कुल आगम (R) व कुल लागत (c) दोनŌ उÂपादन माना (Q) के फलन होते ह§। अत: 
लाभ फलन को Q के फलन के łप म¤ िनÌन łप म¤ ÿÖततु िकया जाता ह।ै 

 
लाभ अिधकतमीकरण कì समÖया म¤ लाभ फलन उĥÔेय फलन होता ह।ै  
अËयास 5 एक फमª का उÂपादन फलन  ह।ै ®म, पूंजी एवं  

उÂपाद कì ÿित इकाई कìमत øमश: 1, 4 व 9 Ł. ह।ै पूंजी, ®म एव ंउÂपादन को अिधकतम लाभ 
ÿदान करने वाला संयोग बताइये।  
हल- 

कुल लागत फलन  L= ®म कì इकाइयां   
कुल आगम फलन    K= पूंजी कì इकाइयां   
     Q= उÂपादन माýा 
लाभ फलन  

 
अथवा   
संविधªत उĥÔेय फलन  

 

ÿथम कोिट कì शत¦  

     
(i) 

     
(ii) 

     
(iii) 
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समीकरण (ii) म¤  का मान ÿितÖथािपत करने पर 

 

समीकरण (iii) म¤  का मान ÿितÖथािपत करने पर 

 

अतः  

 
 

 

अथाªत  

 
 

िĬतीय कोिट कì शतª कì जांच है सीमा रेख बĦ हैिसयन सारणीक (Bordered 
Hessian Determinant) के Ĭारा कì जायेगी- 
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चूं िक िĬतीय एव ं चतथुª ÿमखु माइनर (Principal Minor) का मान शÆूय से कम एव ं

ततृीय ÿमखु माइनर का मान शÆूय से अिधक ह§ अतः  शÆूय से कम होना अत:  व 
 पर चरम मÐूय अिधकतम होगा। 

ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण म¤ संविधªत उĥÔेय फलन म ेचारŌ कì सं´या दो से अिधक 
होन ेपर िĬतीय कोटी कì जाचँ हिैसयन बॉडेरªड सारणीक के ÿमखु माइनर के िचĹ के आधार पर कì 
जाती ह।ै x चर होने पर हिैसयन सारणीक का िनÌन łप होगा।  

 
इस सारणीक के ÿमखु माइनर िनÌन ÿकार से पåरभािषत िकये जा सकते ह§ :- 

 

एवं  अिÆतम होगा  

यहां  भी H पर ±ैितज बार (Horizontal bar) बॉडेरडª को इिंगत करती ह।ै पदाकं (sub 
script) ÿमखु माइनर के øम को बताते ह§। जैसे  से बॉडेरडª हिैसयन के िĬतीय 

ÿमखु माइनर को बताता ह।ै 
इस िÖथित म¤ सापे± परम मÐूय कì जाँच िनÌन आधारŌ पर कì जायेगा। 

शतª  उि¸चķ िनिÌनķ 
ÿथम कोिट कì आवÔयक 
शतª 
िĬतीय कोिट कì पयाªĮ 
शतª 

 

 

 

 
 

 

ÿथम कोिट कì शतª परूी होने पर 
अËयास - 6 

उÂपादन फलन  ह ै
और इÆपटु x और y कì ÿित इकाई कìमत øमश: 8 Ł व 4 Ł ह।ै उÂपादन कì ÿित इकाई 

कìमत Ł 32 ह।ै x और y साधन का अिधकतम लाभ ÿदान करने वाला संयोग ²ात कìिजए अत: 

2d Z 3L 
3 / 2K 

1 2 3
1 2

1 1 1 1 2 1 3
2 1 1 1 1 2 3

2 2 1 2 2 2 3
2 2 1 2 2

3 3 1 3 2 3 3

O g g g
O g g

g Z Z Z
H g Z Z H

g Z Z Z
g Z Z

g Z Z Z



nH H

2 1 2, , ,H O g g

1 2 .... 0nZ Z Z Z     

2 30; 0H H 

 4 0..... 1 0n
nH H  

1 2 .... 0nZ Z Z Z     

2 4, ..... 0nH H H 

   2 216 65 2 5 4 4Z x y    
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हल - उÂपादन फलन को ÿितबÆध मानते हòए कुल आगम फलन को उि¸चķ (Maxima) 
अिधकतम लाभ ÿदान करने वाला साधन संयोग बतायेगा। अत: 

उĥÔेय फलन :  
ÿितबÆध :  
संविधªत उĥÔेय फलन 

 

ÿथम कोिट कì शत¦- 

 

 

 

 

िĬतीय कोिट कì शतª के आधार पर जाचँ हिैसयन सारणीक स ेकì जायेगी:- 

 
अत:  शÆूय से कम होगा  पर अिधकतम कुल आगम ÿाĮ होगी 

अथाªत ्कुछ लाभ अिधकतम होगा। 
अËयास 7 - िबøì S एवं  िव²ापन माÅयम पर Óयय कì गई धन रािश x और y म¤ सÌबÆध िनÌन 
फलन के अनसुार है- 

 

शĦु लाभ िबøì का 1/5 म¤ से िव²ापन कì लागत घटाने पर शेष रही रािश ह।ै िव²ापन का 
बजट Ł 25 होने पर बताइए िक इस रािश को दोनŌ माÅयमŌ के मÅय िकस ÿकार आवं िटत िकया 
जाए िक लाभ अिधकतम हो। 
हल- 

ÿितबंध  

उĥÔेय फलन  

32 8 4R z x y  

   2 216 65 2 5 4 4 0z x y     

     2 2, , , 32 8 4 16 65 2 5 4 4F x y z z x y z x y            

32 16 0F
Z


   


 8 4 5 0F x
x


     



 4 8 4 0F y
y


     


152, 4,
4

x y   

2 0d z  154,
4

x y 

200 100
5 10

x yS
x y

 
 

25x y  

1 200 100
5 5 10

x y x y
x y
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संविधªत उĥÔेय फलन - 

 

 के सापे± ÿथम आिंशक अवकलज 

 
समीकरण  व c को शÆूय के बराबर रखकर हल करने पर (ÿथम कोिट कì शतª) िनÌन 

मÐूय ÿाĮ होते ह§ -  

 अथाªत ्  

 अथाªत ्  

 अथाªत ्  
(a) म¤ (b) का भाग दनेे पर 

 

अथवा  

चूं िक अतः  

समीकरण (a) म¤  रखने पर  
िĬतीय कोिट कì शतª- 

 

 

   1 200 100, , 25
5 5 10

x yF x y x y x y
x y

 
          

, ,x y 

 
   

 

 
   

 

   

2 2

2 2

40 5 40 2001 1
5 5

20 10 20 2001 1
10 10

25

x xF a
x x x

y yF b
y y y
F x y c

 
       

  

 
       

  


   


,a b

15, 10, 1 / 2x y    

 2

200( ) 1 0
5

a
x

   
  2

200 1
5 x

  


 2

200( ) 1 0
10

b
y

   
  2

200 1
10 y

  


 ( ) 25 0c x y    25 0 25x xy x y     

 
 2

2

10200 1
200 15

y

x

  
 

 

   2 25 10
5 10

5

x y
x y

x y

  

  
 

( ) 5
( ) 25
i x y
ii x y

 
 

15, 10x y 

15x  1 / 2  

  
 

2
3

2 3

400200 2 5
5

F x
x x

 
   

 

  
 

2
3

2 3

2

400200 2 10
10

0

F y
y y

F
x y
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चूं िक  

 

अत: (15, 10) फलन  का ÿितबिÆधत अिधकतम ह।ै दोनŌ िव²ापन माÅयमŌ पर 
øमश: 15 व 10 Łपये कम करने पर अिधकतम लाभ ÿाĮ होगा। 
बोध ÿĳ 3 
1. लागर§ज गणुंक का उपयोग करते हòए अिधकतम लाभ िनधाªåरत कìिजए जबिक उÂपादन फलन 

 हो और x साधन, y साधन और उÂपादन कì ÿित इकाई 
कìमत øमश: 2 Ł., 1 Ł. एवं  5 Ł. हो। 

2. एक फमª का उÂपादन फलन  ह।ै ®म एवं  पूँजी कì ÿित इकाई कìमत øमश: 1 
Ł. एवं  2 Ł. ह।ै 20 इकाई उÂपादन Öतर के िलए अिधकतम लाभ ÿदान करने वाला साधन 
संयोग ²ात कìिजए। 

3. एक पणूª ÿितयोगी फमª का माँग एवं  कुल लागत फलन िनÌनानसुार ह ै
 एव ं

 
वह उÂपादन Öतर ²ात कìिजए िजस पर लाभ अिधकतम होगा। सÌबिÆधत कìमत लाभ एव ं

कुल आगम ²ात कìिजए। 

9.3 सारांश 
इस इकाई म¤ हमन े ÿितबिÆधत अनकूुलतमीकरण कì िविधयŌ का उपयोग उपयोिगता 

अिधकतमीकरण, उÂपादन अिधकतमीकरण, लाभ अिधकतमीकरण कì सरल समÖयाओ ंको हल 
करने म¤ िकया ह।ै हमने केवल समानता के ÿितबÆधो कì िÖथित को देखा ह।ै असमानता के 
ÿितबÆधŌ कì िÖथित म¤ इन समÖयाओ ंको हल करने कì िविधयŌ का ²ान रैिखक ÿोगािमक कì 
िवषय वÖत ुह।ै 

9.4 शÊदावली 
अनकूुलतमीकरण Optimization 
अिधकतमीकरण Maximization 
Æयनूतमीकरण Minimization 
उि¸चķ Maxima 
िनिÌनķ Minima 
चरम मÐूय extreme value 

0 0x y 

   3 3

2

2 2

400 400 0 0
5 10

0 0

x y

F F
x y

        
     

 
 

 

 ,f x y

2 220 10 2 5xz x y y    

0.7 0.35Q L K

32P x 
2 8 4C X x  
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अ-शÆूय Non-Zero 
िनगªत (उÂपाद) Output 
आगत (इÆपटु) Input 
ÿितबिÆधत / िनबाªिधत Constrained 
सवªसम Identical 

9.5 ÿĳŌ के उ°र 
बोध ÿĳ 1 

 

बोध ÿĳ 2 

 

बोध ÿĳ 3 

 

9.6 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
1. Jean E. Weber, Mathematical Analysis Business and Economics 

Applications. Harper and Row, 1982 Chapter 3 & 8 
2. A.C. Chiang, Fundamental methods of Mathematical Economics, 

Mc Graw Hill, 1984, Chapter 12. 
3. Mehta and Madnoni, Mathematics for Economics, Sultan Chand & 

Sons, 1988 Chapter 6 to 9 
  

  1 2

1 2

1 2

1 25 10 250 5

(2) 250 50 / 3 50 50 / 3

(3) 5 15

q q U

U q q

q q

     

     

 

(1) 150 90

(2) 31 4

(3) 6 12

L K

X Y

X Y

 

 

 

   
max

0.3 0.3

(1) 24 / 5, 6 / 5 2293 / 5

(2) 4 4.6 , 0.86 4.6

(3) 26, 156, 68

X Y P

L K

P R

  

 

  



181 
 

इकाई - 10  
समाकलन कì अवधारणा एव ंइसका अथªशाľ म¤ 

ÿयोग 
इकाई कì łपरेखा 
10.0 उĥÔेय 
10.1 ÿÖतावना 
10.2 समाकलन का अथª 
10.3 समाकलन के िनयम 

10.3.1 घात सýू 
10.3.2 ÿितÖथापन के Ĭारा समाकलन 
10.3.3 िहÖसŌ Ĭारा समाकलन 
10.3.4 भाग दकेर समाकलन 
10.3.5 आिंशक अनपुात Ĭारा  समाकलन 

10.4 िनिĲत समाकलन 
10.4.1 िनिĲत समाकल 
10.4.2 अनÆत समाकल 

10.5 उÂपादन के ±ेý म¤ समाकलन का ÿयोग 
10.6 उपभोग, बचत व िविनयोग या पूंजी िनमाªण 
10.7 नकद ÿवाह का वतªमान मÐूय 
10.8 उपभोĉा कì बचत व उÂपादक कì बचत 
10.9 सारांश 
10.10 िविवध ÿĳ 
10.11  ÿĳŌ के उ°र 
10.12  शÊदावली 
10.13  कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

10.0 उĥेÔय 
इस इकाई को पढ़ने के पĲात आप : 
1. समाकलन क अिभÿाय भलीभाँित समझ सक¤ गे। 
2. समाकलन ²ात करने संबंधी कुछ मलूभतू िनयमŌ से पåरिचत हो जाएं गे। 
3. एक रेखािचý के नीचे क ±ेýफल ²ात कर सक¤ गे। 
4. अथªशाľ के ±ेý म¤ समाकलन कì उपयोिगता से पåरिचत हो जाएं गे। 
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5. आप जान सक¤ गे िक सीमाÆत-फलन ²ात हो ने पर िकस ÿकार समाकलन कì िविध स े
कुल-फलन ²ात िकया जा सकता ह।ै  

6. नकद ÿवाह क वतªमान मÐूय िनकाल सक¤ गे एवं  उपभोĉा एवं  उÂपादक कì बचत को 
माप सक¤ गे। 

10.1 ÿÖतावना 
इस पाठ्यøम के ÿथम खÁड कì इकाई 4 म¤ आपने अवकलन कì िøया का िवÖततृ 

िववचेन िकया ह।ै अब आप अवकलन ²ात करने के सभी सýूŌ से पåरिचत हो चकेु ह§। गिणत म¤ 
फलन के ±ेý दसूरा महÂवपणूª अÅयाय समाकलन (Integral Calculus) ह।ै िजसकì चचाª ÿÖततु 
इकाई म¤ कì जाएगी। यह िकया अवकलन कì िकया के ठीक िवपरीत होती ह।ै आप जान चकेु ह§ िक 
यिद एक गितशील िबÆद ु t समय म¤ s(t) दरूी तय करता ह ैतो इसका चलन वेग (Velocity) अथवा 
v(t)=s’(t) होगा वÖततुः यह s(t) का अवकलन ह।ै इस ÿकार चलन वेग ²ात करने के िलए हम 
s(t) का अवकलन ²ात कर लेते ह§। परÆत ुकभी-कभी यह भी सÌभव ह ैिक हम उस गितशील िबÆद ु
के चलन वेग v(t) से पवूª पåरिचत हो एवं  हम उसके Ĭारा तय कì गई दरूी ²ात करना चाहते हŌ। 
कहन ेका आशय यह ह ैिक हम¤ फलन s(t) ²ात होता ह ैऔर हम फलन s(t) ²ात करना चाहते ह§। 
आिथªक ±ेý के उदाहरण Ĭारा भी इसे ÖपĶ िकया जा सकता ह।ै जब हम उÂपादन-फलन का 
अवकलन करते ह§ तो हम¤ सीमाÆत फलन ²ात हो जाता ह।ै अब यिद िकसी फमª के सीमाÆत-फलन 
का हम¤ ²ान ह ैएवं  हम कुल फलन ²ात करना चाहते ह§ तो हम¤ समाकलन कì िøया करनी पड़ेगी।  

सं±ेप म¤ अवकलन िदया होने पर फलन ²ात करने कì िकया को समाकलन कहा जाता ह।ै 
इस िøया के पåरणामÖवłप ÿाĮ फलन को ÿित अवकलन (Antiderivative) अथवा समाकल 
कहते ह§। ÿÖततु इकाई म¤ समाकलन ²ात करने के िविभÆन िनयमŌ स े आपका पåरचय कराया 
जाएगा। इसके अितåरĉ िनिĲत समाकल Ĭारा एक रेखािचý अथवा वø िविध का भी अÅययन 
कर¤गे। अथªशाľ के ±ेý म¤ समाकलन कì उपयोिगता इस बात से ÖपĶ हो जाती ह ैिक यह उÂपादक 
एवं  उपभोĉा दोनŌ के िलए महÂवपणूª ह ैइसस ेहम सीमाÆत फलन से कुल फलन ²ात कर सकते ह§ 
जैसे - सीमाÆत लागत से कुल लागत, सीमाÆत उपयोिगता से कुल उपयोिगता आिद। इसी ÿकार 
समाज म¤ आय कì िवषमताओ ंको मापने के िलए लारेÆज वø के िलए असमानता गणुाकं ²ात कर 
सकते ह§। उÂपादक एवं  उपभोĉा कì बचतŌ को माप सकते ह§। अब हम समाकलन के बारे म¤ िवÖततृ 
चचाª कर¤गे। 

10.2 समाकलन का अथª 
मान लीिजए ÿारिÌभक कुल फलन F(x) ह ैएवं  इसका ÿथम अवकलन f(x) ह ैतो यह 

अवकलन कì िøया हòई। इसी ÿकार f(x) का समाकलन करने पर पनु: F(x) पर जाना समाकलन 
कहलाएगा। अब यह पता लगाने के िलए िक ³या िकसी फलन के ÿथम अवकलन f(x) का 
समाकल F(x) सही ह,ै हम ऐसे अवकलन को लेते ह§ िजसका फलन हम¤ ²ात ह।ै उदाहरणाथª 



183 
 

f(x)=1/x और हम यह भी जानते ह§ िक d/dx (In x)=1/x अत: हम िनÕकषª िनकालते ह§ िक 
F(x)=In x होगा इस ÿकार 1/x का समाकल In x होगा।  

परÆत ुयहां  Åयान दनेे योµय बात यह ह ैिक यह िनÕकषª एक माý सही िनÕकषª हो ऐसा नहé 
ह।ै ³यŌिक अÆय फलनŌ जैसे (In x) +3, (In x) + 8, (In x) - 5 अथवा ऐसे ही अÆय फलनŌ के 
ÿथम अवकलन भी 1/x हŌगे। वÖततुः: यिद फलन (In x) के साथ कोई भी िÖथराकं होगा तो 
अवकलन 1/x ही होगा अत: 1/x का, समाकल करते समय कोई अ²ात िÖथराकं पनु : जोड़ देते ह§। 
इस ÿकार 1/x का समाकल (In x) + c होगा। यहां  पर c समाकलन का िÖथराकं ह।ै 

यह बात महÂवपणूª ह ैिक समाकल के साथ सदैव िÖथरांक जोड़ा जाता ह ैचूिंक इसका मÐूय 
अिनिĲत होता ह ै इसे अिनिĲत समाकल कहते ह§। इसके अलावा समाकल िनिĲत (Definite 
Integral) भी हो सकता ह।ै इसका मÐूय िनिĲत होता ह ै एवं  ऊपरी एवं  नीचली सीमाओ ं म¤ 
समाकलन का मÐूय ²ात िकया जाता ह।ै पहले हम अिनिĲत समाकल (Indefinite Integral) कì 
चचाª कर¤गे। इस ेÿतीकŌ म¤ इस ÿकार Óयĉ िकया जाएगा। 

F(x) d/dx F(x) =f (x) (ÿथम अवकलन) 
f(x) dx = F (x) + c समाकलन कì िकया। समाकलन के िलए ff(x) dx को इस 

ÿकार पड़ा जाएगा। ……dx  

इस ÿतीक का अिभÿाय x के संदभª म¤ समाकल से ह।ै यह ÿतीक d/dx का िवपरीत ह ै
िजसका अिभÿाय x के संदभª म¤ अवकलन से ह।ै समाकल का ÿतीक एवं  dx साथ-साथ िलख े

जाते ह§ ³यŌिक समाकल का ÿतीक समाकल कì िकया को Óयĉ करता ह ैजबिक dx यह Óयĉ 
करता ह ैिक समाकलन x चर के सदंभª म¤ करना ह।ै समाकलन (Integralnd) का सदैव समाकल 
ÿतीक ( ) एवं  समाकल के चर के िवशेषक (dx) के बीच रखा जाता ह।ै 

10.3 समाकलन के िनयम  
समाकलन के मलू िनयम या ÿारिÌभक सं िøयाए ं अवकलन कì सिंøयाओ ं पर ही 

आधाåरत होती ह ैइसिलए समाकलन के िलए पहले अवकलन कì बहòत अ¸छी जानकारी कर लेनी 
चािहए। 
10.3.1 घात सýू (Power Formula) हम समाकल के कुछ सामाÆय िनयमŌ कì चचाª कर¤गे। 
इनम¤ घात सýू ÿथम ह।ै इससे x के घातांक 1के अितåरĉ कुछ भी होन ेपर समाकल ²ात िकया जा 
सकता ह।ै  

घात सýू के आधार पर xn का समाकल, जहां  n -1 (n रािश -1 के बराबर न हो) 

 

जैस े

 









1

( 1)
1

n
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या  का समाकल घातसýू स ेनहé होगा इसका मानक सýू िनÌनिलिखत होगा।  

 

चूं िक  का अवकलज  होता ह ै अत:  का समाकल  होना चािहए 

परÆत ुx के शÆूय से कम होने पर  होगा 

 

इस ÿकार  का अवकलन दोनŌ ही पåरिÖथितयŌ म¤ जब  हो अथवा  हो  ही 

होगा। अत:  का ÿितअवकलज अथवा समाकल  िलखा जाएगा अथवा  

 कì शतª जोड़ी जाएगी ³यŌिक धनाÂमक सं´याओ ं के ही 

लघगुणुक होते ह§।  
इसके अितåरĉ समाकल ²ात करने सÌबÆधी कुछ िनयमŌ का ÖपĶीकरण भी यहा ं

आवÔयक ह।ै एक िÖथरांक एवं  x के फलन का गणुा होने पर समाकलन िनÌनानसुार होगा ; 
 

अथाªत िÖथराकं फलन के समाकल से गणुा हो जाएगा उदाहरणाथª : 
 

 

2 1 1

2

1( ) ( 2)
2 1 1

x xii dx C C n
x

  

     
   

1or C
x




1
2

1 1
2

1( )

1
2 2

1 11
2 2

iii dt t dt
t

tt C C t C



 



    
 

 

0 1

( ) 1. ( )

0 1

iv dx dx x dx n o

x x C


  

  


   

1x 2
x

 1dx in x C
x

 
Inx

1
x

1
x

Inx C

0x x x  

   
 
1 1 1 ( )d In x Chain rule

dx x x


  


In x 0x  0x  1
x

1
x

 In x c

1 0dx Inx cx
x

  

   Kf x dx K f x dx 

2 2( ) 3 3i x dx x dx 
3

33
3
x C x C

 
    

 



185 
 

 न िलख कर केवल dx ही िलखा जाता ह)ै 

 

Åयान रह¤ चरो को समाकल िचÆह से बाहर न िनकाल¤ चर घातांकìय फलन (exponential 
function) के िनयम िनÌनिलिखत ह§- 

 

हम जानते ह§ िक  

 होता ह।ै 

 

 

दो या अिधक फलनŌ के जोड़ या बाकì का समाकल उनके अलग-अलग समाकलŌ के 
जोड़ या बाकì के बराबर होगा। 

जैसे  

 

इसी ÿकार 
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उदाहरणाथª: 

 

 
बोध ÿĳ 1 

 अपना उ°र िलखने के िलए ÿÂयेक ÿĳ के सामने छोड़ी गई खाली जगह का ÿयोग कर¤। 

 इकाई के अÆत म¤ िदये गये उ°रŌ से अपने उ°रŌ का िमलान कर¤। 
 

 

10.3.2 ÿितÖथापन के Ĭारा समाकलन (Integration by Substitution) 

सभी ÿĳŌ अथवा सवालŌ का उ°र उपयुªĉ विजªत िनयमŌ के ÿयोग से ÿाĮ नहé िकया जा 
सकता। कई बार कुछ चरŌ को ÿितÖथािपत कर िदये हòए ÿĳ को मानक łप म¤ बदल कर 
उ°र ²ात िकया जाता ह।ै मानक łप म¤ बदलने के बाद उपयुªĉ विणªत सýूŌ का ÿयोग कर 
समाकल ²ात िकया जा सकता ह।ै इस िविध को ÿितÖथापन िविध (Method of 
substitution) कहा जाता ह।ै सवªÿथम रैिखक ÿितÖथापन कì चचाª कर¤गे। हम मलू चर 
को रैिखक अिभÓयिĉ से बदल देते ह§। हम जानते ह§ िक – 

 

7

3 3
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( ) 3
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2 4
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x x
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dxiii
x

iv dx

v dx
x x

vi e x dx
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जहां  a एवं  b दो िÖथराकं  ह§। 
दसूरे शÊदŌ म¤  का समाकल ²ात करने के िलए हम  को दो 

अलग-अलग अगं नहé मानकर एक ही चर मानते ह§ एवं  समाकल को x के गणुांक से िवभािजत 
करते ह§। 

उदाहरण - 

 

 इसी ÿकार 

x कì जगह  िलखने पर : 

 

 इसी ÿकार  

 

सामाÆय ÿितÖथापन कì िविध म¤ िकसी पद को u के बराबर रखकर x एवं  dx को du म¤ 
बदला जाता ह ैइसके बाद उनका समाकल करके पनु: u का मान रख िदया जाता ह।ै 
उदाहरण :-  

 

ÿितÖथापन Ĭारा यिद 

 अतः  

एवं  
िदया हòआ समाकल  

 

 (u का मान रखन ेपर) 

 a o

 f ax b  ax b

    1
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i ax b dx c
a n
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यिद  

 

अतः 
 

बोध ÿĳ 

 

10.3.3 िहÖसŌ Ĭारा समाकलन (integration by parts) 

यह िविध Óयवहार म¤ बहòत काम आती ह।ै इसका सýू िनÌनािंकत ह ै
 

इसम¤ u एवं  9 दो फलन िलये गये ह§। इसम¤ िĬतीय फलन ऐसा िलया जाना चािहए जो 
सगुमता पवूªक समाकलनीय (integrable) हो। अथाªत ्इसका समाकलन हो सकता हो। 

23 6ex c  

 ( ) 1ii x x dx
 

 
2

2

1

1

1

u x

u x

x x

 

 

 

 2 2dx u dx udu
du

  

9u dx
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सýू  

अथाªत,् ÿथम फलन x (गणुा) दसूरे फलन का समाकल x के संदभª म¤ - (बाकì) समाकल 
[ÿथम फलन का अवकलज (derivative) x (गणुा) समाकल िĬतीय फलन का x के संदभª म¤] x 
के सदंभª म¤; 
उदाहरण : 

 

इसम¤ दसूरा फलन 1 होगा। 

कामन लेने पर 

 

बोध ÿĳ 3 

 

 
9

9 9

u dx

d u
u dx dx dx

dx
 

   
 



  

log dx or In dx  

   3/22 1 3 13
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x x c   
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x xdx
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10.3.4 भाग देकर समाकलन (Integration by Division)  

जब िकसी पद म¤ अशं (Numerator) कì रािश हर (denominator) से ऊंची हो अथवा 
उसके बराबर हो तो अशं म¤ हर का भाग दकेर ÿाĮ रािश का समाकलन िकया जाता ह।ै  
उदाहरण : 

 
 
 

अशं म¤ हर का भाग दनेे पर 
 
 

बोध ÿĳ 4 

 
10.3.5 आंिशक अनुपातŌ Ĭारा समाकलन (Integration by partial fractions) - इस 
िविध म¤ दी हòई रािश को पहले आिंशक अनपुातŌ (Partial Fractions) म¤ बदला जाता ह ैऔर 
तÂपĲात ्समाकलन िकया जाता ह।ै 

हम जानते ह§ िक  को हल करन ेपेर हम¤  

 ÿाĮ होगा। 

अत:  के दो अनपुात øमश: 

 

हòए। इÆह¤ आिंशक अनपुात कहा जाता ह।ै इनका  सीधा समाकलन िकया जा सकता ह।ै इस 
िविध म¤ कई ÿकार के जिटल ÿĳ भी आते ह§। लेिकन हम यहां  कुछ सगुम िकÖम के आिंशक 
अनपुातŌ पर ही अपना Åयान केिÆþत कर¤गे। 

22(1)
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3 1(2)
2 3
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उदाहरण:  

 

यहां   

िजससे  
तथा  
(1) व (2) को हल करने पर  
िदया हòआ समाकल : 

 

यहां  अशं म¤ हर का भाग दनेे पर 

 

अब आिंशक अनपुातŌ कì िविध लाग ूकì जाएगी।  
अत:  
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तथा  
(1) एवं  (2) को हल करने पर 

 

इसिलए िदया हòआ समाकल 

 

बोध ÿĳ 5 
िनÌनिलिखत आिंशक अनपुातŌ Ĭारा हल कìिजए - 

 

जो  हŌगे तÂपĲात ्समाकलन कìिजए 

(2)  

10.4 िनिĲत समाकलन (Definite Integral) 
िनिĲत समाकलन के ÿयोग से हम िकसी वø के नीचे का ±ेýफल ²ात कर सकते ह§ िचý 

10.1 a म¤ मान लीिजए हम¤ x=a तथा x=b के बीच वø के नीचे का ±ेýफल ²ात करना ह।ै इसका 
कोई ºयािमतीय सýू नहé ह ैयिद हम (a,b) दरूी को n टुकड़Ō म¤ बांटकर उन पर आयत बना लेते ह§ 
जैसािक िचý 10.1 (b) म¤ िकया गया ह ै तो उन आयतŌ के ±ेýफल का जोड़ वø के नीचे के 
±ेýफल के लगभग बराबर (िफर भी कम) रहगेा। इसिलए हम a से b के बीच के आयतŌ को और 
भी छोटा अÂयÆत सàूम कर लेते ह§ तािक आयतŌ के ±ेýफल का योग एवं  वø के नीचे के ±ेýफल 
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म¤ अÆतर Æयनूतम हो सके। गिणतीय łप म¤ वø के नीच े a से b तक कì दरूी तक का ±ेýफल 
(abcd) समाकल के Ĭारा भली-भां ित ÿकट िकया जा सकता ह।ै : 

 
10.4.1 िनिĲत समाकल (The definite Integral) 

ऊपर  का िनिĲत समाकल a से b कì दरूी म¤ ²ात करना ह§। इसे  

के łप म¤ िलखा गया ह ैिजस ेइस तरह पढ़ा जाएगा  का x के सÆदभª म¤ a से b तक कì दरूी 
का समाकल यहां   ह,ै अथाªत ्a िनचली सीमा ह ैतथा b ऊपरी सीमा ह।ै इन दåूरयŌ के कारण 
यह िनिĲत समाकल हो जाता ह ैएव ंइसकì गणना से एक िनिĲत अकंìय मÐूय ²ात होता ह।ै  

गिणतीय łप म¤ इस ेिनÌन ÿकार से Óयĉ कर सकते ह§ : 

 

अत: पहले f(x) का समाकल करके F(x) ÿाĮ िकया गया ह ैिफर उसम¤ x कì जगह ऊपरी 
सीमा b रखी गयी ह ैऔर उसम¤ से x कì जगह िनचली सीमा a रखकर घटा दी गई ह।ै ÿाĮ पåरणाम 
म¤ िÖथर रािश c नहé आती ³यŌिक वह कामन होने से घटने के दौरान समाĮ हो जाती ह।ै 
उदाहरण : 

 

िनिĲत समाकल कì िनÌन िवशेषताओ ंपर Åयान िदया जाना चािहए :  
(1) सीमाओ ंको परÖपर बदलने से िनिĲत समाकल कì िचÆह/िदशा पåरवितªत हो जाएगी अथाªत ्

धनाÂमक िचÆह ऋणाÂमक हो जाएगा: 

 
(2) यिद दोनŌ सीमाएँ बराबर हŌ तो िनिĲत समाकल शÆूय होगा 

 
(3) एक िनिĲत समाकल को उसके टुकड़Ō के जोड़ के łप म¤ भी Óयĉ कर सकते ह§ जैसे : 
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उदाहरण:  

 
उदाहरण –  

 के वø के नीचे का ±ेý ²ात कìिजए जबिक  एवं   हो 

 

उदाहरण - x उÂपादन Öतर पर एक फमª का सीमाÆत लागत फलन िदया हòआ ह ै
 

जब उÂपादन का Öतर इकाइयŌ से बढ़ाकर 1500 इकाइयां  िकया जाता ह ैतो कुल लागत म¤ 
विृĦ ²ात कìिजए हल –  

कुल लागत म¤ विृĦ होगी  

 

 

 

 
अत: लागत म¤ विृĦ 5500 Ł. होगी। 

10.4.2 अनंत समाकल (Improper Integrals) 

यिद िकसी िनिĲत समाकल म¤ ऊपरी या नीचली सीमा म¤ अनÆत रािश (Infinity) आए 
तो उसे अनÆत समाकल कहते ह§; जैस े

 और  अनÆत समाकल के उदाहरण ह।ै  

अनÆत समाकलŌ म¤ सीमा के िवचार का ÿयोग करके पåरणाम ²ात िकया जाता ह।ै सीमा के 
होन ेया न होने से पåरणाम पर असर पड़ता ह।ै  
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उदाहरण :  

 कì सीमा शÆूय 

ह)ै 
 

 
इसका कोई िनिĲत मÐूय नहé ह ै³यŌिक व  के मÐूय पåरभािषत नहé ह।ै 

 
 

[  तथा  होता ह।ै 

  (iv)  

यहां   रखने पर  

 

अब सीमाए ंभी बदलनी होगी 
जब  तो  होता ह ैऔर  रखने पर  होता ह ै

 िदया हòआ समाकल िनÌन łप धारण कर लेगा।  

 

 

 

 
इस अनÆत समाकल का कोई िनिĲत मÐूय नहé ह ै ³यŌिक log  का कोई पåरभािषत 

मÐूय नहé ह।ै 
बोध ÿĳ 6 

िनÌनिलिखत िनिĲत समाकलŌ के मÐूय ²ात कìिजए  
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10.5 उÂपादन के ±ेý म¤ समाकलन का ÿयोग 
अथªशाľ म¤ सीमाÆत फलन से कुल फलन कì ओर अúसर होना अÂयÆत महÂवपणूª होता 

ह।ै यिद एक उÂपादक को अपने उÂपादन कì सीमाÆत लागत ²ात ह ैतो वह समाकलन का ÿयोग 
करके कुल लागत ²ात कर सकता ह।ै ÿÖततु उदाहरण के Ĭारा इसे ÖपĶ िकया गया ह।ै  
उदाहरण: 

यिद  ह ैगम िÖथर लागत 60 Ł. ह।ै कुल लागत, औसत लागत 
एवं  कुल पåरवतªनशील लागत ²ात कìिजए। हल :- 

 
 

=  

चूं िक िÖथर लागत 60 Ł. ह,ै उÂपादन Q = 0 होने पर c = 60  

 

 

 

उदाहरण: -  हो तो (TR) कुल आगम एवं  मांग ²ात कìिजए। 
हल :-    

  

=  

यहां  Q = 0 रखने पर TR = 0 होता ह ैअत: c = 0 रखा जाएगा। 

 

मांग फलन = औसत आय (AR)  

उदाहरण :- 

यिद MR = 20 – 2x तथा  हो तो लाभ अिधकतम करन े वाली 
उÂपि° कì माýा एवं  शĦु लाभ (पणूª ÿितयोिगता म¤) ²ात कìिजए।  

 
10 2

0
2 xiii dx 

  22 1
dxiv

x




215 25 15Mc Q Q  

215 25 15Mc Q Q  
215 25 15TC MCdQ Q Q dQ      

2
32515 5

2
QQ Q c  

2 32525 5 60
2

TC Q Q Q   

225 6015 5
2

TCAC Q Q
Q Q

    

2 32515
2

TVC TC FC Q Q Q    

242 6MR Q Q   

TR MRdQ 
2142 6TR Q Q dQ    

3
242 3

3
QQ Q c   

2 3142 3
3

TR Q Q Q  

2142 3
3

TR Q Q
Q

   

 24 4MC x  
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हल : लाभ = TR – TC 
 

 

=  

=  

  

=  

  

 िजससे x = 0 एवं  x = 6  

  यह x = 0 पर 6 > 0  

 तथा x = 6 पर – 6 < 0 
जो अिधकतम कì शतª परूा करती ह ैअत: x = 6 पर लाभ अिधकतम होगा िजसकì रािश 

िनकालने के िलए लाभ फलन म¤ x = 6 रखना होगा। 

 

अत: 6 इकाईयां  उÂपािदत करने पर अिधकतम लाभ होगा एव ंयह Ł. 36 होगा। 
बोध ÿĳ 7 

(i) यिद  हो तथा FC=100 हो तो TC ²ात कìिजए। 

(ii) यिद  हो एवं  एक इकाई उÂपादन कì लागत 25 Ł. हो तो TC एव ं
AC िनकािलए।  

[संकेत = कुल लागत फलन म¤ X=1 रखने पर एक इकाई कì कुल लागत 25/- िनकाली 
जा सकती ह ैतथा AC ²ात करने के िलए TC/x या कुल लागत म¤ उÂपादन का भाग दीिजए। 

10.6 उपभोग, बचत एवं  िविनयोग या पूंजी िनमाªण 
समिĶ अथªशाľ म¤ उपयोग, बचत एवं  िविनयोग कì दरŌ या सीमाÆत ÿविृĶयŌ के िदये होने 

पर हम उपभोग-फलन, बचत-फलन व पूंजी Öटॉक का समय-पथ िनकाल सकते ह§। 
 

 &TR MRdx TC MCdx  
   220 2 4 4TR x dx TC x dx       

2 220 8 20x x x x dx     
3 21/ 3 4 20x x x 

TR TC  
2 3 2120 4 20

3
x x x x x      

3 21 3
3

x x  

2 6 0d x x
dx

   

2

2 2 6d x
dx


  

3 2

3 2

1 3
3

1 (6) 3(6)
3
1 216 3 36 72 108 36
3

     

  

        

0.416 QMc e
210 24 3Mc x x  
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उदाहरण : 
यिद उपभोग कì सीमाÆत ÿविृत C1(y) =0.8 + 0.2y—1/2 हो और y =100 होने पर c =y 

हो तो उपभोग फलन िनकािलए। 
 

हल:- 
उपभोग फलन C (y) = 

  
 
 (यहां  c िÖथरांक ह)ै 
 
िÖथरांक का पता लगाने के िलये y = 100 ÿितÖथािपत करने पर 
100 = 0.8 (100) + 0.4 (100)1/2 + c 
100 = 80 + 4 + c 
C = 16 

 कुल उपभोग फलन c(y) = 0. 8y + 0.4y1/2 + 16 
उदाहरण :- 

यिद बचत कì सीमाÆत ÿविृ° MPS = 0.5 – 0.1 y-1/2 हो तथा y = 100 होन ेपर कुल 
बचत शÆूय हो तो बचत फलन िनकािलए। 
हल:- 

 

िदये हòये आकंड़Ō के अनसुार 
0 = 0.5 (100) – 0.2 (10) = c 
 = 50 – 2 +c 
48 = c 
अत: s(y) = 0.5y – 0.2y1/2 – 48 
इस फलन से आय दी हòई होने पर बचत कì माýा ²ात कì जाती ह।ै 

उदाहरण:-. 
यिद िविनयोग दर 1(t) =4t1/3 हो और 
K (0) = 0 हो तो 
(i) पूंजी Öटॉक K का समय पथ िनकािलए 
(ii) (1,4) कì अविध म¤ पूंजी सचंय िकतना होगा। 



1/2

1/2

( )

( ) (0.5 0.1 )

0.5 0.2

s y MPS dy

s y y dy

y y c
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हल :- 
K (t) अथवा पूंजी Öटॉक का समय-पथ 

 

पूंजी Öटॉक का समय पथ 

  

बोध ÿĳ 8 
यिद c = (y) हो तथा MPC = 0.8 एवं  शÆूय आमदनी पर उपभोग 40 Ł. हो तो उपभोग 

फलन ²ात कìिजए यह भी बताइए िक 100 Ł. कì आमदनी पर उपभोग िकतना होगा। 
यिद िविनयोग कì दर I(t) = 9t1/2 हो तो 8 वषª म¤ पूंजी िनमाªण कì माýा िकतनी हो जाएगी। 

10.7 नकद ÿवाह का वतªमान मूÐय (Present value of cash flow) 
यिद A ÿारिÌभक धनरािश हो,r Êयाज कì वािषªक दर हो t अविध कì सचूक हो तो िनरÆतर 

Êयाज लगाने पर अिÆतम रािश v िनÌन फामूªले से िनधाªåरत होगी। 
V = A ert 
यह फामूªला िनÌन िविध से िनकाला गया है 
वािषªक विृĦ करने पर 
V = A (1 + r)t 
V = A (1 + r/2)2t (छ: माही विृĦ करने पर) 
V = A (1 + r/n)nt (वषª म¤ n बार विृĦ करने पर) 
 = A [(1 + r/n)nt]rt 

यहा ं  रखने पर 

= [A(1 + 1/m)m]rt 
 

लेिकन lim (1 + 1/m)m = e 
इस सýू को इस ÿकार भी रख सकते ह§ 

1/3 1/3

4/3

4 4 3 / 4

3 0
(0) 10

t dt t X c

t c t
K c

  

   
 



4/3

44 1/3 4/3
11

4/3 4/3

4

( ) 3 10

( ) 4 3

3 4 3 1

3 3 4 3 3 3 256 3

3 (3 256 1)

K t t

ii t dt t

X X

 

   

 

   

 



n m
r


rtV A e 
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जहाँ A वतªमान रािश v = वािषªक ÿाĮ होने वाली धनरािश,r = बĘा काटन ेकì दर, t = 
समयाविध ह ैएवं  बĘा काटन ेम¤ िनरÆतरता चल रही ह§ 
उदाहरण :- 

यिद ÿितवषª 100 Łपये कì िÖथर दर पर िनरÆतर आय ÿवाह िदया हòआ ह ै तो  
वतªमान मÐूय िनकािलए जबिक आय 2 वषª तक होगी तथा िनरÆतर बĘे कì दर 0.05 सालाना ह।ै 
हल :- 

 
 

बोध ÿĳ 9 
(1) यिद ÿितवषª 3000 Ł. आय के ÿाĮ होते ह§ और बĘे कì दर r = 0.06 और समयाविध 2 वषª ह ै

तो िनरÆतर आय ÿवाह कì वतªमान रािश िनकािलये। 

10.8 उपभोĉा कì बचत व उÂपादक कì बचत 
उपभोĉा कì बचत व उÂपादक कì बचत िनकालने म¤ समाकलन बहòत उपयोगी ह ै
C.S. = उपभोĉा कì बचत= [ÿाĮ कुल उपयोिगता - कुल कìमत] 
P.S. = उÂपादक कì बचत= [उÂपादक कì वाÖतिवक आय - वह जो लेने को तÂपर हो 

जाता] 
उदाहरण : 

यिद मांग - फलन p = 36 – x2 हो तो x = 3 पर उपभोĉा कì बचत िनकािलए। यहाँ p = 
कìमत एव ंx = मांग कì माýा ह।ै यहां  पर मांग फलन म¤ p को x का फलन दशाªया गया ह ै

अथाªत p = f (x) ह।ै Öमरण रह ेिक मांग फलन म¤ x को p के फलन के łप म¤ x = f (p) 
ÿÖततु करने से ÿĳ को दसूरी तरह से हल करना आवÔयक हो जाएगा। हम आगे चलकर úाफ Ĭारा 
इस सÌबÆध म¤ सारी िÖथित ÖपĶ कर¤गे 

rt

rt

vA
e

A ve
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P = 36 – x2 का úाफ बनाने के िलए x के िविभÆन मÐूयŌ पर p िनकालने हŌगे जो 
िनÌनािंकत हŌगे। 

तािलका 10.1 
X 0 1 2 3 4 5 6 
p 36 35 32 27 20 11 0 

 

 
िचý: 10.2 

उपयुªĉ िचý म¤ SR वø p = 36 – x2 का úाफ ह ै
X = 3 पर p = 36 – 9 = 27 होगी 
अत: उपभोĉा कì बचत = [ÿाĮ कुल उपयोिगता - कुल कìमत] 
िचý के अनसुार cs = वø के नीचे (x = 3) तक का 
±ेýफल - कुल कìमत 
SQM = SMNO – QMNO 

समाकलन Ĭारा 

 

उदाहरण 
यिद पिूतª फलन p = 3x +1 हो तो x = 2 पर उÂपादक कì बचत िनकािलए। 
फलन को रेखािचý के łप म¤ ÿदिशªत करने के िलए x एवं  p के िविभÆन मÐूयŌ कì गणना 

करके उÆह¤ तािलका 10.2 म¤ रखा गया ह ै
 

 
 

 

3 2

0

3

0

36 3 27

36 1/ 3 3 81

108 9 81
00 81 18

CS x dx x

x x
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तािलका 10.2 
 

P = 3x + 1 म¤ 
X = 2 रखने पर p = 3 (2) + 1 = 7 

 
िचý : 10.3 

िचý के अनुसार उÂपादक कì बचत = 
उÂपादक कì वाÖतिवक  वह रािश जो 
ÿाĮ आय  - वह लेने को 
    तÂपर हो जाता  
अथवा PS  = OCBA – 0CBE 

= ABE 
समाकल Ĭारा 

 

उदाहरण :- 
मांग फलन p = 20 – 3 x2 ह ैतथा पिूतª फलन p = 2x2ह।ै पणूª ÿितयोिगता म¤ उपभोĉा 

कì बचत एवं  उÂपादक कì बचत िनकािलए। 
हल:- मांग फलन के िलए मÐूयŌ कì गणना करके उÆह¤ तािलका 10.3 म¤ रखने पर: 
मांग फलन p = 20 – 3x2 

 

 

2

0

22

0

(2 7) (3 1)

314
2

14 6
6

PS X X x

x

x

  

 
   

 
  





X 0 1 2 
p 1 4 7 
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तािलका 10.3 
मांग फलन 

X 0 1 2  

p 20 17 8 0 
पिूतª फलन के िलए मÐूयŌ कì गणना करके उÆह¤ तािलका 10.4 म¤ रखने पर : 

तािलका 10.4 
X 0 1 2 3 
p 0 2 8 18 

 

 
िचý 10.4 

मांग एवं  पिूतª के संतलुन म¤ 
20 – 3x2 = 2x2 
20 = 5x2 or x2 = 4 
X = 2 x = 2 संतलुन मांग कì माýा िजस पर p = 8 होगी 
िचý म¤ CS = QMD = ONMD – ONMQ 

समाकल लेन ेपर 

 
उÂपादक कì बचत ONMQ – ONM = SMQ 

समाकल के łप म¤ 

 

2 0
3
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उदाहरण- 

पणूª ÿितÖपĦाª म¤ मांग व पिूतª फलन øमश: Qd = 20 - 3p2 एवं  QS = 2 p2 ह ैउपभोĉा 
कì बचत एवं  उÂपादक कì बचत िनकािलए। संतलुन कì िÖथित म¤ 

Qd = Qs 
  20 – 3p2 – 2p2 
या 5p2 = 20 
या p2 = 4 
या p = 2 
अत: p = 2 पर Q = 8 होगी 
 
माँग एव ंपिूतª वøŌ को िचý पर दशाªने के िलए p के िविभÆन मÐूयŌ पर Qd एवं  Qs िनकाले 

गये ह§ मांग फलन के मÐूय तािलका 10.5 एवं  पिूतª फलन के मÐूय तािलका 10.6 म¤ रख ेगये ह§। 
तािलका 10.5 

p 0 1 2 2.5  

Qd 20 17 8 5/4 0 
तािलका 10.6 

p 0 1 2 3 4 
Qs 0 2 8 18 32 

 

 
िचý 10.5 

उपभोĉा कì बचत िचý के आधार पर DME एवं  उÂपादक कì बचत OME ह§ 
समाकल लेन ेपर 





2 0
3
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20
230

2
(20 3 )cs P dp   

 

2
2 2 3

0
0

20 40, 32 34.4 32 2.4
3 3

20[ 2.58]
3

22
3

16 & 2.4
3

PS P P

PS

    



     

 





 

उपयुªĉ उदाहरणŌ म¤ फलन का Öवłप बदलने से ³या असर पड़ता ह§ इसे समझने का ÿयÂन 
कर¤ 
बोध ÿĳ 10 

(1) यिद मांग फलन तथा पिूतª फलन 

P = ½ (x+3) हो तो उपभोĉा कì बचत ²ात कìिजए। 
(ii) एक एकािधकारी के िलए मांग फलन (जहां  लाभ अिधकतम होता ह)ै p = 274-Q2 ह ैतथा 

सीमाÆत लागत MC = 4+ 3 Q ह ैतो उपभोĉा कì बचत ²ात कìिजए। 
[उ°र सं केत AR = 274 – Q2 ह ै TR = 274Q – Q3 तथा úाम MR 274 – 3Q2 

होगी जहां  MR = MC होते ह ैQ=9 एवं  P = 193 ह]ै 

10.9 सारांश – 
इस इकाई म¤ आपन े

 समाकलन कì अवधारणा एवं  इस े²ात करने के कुछ सामाÆय िनयमŌ का अÅययन िकया। 

 एक वø के नीचे का ±ेýफल ²ात करने कì तकनीकì ÿाĮ कì। 

8 2
1

p
x
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 अनÆत समाकल, िनिĲत एव ं अिनिĲत समाकल ÿाĮ करने कì सामाÆय िविधयŌ कì 
जानकारी ÿाĮ कì। 
इस इकाई म¤ आपने समाकलन कì अथªशाľ के ±ेý म¤ उपयोिगता का अÅययन िकया। 

सीमाÆत फलन िदया हòआ होने पर हम उसके समाकलन Ĭारा कुल फलन ²ात कर सकते ह§। इन 
ÿकार सीमाÆत लागत स े कुछ लागत, सीमाÆत आगम स े कुल आगम एवं  सीमाÆत उपयोिगता स े
कुल उपयोिगता ²ात कर सकते ह§। इसी तरह उपभोग कì सीमाÆत ÿविृ° दी हòई होने पर उपभोग 
फलन ²ात कर सकते ह§ एवं  बचत ÿविृत से बचत फलन ²ात क सकते ह§ उपभोĉा एवं  उÂपादक 
कì बचत के िलए भी समाकलन उपयोगी ह।ै 

10.10 िविवध ÿĳ 

 

हल 

उ°र  

उ°र  

 उ°र  

(iv) िकसी उÂपाद के पिूतª एवं  मांग फलन इस ÿकार ह ैपिूतª फलन पिूतª फलन 
पिूतª फलन p = 52 + 2x 
मांग फलन p = 100 – x2 
उपभोĉा एवं  उÂपादक कì बचत ²ात कìिजये यिद संतलुन Öथािपत हो चकुा ह।ै 
उ°र -उपभोĉा कì बचत = 144 
उÂपादक कì बचत =36 

(v) नीचे िदये गये मांग एवं  पिूतª फलनŌ के आधार पर यह मानते हòए िक संतलुन 
Öथािपत हो चकुा ह ैउपभोĉा एवं  उÂपादक कì बचते ²ात कìिजए 

उ°र 
(i) D: P = 15 – 2X  C.S. =16 

S: P = 3 + X  P.S. = 8 
(ii) D: P = 1200 – 1.5 X2 C.S.. = 8000 

S:P = 200 + X2  P:S. = 16000/3 
उ°र 

C.S. =178.16 

2 3

2

3 5 7( ) t t ti dt
t

  


2

3 5 7 t dt
t t

    
 

23 5 log 7
2
tt t c

t


    

  7( ) 2 1ii x dx  81 2 1
16

x c 

1( )
2 1

iii dy
y 

1 log (2 1)
2

y c 

280( ) :
2

iii D P
X
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S : P = 20 + 2.5 XP.S. = 45 

10.11 ÿĳŌ के उ°र 
बोध ÿĳ 1 

 

बोध ÿĳ 2. 

 

बोध ÿĳ 3. 

 

बोध ÿĳ 4. 

 

बोध ÿĳ 5. 
(i) यहाँ  रखना होगा A = - 1 
व B = 2 िफर हल करने पर  

 
  

बोध ÿĳ 6  
(i) 999 (ii) 16 (iii) 1 सीमा लेने पर (iv) ½ log 3 

बोध ÿĳ 7  
(i) TC = 40 e0.4Q + 60 

8 3

6 2

3/ 2 1

3 8( ) ( ) ( ) 2
8 3

( )6 log 2 log
1 3 1( ) log log log
2 4 4
4( ) 4 6log 3
3

x x

x

i x c ii x c iii x c

iv e e c

v x x c x c

iv e x x x x c  

  

 

    

     

2 21( ) ( )3log(3 4 8)
2

xi e c ii x x c    

3

3 2

3/2 5/2

1 1( ) (log )
3 3

( ) ( 3 6 6)
2 4( ) ( 1) ( 1)
3 15

x

i x x c

ii e x x x c

iii x x x c



   

  

2( ) 8 32log( 4)
3 11( ) log(2 3)
2 4

i x x x c

ii x x c
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(ii) TC = 10x + 12x2 – x3+4 

AC = 10 12X – X2 +   

बोध ÿĳ 8 
(i) C = 0.8 y + 40, 100 Łपये कì आमदनी पर उपभोग 120 Łपये का होगा। 

(ii) 96  2 = 135.76 
 

बोध ÿĳ 9  (i) 5655 łपये 
बोध ÿĳ 10 

(i) C-S = 8 log 2-4 
संकेत x = 1 पर p = 2 होगी  

 
10.12 शÊदावली 

सीमाÆत लागत = Marginal Cost 
सीमाÆत आगम = Marginal Revenue 
कुल लागत = Total Cost 
कुल आगम = Total Revenue 
उपभोĉा कì बचत = Consumer’s surplus 
उपभोग कì सीमाÆत ÿविृ° = Marginal Propensity to consume 
बचत कì सीमाÆत ÿविृ° = Marginal Propensity to save 
बĘा काटने कì दर = Rate of discount 
कुल उपयोिगता = Total Utility 
कुल पåरवतªनशील लागत = Total Variable Cost 
समाकलन = Integration 
चलन वेग = Velocity 
ÿित अवकलन = Antiderivative 
समाकÐप = Integrand 
घात = Power 
िनिĲत समाकलन = Definite Integral 
अिनिĲत समाकलन = Indefinite Integral 

4
X
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ÿितÖथापन = Substitution 
समाकल = Integral 
±ेýफल = Area 
िÖथरांक = Constant 
अिभÓयिĉ = Expressions 
रैिखक = Linear 
आिशक अनपुात = Partial Fraction 

10.13 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  

 Alpha C. chiang, Fundamental Methods of Mathematical Economics 
3rd ed. 1984. 

 Edward T. Dowling, Mathematics for Economists 1986. 

 Jean E. Weber Mathematical Analysis, Business and Economic 
Applications 4th ed Harper & Row 1982. 

 Jagdish Arya, Robin Lardner, Mathematical Analysis : For Business 
and Economics 2nd ed 1985 Prentice Hall ch. 17. 
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इकाई- 11  
आÓयूह (मैिů³स) बीजगिणतीय का पåरचय 

 
इकाई कì łपरेखा  

11.0 उĥÔेय 
11.2 ÿÖतावना 
11.3 बिुनयादी पåरभाषाय¤ 
11.4 मिैů³सŌ पर सं िøयाय¤ 

11.4.1 जोड़ एवं  घटाना 
11.4.2 मिैů³सŌ कì गणुा 

11.5 मिैů³स का प±ाÆतरण 
11.6 मिैů³स का ÿितलोम 
11.7 यगुपत समीकरणŌ का हल 
11.8 मिैů³स (आÓयहू) पथृ³करण 
11.9 मिैů³स का अनिुÖथत या कोिट 
11.10 सारांश 
11.11 हल और उ°र 
11.12 शÊदावली 
11.13 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

11.0 उĥेÔय 
इस इकाई को पड़न ेके बाद आप : 

 मिैů³सŌ कì पहचान कर सक¤ गे 

 मिैů³सŌ का योग त था गणुा कर सक¤ गे 

 मिैů³स ÿितलोम ²ात कर सक¤ गे 

 मिैů³स बीजगिणत कì ÿिविध Ĭारा रेखीक समीकरण िनकायŌ को हल कर सक¤ गे 

 मिैů³सŌ का पथृ³करण कर जोड़, घटाना, गणुा आिद सिंøयाय¤ कर सक¤ गे  

11.1 ÿÖतावना 
कई िवĴेषणŌ म¤ चर एक रेखीय समीकरणŌ के समु̧ चय या समहू के łप म¤ अÆतसªÌबिÆधत 

माने जाते ह§। आÓयहू (मिैů³स) बीजगिणत ÖपĶ एवं  सं ि±Į सं केतन Ĭारा ऐसी समÖयाओ ं के 
सýूीकरण एवं  समाधान कì िविध ह।ै मिैů³स बीजगिणत रैिखक समीकरण िनकायŌ को हल करने म¤ 
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बहòत उपयोगी ह।ै मिैů³स बीजगिणत म¤ हम सं́ याओ ंको पिंĉयŌ और ÖतंभŌ के आयताकार łप म¤ 
रखकर उÆह¤ एक ही ÿतीक (Symbol) Ĭारा िचिĹत कर सकते ह§ और िफर इन ÿतीकŌ पर गणना 
कì सं िøयाओ ंकर सकते ह§। गिणत, ÿाकृितक िव²ान तथा सामािजक िव²ान के अनके ±ेýŌ म¤ 
मिैů³सŌ के कई महÂवपणूª अनÿुयोग िकये जाते ह§।  

इस इकाई म¤ हम मिैů³स बीजगिणत म¤ ÿयĉु शÊदŌ एवं  िचĹŌ कì पåरभाषाओ ंएवं  िवशेष 
ÿकार के मिैů³स के बारे म¤ जानकारी ÿाĮ कर¤गे। मिैů³सŌ के जोड़, बाकì, गणुा, कम -पåरवतªन 
आिद सं िøयाओ ं और ÿितलोम मिैů³स ²ात करने कì िविधयŌ कì जानकारी ÿाĮ कर मिैů³स 
बीजगिणत Ĭारा रैिखक समीकरण िनकायŌ को हल करन ेकì िविध सीख¤गे। मिैů³स बीजगिणत के 
अÆय ÿयोगŌ कì जानकारी आप इकाई 15 व इक 17 म¤ ÿ कर¤गे। 

11.2 बुिनयादी पåरभाषाय¤ 
मैिů³स या आÓयूह (Matrix)  
जब रािशयाँ या सं´याय¤ पं िĉयŌ तथा ÖतÌभŌ म¤ सिुनिĲत कम म¤ ÓयविÖथत होती ह§ अथाªत ्

आयताकार øम िवÆयास (array) के łप म¤ होती ह§ तब उसे आÓयहू या मिैů³स कहते ह§। 
मिैů³स कì पिंĉयŌ तथा ÖतÌभŌ को िनÌन ÿकार के िकसी कोķक म¤ िलखकर Óयĉ करते 

ह§ : 
 

;   ; ; 

 
यहाँ हम मिैů³स के िनłपण म¤ सवाªिधक ÿचिलत ÿथम ÿकार के बड़े āैकेट [ ] का ही 

ÿयोग कर¤गे। 
मैिů³स के अवयव (Elements of a matrix) 

पं िĉयŌ अथवा ÖतÌभŌ म¤ ÿयĉु रािशयाँ या सं´याय¤ उस मिैů³स के अवयव कहलाती ह§। 
ÿÂयेक अवयव कì िÖथित उस अवयव के पादांक (Subscript) यµुम से ÿदिशªत होती ह।ै यµुम का 
पहला अ±र या अकं पं िĉ तथा िĬतीय अ±र या अकं ÖतÌभ कì सं´या को ÿदिशªत करता ह।ै जैस े
अवयव aij म¤ i उसकì पिंĉ व j उसके ÖतÌभ को सिूचत करते ह§, जैसे a23 का आशय ह ैिक यह 
अवयव पिंĉ 2 और ÖतÌभ 3 म¤ िÖथत ह।ै इसी ÿकार amn पं िĉ m व कॉलम n म¤ िÖथत अवयव ह।ै 
मैिů³स का øम (order of a matrix) 

यिद िकसी मिैů³स म¤ m पं िĉया ँतथा n ÖतÌभ हŌ तो इसे m x n (m by n) कम कì 
मिैů³स कहते ह§। मिैů³स का कम िलखने म¤ पहले पिंĉयŌ कì सं́ या तथा िफर ÖतÌभŌ कì सं´या 
िलखी जाती ह।ै 

2 3 4
1 5 2
1 3 6

 
 
 
  

a b c
d e f
g h i

 
 
 
 
 

a b c
p q r
x y z
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जब m n सं´याय¤ m पं िĉयŌ और n ÖतÌभŌ म¤ एक सिुनिĲत øम म¤ ÓयविÖथत हŌ तो इन 
सं´याओ ंकì मिैů³स, माना िक A, को िनÌन ÿकार िलखते ह§ 

 

यह मिैů³स का Óयापक łप कहलाता ह।ै सं ±ेप म¤ मिैů³स A को िनÌन łप म§ भी िलखते 
ह§: 

Am x n या [aij] जहां  i = 1,2, .........,m 
तथा j = 1, 2, ...., n 

सिदश या वै³टर (Vector) 
यिद िकसी मिैů³स म¤ m पं िĉयाँ और केवल एक ÖतÌभ हो तो वह मिैů³स ÖतÌभ सिदश 

(Column) कहलाता ह।ै इसी ÿकार केवल एक पं िĉ और n ÖतÌभ होने पर मिैů³स को पं िĉ 
सिदश (row vector) कहा जाता ह।ै 

 
ÖतÌभ (कॉलम)   वे³टर पिंĉ व³ेटर 

अिदश / Öकेलर (Scalar) 
एक मिैů³स का अवयव केवल एक वाÖतिवक सं´या ह ैतो ऐसा मिैů³स अिदश कहलाता 

ह।ै वकैिÐपक łप से एक Öकेलर 1 x 1 मिैů³स ह।ै 
øम-पåरवतªन (Transposition) 

िकसी मिैů³स कì पिंĉयŌ व ÖतÌभŌ का परÖपर फेर-बदल करने पर ÿाĮ मिैů³स को पहले 
मिैů³स का ůाÆसपोज कहा जाता ह।ै एक m x n मिैů³स का øम-पåरवतªन करने पर एक n x m 
मिैů³स ÿाĮ होता ह,ै िजसम¤ ÿथम पिंĉ ÿथम ÖतÌभ, िĬतीय पं िĉ िĬतीय ÖतÌभ एवं  इसी ÿकार 
अÆय पं िĉयाँ ÖतÌभŌ म¤ पåरवितªत हो जाती ह§। फलतः ůाÆसपोज मिैů³स म¤ n पिंĉयाँ और m ÖतÌभ 
होते ह§। साधारणतया ůाÆसपोज ÿाइप (') के िनशान स ेÓयĉ िकया जाता ह।ै जैस े

 
चूँिक व³ैटर एक िवशेष ÿकार कì मिैů³स होते ह§ अत: पिंĉ वै³टर का ůाÆसपोज ÖतÌभ 

वे³टर और ÖतÌभ वे³टर का ůांसपोज पं िĉ वे³टर होता ह।ै 

 

एव ं  B’ = [2  3  4] 
 
 

11 12 13 1

21 22 23 2

1 2 3

n

ij n

m m m mn

a a a a
A a a a a a

a a a a
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सबमैिů³स (Submatrix) 
यिद m x n कम कì A मिैů³स दी हòई ह।ै यिद इस मिैů³स म¤ से r पं िĉयाँ और s ÖतÌभ 

का िवलोपन कर िदया जाय तो पाåरणािमक मिैů³स को A मिैů³स कì सब मिैů³स कहा जाता ह।ै 
इस ÿकार यिद 

 
तो तीसरी पिंĉ व तीसरे ÖतÌभ का िवलोपन करने पर हम¤ ÿाĮ होती ह ै

 
जो A मिैů³स कì सब मिैů³स ह ैऔर िजसका øम 2 x 2 ह।ै 

11.3 िवशेष ÿकार के मैिů³स 
मिैů³स बीजगिणत कì बिुनयादी पåरभाषाओ ंको जानने के बाद अब हम िविभÆन ÿकार के 

आÓयहूŌ (matrices) के िवषय म¤ पढ़¤गे।  
(i) वगª मैिů³स (Square Matrix) 

एक मिैů³स िजसम¤ पिंĉयŌ व ÖतÌभŌ कì सं́ या समान हो वगª मिैů³स कहलाता ह।ै 
उदाहरण के िलये A मिैů³स कोिट 2 का और B मिैů³स कोिट 3 का वगª मिैů³स ह।ै 

 
 

 
(ii) िवकणª मैिů³स (Diagonal Matrix) 

वगª मिैů³स A = [aij] म¤ A का मु́ य िवकणª इस मिैů³स के अवयवŌ, सा, a11,a22,..... 
ann स ेबनता ह।ै दसूरे शÊदŌ म¤ हम कह सकते ह§ िक नीचे िदए गए मिैů³स A के िवकणª के अवयव 
aij ह§, जहाँ i = 1, 2,......n ह।ै ये अवयव A के िवकणª के अवयव ह§। इन अवयवŌ स ेA का मु́ य 
िवकणª बनता ह।ै मिैů³स के शेष अवयव (जो िवकणª पर िÖथत नहé ह)ै अपिवकणª अवयव 
(nondiagonal elements) कहलाते ह§ दसूरे शÊदŌ म¤ वगª मिैů³स A = (aij) के अपिवकणª 
अवयव aij ह§ जहाँ i  ji उदाहरण के िलए िनÌन िदए हòए A मैिů³स के िवकणª के अवयव 3, -1, 
3 ह§। शेष सब अपिवकणª अवयव ह§। 

 
ऐसा वगª मिैů³स िजसम¤ िवकणª के अवयवŌ के अितåरĉ शेष सब अवयव शÆूय हŌ, 

िवकणª मिैů³स कहलाता ह।ै िवकणª मिैů³स के कुछ उदाहरण इस ÿकार ह§: 
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(iii) एकांक मैिů³स (Unit Matrix) 

एकाकं मिैů³स वह िवकणª मिैů³स ह ैिजसके िवकणª के सारे अवयव सं´या एक (1) हो। 
अथाªत ् वह वगª मिैů³स िजसके मु́ य िवकणª का ÿÂयेक अवयव एक (1) हो तथा अÆय सभी 
अवयव शÆूय (0) हो तो उसे इकाई या एकाकं मिैů³स कहते ह§ तथा सकेंत I से ÿकट करते ह§। 
उदाहरणाथª 

I2 = 
   

I3 =   
           

          इÂयािद 
 
I2 व I3 øमश: कोिट 2 तथा कोिट 3 के एकाकं मिैů³स ह§।  

(iv)शूÆय मैिů³स (Zero Matrix or Null Matrix) 
ऐसा मिैů³स िजसके सारे अवयव शÆूय हŌ, शÆूय मिैů³स कहलाता शÆूय मिैů³स को 0 स े

Óयĉ करते ह§। उदाहरणाथª   
0=  तथा 0=   
(2x 3)    (2 x 2)  
   

(v) समान मैिů³स (Symmetric Matrix) 
यिद दो मिैů³स एक ही कम कì हŌ तथा उनके संगत अवयव समान हŌ तो उÆह¤ समान 

मिैů³स कहते ह§। उदाहरणाथª यिद 
 

 तथा  
 
 
तब इÆह¤ A = B Ĭारा ÿदिशªत करते ह§। 

(vi)समिमत मैिů³स (Symmetric Matrix) 
यिद िकसी मिैů³स कì पिंĉयŌ व ÖतÌभŌ म¤ परÖपर फेर-बदल िलया जाय तथा नया मिैů³स 

परुाने मिैů³स के बराबर िनकले ० मिैů³स समिमत मिैů³स कहलाती ह।ै जैस े
 

A =  तब A’ =  
a h g
h b f
g f c

 
 
 
  

a h g
h b f
g f c
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समिमत मिैů³स वगª मिैů³स का ही एक िवशेष łप होता ह।ै मु́ य िवकणª के दोनŌ ओर 

पदŌ कì ÓयवÖथा एक सी होती ह।ै सामाÆय łप स,े aij = aji हो तो समिमत मिैů³स होगा। 
(vii) शूÆय सिदश (Null Vector) 

एक सिदश (ÖतÌभ या पं िĉ) िजसके सभी अवयव शÆूय हŌ शÆूय कहलाता ह ैतथा सकेंत 0 
से ÿकट िकया जाता ह।ै  

11.4 मैिů³सŌ पर सं िøयाय¤ (Matrix operations) 
आप जानते ह§ िक अकंगिणत तथा बीजगिणत कì मु́ य सं िøयाय¤ घटाना, गणुा तथा भाग 

ह।ै इस भाग म¤ हम मिैů³सŌ पर इन सं िøयाओ ंको देख¤गे। 

11.4.1 मैिů³सŌ का जोड़ एवं  घटाना 

मिैůसेज तभी जोड़े या घटाये जा सकते ह§ जबिक उनका आयाम एक-सा हो अथाªत ्मिैů³स 
के øम समान हŌ (उनकì पं िĉयŌ तथा ÖतÌभŌ कì सं´या समान हो।) A तथा B मिैů³स दोनŌ का 
आयाम समान हो। जैसे 2 X 3 तो दोनŌ को जोड़ा या घटाया जा सकता ह ै(A+B अथवा A-B) 

 समान कम के दो मिैů³सŌ (A एवBं) का योग ÿाĮ करने के िलये A के ÿÂयेक अवयव म¤ 
B के संगत अवयव को जोड़ िदया जाता ह।ै योग करने पर जो मिैů³स ÿाĮ होती ह ैउसका कम भी 
वही होता ह ैजो जोड़ी जाने वाली मिैů³सŌ का ह।ै मिैů³सŌ के इस योग को A+B Ĭारा ÿदिशªत 
िकया जाता ह।ै 

मिैů³सŌ म¤ घटाने कì सिंøया भी जोड़ कì सं िøया के समान ही होती ह।ै घटाने कì सिंøया 
के िलये भी यह आवÔयक ह ैिक दोनŌ मिैů³सŌ A तथा B म¤ पं िĉयŌ तथा ÖतंभŌ कì सं´या øमश: 
समान हो अथाªत ् A तथा B दोनŌ एक ही कोिट के हŌ। A-B ÿाĮ करने के िलए A मिैů³स के 
ÿÂयेक अवयव म¤ स ेB मिैů³स के संगत अवयव को घटा िदया जाता ह।ै 

मिैů³सŌ म¤ जोड़ तथा बाकì अवयव स े अवयव के अनसुार(Element by element) 
होती ह।ै 

 उदाहरणाथª यिद 

A = 

  

B =  

 
तब A+B  =  
 
 
A-B =  
 

11 12

21 22

31 32

a a
a a
a a

 
 
 
  

11 12

21 22

31 32

b b
b b
b b
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B-A =    
 
 
मिैů³स जोड़ व गणुा िनÌन गणुधमŎ का पालन करती है- 

1. A + B = B+A(øम िविनमये) 
2. A + B = (B+C) = (A+B) +C(साहचयª) 
3. A + B =  B-A 

उदाहरण-1 

(क)  A =    B =  

 

A+B =  B =  

 

A-B  =  

(ख)  A = , B = , C =  

 

A+B-C =  =  

 

(ग)  A = , B =  C =  

 

A-B-C =  =  



0 3 8
5 6 2

0 0 4

 
   
  

3 2 4
5 6 8
3 0 0

 
 
 
  

0 3 3 2 8 4
5 5 6 6 2 8

0 3 0 0 4 0

   
      
     

3 5 4
0 0 10
3 0 4

 
 
 
  

0 3 3 2 8 (4)
5 5 6 6 2 8

0 3 0 0 4 0

   
      
     

3 1 12
10 12 6
3 0 4

 
    
   

2 3
6 4
 
 
 

1 1
1 2

 
  

0 0
6 4
 
 
 

2 1 0 3 1 0
6 1 6 4 2 4

    
     

3 4
1 2

 
  

1 4
2 6
3 8

 
 
 
  

0 5
7 9

11 12

 
 
 
  

1013
20 0
1 0

 
 
 
  

1 0 10 4 5 13
2 7 20 6 9 0
3 11 1 8 12 0

    
     
     

9 14
25 3
9 4
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(घ)  A = , B = , C =  

 

A+B-C =  =  

 

(ङ)  A =  B =  

 

A-B  =  

 

B-A =  =  

 

11.4.2 मैिů³सŌ कì गुणा  
दो मिैů³सŌ का गणुा तब ही िकया जा सकता ह ैजब एक मिैů³स म¤ ÖतÌभŌ कì सं´या दसूरे 

मिैů³स म¤ पं िĉयŌ कì सं́ या के बराबर हो। यिद हम¤ A और B दो मिैů³स िदये हŌ और A B 
मालमू करना ह ैतो गणुा होने कì शतª यह ह ै िक A मिैů³स म¤ ÖतÌभŌ कì सं́ या B मिैů³स म¤ 
पं िĉयŌ कì सं´या के बराबर हो। यिद ऐसा ह ै तो A एवं  B को गणुा के िलये अनłुप 
(Conformable) अथवा पåरभािषत (defined) कहा जाता ह।ै A मिैů³स को B मिैů³स से गणुा 
करने पर (A B ÿाĮ करने के िलये) A को अगआु या लीड मिैů³स और B को पĲात ्या लैग 
मिैů³स कहा जाता ह।ै 

यिद लीड मिैů³स M X N कम कì ह ैऔर लैग मिैů³स n x p øम कì तो दोनŌ को गणुा 
िकया जा सकता ह ैऔर गणुनफल मिैů³स m x p øम कì ÿाĮ होती ह।ै यहाँ m,A मिैů³स म¤ 
पं िĉयŌ कì सं´या ह ैऔर p, b मिैů³स म¤ कॉलमŌ कì सं´या ह।ै 

3
1
2

 
 
 
  

1
3
4

 
 
 
  

2
0
2

 
 
 
  

3 1 2
1 3 0
2 4 2

  
   
    

2
4
2

 
 
 
  

0 1 2
2 1 0
1 2 3

 
 
 
  

0 2 1
1 1 0
0 2 1

 
 
 
  

0 0 1 2 2 1
2 1 1 1 0 0
1 0 2 2 3 1

   
    
    

0 1 1
1 0 0
1 0 2

 
 
 
  

0 0 2 1 1 2
1 2 1 1 0 0
0 1 2 2 1 3

   
    
    

0 1 1
1 0 0
1 0 2
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जब दो मिैů³सŌ को गणुा िकया जाता ह ैतो A मिैů³स कì ÿथम पं िĉ और B मिैů³स के 
ÿथम ÖतÌभ के अवयवŌ को øमश:, एक को से गणुा करके, जोड़ा जाता ह-ैऐसा योग गणुनफल 
मिैů³स का एक अवयव होता ह,ै जैस े

 

 
A B = [(5 X 1) +(4 X 2) + (3 X 3)] 
= [5+8+9] = [22]1X1 
 
एक स¤ अिधक पं िĉ या ÖतÌभ होने पर गणुनफल A B ÿाĮ करने के िलए िनÌनिलिखत 

चरण ह§: 

 
चूँिक A कì कोिट 3 X2 तथा B कì कोिट 2 X 2 ह।ै दसूरे शÊदŌ म¤ हम कह सकते ह§ A 

के ÖतंभŌ कì सं́ या B कì पं िĉयŌ कì सं´या के समान ह।ै अत: A B, 3X2 कोिट का होगा। 
1. A कì ÿथम पं िĉ के अवयवŌ को B के ÿथम Öतंभ के संगत अवयवŌ से गणुा कर¤ और 

गणुनफल का योग कर द¤। 
a11 b11+a12b21 
यह मिैů³स A B कì ÿथम पं िĉ का ÿथम अवयव होगा। 

2. पनु: A कì ÿथम पिंĉ के  अवयवŌ को B के दसूरे Öतंभ के संगत अवयवŌ से गणुा करके 
उनका योग िनकाले यह ÿथम पिंĉ का दसूरा अवयव होगा  11 12 12 22a b a b  

3. अब मिैů³स A कì दसूरी पं िĉ लीिजये। इसके अवयवŌ को ÿथम ÖतÌभ के अवयवŌ स े
øमश: गणुा करके योग करन ेपर A B मिैů³स कì दसूरी पं िĉ का, ÿथम अवयव ÿाĮ 
होगा और दसूरी पं िĉ के अवयवŌ को øमश: दसूरे ÖतÌभ के अवयवŌ से गणुा करने पर A 
B मिैů³स कì दसूरी पं िĉ के अवयव ÿाĮ हŌगे। 

4. इसी ÿकार A मिैů³स कì तीसरी पं िĉ के अवयवŌ को पहले B मिैů³स के ÿथम ÖतÌभ के 
अवयवŌ से øमश: गणुा करके A B मिैů³स कì तीसरी पिंĉ का ÿथम अवयव और दसूरे 
ÖतÌभ के अवयवŌ से गणुा करके योग करके दसूरा अवयव ÿाĮ कर¤गे।  
नया मिैů³स A B इस ÿकार का होगा – 
 
A B = 
 

11 11 12 21 11 12 12 22

21 11 22 21 21 12 22 22

31 11 32 21 31 12 32 22

a b a b a b a b
a b a b a b a b
a b a b a b a b
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उदाहरण-2 

(2.1) यिद A   एंव B =   हो तो A B ²ात कìिजये।  
 
 
 
A B =  
 
 
A B =  
 
 

(2.2) यिद A=     एवं   B =  
 
 
तो A B एवं  B A ²ात कìिजये। 
A मिैů³स का øम 3x2 और B मिैů³स का 2x3 ह।ै अत: A B भी और B A दोनŌ ²ात 

िकये जा सकते ह§। 
A B =  
 
 
 
A B =  
(3X3) 
  
B A = 
 
 
B A = 
(2x2) 
2.3 दो पåरवार A और B ह§। पåरवार A म¤ 2 पŁुष, 3 िľयाँ और 4 ब¸चे ह§ जबिक 

पåरवार B म¤ 1 पŁुष, 1 ľी और 3 ब¸चे ह§। उनकì कैलोरी कì Óयिĉगत दिैनक 

0 1 2
2 1 0
 
 
 

0 1
1 0
0 1

 
 
 
  

           
           
           

0 0 1 2 0 1 1 1 0 2 1 0
1 0 0 2 1 1 0 1 1 2 0 0
0 0 1 2 0 1 1 1 0 2 1 0

         
          
          

2 1 0
0 1 2
2 1 0

 
 
 
  

5 6
1 0

0 3

 
  
  

1 8 3
0 10 4
  
  

           
           
           

5 1 6 0 5 8 6 10 5 3 6 4
1 1 0 0 1 8 0 10 1 3 0 4

0 1 0 0 0 8 3 10 0 3 3 4

            
             
          

5 20 9
1 8 3
0 30 12

  
  
  

           
           

1 5 8 1 3 0 1 6 8 0 3 3
0 5 10 1 4 0 0 1 10 0 4 3
              

             

13 3
10 12
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आवÔयकता इस ÿकार ह-ै पŁुष 2500, ľी 2000 तथा ब¸चे 1800 और ÿोटीन 
कì आवÔयकता इस ÿकार ह-ै पŁुष 55 úाम, ľी 45 úाम व ब¸चे 35 úाम। 

उपयुªĉ सचूना को मिैů³सŌ के łप म¤ Óयĉ कìिजये। मिैů³स गणुन का ÿयोग करते हòये 
दोनŌ पåरवारŌ म¤ स े ÿÂयेक के िलये कैलोरी और ÿोटीन कì कुल आवÔयकता का पåरकलन 
कìिजये।  

उपयुªĉ सचूना को दो मिैů³सŌ के  łप म¤ रखा जा सकता ह।ै  
पåरवार पŁुष िľयाँ ब¸चे  कैलोरी ÿोटीन  (úाम) 
A234 
B113 

 पŁुष250055 
ľी200045 

  ब¸च1े80035 
 
X =     Y =  
(2x3)     (3x2) 
  
 
ÿÂयेक पåरवार कì कैलोरी व ÿोटीन कì कुल आवÔयकता ²ात करना ह ैअत X को Y स े

गणुा कर¤गे- 
XY =  
 
 
XY =पåरवार A 
पåरवार B 
कैलोरी ÿोटीन 
 

मैिů³स गणुा के गुणधमª (Properties of Matrix Multiplication)  
(1) मिैů³स गणुा आवÔयक łप से øम िविनमये (Commutative) नहé होता, अथाªत ्सामाÆयतः 

AB BA  इसिलये मिैů³स िकस øम म¤ गणुा िकये जाते ह§ यह बहòत महÂवपणूª होता ह।ै A 
B म¤ मिैů³स B को A स ेपवूª गणुा िकया (Pre- multiplied by A)अथवा A को B से बाद 
म¤ गणुा (post-multiplied by B) माना जाएगा।  

(2) यिद A B और B A दोनŌ सÌभव हो तो आवÔयक नहé ह ैिक दोनŌ मिैů³स समान øम के हŌ। 
जैसे A मिैů³स m x n एवं   
B मिैů³स n x m हो तो A B मिैů³स m x m होगी जबिक B A n x n øम कì, अथाªत 
िभÆन-िभÆन øम कì 

2 3 4
1 1 3
 
 
 

2500 55
2000 45
1800 35

 
 
 
  

           
           
2 2500 3 2000 4 1800 2 55 3 45 4 35
1 2500 1 2000 3 1800 1 55 1 45 3 35

K         
           

18200 385
9900 205
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(3) यिद A एवं  B दोनŌ वगª मिैů³स हो, फलतः A B व B A दोनŌ पåरभािषत हŌ, िफर भी 
आवÔयक नहé ह ैिक दोनŌ मिैů³स समान हŌ । जैस े

A =    एंव B =  
 
 
तब A B =  

 
 
B A = 
 
इस ÿकार A B B A यिद A व B दोनŌ वगª मिैů³स हŌ और समान हŌ तो 

A B B A  होगा। 
(4) यिद एक पं िĉ व³ैटर को ÖतÌभ वै³टर से बाद म¤ गणुा (post-multiplied) िकया जाय तो 

गणुनफल एक अिदश(Scalar) होगा। 
यिद A = 2, 3, 4, एंव B = 

 
A B =        2 1 3 2 4 3 20         

(5) यिद व³ैटर को पिंĉ व³ैटर से बाद म¤ गणुा िकया जाय तो गणुनफल एक मिैů³स होगी।  
 
यिद   A =   एंव B = [ 1 7 3 2 ] हो तो 
(4x1)   (1x4) 
 
A B =  
(4x4) 
 

(6) यिद िकसी मिैů³स को ÖतÌभ वै³टर से बाद म¤ गणुा (post-multiplied) िकया जाय तो 
पåरणाम ÖतÌभ व³ैटर होगा। 

 यिद A =   एवं  B =   हो  
   B = 
 

तब A B =     = 
 
 

4 7
3 2
 
 
 

1 5
6 8
 
 
 

46 76
15 31

  
   

4 15 7 10
24 24 42 16
  

   

4 42 20 56
3 12 15 16
  

   

19 17
48 58

  
   

1
2
3

 
 
 
  

1
0
5
2

 
 
 
 
 
 

1 7 3 2
0 0 0 0
5 3 5 1 5 1 0
2 1 4 6 4

 
 
 
 
 
 

1
2
 
 
 

2 3
4 5
 
 
 

8
14
 
 
 

   
   
2 1 3 2

4 1 5 2
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(7) यिद एक पिंĉ व³ैटर को एक मिैů³स से बाद म¤ गणुा िकया जाय तो पåरणाम एक पं िĉ 
वै³टर होगा। 

यिद  1 2 4A    एवं  B =  

 1 3     3 3     हो 
 

 तब  

 5 12 16A B   
(1x3) 

(8) मिैů³स गणुा म¤ सहचारी (Associative) िनयम लाग ूहोता है: 
(A B) C = A (B C), जहाँ A का øम m x n, 
B का n x p और C का p x k ह।ै 

(9) मिैů³स गणुा म¤ िवतरणाÂमक िनयम (Distributive Law) भी िनÌनिलिखत łप म¤ लाग ू
होता ह:ै 
A (B+C) = A B + A C (A से पवूª गणुा करने पर ) 
(B+C) A = B A + C A (A से बाद म¤ गणुा करने पर)  

अËयास- 
E-1 यिद व     B =  
 
 
A B व B A ²ात कìिजये। 
 
E-2यिद A =    तो िसĦ कìिजये I A A I A   
 
जहाँ = तÂसमक मिैů³स ह।ै 
E-3 
यिद A =   हो तो ²ात कìिजये A2-5A 
 
E-4यिद A तथा B आÓयहू नीचे िदये हòए ह§: 
 
A =     B =  
 
A B और B A का मान िनकािलए और िसĦ कìिजए िक 

1 2 0
2 3 4
0 1 2

 
 
 
  

1
0
2
3

 
 
 
 
 
 

 2 14 6 4A 

1 0 3
2 1 2
 
 
 

3 1
1 2

 
  

1 2 7
0 1 2
0 0 1

 
  
  

1 2 3
0 1 2
0 0 1
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3A B B A I   
E-5यिद A, B तथा X आÓयहू नीचे िदये हòए ह§- 
 
A =    B =  X = 
 
यिद X = A B हो तो व के मÐूय ²ात कìिजए। 

11.5 आÓयूह (मैिů³स) का प±ाÆतरण (Matrix Transposition) 
आपको पहले बताया जा चकुा ह ै िक जब एक मिैů³स A कì पिंĉयŌ और ÖतÌभŌ को 

अÆतªपåरवितªत कर िदया जाता ह ैअथाªत ्पिंĉयŌ ÖतÌभŌ को आपस म¤ बदल िदया जाता ह ैतो ऐसा 
बना आÓयहू A प±ाÆतरिणत कहलाता ह।ै इसको A’ या AT' से सिूचत िकया जाता प±ाÆतरण 
करने के िलये आÓयहू A म¤ पं िĉयŌ और ÖतÌभŌ म¤ इस पåरवतªन िकया जाता ह ैिक ÿथम पं िĉ ÿथम 
ÖतÌभ, िĬतीय पिंĉ िĬतीय ÖतÌभ, ततृीय पं िĉ ततृीय ÖतÌभ बन जाता ह।ै इस ÿकार ÿथम ÖतÌभ 
ÿथम पं िĉ और िĬतीय ÖतÌभ िĬतीय पं िĉ बन जाता ह।ै 

जैसे 
 
यिद A =    तब A1 =  
 
अतएव पåरभाषा के अनसुार, m x n øम के आÓयहू का प±ाÆतर øम या आÓयहू 

(Matrix) होगा।  
प±ाÆतरण संबधंी कुछ ÿमखु ÿमये िनÌनिलिखत ह§ :-  

(i) एक प±ाÆतरिणत या øम- पåरवितªत आÓयहू (A1) का प±ाÆतरण मलू आÓयहू (A) ही 
होगा। 
 
यिद A =   तब A1 = 
 
 
(A1)1 =   = A 
 

(ii) दो आÓयहू A तथा B के योग का प±ाÆतरण उनके अलग-अलग प±ाÆतरण के योग के 
बराबर होता ह।ै 

a. इस ÿकार 1 1 1( )A B A B    

1

2

3

x
x
x

 
 
 
  

0
11
5

 
 
 
  

1 2 7
0 1 2
0 0 1

 
  
  

11 21

12 22

13 23

x x
x x
x x

 
 
 
  

11 12 13

21 22 23

x x x
x x x
 
 
 

2 3
1 4
 
 
 

2 1
3 4
 
 
 

2 1
3 4
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(iii) गणुनफल A B का प±ाÆतरण, उÂøम (reverse order) म¤ प±ाÆतरणŌ के 

गणुनफल के बराबर होता ह।ै जैसे- यिद A B पåरभािषत ह§ तो ( 1 1 1( )A B B A  
और 1 1 1 1 1( )A B C D D C B A  होगा।  

(iv)इकाई या तÂसमक आÓयहू (मिैů³स) का प±ाÆतरण करने पर इकाई मिैů³स ही ÿाĮ होती 
ह ैजैसे 1I I  

(v) एक अिदश (Öकेलर) का प±ाÆतरण अिदश Öवय ंहोता ह।ै इस ÿकार  एक अिदश ह ैतो 
1    

(vi)जहाँ  एक अिदश हो तो 1 1( )A A   ह।ै 
a. (नोट: 1 1 1 1 1( ) )A A A A     

(vii) यिद A एक ऐसा वगª मिैů³स ह ैजहाँ A = A1 हो तो A एक समिमत आÓयहू ह।ै 
उदाहरण-3 
3.1 
यिद A (2x2) =   तो A1 ²ात कìिजये।  
 
 
A1 (3x2) =  
 
3.2 
यिद A (3x3) =   हो तो A1 ²ात कìिजये 
 
 
A1 (3x3) = 
 
 
 
3.3 
यिद A = B = 
 
एवं  C =  हो तो िदखाइये िक  
 
 
(A+B+C) = 
 

3 6
2 0
0 1

 
 
 
  

1 5 3
5 0 4
3 4 9

  
 
 
  

1 5 3
5 0 4
3 4 9

  
 
 
  

1 6 2
3 2 1
  
  

3 0 2
6 8 1

 
   

0 0 6
2 5 25

 
  

3 1 0 0 6 0 2 2 6
6 3 2 8 2 5 1 1 25

      
         

3 2 0
6 0 1

 
  



225 
 

 
= 
 
 
(A+B+C)1 =  
 
 
 
A1+B1+C+1= 

 
 
 
 A1+B1+C1 == 
 
 
 इस ÿकार A1+B1+C1 = (A+B+C)1 
3.4 यिद A =  
 (2x2)       ;  B (2x2) =     ;   C =  
 
हो तो िदखाइये िक [ A B C]1 = C1 B1 A1 
 
A B= = 
 
 
=2x3 
 
 
A B = = 
 
 
 
 
C1 B1 = 
 

2 6 6
5 11 25

 
  

2 5
6 11
6 25

 
 
 
  

3 6 1 3 0 2
0 8 6 2 0 5
2 1 2 1 6 25

       
            
           

2 5
6 11
6 25

 
 
 
  

3 1 0 6 3 2
0 6 0 8 2 5
2 2 6 1 1 25

     
     
      

6
1

0

 
  
  

3 5 7
0 1 8

 
  

3 0
4 1

 
   

9 0 15 0 21 0
12 0 20 1 28 8
    

       

3 5 7
0 1 8

 
  

3 0
4 1

 
   

9 15 21
12 19 20

 
   

     
     

9 6 15 1 21 0
12 6 19 1 20
      

        

39
53

 
  

   1 39 53A B C  

3 4
0 1

 
   

3 0
6 1 0 5 1

7 8
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C1 B1 =            6 3 1 5 0 7 6 0 1 1 0 8               

C1 B1 =  13 1  
  
C1 B1 A1 =          13 3 1 0 134 1 1 39 53          

इस ÿकार [A B C]1 = C1 B1 A1 
3.5 

यिद A =  
6 0

3 1 0 ; 7 2
0 3

B
 
    
  

एंव C =  

हŌ तो िदखाइये िक [A B C]1 = C1 B1 A1 
A B =          3 6 1 7 0 0 3 0 1 2 0 3               

A B = 25 2  
A B C =      25 0 2 1 2         

[A B C]1 = [-2] (अिदश का प±ाÆतरण अिदश Öवयं  होता ह।ै) 
 
C1B1A1  

           
3

0 6 1 0 0 7 1 2 0 0 1 3 1
0

 
               
  

       
3

0 2 3 1 0 3 2 1 3 0
0

 
           
    

 2   
इस ÿकार [A B C]1 = C1 B1 A1 

11.6 मैिů³स (आÓयूह) का ÿितलोम (The Inverse of a Matrix) 
(मिैů³स का ÿितलोम ²ात करने के िलए सारिणक का ²ान आवÔयक ह।ै अत: इस खÁड 

को ÿारÌभ करने से पवूª आप इकाई 14 म¤ सारिणक का अÅययन कर¤।)  
यगुपत एक रेखीय समीकरणŌ को हल करने, आदाÿदा िवĴेषण एव ंअÆय िवĴेषणŌ म¤ 

मिैů³स के ÿितलोम का उपयोग िकया जाता ह।ै मिैů³स A के ÿितलोम को A1 से सिूचत िकया 
जाता ह।ै 

यिद A मिैů³स, n x n øम का एक वगª मिैů³स को n x n øम के दसूरे वगª मिैů³स B से 
गणुा करने पर गणुनफल इकाई मिैů³स हो तो B मिैů³स को A का ÿितलोम या ÓयÂुøम कहा 
जायेगा। 

0
1
 
 
 

3
6 7 0

[0 1] 1
0 2 3

0
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यिद .nxn nxn n nxn nxnA B I B A  हो तो B = A-1 होगा ।  
A-1 को िनÌन तीन म¤ से िकसी भी ÿकार से िलखा जा सकता है- 

11 ij
ijB A a a

          

िकसी भी मिैů³स का ÿितलोम तब ही ²ात िकया जा सकता ह ैजब मिैů³स का सारणीक 
मÐूय शÆूय न हो  0A  । यिद  0A   हो तो ऐसे मिैů³स को अÓयÂुøमणीय मिैů³स कहते ह§। 

अथाªत ्केवल उसी मिैů³स का ÿितलोम ²ात िकया जा सकता ह ैजो वगª मिैů³स हो और उसका 
सारणीक मान अशÆूय हो। 

िकसी मिैů³स का ÓयÂुøम िनÌन ÿकार िनकाला जाता है-  
(ii) आÓयहू A के अवयवŌ aij को सहखÁडŌ से ÿितÖथािपत कर¤गे। ऐसा करने पर हम¤ 

सहखÁड (cofactors) मिैů³स ÿाĮ होगी। 

A = 
0 2 3
1 3 3
1 2 2

  
 
 
      

अतः 
0 2 3
1 3 3
1 2 2

A
 


  

 

ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर 
 
 

   0 2 1A      
= 0+2-3 = -1(सारणीक का मान अशÆूय ह ैअत: ÿितलोम ²ात िकया जा सकता ह)ै 
A मिैů³स कì सहखÁड मिैů³स = 
 
 
 
 
 
 
 

=
     
     

     

6 6 2 3 2 3
4 6 0 3 0 2
6 9 0 3 0 2

      
      
      

 

=
0 1 1
2 3 2
3 3 2

 
  
  

 

   
1 3 1 3

3 1
1 2 1 2

  
   

 

 

 

 

3 3 1 3 1 3
2 2 1 2 1 2
2 3 0 3 0 2
2 2 1 2 1 2

2 3 0 3 0 2
3 3 1 3 1 3
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(iii) अब हम सहखÁड मिैů³स का प±ाÆतरण कर¤गे प±ाÆतरण करने पर ÿाĮ को A 
का सहखडंज (adjugate or adjoint) कहते ह§ 

Adj. (A)= 
0 2 3
1 3 3

1 2 2

 
    
  

 

(iv)A के सहखडंज म¤ A का भाग दनेे पर A ÿितलोम ÿाĮ होगा। 
 1 .Adj A

A
A

  अथवा 1 1A adj A
A

   

 
 
 
 

(v) अपनी गणना कì शĦुता कì जाचँ करने के िलये A A-1 अथवा A-1A ²ात कर¤गे, 
³यŌिक A A-1 = A-1A = I  

 

A A-1 
0 2 3 0 2 3
1 3 3 1 3 3
1 2 2 1 2 2

      
   
   
             

 
     
     
     

0 2 3 0 6 6 0 6 6
0 3 3 2 9 6 3 9 6
0 2 2 2 6 4 3 6 4

      
          
         

 

3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
   
  

 

ÿितलोम (ÓयुÂøम) मैिů³स के गुणधमª (Properties of Inverse Matrices 
(i) यिद A तथा B दो समान øम के अÓयÂुøमणीय आÓयहू ह§ तो A B भी अÓयÂुøमणीय ह।ै  
(ii) दो आÓयहूŌ के गणुनफल का ÓयÂुøम , उÐटे øम म¤ उन आÓयहूŌ के ÓयÂुøम का गणुनफल होता 

ह-ै 
1 1 1( )A B B A    

इसी ÿकार   1 1 1 1A B C C B A     

1

0 2 3 0 2 3
1 1 3 3 1 3 3
1

1 2 2 1 2 2
A
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उपपि° -      1 1 1 1A B B A A B B A     

  
(iii) A मिैů³स के ÿितलोम व A मिैů³स को गणुा करने पर इकाई या तÂसमक मिैů³स ÿाĮ 

होती ह।ै 
1A I A I   

उपपि°    1 1A A I    

दोनŌ ओर A से गणुा करने पर 

  11 1A A A AI
    

  11I A AI
   

  11A A
   

    11 1A A I
    

1A A I   
(iv)मिैů³स के पåरवतª (Transpose) का ÿितलोम, ÿितलोम के पåरवतª के बराबर होता ह।ै अथाªत 

ÿितलोम कì और øम-पåरवतªन (प±ाÆतरण) कì सं िøयाय¤ परÖपर øम िविनमययĉु होती ह।ै 

   1 1 TTA A
   

उपपि° – 1A A I   

øम पåरवतªन करने पर  1 T TA A I    

(A1)-1 से उ°र गणुा करने पर 

     1 11 T T T TA A A I A
    

अतएव (A-1)T     11 T TA A
   

(v) मिैů³स A के ÿितलोम का सारणीक मान A के सारणीक मान का ÓयÂुøम होता ह ै- 
 
= 
 
उपपि° – हम¤ ²ात ह ैिक 
 
 
= 
अथवा= 
 

 

1A I A I 

I
A1A

1A A I 
1 11I A A A A    

I
A

1A
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उदाहरण-4 
4.2यिद A =    तो A-1 बताइये।  
 
 

A-1 = 1


 Adj (A) 

aij के Öथान पर संगत सहखÁड रखने पर 
 
 
 
 
 
 
 
 
= 
 
 
 
अतः Adj A =     (सहखÁड मिैů³स का पåरवतª) 
 
 
 
एंव    =1 (36-25)-2 (15-5)+3 (5-3) 
 
    = 11-14+6 = 3 
 
अतएव  
 
4.2 
यिद A =    तो A-1 ²ात कìिजये और िसĦ 
 
कìिजये िक    ह।ै 
सवªÿथम A मिैů³स का सारणीक मान ²ात कर¤गे - 

1 2 3
1 3 5
1 5 12

 
 
 
  

 

 

 

 

3 5 1 5 1 3
5 1 2 1 1 2 1 51
2 3 1 3 1 2

1 15 1 2 1 1 2 1 5
2 3 1 3 1 2

13 5 1 5 1 3

 
  
 
 
  

 
 
  

11 7 1
9 9 3

1 2 1

 
   
  

11 9 1
7 9 2

2 3 1

 
   
  

1 2 3
1 3 5
1 5 12

A
 
   
  

1

1 1 9 1 1 1 / 3 3 1 1 / 3
1 7 9 2 7 / 3 3 2 / 3
3

2 3 1 2 / 3 1 1 / 3
A 

     
           
        

1 2 3
5 7 4
2 1 3

 
 
 
  

1A A I 
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ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर  
 
 
 
=17-14-27 = -248 
अब हम A मिैů³स का सहखÁड मिैů³स C ÿाĮ कर¤गे -  
 
C = 
 
 
 
 
 
 
 
= 
 
अब हम सहखÁड मिैů³स का पåरवतª िजसे Adj A कहा जाता ह ैÿाĮ कर¤गे - 
 
 
Adj A = 
 
अब हम Adj A के अवयवŌ म¤    के मान (-24) का भाग दकेर A-1 ²ात कर¤गे – 
 
 
A-1 =  dj A =  
 
यह िसĦ करने हते ुिक A A-1 = 1 ह ैहम A का से उ°र-गणुन कर¤गे- 
 
    एवं  A-1 = 
 
 
 
A A-1 =  

     
1 2 3
5 7 4 1 21 4 2 15 8 3 5 14
2 1 3

A
 
        
  

 

 

 

 

7 4 5 4 5 7
1 3 2 3 2 1

2 3 1 3 1 2
1 3 2 3 2 1

2 3 1 3 1 2
7 4 5 4 5 7

 
  
 
 

  
 
 
  

17 7 9
3 3 3

13 11 3

  
   
   

17 3 13
7 3 11
9 3 3

  
   
   

A

I
A

1
24

17 3 13
7 3 11
9 3 3

  
   
   

1A

1 2 3
5 7 4

2 1 3
A

 
 
 

 


17 / 24 1/ 8 13 / 24
7 / 24 1/ 8 11/ 24
3 / 8 1/ 8 1/ 8

 
  
  

         
         

           

1 17/ 24 2 7/ 24 (3 3/8 1 1/8 2 1/8 3 1/8

(5 17/ 24 7 7/ 24 4 3/8 5 1/8 7 1/8 4 1/8

2 17/ 24 1 11/ 24 3 1/8 2 1/8 1 1/8 3 1/8
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 =   = 
 
अËयास 
E-6िनÌन आÓयहूŌ का सारणीक मान ²ात कìिजये और जहाँ सÌभव हो ÿितलोम ²ात कर¤। 
 
(a) 
 
 
 
(b) 
 
(c) 
 
E-7 
 
यिद A =    एवं   
 
 तो (I-A)-1 ²ात कर¤।  
E-8 
यिद A =  हो तो िसĦ कìिजये A A-1 = I  
 
E-9 
यिद A =  ,  B = एंव   C =  
(a) A1 , B1 एंव C1 ²ात कìिजये 
(b) िसĦ कìिजये िक (A+B)1 = A1+B1 
(c) िसĦ कìिजये िक (A B)1 = B1 A1 
E-10 

     
     
     

1 13 / 24 2 11/ 24 3 1/ 8

5 13 / 24 7 11/ 24 4 1/ 8

2 13 / 24 1 11/ 24 3 1/ 8

     


     
     

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

3I

0 2 1
1 3 4
1 1 1

  
  
    

3 1 3
3 3 1
2 0 3

 
 
 
  

2 4 6
1 2 3
1 4 9

 
  
  

0.2 0.3 0.2
0.4 0.1 0.2
0.1 0.3 0.2

 
 
 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 1

I
 
   
  

9 1
8 2
 
 
 

2 4
1 3

 
  

3 8
0 1
 
 
 

1 0 9
6 1 1
 
 
 

1 2 2
2 1 2
2 2 1
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यिद A =   तो िसĦ कìिजए िकAdj A = 3AT 
 
 

11.7 युगपत समीकरणŌ का हल (Solution of Simultaneous linear 
Equations)  
यगुपत एक रेखीय समीकरणŌ के एक समु̧ चय को हल करने कì अनेक िविधयाँ ह§ जो 

अनÆय (unique) हल ÿदान करती ह§। मिैů³स िविध से भी यह हल ²ात िकया जा सकता ह।ै 
यगुपत समीकरणŌ का समु̧ चय ह ै- 
 
 
 
 
इन यगुपत समीकरणŌ को øेमर के िनयम के अनसुार आÓयहू के łप म¤ िनÌन ÿकार स े

िलखा जा सकता ह-ै 
Ax = K 

जहां  A = गणुांक 8ij का आÓयहू A =
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

 
 
 
  

 

X = चरो का ÖतÌभ सिदश =
1

2

3

x
x
x

 
 
 
  

 

 

k = अचरŌ का ÖतÌभ सिदश =
1

2

3

k
k
k

 
 
 
  

 

Ax = k को A-1 से पवूª गणुन करने पर  
A-1 Ax = A-1k 
अथवा x = A-1k 
 
 
अथवा= 
 
 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a x a x a x k
a x a x a x k
a x a x a x k

  
  
  

1

2

3

x
x
x

 
 
 
  

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

c c c k
I c c c k
A

c c c k
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यहां  ij ijC a के संगत सहखÁड ह§।  
अतएव 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
इस ÿकार यगुपत समीकरणŌ का हल ²ात करने कì िøया िविध िनÌन होगी :-  

(1) सवªÿथम गणुांकŌ के आÓयहू A कì सारणीक का मान ²ात कर¤गे। यिद सारणीक A का 
मान अशÆूय हो तो हल ²ात िकया जा सकता ह।ै  

(2) िफर गणुांकŌ के मिैů³स (आÓयहू) का ÿितलोम A-1 ²ात कर¤गे।  
(3) ÿितलोम मिैů³स A-1 को अचरŌ कì ÖतÌभ मिैů³स k से गणुा कर¤गे।  
(4) इस ÿकार ÿाĮ गणुान मिैů³स कì पिंĉयŌ के अवयव ही x1, x2 एवं  x3 के अभीĶ मान 

हŌगे। 
उदाहरण - 5 मिैů³स िसĦाÆत से िनÌन समीकरण िनकाय को हल कìिजये :- 

 
 
 
 
गणुाकŌ का मिैů³स =   = A 
 
 
 
अ²ात रािशयŌ का मिैů³स ÖतÌभ =  = x 
 
 
 
अचरŌ का ÖतÌभ मिैů³स =  = k 
 
 

11 1 12 2 13 3
1

c k c k c k
x

A
 



21 1 22 2 23 3
2

c k c k c k
x

A
 



31 1 32 2 33 3
3

c k c k c k
x

A
 



3 1 1
1 2 1
4 3 2

 
  
  

X
Y
Z

 
 
 
  

2
9

1

 
  
  

3 2
2 9

4 3 2 1

x y z
x y z

x y z
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इसी समीकरण िनकाय को िनÌन मिैů³स समीकरण के łप म¤ िलखा जा सकता ह ै: 
 
 

²ात करने के िलए सवªÿथम     का मान ²ात कर¤गे :- 
  =  
 =  
अतः A-1 ²ात िकया जा सकता ह।ै 
A मैिů³स कì सहखÁड मैिů³स = 
 
 
 
 
 
 
 
 
= 
 
 
सहखÁड मैिů³स का पåरवतª या Adj A =  
 
 
 
A-1 =  Adj A =  
 
 
 = 
 
 
 
 
 
 
 

1  Ax k x A k  

1A A

A      3 4 3 1 2 4 1 3 8     
21 2 11 30 0     

 

 

 

 

2 1 1 1 1 2
3 2 4 3 4 3

1 1 3 1 3 1
3 2 4 2 4 3

1 1 3 1 3 1
2 1 1 1 1 2

   
 
 
  
 
 
   
   

7 2 11
5 10 5
1 4 7

  
   
    

7 5 1
2 10 4

11 5 7

   
   
   

1
A

1
30

7 5 1
2 10 4

11 5 7

   
   
   

7 / 30 1/ 6 1/ 30
1/15 1/ 3 2 /15

11/ 30 1/ 6 7 / 30

 
   
  

7 5 1 2
1 2 10 4 9
30

11 5 7 1

x
y
z

       
             
           

     
     
     

7 / 30 2 1/ 6 9 1/ 30 1
1/15 2 1/ 3 9 2 /15 1 3

211/ 30 2 1/ 6 9 7 / 30 1

x
y
z
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समान समीकरण कì पåरभाषा से  
अËयास : 
E -11मिैů³स िसĦांत स ेिनÌन समीकरण िनकाय को हल कìिजये :- 
(a) 
 
 
 
(b) 
 
 
 
(c) 
 
 
 
(d) 
 
 

11.8 मैिů³स (आÓयूह) पृथ³करण (Portioned Matrices)  
एक आÓयहू को उप-आÓयहूŌ (Sub-matrices) म¤ पथृक करना कई बार सिुवधाजनक 

होता ह।ै आÓयहू सं́ याओ ंका एक आयताकार अकंायत ह।ै इसको ±ैितज तथा उÅवाªधर रेखाओ ंसे 
उप-आÓयहूŌ के अकंायत म¤ पथृक कर सकते ह§। इन उप -आÓयहूŌ को मलू आÓयहू पर सं िøयाय¤ 
करने हते ुअिदश (Öकैलर) के łप म¤ ÿयĉु िकया जा सकता ह।ै 

जैसे 3x3 øम के A मिैů³स का चार उप-आÓयहूŌ म¤ पथृ³करण िकया जा सकता ह ै:- 
 
 
 
 
 
 
 

1; 3; 2x y z    

2 4
2 3 9
3 2

x y z
x y z
x y z

  
  
  

1 2

1 2 3

1 3

4 1
3 2 0

3

x x
x x x

x x

  
  
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
2 0

3 4 8

x x x
x x x

x x x

  
  

  

1 2

1 2 3

1 2 3

2 0
2

2 2 3 7

x x
x x x

x x x

 
  
  

   

11 12 13

21 22 23

31 32 33 3 3

1311 12
11 12

21 22 232 2 2 3

21 31 32 22 33 1 11 2

a a a
A a a a

a a a

aa a
A A

a a a

A a a A a
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अब आÓयहू A को िनÌन ÿकार िलखा जा सकता ह ै:- 
 
 
एक M×N øम के आÓयहू का िनÌनानसुार पथृ³करण िकया जा सकता ह ै :- 
 
जहां  A1 का øम M×N1 ह,ै A2 का øम MxN2 ह ैएवं  N1 +N2 = N ह।ै  
एक िवभĉ (partitioned) आÓयहू के पåरवतªक को उप-आÓयहूŌ के पåरवतª के łप म¤ 

िलखा जा सकता ह ैयथा  
 
 
 
 
 
 
 
 
तब 
 
 
यिद आÓयहू को अनłुप िवभĉ िकया गया है, तो िवभĉ आÓयहूŌ को जोड़ा, घटाया या 

गणुा िकया जा सकता ह।ै यिद M×N øम के A आÓयहू का पथृ³करण A = [A1 : A2] ह,ै जहा ं
A1 का øम MxN1 तथा A2 का øम MxN2 ह ैएवं  N1+N2 = N ह ैऔर B का पथृ³करण B = 
[B1 : B2] ह,ै जहां  B1 का øम MxN1, B2 का øम MxN2 ह ैऔर N1+N1 = N ह§।  

तब 
A ± B = [A1±B1: A2±B2] 
इसी ÿकार 
 
 
 
जहा ंA का øम MN , A1 का M1 x N 
A2 का M2xN ह ैऔर M1+M2 = M 
 
 
 

11 12
11

21 22

a a
A

a a
 

  
 

 1 2:  : A A A

1
11

1
2

A
A

A

 
  
  

 1 2

4 3 | 5 0
: 2 1 | 1 6

8 2 | 3 7
A A A

 
    
   

1
1 1

1
2

4 2 8
3 1 2
5 1 3
0 6 7

AA
A

 
          
  

1

2

AA
A

 
  
 

1

2

BB
B
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जहां  B का øम M×N ह,ै B1 का øम M1xN ह,ै B2 का øम M2xN ह ैऔर M1+M2 = 
M ह।ै  

तब 
 
 
 
पथृ³करण का उपयोग जोड़ने एवं  घटाने म¤ बहòतायत स ेिकया जाता ह,ै परÆत ुगणुन िøया 

म¤ सिुवधा कì ŀिĶ स ेपथृ³करण मिैů³स गणुा एवं  अÆय जिटल सं िøयाओ ंम¤ अिधक उपयोगी ह।ै 
यिद A आÓयहू (मिैů³स) िजसका øम M×N ह,ै का पथृ³करण िकया जाता ह ैजहा ंA = 

[A1 : A2] ह,ै का øम M×N1, A2 का øम M×N2 ह ैऔर N1+N2 = N ह।ै एक िवभĉ आÓयहू 
B का कम N×P ह।ै B = B1/B2] 

ह ैजहा ंB1 का øम N1×P, B2 का øम N2×P ह ैतब  
 
 

 
उदाहरण – 6 

 
यिद 
 
        ह ैतो  
 
 
िदखाइये िक  
(ii) 
आÓयहू पथृ³करण का उपयोग कìिजये। 
हल :- 
(i) 
 
= 
 
 
 
 
 

1 1

2 2

A BA B
A B

 
    

  1
1 2 1 1 2 2

2

: BAB A A A B A B
B
 

   
 

1 2 2 3 6 2
1 2 1 ; 2 4 1
1 1 0 2 3 0

A B
      

        
       

     1 2 1 2: :i A B A A B B  

   1 1 2 2: :AB A B A B 

   1 2 1 2: :A B A A B B  

1 2 2 3 6 2
1 2 1 2 4 1
1 1 0 2 3 0

   
 

 

 1 1 2 2

2 8 0 2 8 0
: 3 6 0 3 6 0

1 2 0 1 2 0
A B A B A B
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अथवा 
 
 
 
= 
 
 
 
      = A+B 
 
 
(ii) AB= 
 
 
 
= 
 
 
= 
 
 
= 
 
 
 
= 
 
 
 
AB= 
 
इस ÿकार AB = [A1B1] + [A2B2] 
 

1 1

2 2

A BA B
A B

   
     

   
1 2 2 3 6 2
1 2 1 2 4 1
1 1 0 2 3 0

   
 

 

2

1 2

2

2 8 0
3 6 0
1 2 0

A B

A B

    
          
     

1 2 2
1 2 1
1 1 0

 

 

3 6 2
2 4 1
2 3 0

 


 
1

1 2

2

:
B

A A
B

 
     
  

   1 1 2 2A B A B  

     
     
     

3 4 6 8 2 2 4 6 0
3 4 6 8 2 2 2 3 0

3 2 6 4 2 1 0 0 0

         
          
         

7 14 4 4 6 0 11 20 4
1 2 0 2 3 0 3 5 0
1 2 1 0 0 0 1 2 1

          
           
           

     
     
     

3 4 4 6 8 6 2 2 0 11 20 4
3 4 2 6 8 3 2 2 0 3 5 0

3 2 0 6 4 0 2 1 0 1 2 1
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उदाहरण – 7 
 
यिद A =    ; B = 
 
 
तब 
AB = 
 
 
AB=+ 
 
 
AB=+= 
 
 
उ°र कì जांच प¤क गणुन Ĭारा कì जा सकती ह ै 
AB=      = 
 
अËयास : 
 
E-12 यिद A =     ह ैतो िदखाइये िक A2 = 0 ह§। 
 
आÓयहू पथृ³करण Ĭारा उ°र कì जांच कìिजये। 
E-13 यिद 
 
 
 
 
ह ैतो ²ात कìिजये 
 
(a) UV 
(b) VU+X 
(c) XY 
अपने उ°र कì जांच आÓयहू पथृ³करण Ĭारा कर¤। 

6 0 1
1 3 2




4 2
0 1
5 1

 
 
 
   

6 0 1
1 3 2

 
  

4 2
0 1
5 1

 
 
 
  

6 0 4 2
1 3 0 1
   
      

1
2
 
 
 

 5 1 

24 0 12 0
4 0 2 3
    

       
5 1
10 2

 
   

29 13
6 3

 
   

24 0 5 12 0 1
4 0 10 2 3 2

    
     

29 13
6 3

 
   

1 2 3
1 2 3
1 2 3

 
 
 
    

 
1 4 2 1

1 0 1 , 2 ; 1 3 0
3 0 1 1

U V X
   

         
      

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Y
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11.9 (आÓयूह) मैिů³स का अनुिÖथत या कोिट (Rank of Matrix) 
एक वगª आÓयहू के अवयवŌ से बने सारणीक का मान शÆूय हो तो उसे अÓयÂुøम णीय 

आÓयहू (Singular Matrix) कहते ह§। अथाªत,्   हो। यिद   ह ै तो ऐसा वगª 
आÓयहू ÓयÂुøमणीय आÓयहू (Non-Singular Matrix) कहा जाता ह।ै 

A मिैů³स म¤ उ¸चतम øम के ÓयÂुøमणीय उप-आÓयहू के øम को आÓयहू का अनिुÖथत 
या कोिट कहते ह§ और इसे r (A) Ĭारा बताया जाता ह।ै उदाहरणाथª, 

 
 
 
 
 
 
यहा ं
 
A एक अÓयÂुøमणीय आÓयहू ह।ै लेिकन a आÓयहू के उप-आÓयहू   का 

सारणीक मान अशÆूय ह ै(-1), अत: A आÓयहू कì कोिट (अनिुÖथत) -2 ह।ै 
उदाहरण-7 

िनÌन आÓयहूŌ कì कोिट िनधाªåरत कìिजये :- 
(a)   

 
 
 

(b)  
 
 
 
 

(c)  
 
 

हल :  
(a) इस आÓयहू के तीन वगª-उप आÓयहू सभंव है  

0A  0A 

4 5 6
5 6 7
7 8 9

A
 
   
  

     4 54 56 5 45 49 6 40 42 0A       

4 5
5 6

 
 
 

1 4
5 10
3 2

 
 
 
  

1 1 0
1 2 3

0 1 2

 
  
  

1 2 4
2 4 8
3 6 12
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 , , 
 

(b) इन उप आÓयहूŌ का सारणीक मान øमश: -10, -10 एवं  -20 ह,ै जो अशÆूय ह ै अत: 
आÓयहू कì कोिट 2 ह।ै 
इस आÓयहू का सारणीक मान 
  
 
 
 
अथाªत अशÆूय ह ैअत: आÓयहू कì कोिट 3 ह।ै 

(c) इस आÓयहू का सारणीक मान शÆूय है 
 
 
अत: आÓयहू कì कोिट एक ह।ै 

(d) इस आÓयहू का सारणीक मान 
3 1 2
2 5 4

4 3 1




 = 3 (5-12) -1 (2+16) -2 (6+20) 

= -21-18-52  =  -91 ह ै 
अत: आÓयहू कì कोिट 3 ह।ै 

(e) इस आÓयहू का सारणीक मान शÆूय ह ै³यŌिक िĬतीय पं िĉ के संगत अवयव ÿथम पिंĉ के 
अवयवŌ से दगुने ह§। इसी ÿकार 2x2 øम के सभी उप-आÓयहूŌ का सारणीक मान भी शÆूय 
ह।ै अत: आÓयहू कì कोिट एक ह।ै 
िकसी आÓयूह कì कोिट (Rank) िनधाªåरत करने मे िनÌन गुण धमª उपयोगी हŌगे :- 

(1) चूं िक िवकणª मिैů³स का सारणीक मान इसके मु́ य िवकणª के अवयवŌ के गणुनफल के 
बराबर होता ह,ै अत: िवकणª मिैů³स कì कोिट मु́ य िवकणª म¤ अशÆूय अवयवŌ कì सं´या 
के बराबर होगी। 

(2) चूं िक A1 का कोई भी उप-आÓयहू A के उपआÓयहू का प±ाÆतरिणत (Transpose) होता 
ह ैएवं  अत: (A1) = r (A) 

(3) दो आÓयहूŌ के गणुनफल कì कोिट , दो मिैů³सŌ म¤ से िजसकì कोिट कम ह ैउसकì कोिट से 

अिधक नही हो सकती, अथाªत r ()AB ≤ min {r (A), r(B)} 

1 4
5 10
 
 
 

1 4
3 2
 
 
 

5 10
3 2
 
 
 

   
1 1 0
1 2 3 1 4 3 1 2 0 1 2 1

0 1 2


        

1 3
2 6

6 6 0  

B B
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(4) यिद A आÓयहू n×n øम का एक वगª आÓयहू ह ैतो इसकì कोिट n (r (A) = n) होगी, 
बशत¥ िक यह ÓयÂुøमणीय   हो 

(5) िकसी भी आÓयहू कì कोिट कम से कम एक होती है, बशत¥ िक वह शÆूय आÓयहू (Null 
Matrix) न हो। शÆूय आÓयहू कì कोिट शÆूय होगी।  
 
अËयास 
E-12 िनÌन आÓयहूŌ कì कोिट बताइये:- 
 

(a)  
  
 

(b)  
 
 
 

(c)  
 
 
 

(d)  
 
 

11.10 सारांश 
1. एक आयताकार अकंायत िजसे पं िĉयŌ तथा ÖतÌभŌ म¤ ÓयविÖथत िकया गया हो, आÓयहू 

(मिैů³स) कहलाता ह।ै 
2. अकंगिणत एवं  बीजगिणत कì मु́ य सिंøयाय¤ जोड़ , घटाना, गणुा तथा भाग आÓयहू 

बीजगिणत म¤ िवशेष िविध से सÌपािदत कì जाती ह।ै 
3. दो मिैů³स तभी जोड़े अथवा घटाये जा सकते ह§ जब इनका øम समान हो। जोड़ व घटाने कì 

िøया अवयव से अवयव के अनसुार होती ह।ै 
4. मिैů³स A का B से उ°र-गणुन तब ही िकया जा सकता ह ैजब A म¤ ÖतÌभŌ कì सं´या, B म¤ 

पं िĉयŌ कì सं´या के बराबर हो। 
5. यिद िकसी वगª मिैů³स का सारणीक मÐूय अशÆूय ह ैतो इसका ÿितलोम ²ात िकया जा सकता 

ह।ै मलू मिैů³स को इसके ÿितलोम से गणुा करने पर इकाई मिैů³स ÿाĮ होती ह।ै  

 0A 

1 2 10
2 4 20
1 1 6

 
 
 
  
1 2 3
2 4 6
3 6 9

 
   
    

6 10 5
3 2 2
5 8 3

 
 
 
  

2 0 0
0 6 0
0 0 5
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6. मिैů³स बीजगिणत Ĭारा एक रेखीय यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय को सरलता स ेहल करके 
अनÆय हल ÿाĮ िकया जा सकता ह।ै 

7. आÓयहू पथृ³करण मिैů³स गणुा एवं  अÆय जिटल सं िøयाओ ंम¤ काफì उपयोगी ह।ै 

11.11 हल और उ°र 
E-1 
 
 
BA = 
 
 
E-3 
 
E-4 
AB=   ;  BA =  

 

 
6E   
(a) सारणीक मान = 10 

1

7 / 10 1 /10 11 /10
3 /10 1 /10 1 / 10
2 / 5 1 / 5 1 / 5

A

  
     
  

 

(b) सारणीक मान = 2 

1

9 / 2 3 / 2 4
7 / 2 3 / 2 3

3 1 3
A

  
   
  

 

(c) सारणीक मान = 24 
 

 26AB 

2 14 6 4
0 0 0 0
4 28 12 8
6 42 18 12

 
 
 
 
 
 

7 0
0 7
 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 1
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1

1 / 4 1 / 2 0
1 / 2 1 / 2 1 / 23
1 / 4 1 / 6 1

A

 
   
     

 
 

 

 

 

 
13

( ) 4

5 2 0
( ) 1 3 2

3 1 4

4 2 1
( ) 1 3 0

0 1 1

E
a

b

c
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11.12 शÊदावली 
 
मटेåर³स/आÓयहू Matrix 
सारणीक Determinates 
ÖतÌभ Column 
एक घाती समीकरण Linear equation 
ÿतीक Symbol 
सýूीकरण Formulation 
संकेतन Notation 
ÿितलोम/ÓयÂुøम Inverse 
पदांक/पदा±र Subscript 
±ैितज Horizontal 
उÅवाªधर/उदú Vertical 
ÖतÌभ/वे³टर Column Matrix 
पं िĉ मिैů³स Row Matrix 
सिदश/वे³टर Vector 
मु́ य िवकणª Vector 
øम िविनमये Commutative 
सहचारी Associative 
गणुांक Coefficient 
िवकणª मिैů³स Diagonal Matrix 
संगत अवयव Corresponding element 
अनłुप Conformable 
अगआु मिैů³स Lead Matrix 
पĲात मिैů³स Lag Matrix 
वगª आÓयहू मिैů³स Square Matrix 
प±ांतरण/øम-पåरवतªन Transportation 
सहखÁड Co-factor 
सहखडंज Adjoint 
आÓयहू पथृ³करण Partition of Matrices 
सं िøयाय¤ Operations 
पणूª-गणुन Pre-multiplication 
उ°र-गणुन Post-multiplication 
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उÂøम Reverse order 
उÂøम Scalar 
अकंायत Arrays 

11.13 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
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Applications, Harper, 1982, Chapter -7. 
2. Chiang, A.C., Fundamental Methods of Mathematical Economics, 

McGraw-Hill, 1984, Chapters 4-5 
3. Mehta, B.C. and Madnani, Y.M.K., Mathematics for Economists, 

Sultan Chand, 1984, Chapters 4-5 
4. लàमीनारायण नाथरूामका, अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग, कॉलेज बकु हाउस, 1989, 
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इकाई – 12 
सारणीक (The Determinants) 

इकाई कì łपरेखा 
12.0 उĥÔेय 
12.1 ÿÖतावना 
12.2 सारणीक कì संकÐपना 
12.3 सारणीक कì मÐूयांकन 
12.4 सारणीक के गणु धमª 
12.5 øैमर के िनयम Ĭारा यगुपत समीकरणŌ का हल 
12.6 सारांश 
12.7 हल और उ°र 
12.8 शÊदावली 
12.9 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

12.0 उĥेÔय 
 इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 

 सारणीक कì संकÐपना को समझ जाय¤गे। 

 सारणीक व मिैů³स के अतंर को समझ सक¤ गे। 

 सारणीक के मगुª गणुधमŎ को जान सक¤ गे।  

 सारणीक का मÐूयांकन कर सक¤ गे। 

 सारणीक का ÿयोग करके रैिखक समीकरण िनकायŌ का अनÆय हल ²ात कर सक¤ गे। 

12.1 ÿÖतावना 
ÿÂयेक वगª-मिैů³स A स े संबिंधत एक सं́ या होती ह ै िजसे मिैů³स का सारणीक कहा 

जाता ह।ै इसे det A अथवा िचĹ।A। से सिूचत िकया जाता ह।ै जहा।ं। का ताÂपयª का सारणीक ’ 
(The determinant of) होता ह।ै एक मिैů³स का कोई सं́ याÂमक मÐूय नहé होता जबिक एक 
मिैů³स का सारणीक एक सं´या होती ह।ै सारणीक केवल वगª मिैů³स के िलए ही पåरभािषत होते 
ह§। इस इकाई म¤ हम जान¤गे िक सारणीक ³या ह§? सारणीक व मिैů³स म¤ अतंर को समझ¤गे और 
सारणीक का ÿयोग रैिखक समीकरण िनकायŌ को हल करन ेके िलए कर¤गे। यगुपत समीकरणŌ  के 
समु̧ चय म¤ अिधक समीकरणŌ के होने पर बीजगिणत कì सामाÆय िविधयŌ से हल करना किठन हो 
जाता ह।ै अत: ऐसे समीकरणŌ का हल सारणीक कì िवशेष िविध से िकया जाता ह।ै 
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12.2 सारणीक कì संकÐपना 
सारणीक केवल वगª-आÓयहूŌ के िलए ही पåरभािषत होते ह§, जैसे 2 2,3 3, 4 4x x x  तथा

nxnआयाम के आÓयहूŌ (मिैů³सŌ) के िलए ही सारणीक ²ात िकये जा सकते ह§। 
एक 2x2 मिैů³स 

11 12

21 22

a a
a aA x     

का सारणीक det A= |A| = 11a  22a - 12a  21a  Ĭारा बताया जाता ह।ै  
यिद 3 4

0 1A      ह ैतब  3 4
0 1| | 3 1 0A      4 3   

यिद 1 0
6 10A     ह ेतब 1 0 10

6 10 6 10| | 1(10) 0A         (6) 10   

इस ÿकार।A। ÿाĮ करने के िलए A के मु́ य िवकणª के दो अवयवŌ को गणुा करके उसम¤ 
से अÆय दो अवयवŌ को ितरछा करके  

घटाया जाता ह।ै यहां  मिैů³स A का आयाम 2 2x होने से यह िĬतीय øम का सारणीक 
कहा जावेगा। 

इसी ÿकार 3 3x  कम के मिैů³स 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a

 
   
  

 

का सारणीक होगा 
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a
 11 22 33 12 23 31 13 32 21

13 22 31 23 32 11 33 21 12

a a a a a a a a a
a a a a a a a a a

  
  

 

 
A के उपरोĉ पद िचý-1 म¤ दशाªये गये िनयम के अनसुार ÿाĮ िकये जा सकते ह§- 

 

 
 
यहां  - लाल रेखाओ ंĬारा जोड़े गये अवयवŌ का गणुन धनाÂमक पदŌ को और हरी - - - - - 

- - - रेखाओ ंĬारा जोड़े गये अवयवŌ का गणुन ऋणाÂमक पदŌ को दशाªता ह।ै यहां  यह Åयान रख¤ िक 
उ¸च कम के मिैů³सŌ के िलए यह िनयम लाग ूनहé होता ह।ै 

अब हम सारणीक को िनÌन ÿकार से पåरभािषत कर सकते ह§:- 
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 nxn रािशयŌ  , ,11 12
... nna a a  को दो समानाÆतर उÅवाªधर िपसा। का लÌबवत रेखाओ ंके 

मÅय वगª अकंायत (Square array)म¤ िलख ेगये øम िवÆयास को n कोिट का सारणीक कहते ह§ 
ÿतीक łप म¤ 

यहां
,

ija s सारणीक A के अवयव ह§; पदाकं i. पिंĉ का और िĬतीय पादाकं j ÖतÌभ का 
अिभसचूक ह।ै 

n øम के एक सारणीक ijA a  जहां  i. J = 1,2...., n ह;ै का मÐूय n! पदŌ का 

बीजगिणतीय योग होता ह।ै n! पदŌ म¤ सभी संभव एव ंिभÆन संयोग (all possible and distinct 
combination) आ जाते ह§ जो इस ÿकार से चयिनत िकये जाते ह§ िक ÿÂयेक पद म¤ एक अवयव 
ÿÂयेक पिंĉ स ेऔर एक अवयव ÿÂयेक ÖतÌभ स ेहो। j को बढ़ते हòए øम म¤ रखने पर जहां  j के 
øम म¤ उलटाव कì सं´या सम होती ह ैपद का िचĹ धनाÂमक और असम होने पर ऋणाÂमक होता 
ह।ै इस िनयम का उपयोग करके 3 3x  से बड़े कम के मिैů³स का सारणीक ²ात करना किठन ह।ै जैस े
4 4x  øम के मिैů³स का सारणीक 4 = 24 पदŌ का बीजगिणत योग होगा और ÿÂयेक पद 4 
अवयवŌ का गणुन फल होगा। 

3 3x  øम स ेबड़े मिैů³स का सारणीक सामाÆयतया एक दसूरी पĦित िजसे सहखÁडŌ स े
िवÖतार (expansion by factors) कहा जाता ह,ै Ĭारा ²ात िकया जाता ह।ै 

जैसे 3 3x  øम के मिैů³स के सारणीक से सह खÁडŌ से िवÖतार करके िनÌन ÿकार से 
िलखा जा सकता ह:ै- 

   
 

11 22 33 23 32 12 21 33 23 31

13 21 32 22 31

A a a a a a a a a a a

a a a a a

   

 
 

 

22 23 21 22 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
    

यहां  आप यह Åयान द¤ िक योग म¤ ÿÂयेक सारणीक A मिैů³स के सÊमिैů³स का सारणीक 
ह ैजो उस अवयव वाली पिंĉ और ÖतÌभ को छोड़ने पर ÿाĮ होती ह।ै  
उदाहरणाथª 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

म¤ a11 कì लघ ुसारणीक M11 इस सारणीक कì ÿथम पं िĉ तथा ÖतÌभ 

को छोड़ने पर 
 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a  

या  22 23

32 33

a a
a a

होती ह।ै 
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Óयापक łप से कह¤ तो अवयव ija  कì उप-सारणीक (Minor) दी हòई सारणीक कì thi  

पं िĉ thj  ÖतÌभ छोड़ने पर ÿाĮ होती ह।ै 
 
इसी ÿकार 12a  अवयव का उपसारिणक ÿथम पिंĉ एवं  िĬतीय ÖतÌभ को िनरÖत करके 

ÿाĮ िकया जाता ह ैअथाªत 

अवयव 12a का उपसारिणक = 21 23

31 33

a a
a a

  

अवयव 13a  का उपसारिणक ÿथम पं िĉ एव ं ततृीय ÖतÌभ को िनरÖत करके ÿाĮ िकया 
जाता ह।ै अथाªत 

 13a का उपसारिणक = 21 22

31 32

a a
a a

 

 
उपसारिणक को संगत शीषª अ±रŌ से ÿदिशªत करने पर 

11 12 13

12 22 23 11 11 12 12 13 13

31 3 2 33

a a a
a a a a A a A a a
a a a

    

(ÿथम पं िĉ लेने पर) 
ÿथम ÖतÌभ से िवÖतार करने पर 

11 11 21 21 31 31A a A a A a A    
 उपसारािणक से िनकट संबधं रखने वाली अवधारणा सहखÁड (Cofactor) ह।ै यिद 

उपसारिणकŌ को उनके िचĹŌ के साथ िलखा जाये तब व ेउस अवयव के सहखÁड कहलाते ह§। 
उदाहरणाथª, 11a  का सहखÁड  11 12,A a  का सहखÁड  12A  तथा a13 का सहखÁड 

 13A  ह।ै सहखÁड के िनशान लगाने का िनयम यह ह ैिक उपसारिणक म¤ i और j का जोड़ सम 
(even) हो तो उपसारिणक व सहखÁड का िनशान एक-सा होगा। यिद िवषम हो जैसे 3, 5, 7 आिद 
तो सहखÁड का िनशान उपसारिणक के िनशान स ेउलटा होगा। 

यिद हम उपसारिणक को ijM  से और सहखÁड को ijC  से सिूचत कर¤ तो 

i+j सम होने पर ij ijC M  

i+j िवषम होने पर ij ijC M  

अथवा Öकैलर 

 1 i j
ijCij M   

सहखÁड को Signed minor भी कहा जाता ह।ै 
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nxn  मिैů³स  1ijC  (सहखÁड मिैů³स का ůासंपोज) को मिैů³स A का सहखÁडज 

(Adjoint) कहा जाता ह ैऔर adj A Ĭारा बताया जाता ह।ै 
 सहखÁडŌ से िवÖतार कì इस पĦित को लाÈलेस िवÖतार (Laplace expansion) कहा 

जाता ह।ै यह िविध 4 4x  øम के सारणीक म¤ भी ÿयĉु कì जा सकती ह।ै 
गिणतीय सýू के łप म¤ इस िविध को िनÌन ÿकार से िलखा जा सकता है:-  
पं िĉ i से िवÖतार करने पर 

1
ij ij

n
A a c

j
 


 िकसी भी पिंĉ के िलये i = 1, 2, ....,n 

ÖतÌभ j से िवÖतार करने पर 

1
ij ij

n
A a c

j
 


 िकसी भी ÖतÌभ के िलए j = 1,2...., n 

लाÈलेस िवÖतार िकसी पं िĉ या ÖतÌभ से िकया जा सकता ह।ै सबसे समान पåरणाम ÿाĮ 
होते ह§। 
सारणीक ÿसार म¤ िनÌनिलिखत ल ±ण पाये जाते ह§:- 
(1) सारणीक ÿसार के दाय¤ प± म¤ ÿÂयेक पद उतन ेही अवयवŌ का गणुन फल ह ैिजतना िक उस 

सारणीक का øम ह।ै  
जैस े

11 12
11 22 21 12

21 22

a a
a a a a

a a
   

यहां  ÿÂयेक पद म¤ दो-दो अवयव ह§। 
इसी ÿकार ततृीय कम का सारणीक  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

11 22 33 12 23 31 13 21 32

13 22 31 23 32 11 12 21 33

a a a a a a a a a
a a a p a a a a a a

  
  

 

यहां  ÿÂयेक क पद म¤ तीन-तीन अवयव ह§। 
(2) सारणीक-ÿसार के दाय¤ प± के ÿÂयेक पद म¤ सारणीक A कì ÿÂयेक पिंĉ से एक ओर केवल 

एक अवयव ह ैतथा ÿÂयेक ÖतÌभ स ेभी एक ओर केवल एक अवयव ह।ै अथाªत, एक अवयव 
एक ही पद म¤ पनु: नहé आता। 

(3) 2 2x सारणीक ÿसार म¤ पदŌ कì सं´या 2! = 2 तथा 3 3x  सारणीक ÿसार म¤ पदŌ कì सं´या 
3!= b ह ैतथा स भी पद िभÆन ह§। इस ÿकार n n  सारणीक ÿसार म¤ n! पद होगे। 

(4) आधे पदŌ का िचÆह धनाÂमक तथा आधे पदŌ का िचÆह ऋणाÂमक ह।ै 
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(5) सामाÆयत: n2 अवयव nवé øम के सारणीक म¤ ÓयविÖथत हŌगे। 
 

सारणीक व मैिů³स म¤ अंतर 
आप इकाई व 11 म¤ जान चकेु ह§ िक मिैů³स म¤ रािशयां  आयताकार øम िवÆयास के łप 

म¤ होती ह§ अथाªत मिैů³स सं´याओ ंका िनकाय होता ह ैजबिक सारिणक एक सं´या ह।ै मिैů³स का 
मान ²ात नहé िकया जा सकता जबिक सारिणक का मान ²ात िकया जा सकता ह।ै मिैů³स के िलये 
सदैव वगª होना आवÔयक नहé ह ैजबिक सारिणक केवल वगª-मिैů³स म¤ ही पåरभािषत माना जाता 
ह।ै मिैů³स को [ ] या () कोķकŌ अथवा दोहरी समांतर उÅवाªधर रेखाओ ं  म¤ रखा जाता ह ै
जबिक एक सारिणक को दो उÅवाªधर रेखाओ ंके बीच रखा जाता ह।ै 

इकाई 11 म¤ आप जान चकेु ह§ िक मिैů³स को िकसी भी सं´या से गणुा करना या भाग दनेा 
हो तो इसके समÖत अवयव ÿभािवत हŌगे, लेिकन सारिणक म¤ केवल एक पं िĉ अथवा ÖतÌभ के 
अकं ही ÿभािवत होते ह ेजैसे:- 

 
1 2 5 10

5
3 4 10 20
   

   
   

होगा जबिक 

 
1 3 5 3

5
2 4 10 4
   

   
   

 अथवा
1 15
2 20
 
 
 

 ही होगा।  

1 2 1/ 5 2 / 51
3 4 3 / 5 4 / 55
   

   
   

 होगा जबिक 

1 2 1/ 5 21
3 4 3/ 5 45

 अथवा 
1 2 / 5
3 4 / 5

अथवा
1/ 5 2 / 5

3 4
  

 

12.3 सारिणक का मूÐयांकन 
सारिणक कì संकÐपना म¤ आप जान चकेु ह§ िक ÿÂयेक सारिणक का एक सं´याÂमक मÐूय 

होता ह ैिकसी भी सारिणक को लाÈलेस िवÖतार पĦित स ेिĬतीय øम के सारिणकŌ म¤ िवÖतार कर 
इसका मÐूय ²ात िकया जा सकता ह।ै 
िĬतीय øम के सारिणक का मान 

यिद मिैů³स 11 12

21 22

a a
A

a a
  ह ै

 तो Det 11 12
11 22 21 12

21 22

a a
A A a a a a

a a
    होता ह ै
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अथाªत िĬतीय øम के सारिणक का मान उसके मु́ य िवकणª के अवयवŌ के गणुन 
(Product) तथा इसके िवपरीत िवकणª के अवयवŌ के गणुन का अÆतर होता ह।ै  
उदाहरण 1 

ह ैतो A B   1.1 यिद  
 
तथा A B ²ात करो। 

हल: 
   7 3

9 4 7 4 9 3

28 27
55

A x x x   

 
  

   
1 0

1 1 0 0 1 0
0 1

1

B x x    



 

अत: 55 1 54A B     
तथा 55 1 55A B x     

1.2 यिद A= 
3 4
2 3 

 ह ैतो 2A ²ात करो। 

हल:    

   
   

   
   

3 3 4 2 3 4 4 3
2 3 3 2 2 4 3 3
x x
x x

     
          

 

 
1 0
0 1
 

  
 

 

   2 1 0
1 1 0 0 1 0 1

0 1
A        

 
 

तो AB  ²ात करो 1.3 यिद  तथा  
 

हल: 
   
   

   
   

1 7 0 9 1 3 0 4 7 3
0 7 1 9 3 1 4 9 4

AB
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7 3

7 4 3 9
9 4

AB


       

28 27   
 

55  
तृतीय øम के सारिणक का मान 

माना िक 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
A a a a

a a a
  

यह ततृीय øम का सारिणक ह।ै इसके ÿथम पं िĉ के अवयवŌ 11 12,a a  तथा 13a  के Ĭारा 
सारिणक का ÿसार करने पर हमको िनÌनां िकत मान ÿाĮ होता ह ै: 

11 12 13
22 23 21 23

21 22 23 11 12
31 33 31 33

31 32 33

a a a
a a a a

a a a a a
a a a a

a a a
   

21 22
13

31 32

a a
a

a a
  

   11 22 33 32 23 12 21 33 31 23a a a a a a a a a a     

 13 21 32 31 22a a a a a   

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31a a a a a a a a a a a a     

13 21 32 13 22 31a a a a a a   
इस ÿकार 

4 2 1 1 0 30 31
3 1 0 4 2 1
5 2 4 24 54 52

A      

(ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर) 
     4 4 0 2 12 0 1 6 5A        

16 24 1

7

A

A

  

 
 

उदाहरण 2 

2.1 मिैů³स A = 
3 0 2
6 8 1
0 3 4

 
  
  

 का सारिणक ²ात कìिजये। 
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 हल: 
3 0 2
6 8 1
0 3 4

A


   

 ÿथम ÖतÌभ से िवÖतार करने पर 
8 1 0 2 0 2

3 6 0
3 4 3 4 8 1

A
  

  


 

     3 32 3 6 0 6 0 0 16
105 36 0

      

   
 

141A    
 

2.2 यिद A
2 3 1 1 1 0
1 2 3 ; 2 0 3

2 0 1 1 2 1
B

   
        
       

 तो |BA| ²ात करो। 

 
हम जानते ह§ िक .BA B A   

1 1 0 0 3 2 3 2 0
2 0 3 1 1 0
1 2 1 2 1 1 1 12

B     
     

 

(ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर)  
     1 0 6 1 2 3 0 4 0
6 1 0
7

      

   
 

 

     

2 3 1 2 3 1 3 1 2
1 2 3 2 3 1

2 0 1 0 1 2 1 2 0

2 2 0 3 1 6 1 0 4
4 2 1 4
2 1

A
 

    

      

  


 

. 7 21 147BA B A       

2.3 यिद 
2 3 4
1 0 4
2 3 1

A   तथा 
4 3 2
1 3 0
2 1 3

B
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तो |AB| का मान ²ात कìिजये। 
हल: 
हम जानते ह ैिक .AB A B  

2 3 4 1 4 24 24
1 0 4 3 0 3
2 3 1 21 21 1 4

A       

(िĬतीय ÖतÌभ से िवÖतार करने पर) 
   3 1 8 0 3 8 4

21 12
9A

     

 

 

 

4 3 2 32 42 4 3
1 3 0 1 3 0
2 1 3 13 23 2 1

B
  

    
  

 

 
(िĬतीय पिंĉ से िवÖतार करन ेपर) 

   1 9 2 3 12 4 0
7 24

31

. 9 31 27

B

AB A B

      

 



   

 

नोट : िजस पं िĉ या ÖतÌभ म¤ सबसे अिधक शÆूय हŌ उस पिंĉ या ÖतÌभ से िवÖतार करना 
सिुवधाजनक होता ह।ै 

अËयास 
ह ैतो   का मान ²ात कìिजये ।  1E   यिद 

 
 

2E   यिद ह ैतो Adj. A ²ात कìिजये ।  
  

 
     म¤ 

 
(i) अवयव 1. -2 तथा 4 के लघ ुसारिणक ²ात करो। 
(ii) अवयव 2, -2 तथा -3 के सहखÁड ²ात करो। 
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0 1 3
4 2 5 7

3 0 1
E   का ÿसार कर मान ²ात कìिजये।  

5E 
a b c
b c a
c a d

का मान ²ात कìिजये। 

6
a b c

E A d e f
g h i

   

अवयव a,b और f के लघसुारिणक एवं  सहखÁड ²ात करो। 

12.4 सारिणक के गुणधमª (Properties of Determinants) 
ÿमेय 1 : यिद सारिणक म¤ पिंĉयŌ को ÖतÌभŌ को पिंĉयŌ म ेपåरवितªत िकया जाये तो सारिणक का 
मान अपåरवितªत रहता ह।े 
उदाहरणाथª 

1 2 3 1 1 1

1 2 3 2 2 2

1 2 3 3 3 3

2 1 5 2 3 4
3 2 6 1 2 3
4 3 7 5 6 7

a a a a b c
b b b a b c
c c c a b c





 

 
ÿमेय 2 : यिद िकसी सारिणक म¤ दो पिंĉयŌ या ÖतÌभŌ को परÖपर अÆतªपåरवितªत कर िदया जाय 
तब सारिणक का सं´याÂमक मान वही रहता ह,ै परÆत ुिचÆह म¤ पåरवतªन हो जाता ह।ै 
उदाहरणाथª- 

 
12 1 1 13 12 1 1 1 3

21 22 23 2 2 2 1 2 3

3 1 3 2 33 32 31 33

a a a a a a
A a a a a a a

a a a a a a
    

 

इसी ÿकार  
21 22 23 21 22 23

11 12 13 11 12 23

31 32 33 31 32 33

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a
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सं´याÂमक łप म¤  
1 2 3 1 2 3
2 3 4 2 3 4
3 1 4 3 1 4

   

 

 

 

     
1 2 6
3 5 1 1 0 4 2 0 1 6 12 5
1 4 0

       

 

4 2 42 40      
ÿथम एवं  ततृीय पं िĉ को परÖपर बदलने पर 

     
1 4 0
3 5 1 1 30 2 4 18 1 0 6 5
1 4 0

28 68 40

A       

   

 

 
ÿमेय 3 : यिद िकसी ÖतÌभ (या पं िĉ) को िनकट के ÖतÌभ (या पिंĉ) के आगे िखसकाया जाता ह ै
तो सारिणक का सं´याÂमक मान वही रहता ह§ परÆत ुछलागें गये ÖतÌभŌ (या पं िĉयŌ) कì सं´या 
िवषम होने पर िचÆह बदल जाता ह।ै 

 
1 2 6
3 5 1 40
1 4 0

  ह ैजबिक 
2 1 6
5 3 1 40
4 1 0

  

2 6 1 3 5 1
5 1 3 40 1 4 0 40
4 0 1 1 2 6

 
 

 
ÿमेय 4 : यिद सारिणक कì िकसी पिंĉ या ÖतÌभ के सभी अवयवŌ को िकसी अिदश (Scalar) से 
गणुा िकया जाय तो सारिणक के मान म¤ उस रािश का गणुा हो जाता ह।ै  

1 2 6
3 5 1 40
1 4 0

A    
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ÿथम ÖतÌभ को 5 से गणुा करने पर 
1 5 2 6 5 2 6
3 5 5 1 15 5 1 40 5 200
1 5 4 0 5 4 0


    


 

उपÿमेय - 
इसी िवशेषता के आधार पर हम सारिणक कì िकसी भी पिंĉ या ÖतÌभ से िकसी सं´या 

को उभयिनķ (Common factor) ले सकते ह§ जैस े
 
5 10 30 1 2 6
3 5 1 5 3 5 1
1 4 0 1 4 0

  

(ÿथम पं िĉ से 5 उभयिनķ लेने पर) 
 
5 15 1 3

5 2
2 4 1 2

   

(ÿथम पं िĉ से 5 एवं  िĬतीय पिंĉ से 2 उभयिनķ लेने पर)  
नोट : मिैů³स एवं  सारिणक से उभयिनķ लेने म¤ मलूभतू अÆतर ह ैिजसे सदैव Åयान म¤ रखा जाना 
चािहये। मिैů³स म¤ उभयिनķ सारे अवयवŌ म¤ से िलया जायेगा जबिक सारिणक म¤ िकसी पिंĉ या 
ÖतÌभ से। इसी ÿकार िकसी मिैů³स को िकसी अिदश से गणुा करने पर उस मिैů³स के सभी अवयव 
अिदश से गणुा हो जाय¤गे जबिक एक सारिणक को अिदश स ेगणुा करने पर केवल िकसी एक पं िĉ 
या ÖतÌभ के अवयव अिदश स ेगणुा हŌगे। 

(अिदश एक ऐसा मिैů³स ह ैिजसका अवयव केवल एक वाÖतिवक सं´या ह)ै 
 

ÿमेय 5 : यिद िकसी सारिणक म¤ कोई दो पिंĉया ंअथवा ÖतÌभ सवªसम हो तो उस सारिणक का 
मान शÆूय होता ह।ै जैसे 

2 3 1
1 3 5 0
2 3 1

A    

 
ÿथम पं िĉ तथा ततृीय पं िĉ सवªसम ह§। इन दोनŌ को अÆतªपåरवितªत करने पर (ÿमये 2 से) 

 A A   
अथवा 2 0A   
अथवा 0A   
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ÿमेय 6 : यिद एक सारिणक कì िकसी पं िĉ (या ÖतÌभ) के सभी अवयव शÆूय हŌ तो उस सारिणक 
का मान शÆूय होगा 

 

 यिद 
1 3 3
0 0 0 0 0 0 0
1 4 2

A


   


 

 
ÿमेय 7 : यिद िकसी सारिणक कì एक पं िĉ (या ÖतÌभ) दसूरी िकसी पिंĉ (या ÖतÌभ) का कोई 
गणुा हो तो सारिणक का मान शÆूय होगा।  

 
2 3 1
0 3 5 0
4 6 2

A    

 
(ततृीय पं िĉ के सभी अवयव ÿĳ पिंĉ के संगत अवयवŌ से दगुने ह§) 

ÿमेय 8 : यिद सारिणक का िकसी पिंĉ (या ÖतÌभ) के ÿÂयेक अवयव म¤ अÆय िकसी पिंĉ (या 
ÖतÌभ) के संगत अवयवŌ को िकसी भी अचर रािश से गणुा करके जोड़ या घटा िदया जाय तो 
सारिणक के मान म¤ कोई पåरवतªन नहé होता। अथाªत ्

 

     
1 2 3
2 4 0 1 48 0 2 24 0 3 4 24
6 2 12

A         

(ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर) 
= 48-48-60=-60 
ÖतÌभ 1 को 2 से गणुा कर ÖतÌभ 2 से घटाने पर - () 
 

 
 
 

1 2 1 2 3 1 0 3
2 4 2 2 0 2 0 0
6 2 6 2 12 6 10 12

 
  
  

 

 
ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर 

     1 0 0 0 24 0 3 20 0
0 0 60

60
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ÿमेय 9 : यिद सारिणक कì िकसी पिंĉ या ÖतÌभ का ÿÂयेक अवयव दो रािशयŌ के योग (अथवा 
अतंर) के łप म¤ हो तो सारिणक को øम के दो सारिणकŌ के योग (अथवा अतंर) के łप म¤ Óयĉ 
जा सकता ह।ै जैस े

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

a b c d a c d
A a b c d b c d

a b c d b c d







   

 
इसी ÿकार 

 
4 2 2 1 4 2 1 2 2 1
3 1 4 2 3 4 2 1 4 2
5 3 3 3 5 3 3 3 3 3


  


 

 
ÿमेय10 : दो आÓयहूŌ (मिैů³सŌ) के गणुनफल का सारिणक उन आÓयहूŌ के सारिणक के गणुनफल 
के बराबर होता ह ैअथाªत  

यिद A=
1 3 3
2 0 1
1 4 2

A
 

   
   

 एवं
1 0 2

3 2 2
1 0 1

B
 
    
  

 तब 

 
5 6 1 5 6 1
1 0 3 1 0 3

11 8 8 11 8 8
AB AB

      
         
         

 अत: 

 
 

     5 0 24 6 8 33 1 8 0
120 150

38
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1 3 3
2 0 1 1 0 4 4 1 3 8 0
1 4 2

4 9 24 19
1 0 2

3 2 2 1 2 0 0 3 2 2 0 2
1 0 1

2 0 4
2

A

B


       
 

     


          



   


 

अत:   19 2 38AB A B      
 

ÿमेय 11 : एक िवकणª मिैů³स (Diagonal Matrix) का सारिणक इसके िवकणª के अवयवŌ के 
गणुनफल के बराबर होता ह।ै 

 

यिद
2 0 0

0 3 0
0 0 5

A


  ह ैतब 
2 0 0

0 3 0
0 0 5

A


 

 2 15 0 0 0 30A         
 
अथवा 2 3 5 30      
 
सारिणकŌ के उपरोĉ गणुधमŎ (Properties) का उपयोग करके सारिणक का मान लाÈलेस 

िवÖतार िकये िबना भी ²ात िकया जा सकता ह।ै ऐसी समÖयाओ ं के कुछ उदाहरणŌ Ĭारा हम 
सारिणक का मान ²ात करना सीख¤गे। 
उदाहरण 3 
3.1 िनÌनिलिखत सारिणकŌ का मान ²ात कìिजये:- 

     
9 12 15 1 1 1 2 5 8

10 13 16 1 2 3 3 6 9
11 14 17 1 3 6 4 7 10

a b c  

हल : 
 

(a) उपरोĉ सारिणक के ÿथम तथा िĬतीय, िĬतीय तथा ततृीय ÖतÌभŌ के अवयवŌ का अतंर 3 
ह ैअत: ततृीय ÖतÌभ म¤ से िĬतीय ÖतÌभ के संगत अवयवŌ को घटाने पर  
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9 12 15 12 9 3 3
10 13 16 13 10 13 3
11 14 17 14 11 14 3


 


 

 
पनु: िĬतीय ÖतÌभ म¤ से ÿथम ÖतÌभ के संगत अवयवŌ को घटाने पर ( 3 2C C से) 
 
9 12 9 3

9 3 3
10 13 16 13

10 3 3 0
11 14 11 3

11 3 3


 

 


 

 
ÿमेय 5 के अनसुार यिद िकसी सारिणक म¤ कोई दो पिंĉयां  या ÖतÌभ सवªसÌमत हो तो उस 
सारिणक का मान शÆूय होता ह।ै उपरोĉ सारिणक के ÖतÌभ िĬतीय एवं  ततृीय सवªसÌमत ह§; अत: 
सारणीक मान शÆूय ह।ै िवÖतार करके हल करने पर भी यह ही पåरणाम ÿाĮ होगा। 

(b) माना 
1 1 1
1 2 3
1 3 6

A   

ÖतÌभ 3 म¤ से ÖतÌभ 2 के संगत अवयव घटाने पर (C3-C2) 
 

1 1 1 0 1 0 0
1 2 1 1 1 1 1
1 3 1 3 1 2 3

A


  


 

 
ÖतÌभ 2 म¤ से ÖतÌभ 1 के संगत अवयवŌ को घटाने पर (C2-C1) 
 

1 1 1 0 1 0 0
1 2 1 1 1 1 1
1 3 1 3 1 2 3

A


  


 

ÿथम पं िĉ के अनसुार िवÖतार करने पर 
   1 1 3 2 0 0 3 2

1

A

A
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(c) माना 
2 5 8
3 6 9
4 7 10

A   

C2-C1 

2 5 2 3 2 3 3
3 6 3 3 3 3 3 0
4 7 4 3 4 3 3

A


   


 

ÿमये 5 के अनसुार कोई भी दो ÖतÌभ सवªसम हŌ तो सारिणक का मान शÆूय होगा।  
3.2 िसĦ कìिजये िक : 

    
2 2 2

1 1 1
a b c a b b c c a
a b c

     

हल: दी हòई सारिणक कोसे Óयĉ करन ेतथा ÿथम ÖतÌभ 1म¤ से ÖतÌभ 2 के संगत अवयव घटान े
पर 

(C1 –C2) 

2 2 2

1 1 1 1
a b c
a b c


   

ÖतÌभ 2 म¤ से ततृीय ÖतÌभ 3 के संगत अवयव घटान ेपर  2 3C C   

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 1 1 1 0 0 1
a b b c c a b b c c

a b b c c a b b c c


      

   
 

ÿथम ÖतÌभ से  a b  और िĬतीय ÖतÌभ से  b c को उभयिनķ (Common) लेने 
पर 

   
2

0 0 1
1 1a b b c c

a b b c c
   

 
 

पं िĉ 1 के अनसुार िवÖतार करने पर  
      a b b c b c a b          

   a b b c c a     
इस ÿकार िसĦ होता ह ैिक    a b b c c a      

3.3 िसĦ कìिजये िक 
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2 2

2 2 3 3 3

2 2

0
0 2

0

ab ac
a b bc a b c
a c b c

  

हल : 
दी हòई सारिणक को    

2 2

2 2

2 2

0
0

0

ab ac
a b bc
a c b c

 

से Óयĉ कर¤ तथा ÿथम ÖतÌभ से 2a , िĬतीय ÖतÌभ से 2b  एव ं ततृीय ÖतÌभ से 2c  
उभयिनķ लेने पर  

2 2 2

0
0

0

a a
a b c b b

c c
   

ÿथम पं िĉ से a, िĬतीय पं िĉ से b एवं  ततृीय पं िĉ से c उभयिनķ लेने पर  

3 3 3

0 1 1
1 0 1
1 1 0

a b c   

िĬतीय ÖतÌभ से ततृीय ÖतÌभ के संगत अवयव जोड़ने पर  2 3C C  

3 3 3

0 0 1
1 1 1
1 1 0

a b c    

सारिणक का ÿथम पिंĉ से िवÖतार करने पर  
 3 3 3 0 0 1 1 1a b c        

3 3 32a b c   
 

3.4 िसĦ कìिजये – 

 
 

 
 

2 2 2

2 32 2

22 2

2

b c a a

b c a b abc a b c

c c a b



   



 

दी हòई सारिणक को   से Óयĉ करने और 1 3C C  तथा 2 3C C  का ÿयोग करने पर  
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2 2 2

2 2 2

2 2 22 2

0

0

b c a a

c a b b

c a b c a b a b

 

   

    

 

  
 

       

2

2 2 2

2

0

0

b c a b c a a

c a b b

c a b c a b c a b c a b a b

   

 

        

 

   2 2a b a b a b       

 
 

2

2 2

2

0
0

b c a a
a b c c a b b

c a b c a b a b

 
    

    

 

ततृीय पं िĉ म¤ से ÿथम व िĬतीय पं िĉ के योग को घटाने पर  
 3 1 2R R R     

 

2

2 2

0
0
2 2 2

b c a a
a b c c a b b

b a ab

 
     

 
 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2/ 0
2 2 2 2 2

ab ac a a a a
a b c ab b bc ab b b b

ab ab ab ab ab

  
       

   
 

 

2 2

2 2 2/
0 0 2

ab ac a a
a b c ab b bc ab b

ab


     

 32abc a b c   (ततृीय पं िĉ से िवÖतार करने पर) 
अËयास : 

E-7 िबना िवÖतार िकये िसĦ करो िक 
19 17 15
9 8 7 0
1 1 1

  

E-8 ÿदिशªत कìिजये िक      
3 3 3

1 1 1
a b c b c c a a b a b c
a b c

       

E-9 सारिणक के िकन गणुधमŎ के आधार पर िनÌन ÿकार से िलख सकते ह§: 
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9 18 9 18 9 27 1 3

18
27 56 0 2 4 2 2 1

a b   

   
1 1 4 1 4 1

2 2
0 2 0 1 0 1 2

1 2 2 2 2 1

a b
c d

a b
   

E-10 िसĦ कìिजये िक 

 3
2

2 2
2

a b c a b
c b c a b a b c
c a c a b

 
    

 
 

E-11 िसĦ कìिजये िक 

0
a b b c c a
b c c a a b
c a a b b c

  
   
  

 

E-12 िसĦ कìिजये िक 

3 3 3 3
a b c

a b b c c a a b c abc
b c c a a b
      
  

 

 

12.5 øैमर के िनयम Ĭारा युगपत समीकरणŌ का हल 
अथªशाľ के कई मॉडलŌ के िवĴेषण म¤ यगुपत एक रेखीय समीकरणŌ के समु̧ चय को 

हल करना होता ह।ै जैस-ेजैसे चरŌ कì सं´या तथा तदनसुार समीकरणŌ कì सं´या म¤ विृĦ होती ह,ै 
समÖया जिटल होती जाती ह।ै सारिणकŌ के उपयोग स ेएक रेखीय समीकरणŌ के समु̧ चय को हल 
करना बहòत सरल हो जाता ह।ै सारिणक उन समीकरणŌ के समु̧ चय Ĭारा ही बन सकता ह ैजहा ंचरŌ 
कì सं́ या समीकरणŌ कì सं́ या के बराबर हो। मिैů³स बीजगिणत कì पĦित से यगुपत समीकरणŌ 
के हल कì एक िविध आप इकाई-11 म¤ जान चकेु ह§, िजसके अनसुार  

1
1n n n nX A K
    

जहां  A = गणुांक aij का आÓयहू  
B = चरŌ का ÖतÌभ सिदश  
C = अचरŌ का ÖतÌभ सिदश 
इस इकाई म¤ हम यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय का हल दसूरी पĦित , िजसे øैमर का 

िनयम (Cramer’s Rule) कहते ह§, Ĭारा ÿाĮ कर¤गे।  
माना िक यगुपत समीकरणŌ का समु̧ चय िनÌन ह ै– 
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11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

1 12 13 11 1 13

2 22 23 21 2 23

3 32 33 31 3 33
1 2

11 12 1

21 22 2

31 32 3
3

a X a X a X K
a X a X a X K
a X a X a X K

K a a a K a
K a a a K a
K a a a K a

X X
A A

a a K
a a K
a a K

X
A

  
  

  

 


 

उपरोĉ अनपुातŌ म¤ हर (denominator) चरŌ के गणुाकं मिैů³स का सारिणक ह§। अशं 
(numerator) गणुांक मिैů³स का ऐसा सारिणक ह ैिजसम¤। वां  ÖतÌभ (I = 1, 2, 3) दायé ओर के 
अचर मÐूयŌ के ÖतÌभ Ĭारा ÿितÖथािपत कर िदया गया ह।ै  

यिद 0A   ह§ तो एक रेखीय समीकरणŌ के समु̧ चय का कोई अनÆय हल नहé ह।ै 
ऊपर 3 यगुपत समीकरणŌ कì िÖथित म¤ अनÆय हल ढूढंन े कì ÿिøया बताई गई ह।ै n 

समीकरणŌ कì िÖथित म¤ भी इसी ÿकार कì ÿिøया अपनाई जायेगी। 

1 2, ,....... ,nx x x  अथाªत n अ²ात मÐूय और n समीकरण िदये हòये ह।ै 

11 1 12 2 13 2 1 1

21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 2 2 3 3

............
...........
:::::::::::::::
..............

n n

n n

n n n nn n n

a x a x a x a x k
a x a x a x a x k

a x a x a x a x k

    

    

    

 

माना िक अ²ात मÐूय 1 2, ,............., nx x x  के गणुाकंŌ का सारिणक   ह§, जैस े

11 12 1

21 22 2

1 2

: : :

n

n

n n nn

a a a
a a a

a a a

   

यिद हम i व¤ ÖतÌभ के Öथान पर समीकरणŌ के दायé ओर के गणुाकंŌ के ÖतÌभ को 
ÿितÖथािपत करके बने सारिणक को 1D  Ĭारा बताय¤, तब 

1 2 3 1
1 2 3 1

,
, .... ,.......

,
n

nx x x x x
    

   
    

 

जहां   0   

जैसे यगुपत समीकरणŌ का समु̧ चय है- 
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1 2 3

1 2

1 2 3

3
2 0
3 4 8

x x x
x x x
x x x

  

  
  

 

तब 

 

 

तब 1 2 3
2 3, ,x x x

  
 

  
 

अथवा 1 2 3
9 9 91, 1, 1
9 9 9

x x x       

उदाहरण :- 4 सारिणकŌ का उपयोग करके िनÌन समीकरणŌ को हल कìिजये :- 
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(i) माना िक अ²ात रािशयŌ के गणुाकंŌ का सारिणक   

 

 
नोट : हल कì जाचं x, y और z का मÐूय सभी समीकरणŌ म¤ ÿितÖथािपत करके कìिजये, जैस े

 2 1 2 2 3 9x y z       
(ii) माना िक अ²ात रािशयŌ के गणुाकंŌ का सारिणक   
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y
y


  


 

4 1
4

z
z

 
   


 

(iii) माना िक अ²ात रािशयŌ के गणुाकंŌ का सारिणक   
 

अËयास : 
E-13 यगुपत समीकरणŌ के िनÌन समु̧ चयŌ को सारिणक िविध (øैमर का िनयम) लाग ू

करके हल कìिजये:- 
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1 2 3

1 2 3

1 2 3

( ) 7 0
10 2 8
6 3 2 7

( ) 2 3 1
2 4 3
2 2 1

( ) 2 3 9
3 4

3 2 10
( ) 4 5 7 15

3 2 6 8
7 6

i x y z
x y z

x y z
ii x y z

x y z
x y z

iii x y z
x y z
x y z

iv x x x
x x x

x x x

  
  
  
  
  
   
  
  
  
  
  

  

 

12.8 सारांश 
1. दो समानाÆतर लÌबवत रेखाओ ं के मÅय वगª अकंायत म¤ िलख े गये øम -िवÆयास को 

सारिणक कहते ह§। 
2. सारिणक केवल वगª-आÓयहूŌ के िलये ही पåरभािषत होते ह§। 
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3. सारिणक का मान ²ात िकया जा सकता ह।ै मान ²ात करने के िलये सहखÁडŌ से िवÖतार 
कì पĦित अपनाई जाती ह।ै  

4. सारिणक के गणुधमŎ के आधार पर, जहां  सभंव हो, िबना िवÖतार िकये भी सारिणक का 
मान ²ात िकया जा सकता ह।ै 

5. एक रेखीय यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय का अनÆय हल सारिणक िविध से ²ात िकया जा 
सकता ह।ै इस िविध को øेमर का िनयम कहते ह§। 

12.7 हल और उ°र 

     

1 0

2 0 1
2 . 1 0 1

4 1 2

2 4 1 2 1 0
3 ( ) , ,

5 1 3 1 3 5
3 2 1 2 0 2

( ) , ,
3 5 3 1 2 4

E A

E adj A

E i

ii

 


  

 




  


  

   

 

3 3 3

4 26

5 3

6

E A

E abc a b c
e f d f a b

E Ma Mb Mf
h i g i g h

  

   

   

 

 

   
e f d f a b

Ca Cb Cf
h i g i g h

       

 

1 27 2E R R   करने पर ÿथम व ततृीय पिंĉ समान ह ैअत : मान शÆूय ह।ै 
   3 3 2 28E a b a b a ab b       

  1 2 2 3C C C C a b b c    उभयिनķ लीिजये। 

9E  (a) सारिणक कì िकसी पं िĉ के ÿÂयेक अवयव को िकसी अचर रािश से गणुा कर िकसी 
अÆय पं िĉ के संगत अवयवŌ म¤ से घटाने पर सारिणक का मान अपåरवितªत रहता ह।ै 
 2 13R R  

(b) ÿथम पं िĉ से 9 एवं  िĬतीय पिंĉ से 2 उभयिनķ लेने पर, ³यŌिक सारिणक कì िकसी 
पं िĉ या ÖतÌभ से कोई भी अचर रािश उभयिनķ के łप म¤ बाहर ली जा सकती ह।ै 

(c) एक पिंĉ दसूरी पं िĉ का कोई गणुा होने पर सारिणक का मान शÆूय होता ह।ै 
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 1 22R R  

(d) सारिणक के िकसी ÖतÌभ को िनकट के ÖतÌभ के आगे िखसकाया जाय तो सारिणक 
का सं´याÂमक मान वही रहता ह ैपरÆत ुछलांग¤ गये ÖतÌभŌ कì सं´या िवषम होने पर 
िचÆह बदल जाता ह।ै 

1 2 310( )E i C C C    (ii) ÿथम ÖतÌभ से  2 a b c   कॉमन ल¤ (iii) 2 1R R  
एवं  3 1R R  कर¤ (iv) ÿथम पं िĉ से ÿसार कर¤। 

 कर¤ (ii)  म¤ -1 का भाग दकेर -1 उभयिनķ ल¤ (iii) ÿथम एवं  
ततृीय ÖतÌभ सवªसम होने से मान शÆूय होगा।  

 (i) िĬतीय पं िĉ से ÿथम पं िĉ के संगत अवयव घटाय¤ (ii) ततृीय पं िĉ म¤ िĬतीय 
पं िĉ के संगत अवयव जोड़े (iii) ÿथम पं िĉ स ेिवÖतार कर¤। 

 असंगत, हल नहé। 

12.8 शÊदावली 
सारिणक Determinant 
रैिखक समीकरण Linear equation 
िनकाय/समु̧ चय Set 
लघसुारिणक/उपसारिणक Minor 
सहखÁड Cofactor 
गणुधमª Properties 
अचर Constant 
सहखÁडन Adjoint 
उभयिनķ Common factor 
हर Denominator 
अशं Numerator 
गणुांक Coefficient 

12.9 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
Chiaing, Alpha C., Fundamental Methods of Mathematical Economics, 
McGraw Hill, 1984, Chapter-5 
Weber, Jean E., Mathematical Analysis, Business and Economics Applications, 
Harper, 1982, Chapter-5 
Mehta and Madnani, Mathematics for Economics, Sultan Chand, 1988, 
Chapter-3 

3 211( )E i C C  3C

12E 

13( ) 1, 3, 4 ( ) 0, 1, 1( ) 1, 2, 3( ) 0E i x y z ii x y z iii x y z iv           
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लàमीनारायण नाथरूामका, अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग, कॉलेज बकु हाउस, 1989 अÅयाय- 11 
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इकाई - 13 

आगत िनगªत सारणी िवĴेषण का पåरचय 
इकाई कì łपरेखा 
13.0 उĥÔेय 
13.1 ÿÖतावना 
13.2 आगत-िनगªत िवĴेषण 
13.3 आगत-िनगªत ÿितłप (मॉडल) कì सं रचना  
13.4 खलुा ÿितłप  
13.5 सारांश 
13.6 हल और उ°र 
13.7 शÊदावली  
13.8 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

13.0 उĥेÔय 
इस इकाई को पढ़ने के बाद आप 

 आगत-िनगªत िवĴेषण कì ÿकृित को समझ जाय¤गे। 

 तकनीकì गणुांकŌ का पåरकलन कर सक¤ गे और उÆह¤ आÓयहू के łप म¤ ÿÖततु कर 
सक¤ गे। 

 आÓयहू बीजगिणत कì सहायता से आगत-िनगªत ÿणाली का हल ²ात करन ेकì िविध 
जान जाय¤गे। 

 अथªÿणाली के खलेु ÿितłप (Open-Model) कì धारणा को समझ जाय¤गे और 
ÿितłप को यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय के łप म¤ ÿÖततु कर आÓयहू बीजगिणत 
कì सहायता से वािंछत उÂपादन Öतर एवं  आगत माýा िनधाªåरत कर सक¤ गे। 

13.1 ÿÖतावना 
आपने इकाई 11 एव ं 12 म¤ आÓयहू बीजगिणत का ²ान ÿाĮ िकया ह।ै आÓयहूŌ पर 

आधारभतू सिंøयाओ ंकì िविधयाँ , प±ाÆतरण एवं  ÿितलोम ²ात करना आप सीख चकेु ह§। आपने 
इकाई 11 म¤ आÓयहू बीजगिणत कì सहायता से एक रैिखक यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय का 
अनÆय हल ²ात करना भी सीख िलया ह।ै इस इकाई म¤ हम आÓयहू बीजगिणत क ÿयोग आगत 
-िनगªत िवĴेषण म¤ कर¤गे। 
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13.2 आगत-िनगªत िवĴेषण 
आगत-िनगªत िवĴेषण उÂपादन एवं  लागत कì समÖयाओ ं के िवĴेषण कì एक नई 

अथªिमित तकनीक ह।ै इसे सवªÿथम Āासंीसी अथªशाľी ³वैÖने ने अपने िसĦाÆत Tableau 
Economique के अÆतगªत ÿÖततु िकया था। हारवडª िवĵिवīालय के ÿो. वैसली िलयोÆतीफ 
(Wassily Leontief) ने ‘आगत-िनगªत पूँजी ÿवाह पĦित' के łप म¤ इसे िवकिसत िकया। ÿो. 
िलयोÆतीफ को अथªशाľ के ±ेý म¤ इस महान उपलिÊध के िलये 1973 का नोबेल परुÖकार ÿदान 
िकया गया था। 

एक अथªÓयवÖथा अनेक ±ेýŌ का एक समु̧ चय ह।ै राÕůीय अथªÓयवÖथा म¤ संतलुन के 
िलये िविभÆन आिथªक ±ेýŌ म¤ आÆतåरक सामजंÖय आवÔयक ह।ै ÿøमन (programming) Ĭारा 
आÆतåरक सामजंÖय क संÖथापन समाजवादी िनयोजन क आधार ह।ै आगत -िनगªत िवĴेषण 
राÕůीय अथªÓयवÖथा को संतिुलत करने हते ु एक ÓयवÖथा ह,ै िजसके अÆतगªत उÂपादन कì माýा 
तथा अथªÓयवÖथा के िविवध ±ेýŌ म¤ इसके आबंटन का अÅययन िकया जाता ह।ै 

इस िवĴेषण तकनीक म¤ हम अथªÓयवÖथा का एक ÿितłप (Model) लेते ह§ जो कई ±ेýŌ 
अथवा उīोगŌ म¤ बटंा होता ह।ै सारे ±ेý या उīोग परÖपर अÆतर-िनभªर होते ह§ अथाªत ्ÿÂयेक ±ेý म¤ 
आगत िकसी अÆय ±ेý का िनगªत होता ह।ै ÿÂयेक ±ेý या उīोग अÆय ±ेýŌ या उīोगŌ Ĭारा 
उÂपािदत माल को आगत (Input) के łप म¤ ÿयĉु करता ह।ै अपनी उÂपि° का कुछ भाग वह ±ेý 
अपने Öवयं  के उपयोग म¤ ले सकता ह।ै ÿÂयेक उīोग (±ेý) के Ĭारा उÂपािदत माल को दो भागŌ म¤ 
बाँटा जाता ह§: 

(i) अÆतर-उīोग मांग (ii) उपभोĉा कì मांग या अिÆतम मांग। इसी ÿकार एक उīोग के 
िलये आगत भी दो ÿकार के होते ह§: (i) उÂपािदत आगत जो अÆय उīोगŌ म¤ उÂपािदत िकये जाते 
ह।ै (ii) ÿाथिमक आगत अथाªत वे आगत िजनका उÂपादन उस ÿणाली के अÆदर से नहé होता जैस े
®म एवं  भिूम। 

ÿÂयेक आिथªक ±ेý (या उīोग) के िलये आगत व िनगªत सÌबÆधी समकंŌ के आधार पर 
तकनीकì गणुाकं ²ात िकये जाते ह§। तकनीकì गणुांकŌ का िनधाªरण हो जाने पर अिÆतम वÖतओु ंकì 
मांग के िकसी भी Öतर के िलये िविभÆन उīोगŌ म¤ वांछनीय उÂपादन Öतर का पåरकलन िकया जाता 
ह।ै इस पåरकलन म¤ आÓयहू बीजगिणत (Matrix Algebra) का उपयोग होता ह।ै इस िवĴेषण कì 
िनÌन तीन ÿभदेक िवशेषताय¤ ह§- 
(i) यह ÿिविध पणूªतः तकनीकì ÿिविध ह।ै इसम¤ उपलÊध साधनŌ कì माýा एवं  तकनीकì 

िÖथित दी हòई होने पर ³या उÂपादन िकया जा सकता ह ैऔर ÿÂयेक मÅयवतê वÖत ुकì 
िकतनी माýा काम म¤ ली जाये इसका िनधाªरण होता ह।ै 

(ii) यह िवĴेषण अनभुव यĉु अÆवेषण को  समिपªत ह।ै इसम¤ सामाÆय सÆतलुन िवĴेषण कì 
अपे±ा तÃयŌ कì सं´या कम होती ह।ै यह िवĴेषण केवल उÂपादन प± पर िवचार करता 
ह।ै इसके अÆतगªत उपयोिगता फलनŌकì अवहलेना कì जाती ह ैतथा उपभोĉा मांग को 
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बाĻ सचूना के आधार पर Óयĉ िकया जाता ह।ै फमª कì अपे±ा उīोग को उÂपादन कì 
इकाई माना जाता ह।ै 

(iii) यह िवĴेषण 'सामाÆय सÆतलुन ' पर बल देता ह।ै यह सामाÆय सÆतलुन' इस ŀिĶ स ेह ैिक 
इसम¤ अथªÓयवÖथा के िविभÆन ±ेýŌ के मÅय अÆतर-िनभªरता को Åयान म¤ रखा जाता ह।ै 
लेिकन इस पĦित से ÿाĮ उÂपादन Öतर आवÔयक नहé ह ैिक बाजार संतलुन कì शतŎ को 
परूा करे। 
आगत-िनगªत िवĴेषण हते ु सवª ÿथम एक आगत-िनगªत सारणी कì जाती ह।ै इस हते ु

सÌपणूª अथªÓयवÖथा को कई ±ेýŌ म¤ बाटँ िदया जाता ह।ै अथªÿणाली म¤ उÂपादन कì इकाई उīम या 
फमª होती ह।ै समłप वÖत ु पदैा करने वाली फमŎ का समहू उīोग होता ह।ै उīोग िमलकर ±ेý 
बनाते ह§। आगत - िनगªत िवĴेषण म¤ वगêकरण एवं  समहून उīोग या ±ेý के łप म¤ होता ह।ै 
आगत-िनगªत िवÆयास का िजतना अिधक िवसमहून होगा, ±ेýŌ कì सं´या उतनी ही अिधक होगी।  

िलयोÆतीफ ने आगत-िनगªत िवĴेषण के तीन मु́ य मॉडल ÿÖततु िकये ह ै-  
(i) खलुा मॉडल (Open model) 
(ii) बÆद मॉडल (Closed model) 
(iii) गÂयाÂमक मॉडल (Dynamic model)  

ÿथम दो मॉडल Öथैितक िवĴेषण के अÆतगªत आते ह§। हम खलुा मॉडल के िनमाªण एवं  
आÓयहू बीजगिणत के ÿयोग Ĭारा इसका हल ²ात कर¤गे। 

13.3 आगत-िनगªत ÿितłप (मॉडल) कì संरचना  
Öथैितक आगत-िनगªत िवĴेषण िनÌन माÆयताओ ंपर आधाåरत होता ह ै- 

(i) समłपता (Homogeneity) - ÿÂयेक उīोग केवल एक समłप वÖत ुका उÂपादन करता 
ह।ै यिद दो या अिधक वÖतयु¤ संयĉु łप से उÂपािदत होती ह§ तो यह मान िलया जाता ह ै
िक िवचारणीय वÖत ुसंयĉु वÖत ुह ैजो िÖथर अनपुात म¤ उÂपािदत कई वÖतओु ंसे बनी ह।ै  

(ii) आनपुाितकता (Proportionality) - ÿÂयेक उīोग अपनी वÖत ु के उÂपादन म¤ आगतŌ 
को एक िनिĲत अनपुात म¤ काम म¤ लेता ह।ै फलतः आगतŌ कì माýा उÂपादन Öतर के 
अनपुात म¤ बढ़ती ह।ै इस ÿकार ÿÂयेक उīोग के िनिĲत आगत गणुांक लेते ह§। इसका 
अिभÿाय यह हòआ िक िभÆन-िभÆन वÖतओु ंम¤ ÖथानापÆनता नहé होती और न ही कोई 
औīोिगक उÆनित होती ह।ै  

(iii) उÂपादन सÌबंध एक घातीय होते ह§। 
(iv) ÿÂयेक उīोग म¤ पैमाने के समान ÿितफल ÿाĮ होते ह§। अथाªत ÿÂयेक आगत म¤ 'क' गणुा 

पåरवतªन करने पर उÂपादन म¤ भी ‘क' गणुा पåरवतªन होता ह।ै 
उपरोĉ माÆयताओ ंको Åयान म¤ रखकर समकंो को एक सारणी के łप म¤ रखा जाता ह ै

जैसा सारणी - 1 म¤ बताया गया ह।ै 
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सारणी – 1 
उÂपादक उपयोग कताª अिÆतम  

मांग 
कुल  

उÂपादन 1 2  n 
1 b11 b12 :: b1n h1 X1 
2 b21 b22 :: b2n h1 X2 
3 b31 b32 :: b3 n h1 X3 
. . .  . . . 
. . .  . . . 
N b11 bn2 :: b1n hn Xn 

उपरोĉ सारणी म¤  उīोग j Ĭारा i उīोग के उÂपादन (िनगªत) कì ÿयĉु कì गई माýा 
łपये मÐूय म¤ अिभÓयĉ कì गई ह।ै i उīोग के उÂपादन कì अिÆतम मांग hi Ĭारा बताई गई ह।ै 

यहां   

ह ै जो i उīोग का कुल उÂपादन ह।ै उपरोĉ सारणी म¤ तीन उīोग वाले मॉडल के 
आगत-िनगªत समकं रखने पर आगत-िनगªत सारणी (सारणी-2) बनती ह।ै इस सारणी कì सहायता स े
आदान-ÿदान आÓयहू (transaction matrix) कì रचना कì जाती ह।ै 

सारणी – 2 
आगत - िनगªत सारणी 

उÂपादक उīोग उपयोग कताª उīोग अिÆतम  
मांग 

कुल 
उÂपादन (िनगªत) A B C 

A 180 300 450 150 1080 
B  270 300 600 30 1200 
C 540 400 600 260 1800 
कुल आगत 990 1000 1650 440 4080 

 
उपरोĉ सारणी म¤ ÿथम पं िĉ म¤ A उīोग कì मांग (िनगªत का उपयोग) बताया गया ह।ै 

कुल मांग 1080 लाख Łपये मÐूय कì ह ैिजसम¤ से Öवयं  A उīोग कì मांग 180 लाख Łपये के 
बराबर ह।ै A उīोग Ĭारा उÂपािदत वÖत ुकì B एवं  C उīोग कì मांग øमश: 300 लाख एवं  450 
लाख Łपये कì ह।ै इसी ÿकार B उīोग कì कुल मांग 1200 लाख Łपये मÐूय कì है, िजसम¤ से 300 
लाख Łपये मÐूय कì Öवयं  B उīोग कì, 270 लाख Łपये मÐूय कì A उīोग कì, 600 लाख Łपये 
मÐूय कì C उīोग कì व 30 लाख Łपये मÐूय कì अिÆतम मांग ह।ै C उīोग कì कुल मांग 1800 
लाख Łपये मÐूय कì ह।ै िजसम¤ से 600 लाख Łपये मÐूय का उÂपादन Öवय ंयह उīोग ÿयĉु करता 
ह ैऔर A व B उīोग कì मांग øमश: 540 व 400 लाख Łपये मÐूय कì ह।ै C उīोग कì अिÆतम 

,ijb

1 1
1

n

ij
j

x b h
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मांग 260 लाख Łपये मÐूय के बराबर ह।ै इस ÿकार ÿÂयेक पिंĉ सÌबिÆधत उīोग का िनगªत िवतरण 
बताती ह।ै 

ÿथम ÖतÌभ उपयोगकताª A कì आवÔयकताओ ं(आगत-øय) को और िĬतीय एवं  ततृीय 
ÖतÌभ øमश: B व C कì आवÔयकताओ ंको ÿदिशªत करते ह§। तीनŌ उपयोगक°ाªओ कì कुल मांग 
कुल उÂपादन के बराबर ह,ै अथाªत कुल िनगªत (Ł. 4080 लाख) व कुल आगत समान ह।ै  

आगत-िनगªत का मापन भौितक इकाइयŌ अथवा मþुा इकाइयŌ म¤ िकया जा सकता ह।ै 
भौितक इकाइयŌ (िकलोúाम, मीटर आिद) म¤ Óयĉ करने पर अलग-अलग उīोग म¤ भौितक इकाई 
अलग-अलग होने से ÖतÌभानसुार योग नहé हो सकता। केवल पं िĉ अनसुार योग हो सकता ह।ै 
आगत-िनगªत को मþुा इकाइयŌ म¤ Óयĉ करने पर हम पं िĉ तथा ÖतÌभ दोनŌ ÿकार से योग कर 
सकते ह§।  

सारणी-2 िनगªतŌ के अÆतªउīोग ÿवाह को ÿदिशªत करती ह।ै यह िदये हòये आधार वषª म¤ 
अथªÓयवÖथा के उÂपादन संतलुन कì िÖथित ह।ै 

सारणी-2 म¤ िदये गये समकंŌ के आधार पर तकनीकì गणुाकंŌ कì गणना कì जा सकती ह।ै 
सारणी-3 तकनीकì गणुांकŌ (Technical Coefficients) को ÿदिशªत करती ह,ै िजÆह¤ सारणी-2 म¤ 
बताये समकंŌ के आधार पर पåरकिलत िकया गया ह।ै इÆह¤ आगत गणुांक (Input Coefficients) 
भी कहा जाता ह।ै 

सारणी – 3 आगत-िनगªत गुणांक 
 

उÂपादक 
उपयोग कताª अिÆतम  

मांग A 
X1 

B 
X2 

C 
X3 

     150 
A X1 0.167 0.250 0.250 (0.341) 
  (a11) (a12) (a13)  
     3 

B X2 0.250 0.250 0.333  
  (a21) (a22) (a23) (0.068) 
     260 

C X3 0.500 0.333 0.333 (0.591) 
     440 

योग  0.917 0.833 0.916 (1.000) 
ÿाथिमक 
आगत 

 0.083 0.167 0.084 –––– 
 

समÖत योग 1.000 1.000 1.000 –––– 

4x
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सारणी-3 म¤ ÿदिशªत गणुांक िनÌनानसुार ÿाĮ हòये ह§ - 

 

 

इन गणुाकंŌ को एक मिैů³स के łप म¤ रखने पर A मिैů³स ÿाĮ होती ह:ै 

 

सं±ेप म¤  

यह मिैů³स  जो आगत-िनगªत अनपुातŌ स ेबनी ह ैअथªÿणाली कì सं रचना को बताती 
ह।ै इसके सभी अवयव अऋणाÂमक  ह§। इसे ÿािविधक आÓयहू या तकनीकì मिैů³स 
(Technological Matrix) कहा जाता ह।ै इस मिैů³स म¤ गणुांक 

 ह ै

अथाªत ् i उīोग के उÂपादन का łपया मÐूय ह ैिजसे j उīोग को अपना एक łपये मÐूय 
का उÂपादन करन ेके िलये खरीदना होगा। यहा ंयह मान िलया गया ह ैिक मÅयवतê वÖतओु ंका øय 
उस उīोग म¤ उÂपादन के अनपुात म¤ होता ह।ै आगत-िनगªत िवĴेषण म¤ परÌपरागत łप से इन 
अनपुातŌ को िÖथर माना जाता ह।ै  

सारणी-3 हम¤ तकनीकì गणुाकंŌ के łप म¤ ÿÂयेक उīोग कì आगत मांग एव ंिनगªत बंटन 
को बताती ह।ै सारणी - 2 व 3 कì सचूनाओ ंको िनÌन ÿकार से तीन समीकरणŌ के łप म¤ Óयĉ 
िकया जा सकता ह।ै ये समीकरण¤ øमश: A, B व C उīोग के उÂपादन बंटन को बताती ह।ै 

 

इन उÂपादन बंटन अथवा संतलुन समीकरणŌ को मिैů³स सं केतन- पĦित म¤ इस ÿकार 
िलखा जा सकता ह-ै 

 अथवा  

जबिक  

तकनीकì आÓयहू उīोग सिदश अिÆतम मांग सिदश 

11 12 13

21 2 23

180 300 4500.167 0.250 0.250
1080 1200 1800
270 300 6000.250 0.250 0.333

1080 1200 1800

a a a

a a a

     

     

31 23 33
540 400 6000.500 0.333 0.333

1080 1200 1800
a a a     

0.167 0.250 0.250 1 / 6 1 / 4 1 / 4
0.250 0.250 0.333 1 / 4 1 / 4 1 / 3
0.500 0.333 0.333 1 / 2 1 / 3 1 / 3

A
   
   
   
      

 ijA a

 A

 0

  ij
ij

j

b
a

x


1 1 2 3

2 1 2 2

3 1 2 3

0.167 0.25 0.25 150 ( )
0.25 0.25 0.33 30 ( )
0.5 0.33 0.33 260 ( )

x x x x i
x x x x ii
X x x x iii

   

   
   

x Ax y   I A x y 

1

2

3

0.167 0.25 0.25 150
0.25 0.25 0.33 30
0.50 0.33 0.33 260

x
A x x y

x
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अथवा  
जहाँ 1 इकाई मिैů³स ह।ै 
इकाई - 11 म¤ आÓयहू बीजगिणत कì पĦित से यगुपत समीकरणŌ के समु̧ चय का अनÆय 

हल ²ात करना आप सीख चकेु ह§। इसी पĦित का अनसुरण कर हम उपरोĉ समÖया को हल कर¤ 
तो हम¤ दी हòई अिÆतम मांग कì पिूतª हते ुA, B एव ं C उīोगŌ म¤ वािंछत उÂपादन Öतर ²ात हो 
जायेगा। 

 

 
 
 (ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर) 

 

 कì सहखÁड मिैů³स (co-factor matrix) के अवयव िनÌनानसुार ÿाĮ हòये 
ह§:- 

  1x I A y 

 

 

1

1

1

2

3

7 / 18 1 / 4 13 / 48
864 1 / 3 31 / 72 49 /144
109

11 / 24 29 / 72 9 /16

7 / 18 1 / 4 13 / 48 150
864 1 / 3 31 / 74 49 /144 30
109

11 / 24 29 / 72 9 /16 260

136.25 1080
864 151.39 1200
109

227.08 1800

I A

x I A

x
x x

x





 
    
  

   
         
      

 
    
  

 
 
 
  

 I A



284 
 

 

 

सहखÁड या मिैů³स का ůांसपोज या 
अथवा

 

इस ÿकार तकनीकì-गणुांक A आÓयहू के अनसुार और अिÆतम मांग y वै³टर होने पर A, 
B एवं  C उīोगŌ का कुल उÂपादन Öतर øमश: 1080, 1200 एवं  1800 लाख Łपये मÐूय का होना 
चािहए।  

यिद अिÆतम मांग A उīोग कì 225, B उīोग कì 45 और C उīोग कì 390 लाख Łपये 
मÐूय कì हो तो कुल उÂपादन िनÌनानसुार होगा - 

 

 

 

1 1
1 1

1 2
1 2

1 3
1 3

3 / 4 1 / 3
1 7 / 8

1 / 3 2 / 3
1 / 4 1 / 3

1 1 / 3
1 / 2 2 / 3
1 / 4 3 / 4

1 1 1 / 2 4
1 / 2 1 / 3

c

c

c








  



 
  




  



 

 

 

 

 

 

2 1
2 1

2 2
2 2

2 3
2 3

3 1
3 1

3 2
3 2

3 3
3 3

1 / 4 1 / 3
1 1 / 4

1 / 2 2 / 3

5 / 6 1 / 4
1 3 1 / 7 2

1 / 2 2 / 3

5 / 6 1 / 4
1 2 9 / 7 2

1 / 2 1 / 3

1 / 4 1 / 4
1 1 3 / 4 8

3 / 4 1 / 3

5 / 6 1 / 4
1 4 9 / 1 4 4

1 / 4 1 / 3

5 / 6 1 / 4
1 9 / 1 6

1 / 4 3 / 4

c

c

c

c

c

c













 
  




  




  

 

 
  

 


  

 


  



 
7 / 18 1 / 3 11 / 24 7 / 18 1 / 4 13 / 48
1 / 4 31 / 72 29 / 72 1 / 3 31 / 72 49 / 144

13 / 48 49 / 144 9 / 16 1124 29 / 72 9 / 16
Adj I A
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A, B और C उīोग म¤ वांछनीय उÂपादन Öतर øमश: 1620, 1800 एव ं 2700 लाख 
łपये का होगा। 

इस ÿकार हम आÓयहू बीज गिणत का उपयोग करके अथªÓयवÖथा कì अिÆतम मांग कì 
पिूतª के िलये िविभÆन उīोगŌ म¤ वांछनीय उÂपादन Öतर ²ात कर सकते ह§। 

अब हम िलयोिÆतफ के खलेु एवं  बÆद Öथैितक मॉडल म¤ आÓयहू बीजगिणत का उपयोग 
करना सीख¤गे। 

उदाहरण - 1 दो उīोगŌ कì सरल अथªÓयवÖथा िनÌन तािलका म¤ दशाªयी गयी ह§। (आकंड़े 
करोड़ łपयŌ म¤ उÂपादन को बताते ह§) :  

उपयोग कताª उīोग अिÆतम मांग कुल उÂपि° अिÆतम मांग उÂपादक उīोग 
 

उÂपादक उīोग 
उपयोग कताª उīोग अिÆतम 

मांग 
कुल 

उÂपि° A B 
A 15 24 21 60 
B 20 12 16 48 

 
अिÆतम मांग A उīोग के िलये, 20 करोड़ Łपये और B उīोग के िलये 40 करोड़ Łपये 

मÐूय कì होने पर A व B उīोग का उÂपादन Öतर िनधाªåरत कìिजए।  
हल - 

(i) तकनीकì गणुांक िनÌनानसुार ÿाĮ कर¤गे - 

 

अत: तकनीकì गणुाकं मिैů³स ह ै  

(ii) A व B उīोग का उÂपादन बटंन समीकरण होगा  

7 /18 1 / 4 13 / 48 225
864 / 109 1 / 3 31 / 72 49 /144 45

11 / 24 29 / 72 9 /16 390

87.5 11.25 105.62 204.37
864 86475.0 19.38 132.71 227.09
109 109

103.12 18.12 219.38 340.62

x

x

   
       
      

  
     
   

1620
1800
2700

x
 
   
  

15 1 24 1
60 4 48 2
20 1 12 1
60 3 48 4

 

 

1/ 4 1 / 2
1/ 3 1 / 4

A  
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(iii) मिैů³स सकेंतŌ म¤ रखने पर 
 

जहाँ x= िविभÆन उīोगŌ म¤ उÂपि° का ÖतÌभ सिदश  

I=एकाकं आÓयहू  

A=तकनीकì आÓयहू  

Y=अिÆतम मांग ÖतÌभ  

हम इन आÓयहूŌ को िनÌन ÿकार से ÿÖततु कर सकते ह§। 

 

यह सÌबÆध  ÿणाली का सचूक है 
इकाई - 11 म¤ आप जान चकेु ह§ िक िकसी भी आÓयहू को उसी कम कì एकाकं (इकाई) आÓयहू 
(Identity matrix) से गणुा करने पर वही आÓयहू ÿाĮ होती ह ैअत :  होता ह।ै 

इसिलये  

अथवा  

 को लीयोिÆतफ़ इÆवसª कहा जाता ह।ै 
अतः 

 

1 2

1 2

1 1 21
4 2
1 1 16
3 4

A

B

x x x

x x x

  

  

  1x I A y 

A

B

x
x
 
 
 

1 0
0 1
 
 
 

1/ 4 1/ 2
1/ 3 1/ 4
 
 
 

21
16
 
 
 

1

2

1/ 4 1 / 2 21
1 / 3 1 / 4 16

A

B

x x
x x

    
     
    

x Ax d 

Ix x
Ix Ax d 

 
  1

Ix Ax d
I A x d

x I A d

 

 

 

  1I A 

   
   

1

1

1 1 2 1
11 21

1 1 2 2
12 22

1 1/ 4 0 1/ 2 21
0 1 / 3 1 1/ 4 16

3 / 4 1 / 2 21
1/ 3 3 / 4 16

1 3 / 4 3 / 4 1 1/ 2 1 / 2

1 1/ 3 1 / 3 1 3 / 4 3 / 4

x

x

c c

c c
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अतं: A मिैů³स कì सहखÁड मिैů³स  

सहखÁड मिैů³स का ůासंपोज या  

 

 

यिद अिÆतम मांग A उīोग कì 20 करोड़ Łपये और B उīोग कì 40 करोड़ Łपये हो जाती 

ह ैतो अिÆतम मांग सिदश  होगा।  

अत:  

A एवं  B उīोग का उÂपादन Öतर øमश: 88.42 एवं  92.63 करोड़ Łपये मÐूय का होना 
चािहये। 

अËयास-1 दो उīोगŌ कì एक सरल अथªÓयवÖथा िनÌन तािलका म¤ दशाªयी गई ह।ै 
(आकड़े करोड़ ŁपयŌ म¤ उÂपादन को बताते ह§) उÂपादक उपयोगकताª अिÆतम मांग कुल मांग 

 
उÂपादक 

उपयोगकताª 
A 

उīोग 
B 

अिÆतम 
 मांग 

कुल  
उÂपि° 

A 140 60 80 280 
B 70 180 110 360 

 
अथªÓयवÖथा के िलये उÂपादन सिदश िनधाªåरत कìिजये जबिक 

3 / 4 1 / 2
1/ 3 3 / 4

 
   

3 / 4 1 / 2
1/ 3 3 / 4

AdjA  
  
 

   

1

3 / 4 3 / 4 1 / 3 1 / 2 9 /16 1 / 6
19
48

3 / 4 1 / 2 2148 .
1 / 3 3 / 4 1619

3 / 4 21 1 / 2 16 63 / 4 848 48
1 / 3 21 3 / 4 16 7 1219 19

95 / 4 6048
19 4819

A

B

I A

Adj Ax A
A

x
x

x



       



    
            

      
          

     
       

    

20
40

y  
  
 

  1 3 / 4 1 / 2 20
48 / 19

1 / 3 3 / 4 40

3 / 4 20 1 / 2 40 3548 48
1 / 3 20 3 / 4 40 110 / 319 19

889.42
92.63

x I A y    
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(i) अिÆतम मांग A एवं  B उīोग कì øमश: 160 एव ं30 करोड़ Ł. मÐूय कì हो। 
(ii) अिÆतम मांग A एवं  B उīोग कì बदलकर 20 एवं  40 हो जाये। 

13.4 खुला ÿितłप (Open model) 
हमारे ÿितłप म¤ n उīोगŌ के साध एक खलुा ±ेý (जैसे पåरवार) हो जो बिहजाªत łप स े

ÿÂयेक उīोग कì अिÆतम मांग (गैर-आगत मांग) को िनधाªåरत करे और ÿाथिमक आगतŌ (जैस े®म 
सेवाय¤, िजÆह¤ 'n' उīोगŌ Ĭारा उÂपािदत नहé िकया जाता, कì पिूतª कर¤ , तो हमारा ÿितłप (model) 
खलुा ÿितłप हो ना। 

खलुा मॉडल होन ेसे, आगत-गणुांक आÓयहू A के ÿÂयेक ÖतÌभ म¤ अवयवŌ का योग एक 
से कम होना चािहए। ÿÂयेक ÖतÌभ का योग, एक Łपया मÐूय कì कोई वÖत ुपैदा करने के िलये, 
आिंशक आगत-लागत (ÿाथिमक आगतŌ कì लागत शािमल न होने से) को बताता ह।ै यिद यह 
योग एक Łपये के बराबर या अिधक हो तो उÂपादन आिथªक ŀिĶ से समथªनीय नहé होगा। हम इस 
तÃय को सं केत łप म¤ िनÌन ÿकार से बताय¤गे - 

 

यहां  योग i का िकया जाना ह ैअथाªत ्j ÖतÌभ म¤ िविभÆन पिंĉयŌ का योग 
इस ÿकार ÿÂयेक ÖतÌभ क योग एक Łपये से िजतना कम ह ैवह ÿाथिमक आगतŌ कì 

लागत ह।ै इसिलये हम j वÖत ुकì एक इकाई उÂपादन के िलये ÿाथिमक साधनŌ कì मांग 

 होगी। 

यिद उīोग A को केवल इतना उÂपादन करना ह ै िक िजससे n उīोगŌ कì आगत 
आवÔयकता एव ं खलेु ±ेý कì अिÆतम मांग परूी हो जाये, तो इसका उÂपादन Öतर  व िनÌन 
समीकरण को संतĶु करेगा : 

 
अथवा  
जहां   इस उīोग (A) कì अिÆतम मांग को दशाªता ह।ै 

 j व¤ उīोग कì आगत मांग को बताता ह।ै यहा ंअिÆतम समीकरण म¤ ÿथम गणुाकं 
 के अितåरĉ अÆय स भी गणुाकं तकनीकì गणुांक सारणी से यथावत ÖथानाÆतåरत होते 

ह§ केवल अÆतर यह होता ह ैिक यहां  उनका िचĹ धन के Öथान पर ऋण का हो जाता ह।ै यह A 
उīोग कì उÂपादन आबंटन समीकरण या संतलुन समीकरण ह।ै 

n उīोगŌ कì आगत-गणुांक मिैů³स को हम िनÌन ÿकार से ÓयविÖथत कर सकते ह§ :- 

 
1

1 1, 2,3,......
n

ij
i

a j n


 

1
1

n

i
aij





1x

1 11 1 12 2 1 1...... n nx a x a x a x d    

 11 1 12 2 1 11 ...... n na x a x a x d    

1d

ij ja x

 111 a
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B उīोग के िलये उÂपादन Öतर िनधाªåरत करने वाली उÂपादन आबटंन समीकरण म¤ 

उपरोĉ मिैů³स कì दसूरी पिंĉ म¤ दशाªये गणुाकं ऋणाÂमक िचĹ के साथ हŌगे ओर  चर का 
गणुांक  के Öथान पर  होगा। इस ÿकार n उīोगŌ के एक समु̧ चय के िलए सही 
उÂपादन Öतर को n रैिखक समीकरणŌ कì ÿणाली Ĭारा सं ±ेप म¤ ÿÖततु िकया जा सकता ह:ै 

 

मिैů³स सकेंतन म¤ इसे िनÌन ÿकार िलखा जा सकता ह ै- 

 

यिद बायé ओर कì मिैů³स के मु́ य िवकणª म¤ से 1 सं´या को सभी ÖथानŌ से हटा िदया 
जाय तो मिैů³स एकदम  ह।ै दसूरे शÊदŌ म¤ कह¤ तो बायé ओर कì यह मिैů³स इकाई 

मिैů³स (ऐसी वगª मिैů³स िजसम¤ मु́ य िवकणª म¤ 1 हो और अÆय सभी अवयव शÆूय हŌ) एवं -A 
मिैů³स का योग ह।ै अत: उपरोĉ समु̧ चय को इस ÿकार भी िलखा जा सकता ह।ै 

 
जहां  x एव ं d øमश: चर सिदश एवं  अिÆतम-मांग सिदश को बताते ह।ै  को 

िलयोिÆतफ आÓयहू (Leontief Matrix) कहा जाता ह।ै 
इस ÿकार इस ÿणाली को िनÌन łप म¤ भी िलखा जा सकता ह ै- 

 

1 1 1 2 1 3 1

2 1 2 2 2 3 2

3 1 3 2 3 3 3

1 2 3

. . .
. . .
. . .
. . .

. . . . . . . . . . . .. . .
. . .

n

n

n

n n n n n

A B C N
a a a aA
a a a aB
a a a aC

a a a aN

 
 
 
 
 
 
  

2x

22a 221 a

 
 

 

1 1 1 1 2 2 1 1

2 1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 .. ...

1 . ..
.. ... .. ... .. . .. .. ..

. ... .. 1

n n

n n

n n n n n n

a x a x a x d

a x a x a x d

a x a x a x d

    

     

     

 

 

11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

1 ....
1 ....

.... .... .... .... ...
.... 1

n

n

n n nn n n

a a a x d
a a a x d

a a a x d

       
            
     
            

ijA a    

 I A x d 

 I A

Tx d
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T मिैů³स अÓयÂुøमणीय (ऐसा मिैů³स िजसका सारिणक मान शÆूय हो) न होने पर इसका 
ÿितलोम ²ात िकया जा सकता ह ैऔर समीकरण ÿणाली का अनÆय हल िनकाला जा सकता ह।ै 
दसूरे शÊदŌ म¤ T मिैů³स का ÿितलोम तभी ²ात िकया जा सकता ह ैजब यह वगª मिैů³स हो और 
उसका सारिणक मान अशÆूय हŌ। ऐसी िÖथित म¤ हम उपरोĉ ÿणाली को इस łप म¤ थी Óयĉ कर 
सकते ह§: 

 

 को िलओिÆतफ़ इनवसª (Leontief Inverse) कहा जाता ह।ै इससे 
आगत-िनगªत मॉडल को हल करने म¤ सहायता िमलती ह।ै  

इस ÿकार अिÆतम मांग एवं  तकनीकì गणुांक ²ात होने पर हम िविभÆन पारÖपåरक िनभªरता 
वाले ±ेýŌ स ेिकतन-ेिकतन ेउÂपादन कì आवÔयकता होगी, यह पåरकिलत कर सकते ह§। हम एक 
सं´याÂमक उदाहरण Ĭारा खलेु मॉडल कì सं रचना व उपयोग को समझ¤गे। 
उदाहरण - 2  

एक तीन ±ेýीय अथªÓयवÖथा का आगत-िनगªत मþुा ÿवाह िनÌनानसुार ह।ै 
(लाख Łपये म¤)  

उÂपादक ±ेý उपयोगकताª ±ेý 
कृिष 

±ेý 
उīोग 

 
सेवा 

अिÆतम 
मांग 

सकल 
(िनगªत) 

कृिष 84 68 28 100 280 
उīोग 56 0 70 44 170 
सेवा 28 51 14 47 140 
योग 168 119 112 191 590 

ÿारिÌभक आगत 112 51 28 - - 
सकल योग 280 170 140 - - 

 
हल: 

कृिष ±ेý  के िलए (ÿथम ÖतÌभ) के िलये तकनीकì गणुांकŌ का पåरकलन 

 

उīोग ±ेý  के िलए तकनीकì गणुांक 

 

सेवा ±ेý  के िलये तकनीकì गणुाकं  

 

आगत-िनगªत गणुांक सारणी  

  11x T d I A d  

  1I A 

 1x
84 56 28 1120.3; 0.2; 0.1; 0.4
280 280 280 280

   

 2x
68 0 51 510.4; 0.0; 0.3; 0.3

170 170 170 170
   

 3x
28 70 14 280.2; 0.5; 0.10; 0.2

140 140 140 140
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उÂपादक 

 उपयोगकताª 
कृिष 

±ेý 
उīोग 

 
सेवा 

±ेý  X1 X2 X3 
कृिष X1 0.3 0.4 0.2 
उīोग X2 0.2 0.0 0.5 
सेवा X3 0.1 0.3 0.1 
योग  0.6 0.7 0.8 

ÿाथिमक आगत X4 0.4 0.3 0.2 
समÖत योग  1.0 1.0 1.0 

 
उÂपादन आबटंन समीकरणे िनÌन हŌगी :- 

 
इन समीकरणŌ को मिैů³स सकेंतन पĦित म¤ इस ÿकार िलखा जायेगा - 

अथवा  

 

 

x Ax y    1x I A y 
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 के सहखÁड आÓयहू (मिैů³स) का प±ाÆतरिणत (Transpose) 

 

³यŌिक  

 

     

 

 

   

 

0.7 .75 0.4 0.23 0.2 0.16
0.525 0.092 0.032 0.401

1.0 0.5 0.2 0.5 0.2 1.0
0.3 0.9 0.1 0.9 0.1 0.3

0.4 0.2 0.7 0.2 0.7 0.4
0.3 0.9 0.1 0.9 0.1 0.3

0.4 0.2 0.7 02 0.7 0.4
1.0 0.5 0.2 0.5 0.2 1.0

I A

      

   



     
    

    
  

   
     
    

0.75 0.23 0.16
0.42 0.61 0.25
0.40 0.39 0.62










 
   
  
 I A

 

   1

1

2

3

0.75 0.42 0.40
0.23 0.61 0.39
0.16 0.25 0.62

0.75 0.42 0.40
. 1 0.23 0.61 0.39

0.401
0.16 0.25 0.62

0.75 0.42 0.40 100
1 0.23 0.61 0.39 44

0.401
0.16 0.25 0.62 47

Adj I A

Adj I A
I A

I A

x
x x

x



 
    
  

 
      

  
   
       
      

 
 
 
  

  1x I A y 

     
   

     
   

   

1

2

3

1 / 0.401 0.75 100 0.42 44 0.40 47

1 / 0.401 75 18.48 18.8 1 / 0.401 112.28
280

1 / 0.401 0.23 100 0.61 44 0.39 47

1 / 0.401 23 26.84 18.33 1 / 0.401 68.17
170

1 / 0.401 (0.16 100) 0.25 44 0.39 47

1 / 0.4

x

x

x

       
   



       
   



       
    01 16 11 29.14 1 / 0.401 56.14

140
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आगत-िनगªत गणुाकं सारणी के अनसुार एक Łपया मÐूय के उÂपादन के िलए तीनŌ ±ेýŌ म¤ 
ÿाथिमक आगत कì माýा øमश: 0.4, 0.3 एवं  0.2 ह,ै अत: तीनŌ ±ेýŌ के िलये ÿाथिमक आगत 
कì कुल आवÔयकता 

0.4 (280) + 0.3 (170) + 0.2 (140) = 112 + 51 + 28 = 191 

इस ÿकार िविशĶ मांग 44 उÂपादन के िलये  लाख 

Łपये मÐूय के ÿाथिमक आगत आवÔयक हŌगे। यिद अथªÿणाली म¤ इतनी माýा म¤ 
ÿाथिमक आगत उपलÊध नहé ह ैतो उÂपादन लàयŌ को घटाना होगा। 

अिÆतम मांग कृिष ±ेý कì 150, उīोग कì 50 एव ंसेवा ±ेý कì 60 होने पर अथªÿणाली 
कì मांग सिदश िनÌन होगा - 

 

 

 
 

 

 

 

 
 अिÆतम मांग कुल मांग 

कृिष 150 392.8 
उīोग 50 220.4 
सेवा 60 183.8 
 

उदाहरण - 3 तीन उīोगŌ A, B एवं  C कì एक सरल अथªÓयवÖथा िनÌन 
सारणी Ĭारा दशाªयी गई ह ै(आकंडे करोड़ ŁपयŌ म¤ ह§) 

उÂपादन उपयोगकताª अिÆतम मांग कुल उÂपादन 
 A B C   

A 8 10 10 4 32 

100
191
47

 
 
 
  

100 0.75 0.42 0.40 150
191 1/ 0.401 0.23 0.61 0.39 50
47 0.16 0.25 0.62 60

X
     
           
          

     3
1 73.70.16 150 0.25 50 0.62 60 1 183.8

0.401 0.401
          

 2
1 88.4(0.23 150) (0.61 50) (0.39 60) 220.4

0.401 0.401
        

     3
1 73.70.16 150 0.25 50 0.62 60 1 183.8

0.401 0.401
          



294 
 

B 8 20 6 6 40 
C 8 10 10 2 30 
 
अथªÿणाली म¤ अिÆतम मांग A कì 12, B कì 4 एव ं C कì 1 होन े पर उÂपादन Öतर 

िनधाªåरत कìिजये। 
हल - 

A उīोग के िलये तकनीकì गणुाकं  

B उīोग के िलये तकनीकì गणुाकं  

C उīोग के िलये तकनीकì गणुाकं  

आगत गणुांक आÓयहू  
 

A =  

िविभÆन उīोगŌ म¤ उÂपादन सिदश  

अिÆतम मांग सिदश  

 

 

 

(ÿथम पं िĉ से िवÖतार करने पर) 
 

=  

8 8 80.25, 0.25, 0.25
32 32 32

  

10 20 100.25, 0.5, 0.25
40 40 40

  

10 6 100.33, 0.2, 0.33
30 30 30

  

0.25 0 .2 5 0 .33
0.25 0 .5 0 0 .20
0.25 0 .2 5 0 .33

 
 
 
  

1

2

3

 
     
  

12
4
1

y
 
    
  

 
1

1
2

3

12
4
1

I A 

   
          
      

 
0.75 0.25 0.33 3 .4 1 / 4 1 / 3
0.25 0.50 0.20 1 / 4 1 / 2 1 / 5
0.25 0.25 0.67 1 / 4 1 / 4 2 / 3

I A
      

             
        

         
      

3/ 4 1/ 2 2 / 3 1/ 4 1/ 5 1/ 4 { 1/ 4 2 / 3

1/ 4 1/ 5 } 1/ 3 { 1/ 4 1/ 4 1/ 4 1/ 2 }

I A             
           

     3 / 4 1/ 3 1/ 20 1/ 4 1/ 6 1/ 20 1/ 3 1/16 1/ 8                 
     3 / 4 17 / 60 1 / 4 13 / 60 1/ 3 3 /16        
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=  
का सहखÁड आÓयहू ' 

 

 

=  

Adj.

 
 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 17 / 80 13 / 240 1/16 51 13 15 / 240 23 / 240     

 I A

 

   

 

1 / 2 1 / 5 1 / 4 1 / 5 1 / 4 1 / 2
1 / 4 2 / 3 1 / 4 2 / 3 1 / 4 1 / 2

1 / 4 1 / 3 3 / 4 1 / 3 3 / 4 1 / 4
1 / 4 2 / 3 1 / 4 2 / 3 1 / 4 1 / 4

1 / 4 1 / 3 3 / 4 1 / 3 3 / 4 1 / 4
1 / 2 2 / 5 1 / 4 1 / 5 1 / 4 1 / 4

     
     

   
  

   
     
     

17 / 60 13 / 60 3 /16
1/ 4 5 /12 1/ 4

13 / 60 7 / 30 5 /16

 
 
 
  

  240
23

I A 
17 / 60 1/ 4 13 / 60
13 / 60 5 /12 7 / 30
3 /16 1/ 4 5 /16

 
 
 
  

1

2

3

17 / 60 1/ 4 13 / 60 12
240 13 / 60 5 /12 7 / 30 4
23

3 /16 1/ 4 5 /16 1

     
             
          

      1
240 240 27717/ 60 12 1/ 4 4 13/ 60 1 48.1739
23 23 60

           

       1
240 240 13513/ 60 12 5/12 4 7/30 1 46.9565
23 23 30

           

          1
240 240 573/60 12 1/ 4 4 5/16 1 37.1739
23 23 16

           

1

2

3

48.1739
46.9565
3701739
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अËयास – 2 

2.1 यिद A =  हो और d =  हो (करोड़ Ł. म¤) तो 

(i) x1, x2, x3 कì उÂपि° माýा िनधाªåरत कìिजये। 
(ii) ÿाथिमक आगत कì कुल रािश िनकािलये िजसका उपलÊध होना आवÔयक ह।ै 

 
2.2िनÌन तकनीकì मिैů³स एव अिÆतम उपभोĉा मांग स ेA, B, और C उīोगŌ का 

सकल उÂपादन Öतर िनधाªåरत कìिजये  
 A B C उपभोĉा मांग (करोड़ ŁपयŌ म¤) 
A 0.2 0.4 0.5 7 
B 0.5 0.1 0.1 6 
C 0.1 02 0.1 9 
®म 0.2 0.3 0.3 - 

®म कì कुल आवÔयकता िकतनी होगी? 
2.3 A, B एवं  C तीन उīोगŌ का आगत-िनगªत आÓयहू एवं  अिÆतम मांग सिदश िनÌन होने पर 

उÂपादन सिदश िनधाªåरत कìिजये –  
 
आगत-िनगªत आÓयहू मांग सिदश  

A B C   

  

यिद A उīोग कì मांग म¤ 10 इकाई कमी होती ह,ै B कì मांग 5 इकाई बढ़ जाती ह§ और C 
कì भी 100 इकाई बढ़ जाती ह ैतो पåरवितªत मांग कì पिूतª के िलये ÿÂयेक उīोग म¤ उÂपादन Öतर 
³या होना चािहये?  
2.4 तकनीकì आÓयहू एवं  उपभोĉा मांग िनÌनानसुार होने पर A, B एवं  C उīोग म¤ सकल 

उÂपादन Öतर एवं  ®म कì आवÔयकता िनधाªåरत कìिजये – 
 A B  

 A B C  उपभोĉा मांग (लाख Łपये) 

 

 

1/ 3 1/ 5 1/ 4
1/ 5 1/ 2 1/ 2
1/ 5 1/ 5 1/ 6

 
 
 
  

3
1
1

 
 
 
  

A
B
C

0 .3 0 .2 0 .1
0 .1 0 .4 0 .2
0 .2 0 .3 0 .4

 
 
 
  

4 0
5 0
6 0

 
 
 
  

A
B
C

0 .2 0 .3 0 .2
0 .5 0 .4 0 .3
0 .2 0 .1 0 .3

 
 
 
  

50
120
90
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®म  
2.5िनÌनां िकत आÓयहू से ÿÂयेक उīोग का अिÆतम उÂपादन लàय िनधाªåरत कìिजये 

जबिक उपभोĉा मांग इÖपात कì Ł. 80 करोड़, कोयले कì Ł. 30 करोड़ एवं  रेलवे पåरवहन कì Ł. 
50 करोड़ हो:  

 
 इÖपात कोयला रेल पåरवहन 

इÖपात 0.3 0.2 0.2 
कोयला 0.2 0.1 0.5 
रेल पåरवहन 0.2 0.4 0.2 
®म 0.3 0.3 0.1 
तीन उīोगŌ के अिÆतम उÂपादन हते ु®म कì आवÔयकता िकतनी होगी? 

ÿणाली कì Óयवहायªता (The Viability of the System)  
कभी-कभी आगत-िनगªत आÓयहू का हल ऋणाÂमक उÂपादन ÿदान कर सकता ह।ै यिद 

हमारा हल ऋणाÂमक उÂपादन बताता ह ैतो उसका ताÂपयª यह होगा िक वह उīोग एक टन माल 
पैदा करने के िलये अपने उÂपादन कì एक टन से अिधक माýा ÿयĉु करता ह ैजो िनिĲत łप स े
अवाÖतिवक िÖथित ह।ै इस ÿकार कì ÿणाली Óयवहायª ÿणाली नहé ह§। 

हॉिकÆस-साइमन शत¦ इस ÿकार कì सÌभाÓयता पर रोक ह।ै 
हमारी आधारभतू समीकरण  ह।ै इसका हल ऋणाÂमक माýाय¤ ÿदान 

न कर¤ इस हते ुआÓयहू  

 

इस ÿकार का होना चािहए िक – 
 

(i) आÓयहू का सारिणक सदवै धनाÂमक हो : ...   
(ii) मु́ य िवकणª के सभी अवयव : धनाÂमक हŌ अथाªत्

अवयव एक से कम होन ेचािहये। िकसी भी ±ेý म¤ एक इकाई उÂपादन के 
िलये इसके अपन ेउÂपादन कì एक स ेअिधक इकाई ÿयĉु नहé कì जानी चािहए। अथाªत ्
सभी i व j के िलये  
इन शतŎ को हॉिकÆस - साइमन शत¦ कहा जाता ह।ै जो ÿणाली इन शतŎ को परूा करती ह ै

वह ही Óयवहायª होती ह।ै 
Note: Students are requisted to refer to Dorfman, Samuels on and 

Sohow for furher details 

  1I A y
  

[ ]I A

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

1
[ ] 1

1

a a a
a a aI A
a a a

   
     
    



0I A 

11' 22' 331 1 1a a a 

11' 22' ..... nna a a
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अËयास – 4  

4.1 यिद A = हो और अिÆतम मांग 

 

(क)(d)= हो(ख)d =  

(i) x1, x2 एवं  x3 कì उÂपि° माýा ²ात कìिजये। 
(ii) ÿाथिमक आगत कì कुल रािश िनकािलये िजसका उपलÊध होना आवÔयक ह।ै 
4.2 ³या िनÌन आÓयहू Óयवहायª ह§? 

A =  

4,3एक िĬ-±ेýीय अथªÓयवÖथा के िलये तकनीकì गणुांक आÓयहू A िनÌन ह ै

A =  

D का अिधकतम मÐूय बताइये िजसके िलए अथªÿणाली Óयवहायª हो। 
 
िनÌन सचूनाओ ंके आधार पर x1 एवं  x2 का सही उÂपादन Öतर ²ात कìिजये 

A =  

4.5 यिद हो ओर तीन ±ेýŌ का सकल उÂपादन Öतर x1 = 4000, 

x2 = 2000 एवं  x3 = 1000 इकाई हो तो अिÆतम मांग सिदश ²ात कìिजये। 
4.6 हािकÆस-साइमन शतŎ के आधार पर जाचं कìिजये िक िनÌन तकनीक¤  Óयवहायª ह§ या नहé - 

 

(क) (ख)  

 
 4.7 तीनŌ उīोगŌ का आगत-िनगªत आÓयहू एवं  अिÆतम मांग सिदश िनÌन होन े पर उÂपादन 
सिदश िनधाªåरत कìिजये - 

ABC(करोड़ Łपये) 

0.2 0.3 0.2
0.4 0.1 0.2
0.1 0.3 0.2

 
 
 
  

15
10
10

 
 
 
  

25
5
5

 
 
 
  

0.5 4
0.05 0.5
 
 
 

4
0.05 0.5
d 
 
 

0.20 0.20 100
0.60 0.20 50

y   
   

   

1

4 0 8
[ ] 0 4 0

0 0 2
I A 

 
    
  

1

1.1 0.4
0.1 2.5

A  
  

 
2

0.3 0.8
0.6 0.4

A  
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आगत-िनगªत आÓयहू मांग सिदश 
ÿाथिमक आगत गणुांक a01 = 0.3, a02 = 0.3 एव a03 = 0.4 होन ेपर ÿाथिमक आगत 

कì वां िछत माýा बताइये। 
4.8 तकनीकì गणुांक आÓयहू िनÌन होने पर  

 

A =  

²ात कìिजये। (ख) ÿाथिमक आगत कì आवÔयकता िनकािलये 
 

4.9 एक अथªÓयवÖथा केवल कोयला एवं  इÖपात उÂपादन करती ह।ै दोनŌ वÖतयु¤ एक-दसूरे 
उīोग म¤ मÅयवतê आगत ह§। एक टन Öटील, उÂपादन के िलये 0.4 टन इÖपात व 0.7 टन कोयला 
आवÔयक ह।ै इसी ÿकार एक टन कोयला उÂपादन के िलए 0.1 टन इÖपात एवं  0.6 टन कोयला 
चािहये। पूंजी आगत कì आवÔयकता नहé ह।ै ³या आप समझते ह§ िक यह उÂपादन ÿणाली 
Óयवहायª ह?ै 

एक टन कोयला एवं इÖपात उÂपादन के िलये øमश: 2 एव ं 5 ®म िदवस लगते ह§। यिद 
अथªÿणाली को 100 टन कोयला एवं  50 टन इÖपात कì आवÔयकता ह ै तो दोनŌ वÖतओु ं का 
सकल उÂपादन एवं  ®म कì कुल आवÔयकता बताइये। 

 
4.10 िनÌन आगत-गणुांक आÓयहू का िनकटतम कì िविध से ÿितलोम ²ात कìिजये - 

A =  

13.5 सारांश 
1. आगत-िनयाªत िवĴेषण उÂपादन िनयोजन कì एक महßवपणूª तकनीक ह।ै इस िवĴेषण म¤ 

आÓयहू बीजगिणत का उपयोग िकया जाता ह।ै 
2. आगत-िनगªत िवĴेषण हते ुआगत व िनगªत समकंŌ के आधार पर तकनीकì गणुाकं ²ात 

िकये जाते ह§। तकनीकì (या आगत) गणुाकं  िकसी आिथªक ±ेý/उīोग म¤ एक इकाई 
उÂपादन के िलये िविभÆन उīोगŌ के उÂपादनŌ का आगत के łप म¤ ÿयĉु होने का अनपुात 
बताते ह§। 

 
 

A
B
C

0.2 0.3 0.2
0.4 0.1 0.2
0.1 0.3 0.2

 
 
 
  

10
5
6

 
 
 
  

0 0.3 0.2
0.4 0 0.2
0.1 0.3 0

 
 
 
  

  1I A 

0.1 0.3
0 0.2
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3. तकनीकì गणुाकं और अिÆतम मांग ²ात होन े पर िविभÆन ±ेýŌ/उīोगŌ के िलए वािंछत 
उÂपादन Öतर िनधाªåरत िकया जा सकता ह।ै ÿÂयेक ±ेý/उīोग के िलए एक उÂपादन 
आबंटन समीकरण बनाई जाती ह।ै िजतने उīोग या ±ेý होते ह§ उतनी ही उÂपादन आबंटन 
या संतलुन समीकरण¤ बनती ह§। समीकरणŌ के इस समु̧ चय को आÓयहू बीजगिणत Ĭारा 
हल करके आगत-िनगªत ÿणाली का अनÆय हल ²ात िकया जा सकता ह।ै  

4. Öथैितक आगत - िनगªत िवĴेषण म¤ तकनीकì गणुाकंŌ को िÖथर माना जाता ह।ै Öथैितक 
िवĴेषण म¤ खलुा एवं  बÆद ÿितłप बन सकता ह।ै खलेु ÿितłप म¤ िदये हòये उīोगŌ/±ेýŌ 
के अितåरĉ अिÆतम मांग औरं ÿाथिमक आगतŌ को अलग से शािमल िकया जाता ह।ै 
आÓयहू बीजगिणत Ĭारा Öथैितक खलेु ÿितłप का अनÆय हल ²ात िकया जा सकता ह।ै  

13.6 हल और उ°र 

1.0 (क) (ख)  

2.1  कुल ÿाथिमक आगत = 4 + 2 + 1 = 7 ((करोड़ Ł.)  

2.2  

®म कì कुल आवÔयकता 21 .99 (करोड़ Ł.) 

2.3  

 

2.4  

L = [98.4]79.6111.9] 
इÖपातकोयला रेल पåरवहन 

2.5  

  1 1/ 2 1/ 624
1/ 4 1/ 25

I A   
   

 

408
264
 

   
 

80
120
 

   
 

15
20
12

 
    
  

 
36.0
28.9 7.2 8.67 6.12
20.4

L
 
    
  

  1
0.30 0.15 0.10 138.57

1 0.10 0.40 0.15 202.86
0.175

0.15 0.20 0.40 264.29
I A 

   
         
      

  1
0.42 0.28 0.21 492

1 0.43 0.62 0.34 796
0.175

0.16 0.19 0.33 373
I A 

   
         
      

 
242
215 72.6 64.5 23
230

L
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4.1 (क)  ÿाथिमक आगत  

  

(ख)  ÿाथिमक आगत  

4.2 (i)  

 
 
मलू िवकणª के सभी अवयव शÆूय से अिधक िकÆत ुएक से कम ह§।  
 

4.3 तकनीकì Óयवहायª होने के िलये आवÔयक ह ै
(i)  (ii)  

 

 

 
 d का मÐूय अिधकतम 0.6 हो सकता ह।ै 

4.4  

4.5  

अतः (i)  
(ii)  
(iii)  

4.6 (क) अÓयवहायª 
 

 (ख)  अÓयवहायª 

39.84
35.68
30.85

 
    
  

 11.952  10.704  12.34
 34.996  35

  
 

50
33.33
25

 
    
  

15 9.9 10
34.996 35

  
 

0.5 4
0.27 0

0.02 0.7
I A


   

0I A  1 0ija 

1 4
0.5 0.5 0.2

0.5 0.5
d

I A d
  

      
0.3 0.5 0

0.5 0.3
0.6

d
d

d

 
  


173
192
 

   
 

 
1

1
2

3

4000 4 0 8
2000 0 4 0
1000 0 0 2

y
I A y y

y


    
             
         

1 2 3 14 0 8 4000 0y y y y   

1 2 3 20 4 0 2000 500y y y y   

1 2 3 30 0 2 1000 500y y y y   

0ija 

0.7 0.5
0

.6 0.6
I A  





302 
 

4.7  ÿाथिमक आगत कì कुल मांग = Ł. 21 करोड़  

 

4.8  

 
 

4.9  

 
®म कì कुल आवÔयकता = 2000 ®म िदवस 

 

 

 

13.7 शÊदावली 
Öथैितक Static 
आगत/आदान Input 
िनगªत/ÿदान Output 
तकनीकì गणुांक Technical Coefficient 
अथªिमित Econometrics 
ÿøमन Programming 
ÿितłप Model 
समłपता Homogeneity 
आनपुाितकता Proportionality 
एक घातीय Linear 
तकनीकì आÓयहू (मिैů³स) Technological Matrix 
पåरकलन Calculation 
अिÆतम मांग Final demand 
अवयव Elements 
खलुा ÿितłप Open model 

24.84
20.68
18.36

 
    
  

  1
1.06 0.36 0.26

1 0.008 0.98 0.28
0.77

0.22 0.33 0.88
I A 

 
   
  

01 02 2 0.30.5 0.4 0.6 3a a a     

0.4 0.1 50 176.5
0.7 0.6 100 558.8

A d     
        

     

  1 2 34.10 I A I A A A   

1.111 0.411
0 1.248
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मÅयवतê वÖतएुँ Intermediate goods 
मांग कì सं रचना Demand structure 
आगत गणुांक Input coefficient 
ÿितलोम Inverse 
सिÆनकटन Approximation 

13.8 कुछ उपयोगी पुÖतक¤ ' 
Chiaing, A. C. Fundamental methods of Mathematical Economics,  
1984, Chapter 
Weber, J.E. Mathematical Analysis – Business and Economic  
Application, 1982, Chapter 8.3  
Mehta and Madnani, Mathematics for Economists, 1988, 
Chapter 16. 
लàमीनारायण नाथरूामका - अथªशाľ म¤ गिणत के ÿयोग 1989,  
अÅयाय 12 
अúवाल एव ंचौधरी, अथªिमित एवं  गिणतीय अथªशाľ 1978 
अÅयाय 14. 
Allen, R.G.D. Mathematical Economics 
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इकाई -14 
रैिखक ÿोúािमंग (Linear Programming) : 

आलेख िविध 
इकाई कì łपरेखा 
14.0 उĥÔेय 
14.1 ÿÖतावना 
14.2 रैिखक ÿोúािमगं कì मु́ य िवशेषताएँ एवं  समÖया का गिणतीय  

łप  
14.2.1 रैिखक ÿोúािमगं कì िवशेषताएँ 
14.2.2 रैिखक ÿोúािमगं कì समÖया-बीजगिणतीय łप  
14.2.3 रैिखक ÿोúािमगं के ºयािमतीय łप एवं  समÖया का हल 
14.2.4 बोध ÿĳ 

14.3 सारांश  
14.4 अËयासŌ के उ°र 
14.5 शÊदावली 
14.6 कुछ उपयोगी पÖुतक¤  

14.0 उĥेÔय (Objective)  
इस अÅयाय के मु́ य उĥÔेय ह§ :- 

(I) रैिखक ÿोúािमगं (Linear Programming) कì समÖया से अवगत कराना  
(II) रैिखक ÿोúािमगं के कुछ उदाहरण ÿÖततु करना , 
(III) रैिखक ÿोúािमगं कì मु́ य िवशेषताओ ंको बताना , एव ं
(IV) रैिखक ÿोúािमगं कì समÖयाओ ंको रेखािचý कì सहायता से हल करना। 

14.1 ÿÖतावना (Introduction) 
ÿोúािमगं मु́ यत : एक गिणतीय िविध ह।ै इसका ÿयोग कुछ िवशेष ÿकार कì समÖयाओ ं

के समाधान के िलए िकया जाता ह।ै ये समÖयाएं  कुछ दी हòई पåरिÖथितयŌ म¤ िकसी चर (Variable) 
िवशेष कì आदशªतम िÖथित (Optimum position) कì ÿािĮ से सÌबिÆधत होती ह।ै आदशªतम 
िÖथित के दो łप हो सकते ह§ - 

(1) अिधकतम (Maximum) मान को ÿाĮ करना। 
(2) Æयनूतम (Minimum) मान को ÿाĮ करना। 
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 ÿोúािमगं का ÿयोग उन सभी समÖयाओ ंके समाधान के िलए िकया जाता ह ैजहां  सीिमत 
साधन के बंटवारे के ÿĳ (Problem of resource allocation) होते ह§ साध ही, इस ÿकार कì 
समÖयाओ ंके साथ कुछ सीमाएं  या बÆधन (Constraints) होते ह§ िजनकì सÆतिुĶ करने के पĲात ्
ही आदशªतम िÖथित कì ÿािĮ कì जाती ह।ै 

एक उदाहरण - अथªशाľ म¤ आप फमª के िसĦाÆत म¤, ''अिधकतम लाभ'' (Profit 
maximization) के सÌबÆध म¤ पढ़ते हŌगे। अिधकतम लाभ ÿािĮ कì समÖया मु́ यतः दो ÿकार 
कì होती ह ै: (अ) जब उÂपादक िकसी ÿकार कì सीमा या बÆधन से बँधे हòए नहé होते ह§, और (ब) 
जब उÂपादकŌ को कुछ सीमाओ ंया बÆधनŌ का सामना करते हòए अपने उĥÔेय कì पिूतª करनी पड़ती 
ह,ै जैस-े मशीन कì कुल उÂपादन-±मता, कुल भंडार-गहृ कì ±मता, कुल उपलÊध ®म-समय 
इÂयािद। 

रैिखक ÿोúािमगं सामाÆयतः (ब) ®ेणी कì समÖयाओ ंके समाधान से जिड़त होते ह§। 
कुछ और उदाहरण – 
(I) आहार-समÖया :- िकसी मनÕुय को अपना ÖवाÖÃय बनाए रखने के िलए ÿितिदन कुछ 

Æयनूतम पौिĶक तÂव कì आवÔयकता होती ह।ै उदाहरण के िलए मान ल¤ िक उसे तीन 
ÿकार के पौिĶक तÂव, ''कैिÐसयम'', ''ÿोटीन'' एवं  ''कैलोरी'' कì आवÔयकता ह।ै साथ ही, 
मान ल¤ िक उसके आहार म¤ केवल दो ही खाīाÆन सिÌमिलत ह§ िजनके मÐूय एवं  िनिहत 
पौिĶक तÂव भी िदए गए ह§। ऐसी िÖथित म¤ Óयिĉ के सम± Æयनूतम पौिĶक तÂव कì 
आवÔयकताओ ंकì पिूतª करते हòए दो खाīाÆन वÖतओु ंके आदशªतम माýा को िनधाªåरत 
करने कì समÖया आती ह।ै यहां  आदशªतम माýा स ेताÂपयª वे माýाए ँ हŌगी िजनस े कुल 
लागत कì माýा Æयनूतम हो। इस ÿकार यह एक रैिखक ÿोúािमगं कì समÖया बन जाती ह।ै  

(II) यातायात-पथ के चयन कì समÖया :- मान ल¤ िक िकसी फमª के पास कई एक उÂपादन 
इकाई (Plant)ह§ और उÂपादन ÿिøया के िसलिसले म¤ वÖतओु ंको एक Öथान से दसूरे 
Öथान तक पहòचंाने कì आवÔयकता पड़ती ह।ै ऐसी िÖथित म¤ आवागमन- ÿिøया का 
योजनाबĦ łप से चयन करने पर काफì बचत कì सÌभावना रहती ह।ै अगर फमª के पास 
यातायात के अपने साधन न हŌ तो यातायात कì िविभÆन दरŌ को Åयान म¤ रखते हòए 
यातायात-साधन के मािलक को Æयनूतम भगुतान करने कì समÖया सामने आती ह।ै अत : 
यह भी ÿोúािमगं कì समÖया बन जाती ह।ै 

14.2 रैिखक ÿोúािमंग कì मु´य िवशेषताए ंएवं  समÖया का गिणतीय 
łप 

14.2.1 रैिखक ÿोúािमगं कì िवशेषताएं 

14.1 म¤ िदये गए उदाहरणŌ से कुछ सामाÆय बात¤ ÖपĶ होती ह§  
जो इस ÿकार ह§ :- 
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(I) ÿÂयेक िÖथित म¤ िकसी चनुे हòए चर का सवō°म मान कì ÿािĮ ही रैिखक ÿोúािमगं का 
मु́ य Åयेय होता है, चाह ेयह कुल लाभ हो, कुल लागत हो या कुल भगुतान हो। 

(II) सभी समÖयाओ ंके साथ कुछ न कुछ शतª या सीमाओ ं (Construction) का होना 
आवÔयक ह।ै इन सीमाओ ंकì सÆतिुĶ होने पर ही सवō°म मान कì ÿािĮ को Öवीकारा 
जा सकता ह।ै 

(III) सामाÆयतः ये सीमाएं  ''Æयनूतम आवÔयकता'(Maximum requirements) 
अथवा अिधकतम उपलÊध ±मता (Maximum available capacity) के łप म¤ 
Óयĉ कì जाती ह।ै इÆह¤ पाशª-िÖथित (Side Conditions) भी कहते ह§। इन 
पाशª-िÖथितयŌ कì मु́ य िवशेषता यह होती ह ैिक ये यह नहé कहते िक िकसी चर का 
मान (उदाहरणाथª) 100 के बराबर ही होना ह,ै बिÐक केवल इतना ही कहते ह§ िक 
इसका मान 100 से कम नहé होना ह।ै इसी कारण इÆह¤ समीकरण के Öथान पर 
''असिमकाओ'ं' के łप म¤ Óयĉ कì जाती ह।ै  

(IV) रैिखक ÿोúािमगं कì समÖया म¤ Objective फलन (िजसका मान सवō°म करना 
होता ह)ै एवं  सभी असिमकाएं  रैिखक फलन (Linear function के łप म¤ Óयĉ 
िकए जाते ह§। इसका ताÂपयª यह ह ै िक इन फलनŌ म¤ सभी चर िकसी िÖथरांक 
(Constant) के गणुनफल होते ह§ तथा वे आपस म¤ जड़ेु हòए होते ह§। उदाहरणाथª , 

 
यह दोनŌ ही रैिखक फलन ह§। इÆह¤ रेखािचý म¤ ÿदिशªत करन ेपर जो आलेख ÿाĮ हŌगे व े

सरल रेखा के łप म¤ ÿतीत हŌगे। यही कारण ह ैिक इनसे संबिंधत समÖया को ''रैिखक ÿोúािमगं '' कé 
समÖया कहा जाता ह।ै 

14.2.2 रैिखक ÿोúािमगं कì समÖया-बीजगिणतीय łप  

आप एक Óयावहाåरक उदाहरण ल¤। मान ल¤ िक एक उÂपादक, w x y और z इन चार 
वÖतओु ंका उÂपादन करता ह।ै इन वÖतओु ंकì िविभÆन माýाएं  जो िक उÂपादक वÖतुतः उÂपादन 
करता ह,ै øमश: w x y ओर z ह§। अगर इनसे ÿाĮ लाभ ÿित इकाई øमश: 2, 1, 4 और 3 Łपए 
हŌ, तो हम कुल लाभ कì माýा को िनÌनिलिखत समीकरण स ेÓयĉ कर सकते ह ै:- 

 
यहा,ं  कुल लाभ का घोतक ह।ै 
अब मान ल¤ िक उÂपादक के पास मशीन-घटे के łप म¤ कुल उÂपादन-±मता 2000 घटें 

एवं  कुल भंडारन ±मता (Warehousing capacity) 5000 वगª-फुट Öथान उपलÊध ह§। साथ ही 
यह भी मान ल¤ िक w वÖत ु कì ÿित इकाई के उÂपादन के िलए 1/2 घंटा मशीन-समय तथा 5 
वगª-फुट भंडार-Öथान कì आवÔयकता होती ह।ै इसी ÿकार, x वÖत ुकì ÿित इकाई के उÂपादन के 
िलए 1 घंटा मशीन-समय एवं  2 वगª-फुट भंडार-Öथान, Y वÖत ुकì ÿित इकाई के िलए 1/4 घंटा 

2 3
0.5 2 ;. 100 Q W Y

Yor  
 

2 4 3 ;w y z     
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मशीन समय एवं  10 वगªफुट भंडार-Öथान और z कì ÿित इकाई के िलए 2 घं टे मशीन समय एव 6 
वगª-फुट भडंार Öथान कì आवÔयकता होती ह।ै 

 अगर उÂपादक का मु́ य उĥÔेय इन चारŌ वÖतओु ं के उÂपादन से ÿाĮ कुल लाभ को 
अिधकतम करना हो, बशत¥ िक दी हòई सीमाओ ं(उÂपादन-±मता एव ंभंडारन ±मता) का उÐलंघन 
न हो, तो हम इस सÌपणूª समÖया को िनÌनिलिखत łप से Óयĉ कर¤गे :- 

अिधकतम  
सीमा-बंधन के साथ, 

(i) 0.5w + 1x + 0.25y + 2z 2000..............(2) 
(ii) 5w + 2x + 10y +6z 5000..............(3) 

W  0, x  0,z  0.............(4) 

  समीकरण (1) को Objective फलन कह¤गे ³यŌिक इसके मान को (यहा)ं अिधकतम 
करना उÂपादक का उĥÔेय ह।ै (2) और (3) असिमकाओ ं को सं रचनाÂमक (Structural) (या 
±मता-सीमाए)ं (Capacity constraints) कह े जाते ह§ तथा (4) को अ-ऋणाÂमक शतª (non- 
negative) कहा जाता ह।ै इनम¤ (2) मशीन समय सÌबधंी तथा (3) भंडार-±मता सÌबंधी 
असिमकाएं  ह§। 

“ '' िचÆह इस बात का घोतक ह ै िक ±मता-सÌबिÆधत सीमाओ ंका अितøमण न हो। 
अथाªत,् उÂपादन-ÿिøया म¤ सÌपणूª ±मता का पणूª ÿयोग हो अथवा न भी हो। (4) इस बात को 
बताता ह ै िक उÂपािदत वÖतओु ं कì माýा ऋणाÂमक łप न ल¤। यह शतª यदिप कुछ हाÖयाÖपद 
लगता ह ै तथा वाÖतिवक गणना (calculation) कì ŀिĶकोण से ऐसे शतŎ का ÖपĶीकरण 
आवÔयक होता ह।ै 

14.2.3 रेिखक ÿोúािमगं के ºयािमतीय łप एवं  समÖया का हल  

चूं िक ºयािमतीय ŀिĶकोण स ेआप अिधक से अिधक दो चरŌ कì माýा को रेखािचý के दो 
िदशाओ ंम¤ ÿदिशªत कर सकते ह§, अत: ऐसा एक उदाहरण ल¤ िजसम¤ दो Öवतंý चर हŌ। जैस,े 

 =3 x + 2 y ……………..(i) –objectiveफलन 
x + y  5.......... (2) 
2x + 3y  12......... (3 सीमाए ं
X, y o…………..(4) अ-ऋणाÂमक श°ª 
 अब आप एक आलेख-पý (graph Paper) ल¤ और सवªÿथम असिमकाओ ं का) 

आलेख खéच¤(रेखािचý- 14.1 को देख¤)। इसके िलए आप असिमकाओ ंको समीकरण म¤ बदल¤ 
और इनके आलेख खéचे। 

उदाहरणाथª, 
X + y = 5 

समीकरण के आलेख के िलए, 

 2 4 3 ............(1)w y y    
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X = 5- y, 
अथवा,       Y = 5- x 
 
म¤ Y के िविभÆन मान के िलए x के मान, अथवा x के िविभÆन मान के िलए के Y के मान 

को आलेख-पý म¤ दशाªए इस ÿकार सभी िबÆदओु ंको िमलाने वाली रेखा ही X + Y = 5 कì रेखा 
होगी। अब चूं िक आपको X + Y  5 को िदखाना ह,ै अत: X + Y = 5 कì रेखा स ेनीच ेके ±ेý 
का बोध होगा। 

इसी ÿकार, 2x + 3y = 12 समीकरण के िलए भी उपरोĉ ÿिøया से आलेख खéच¤। इस 
ÿकार, 2x + 3y  12 से 2x + 3y = 12 कì रेखा से नीचे के ±ेý का बोध होगा। परÆत,ु दोनŌ 
असिमकाओ ं को एक साध सÆतĶु करे ऐसा ±ेý दोनŌ ±ेý के सामाÆय ±ेý होगा (रेखािचý-। म¤ 
छायां िकत अशं)। इस ±ेý को सÌभाÓय ±ेý (Feasible region) कह¤गे। अगर आपकì समÖया म¤ 
दो से अिधक असिमकाए ं हŌ तो सभी के आलेख से ÿाĮ सामाÆय ±ेý ''सÌभाÓय ±ेý'' होगा। 
सÌभाÓय-±ेý आपको यह सकेंत देता ह ैिक objective फलन इसी ±ेý म¤ िÖथत िकसी भी िबÆद ुपर 
हो सकता ह-ै लेिकन इसके बाहर नहé हो सकता ह।ै 

अब आप इस समÖया का मु́ य भाग- ''अिधकतम लाभ'' कì माýा का िनłपण के िलए 
objective फलन का भी आलेख खéच¤। इसके िलए आप लाभ के समीकरण, 

 = 3x + 2yको, 
2y =  - 3x 

अथवा,   Y = /2 -3/2 x……….(5) 
के łप म¤ बदल¤। अब समीकरण (5) को देखने पर पता चलेगा िक यह वÖततुः एक रैिखक 

समीकरण ह ै िजसका ढाल (Slop), -3/2 तथा िÖथराकं (Constant) या intercept /2 ह।ै 
चूँिक इसका ढाल ऋणाÂमक ह ैअत: इसकì रेखाएं  बाएं  से दािहनी कì ओर झकु¤ गी। साथ ही, 
के िविभÆन मान के िलए ये सरल रेखाएं  एक-दसूरे के समानाÆतर हŌगी। अथाªत  के मान म¤ विृĦ 
करने पर ÿÂयेक सरल-रेखा समानाÆतर łप से नीचे से ऊपर कì ओर जाएगी। इन सरल रेखाओ ंको 
सम-लाभ रेखाए ं(iso- profit curves कह¤गे। नीचे के उदाहरण को देख¤ :- 
  समीकरण (5) : 

   Y  
= II/2 (-3/2)x   

जब II = 4 जब II = 6 जब II = 8  
Y X Y X Y X 
2  3 0 4 0 

1/2 1 11/2 1 21/2 1 
0 4/3 0 2 0 8/3 
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अब इन सम-लाभ रेखाओ ंके पåरवार म¤ से उस रेखा का चयन कर¤ जो संभाÓय ±ेý के 
अÆतगªत रहते हòए सवō¸च हो। इसके िलए उस सम-लाभ रेखा को िनिĲत कर¤ जो संभाÓय-±ेý कì 
कोणŌ कì िबÆद ु .(corner point) स ेÖपशª कर¤। इस ÿकार सम-लाभ रेखा से Óयĉ कì गई लाभ कì 
माýा ही अिधकतम लाभ कì माýा होगी तथा उस िबÆद ुको आदशªतम िबÆद ुऔर उस पर x एव ंy 
कì माýाओ ंको आदशªतम माýाए ंकह¤ गे। 

इस आदशªतम िÖथित म¤ वाÖतिवक लाभ कì माýा को ²ात करने कì वकैिÐपक िविध यह 
ह ैिक x और y कì आदशªतम माýाओ ंको लाभ-समीकरण म¤ रख¤। 

उपरोĉ उदाहरण के िलए x और y कì आदशªतम माýाएं  øमश: 3 और 2 हŌगी। अत:, 
म¤ इनके मान रखने पर 

 
 

Ł० होगा। 

14.2.4 समÖया का एक और łप 

14.1 म¤ आप ''आदशªतम मान'' के दो łप के बारे म¤ जान चकेु है:  
अिधकतम अथवा Æयनूतम मान कì ÿािĮ। Æयनूतम मान कì ÿािĮ के संबधं म¤ रैिखक 

ÿोúािमगं कì समÖया को कुछ अलग łप से Óयĉ कर¤गे। जैस।े 
Æयनूतम    
सीमाओ ंके साथ,    

      
     

यहा,ं C = कुल लागत कì माýा, एवं  q1 और q2 दो वÖतओु ंकì माýाएं  ह§। 
समीकरण (1)objective फलन तथा (2) और (3) ऐसी असिमकाएं  ह§ जो उपयोग कì 

Æयनूतम माýाओ ंको Óयĉ करती ह§। ऐसी िÖथित म¤ असिमकाओ ंके आलेख , समीकरण कì रेखाओ ं
से ऊपर के ±ेý हŌगे तथा सभी रेखाओ ंको सÆतĶु करता हòआ ±ेý सÌभाÓय ±ेý होगा (रेखािचý- 2 
देख¤)। अब objective फलन के Æयनूतम मान को िनिĲत करने के िलए सम-लागत रेखाओ ं(iso- 
cost curves) के आलेख खéच¤गे (पवूªवत ् िविध से)। इन रेखाओ ं म¤ स े उस रेखा को चनु¤ जो 
सÌभाÓय-±ेý के िकसी िकनारे को Öपशª करे। 
वÖतओु ंके इन संयोगŌ को लागत समीकरणŌ म¤ रखने पर, 

 

 

3 2y   

3 3 2 2   
9 4 
13

1 20. 5 .............(1)c q q 

1 22 5 ..............(2q q 

1 23 2 9 ...............(3)q q 

1 2, , 0 ................(4)q q 

1.8 (0.5 1.6
1.8 0.8
2.6

C   
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14.2.5 बोध ÿĳ 

िनÌनिलिखत समÖयाओ ंको रेखािचý के सहारे हल कर¤ 
(I) इसके अिधकतम मान िनकाल¤ : 

 
जबिक सीमाए,ं  

 
 

 
इशारा x1   4, x2 = 3 के आलेख और के समानाÆतर रेखाएं  खéच,े िफर भी खéच¤। 
(II) इसके Æयनूतम मान िनकाल¤ :- 

  
सीमाए ं    

 ,  
   

  
 

(III) इसके अिधकतम मान िनकाल¤ :-  
   

 सीमाए,ं   
 

 
 

(IV) इसके अिधकतम मान िनकाल¤ : 
 

   
सीमाए,ं   

 
 

 
14.3 सारांश 
(I) ÿोúािमगं एक ÿकार कì गिणतीय िविध ह ैिजसकì सहायता से दी हòई पåरिÖथित म¤ िकसी 

चर के आदशªतम मान ÿाĮ िकया जाता ह।ै 

1 22 5    

1 4 

2 3 

1 2 6   

1 2, 0  

1 26 4C z z 

1 22 3z z 

1 24 4z z 

1 22 6z z 

1 2, 0z z 

3 7R y  
2 2 8y  

3 2 10y  
, 0y 

1 14 3z q q 

1 23 9q q 

1 22 7q q 

1 21.8 6q q 

1 1, 0q q 
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(II) ÿोúािमगं कì सरल िविध को रैिखक ÿोúािमगं कहते ह§ ³यŌिक इसम¤ चरŌ के बीच सÌबंध 
रैिखक łप म¤ Óयĉ िकए जाते ह§।  

(III) रैिखक ÿोúािमगं के तीन मु́ य अशं होते ह§ : 
(अ) Objective फलन, िजसका आदशªतम मान ÿाĮ करना होता ह,ै 
(ब) सीमाओ ंकì असिमकाएं  एव(ंस) अ -ऋणाÂमक शत¦। 

(IV) रैिखक ÿोúािमगं कì समÖया कì ÿमखु िवशेषता यह ह ै िक इसम¤ दी हòई सीमाओ ं का 
उÐलंघन न करते हòए objective फलन का आदशªतम मान ÿाĮ करन ेकì आवÔयकता 
होती ह।ै 

(V) रेखािचý के माÅयम से इस समÖया का हल करने के िलए पहले दी हòई असिमकाओ का 
आलेख खéचते ह§। िफर सभी असिमकाओ ंको संतĶु करने वाले ±ेý को िनिĲत करते ह§, 
इसे सÌभाÓय ±ेý कहते ह§। 

(VI) अब objective फलन कì रेखाओ ं का आलेख खéचते ह§ जो एक दसूरे के समानाÆतर 
रेखाएं  होती ह§। 

(VII) अÆतत: इन रेखाओ ंम¤ से केवल उसी रेखा का चयन करते ह§ जो सÌभाÓय ±ेý के कोण को 
Öपशª करती ह।ै इस ÿकार इस रेखा स ेÿाĮ objective फलन का मान ही आदशªतम मान 
होता ह ै

14.4 अËयासŌ के उ°र 
संलµन रेखािचý सं´या 14.3, 14.4, 14.5 एवं  14.6 देख¤। 
1.  

 
 

Alternatively   

    
अिधकतम मान  
2.  

      
 

Æयनूतम मान  
 

3.  
 

4.  
 

1 22 5    

1 22 5or     

1 2 22 /2 (5 / 2) (1 / 2) (5 / 2)        

2 15 2    

2 1(1 / 5) (2 / 5)     


1 26 4C z z 

2 14 6or z C z 

1 26 4C z z 

6 1.7 4 0.6 12.6   
2 7R y 

7 2or y R   (1/ 7) (2 / 7)y R  

1 24 3Z q q  2 13 4or q Z q 

2 1(1 / 3) (4 / 3)q z q 
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14.5 शÊदावली 
आदशªतम मान - िकसी भी चर का अिधकतम या Æयनूतम मान को आदशªतम मान कहते ह§। 
Objective फलन - िजस फलन के मान को आदशªतम (optimum) करना होता ह,ै उसे 
objective फलन कहते ह§। 
सीमाए ं (Constraints) - वे Æयनूतम आवÔयकताएं  अथवा अिधकतम उपलÊध ±मता िजनकì 
पिूतª करना आदशªतम िÖथित कì ÿािĮ कì ÿिøया म¤ अिनवायª ह।ै 
सÌभाÓय ±ेý - (Feasible Region) - दी हòई सीमाओ ंको एक साथ सÆतĶु करन ेवाला ±ेý 
िजसके अÆतगªत -objective फलन के आदशªतम मान ढू ँढ़ा जा सकता ह।ै - 
सम-लाभ रेखा (Iso-profit curve) - दो वÖतओु ंके िविभÆन संयोग िजनसे समान लाभ कì 
माýा ÿाĮ होती ह।ै 

14.6 कुछ उपयोगी पुÖतक¤  
(1) W.J. Baumol, Economic Theory and Operations Analysis, 2nd 

Ed. Prentice Hall, 1996. 
(2) A.C. Chiaing “ Fundamental Methods of Mathematical 

Economics”, 2nd Ed., Mc. Graw Hill, 1974 
(3) R. Dorfman, P.A. Samuelson and R.M. Solow 

“Linear Programming and Economic Analysis”, MC Graw Hill, 
1956. 
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इकाई – 15 

सिदश 
इकाई कì łपरेखा 

15.0  उĥÔेय  

15.1  ÿÖतावना 

15.2  सिदश के ÿकार  

15.3  सिदशŌ का एकघात सचंय 

15.4  िýवीमीय म¤ एक सिदश के अवयव 

15.5  दो सिदशŌ के बीच कोण 

15.6  अिदश गणुा कì ºयािमतीय Óया´या  

15.7  अिदश गणुा के गणुधमª  

15.8  दो सिदशŌ के तल के अिभलÌब सिदश 

15.0 उĥेÔय  

इस अÅयाय के मु́ य उĥÔेय ह§ :- 

 सिदश के ÿकार  

 सिदशŌ का एकघात सचंय 

 िýवीमीय म¤ एक सिदश के अवयव 

 दो सिदशŌ के बीच कोण 

 अिदश गणुा कì ºयािमतीय Óया´या  

 दो सिदशŌ के तल के अिभलÌब सिदश 

 अिदश गणुा के गणुधमª  

15.1 ÿÖतावना 

हमारे दैिनक जीवन म े हम दो ÿकार कì रािशयŌ का उपयोग करते ह§, अिदश और सिदश। ऐसी 
रािशया ँजो िसफª  पåरमाण से सÌबिÆधत होती ह§ और िजन पर िदशा का कोइª ÿभाव नहé पड़ता ह,ै 
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आिदश रािशया ँकहलाती ह§। िजन रािशयŌ का पåरमाण तथा िदशा दोनŌ कायªरत होते ह§, सिदश 
रािशया ँकहलाती ह§। उदाहरण:- वेग, Âवरण, भार, बल आिद। 

सिदश-पåरभाषा और ÿदशªन- 

एक भौितक रािश िजसका पåरमाण और िदशा दोनŌ कायªरत हŌ, सिदश कहलाती ह§। सिदश को 
िनिदĶ रेखा खÁड Ĭारा इस ÿकार ÿदिशªत िकया जाता ह ै िक रेखाखÁड कì लÌबाइª सिदश के 
पåरमाण को Óयĉ करे और अिंतम छोर पर लगा तीर का िनशान सिदश कì िदशा को Óयĉ करे। 

          P                                 Q 

ܲܳሬሬሬሬሬ⃗   Ĭारा ÿदिषªत सिदष यह बताता ह ैिक सिदश का पåरमाण रेखा ¸फ कì लÌबाई के बराबर ह ै
तथा िदषा P से Q कì ओर ह।ै िबÆद ुP को ÿारंिभक िबÆद ुऔर िबÆद ुQ को अिंतम िबÆद ुकहा जाता 
ह।ैको अिंतम िबÆद ुकहा जाता ह।ै 

ÿÂयेक सिदश ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  कì तीन िवशेषताए ँहोती ह§। 

(i) पåरमाण   (ii)  एक िदशा  (iii)  संबल 

(i) पåरमाण:- रेखा ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  को सिदश ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  का पåरमाण कहा जाता ह ैइसे  ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  Ĭारा िलखा 

जाता ह।ै 

(ii) ܲܳሬሬሬሬሬ⃗   का अथª ह ैसिदश कì िदशा िबÆद ु

ܲ से ܳ कì ओर ह ैतथा  ܳܲሬሬሬሬሬ⃗  का अथª ह ैसिदश कì िदशा िबÆद ुܳ इस  ܲ कì ओर 

ह।ै 

(iii) ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  का संबल उस रेखा को कहा जाता ह ैिजसका एक भाग ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  ह।ै 

सामाÆयत: सिदश को अúेंजी के िकसी एक अ±र स ेÓयĉ करते ह ैजैस े ܽ⃗ ሬܾ⃗  ܿ⃗  

 

15.2 सिदश के ÿकार  

(1) समान सिदश:- दो सिदश ܽ⃗ और ሬܾ⃗  समान सिदश कहलाते ह§ यिद 

1- उनका पåरमाण समान हो 

2- समान या समानाÆतर संबल हो 

3- िदशा समान हो 
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और उÆह े ܽ⃗ = ሬܾ⃗  िलखा जाता ह।ै 
 

(2) शÆूय सिदश या जीरो सिदश:- ऐस ेसिदश िजनके ÿारंभ िबÆद ुऔर अिंतम िबÆद ुएक ही हŌ, 
शÆूय सिदश कहलाते ह§। 

इसिलए इनका पåरमाण शÆूय तथा िदशा अिनिĲत होती ह,ै इसे ⃗ से Óयĉ करते ह§। 

(3) इकाइª सिदश:- ऐसा सिदश िजसका पåरमाण इकाइª हो, इकाइª सिदश कहलाता ह।ै 

ܽ⃗ कì िदशा  म¤ इकाई सिदश को ܽ⃗ स ेÿदिशªत िकया जाता ह ै

ොܽ =  
ܽ⃗

|ܽ⃗| 

ܽ⃗ को ‘ए कैप’ पढ़ा जाता ह।ै 

(4) सिदश का ऋणाÂमक:- एक सिदश िजसका पåरमाण 
ܽ⃗ के  पåरमाण के बराबर तथा िदशा ܽ⃗   कì िदषा के िवपरीत हो,
⃗  का ऋणाÂमक सिदष कहलाता ह ैऔर इस े − ܽ⃗  स ेÿदिशªत िकया जाता ह।ै 

यिद  ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗ 

 तो  ܣܤሬሬሬሬሬ⃗ =  −ܽ⃗    

(5) सह-ÿारंभ सिदश:- ऐस ेसिदश िजनके ÿारंिभक 
िबÆद ुएक ही हŌ, सह-ÿारंभ सिदश कहलाते ह§, 

यहा ँ ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ   और ܱܤሬሬሬሬሬ⃗  सह-ÿां रभ  

सिदश ह ै³यŌिक इनका   

ÿारंभ िबÆद ुसमान ह।ै  

 

(6) सं रेखीय सिदश:- ऐस ेसिदश िजनके समान या समानाÆतर संबल हो, सं रेखीय या समानाÆतर 
सिदश कहलाते ह§। 

(7) मĉु सिदश:- यिद सिदश का ÿारंिभक िबÆद ुन बताया गया ह,ै मĉु सिदश कहलाता ह।ै 

(8) सहतलीय सिदश:- सिदशŌ का ऐसा िनकाय जो एक ही समतल पर िÖथत हो, सहतलीय सिदश 
कहलाते ह§। 
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(9) ÓयÂुøम सिदश:- ऐसा सिदश िजसकì िदशा िदये सिदश 

ܽ⃗  के समान हो लेिकन पåरमाण िदये सिदष के ÓयÂुøम के बराबर हो, उसे ܽ⃗   का ÓयÂुøमकहा जाता ह ै

 इसे ܽ⃗ − 1 स ेÓयĉ करते ह।ै 

सिदशŌ का योग- 

 सिदशŌ के योग के दो िनयम ह-ै 

(1) सिदशŌ के योग का िýभजु िनयम-  

    इस िनयम के अनसुार एक िýभजु ܱܤܣ  

    म¤, यिद ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ ] ܽ⃗ को दशाªता ह ैऔर ܱܣሬሬሬሬሬ⃗                 

 ሬܾ⃗   को दषाªता ह ैतो ܽ⃗ + ሬܾ⃗  को ܱܤሬሬሬሬሬ⃗  Ĭारा  

    ÿदिशªत िकया जाता ह।ै                                             

    इस िनयम को सिदशŌ के योग का िýभजु िनयम कहते ह।ै 

(2) सिदशŌ के योग का समाÆतर चतभुªजज का िनयम- 

   यिद दो सिदशŌ ܽ⃗ o ሬܾ⃗  को पåरमाण व िदशा म¤ समाÆतर चतभुªजज कì दो  

   समीपवतê भजुाओ  ंĬारा Óयĉ िकया जाता ह ैतो उनके योग को समाÆतर 

   चतभुªजज के िवकणª Ĭारा दशाªया जायेगा। 

  

समाÆतर चतभुªजज ܲܳܲܵ म¤] ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  ܽ⃗ को तथा ܲܳሬሬሬሬሬ⃗  ሬܾ⃗  को दषाªता ह ैतब ܽ⃗ +
ሬܾ⃗  को ܲܳܲܵ के िवकणª ܴܲሬሬሬሬሬ⃗  Ĭारा Óयĉ िकया जायेगा।  

 

सिदशŌ के योग के गणुधमª:- 

(1) सिदश योग øम िविनमये होता ह।ै 
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ܽ⃗ + ሬܾ⃗ =  ሬܾ⃗ + ܽ⃗ 

 

सÂयापन:- माना समाÆतर चतभुªजज 

ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ कì दो समीपवतê भजुाएँ ܥܤܣܱ  o ܱܤሬሬሬሬሬ⃗  ] सिदष ܽ⃗ व ሬܾ⃗  को दशाªती ह§। 

तब    ܱܥሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ  =  ሬܾ⃗    

और   ܤܥሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  =  ܽ⃗  

∴    ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ   

And ሬܾ⃗ + ܽ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ = + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܥ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ   

⇒    ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = ሬܾ⃗ + ܽ⃗  
 

(2) सिदश योग साहचयª होता ह।ै 

൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯+ ܿ⃗  =  ܽ⃗ + ൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯ 

सÂयापन:- माना ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗ 

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ =  ሬܾ⃗  और ܥܤሬሬሬሬሬ⃗ =  ܿ⃗ 

 को िमलाइए। ܥܣ o ܥܱ,ܤܱ

अब  ൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯ + ܿ⃗  =  ൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ +
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ ) + ሬሬሬሬሬ⃗ܥܤ  

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ  =    + ሬሬሬሬሬ⃗ܥܤ  

ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ  =     

और ܽ⃗ + ൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯  = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  + ൫ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܥܤ ൯ 

ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  =    + ሬሬሬሬሬ⃗ܥܣ  

ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ  =     

∴    ܽ⃗ + ൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯ = ൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯ + ܿ⃗ 
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(3) योग तÂसमक:- 

िकÆही सिदश ܽ⃗ के िलए 

ܽ⃗ + ሬܱ⃗ = ሬܱ⃗ + ܽ⃗ = ܽ⃗ 

सÂयापन:- माना ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗ 

तब ܽ⃗ + ሬܱ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  = ܽ⃗ 

और ሬܱ⃗ + ܽ⃗ =  ܱܱሬሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  = ܽ⃗ 

⇒    ሬܱ⃗ + ܽ⃗ = ܽ⃗ + ሬܱ⃗ = ܽ⃗  

सिदश ሬܱ⃗  को सिदशŌ का योग तÂसमक कहा जाता ह।ै 

(4) योग ÿितलोम:- 

िकसी सिदश ܽ⃗ के िलए 

ܽ⃗ + (−ܽ⃗) = (−ܽ⃗) + ܽ⃗ = ሬܱ⃗  

सÂयापन:- माना ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗ rc ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  −ܽ⃗ 

  

ܽ⃗ + (−ܽ⃗) = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ሬሬሬሬሬܱ⃗ܣ  

 

= ܱܱሬሬሬሬሬሬ⃗ = ሬܱ⃗  

(−ܽ⃗) + ܽ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ሬሬሬሬሬܱ⃗ܣ  

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܣ  

= ሬܱ⃗  

⇒ ܽ⃗ + (−ܽ⃗) = (−ܽ⃗) + (ܽ⃗) = ሬܱ⃗  

सिदश −ܽ⃗ को ܽ⃗ का योग ÿितलोम कहा जाता ह।ै 

दो सिदशŌ का घटाव :- 

यिद ܽ⃗ और ሬܾ⃗  दो सिदष ह ैतो उनके घटाव को ܽ⃗ और − ሬܾ⃗  के सिदश योग स े Óयĉ िकया 
जाता ह।ै 
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ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = (ܽ⃗) + ൫−ሬܾ⃗ ൯ 

 

घटाव के गणुधमª :- 

(1) िकसी सिदश ܽ⃗ के िलए  

(−ܽ⃗) = ܽ⃗ 

(2) दो सिदशŌ ܽ⃗ vkSj ሬܾ⃗  के िलए 

−൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯ = −(ܽ⃗) + ൫−ሬܾ⃗ ൯ 

उदाहरण 1. यिद  एक øम म¤ िýभजु कì तीनŌ भजुाओ ं Ĭारा ÿदिशªत िकये जाते ह ै तो िसĦ 
कìिजए- 

ܽ⃗ + ሬܾ⃗ + ܿ⃗ = ܱ 

हल- माना ܱܤܣ , d f = भजु ह ैजहा ँܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ [⃗ܽ  =  ሬܾ⃗  तथा ܱܤሬሬሬሬሬ⃗ =  ܿ⃗ 

तब ܽ⃗ + ሬܾ⃗ + ܿ⃗ = ൫ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ൯ + ሬሬሬሬሬܱ⃗ܤ   

   = ൫ܱܤሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬܱ⃗ܤ ൯ 

     = ܱܱሬሬሬሬሬሬ⃗   (योग के िýभजु 
िनयम से) 

   = ܱ 

∴  ܽ⃗ + ሬܾ⃗ + ܿ⃗ = ܱ 

 

उदाहरण 2. िकÆही दो सिदश ܽ⃗ और ሬܾ⃗  के िलए सÌबÆध कìिजए- यिद 

หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห = หܽ⃗ − ሬܾ⃗ ห 

हल- माना ܽ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ  और ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬܾ⃗  और समाÆतर चतभुुªज  को परूा करते ह।ै ܥܤܣܱ 

 ܱ तथा ܣ,ܤ और ܥ को िमलाते ह।ै 

िचý म¤- ܱܥሬሬሬሬሬ⃗ = ሬܾ⃗  vkSj ܤܥሬሬሬሬሬ⃗ = ܽ⃗  
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अब ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ    

और  ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ − ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ − ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ  

= ሬሬሬሬሬ⃗ܣܥ  

∴  หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห = और หܽ⃗ ܤܱ − ሬܾ⃗ ห =  ܣܥ

=  ܥܣ

⇒ หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห = หܽ⃗ − ሬܾ⃗ ห 
ܤܱ∵ =  ܥܣ

यह दशाªता ह ैिक समाÆतर चतभुªजज ܱܥܤܣ के िवकणª बराबर ह।ै 

इसिलए ܱܥܤܣ एक आयत ह ै

⊥ ܣܱ∴  ܤܣ 

⇒ ܽ⃗ और ሬܾ⃗  एक दसूरे  के लÌबवत ह।ै 

एक सिदश का अिदश के साथ गणुा- 

एक सिदश ܽ⃗ का अिदष ² के साथ अिदष गणुा ²ܽ⃗ इस ÿकार होता ह ैिक 

(a) ⃗ܽܭ का पåरमाण = ܽ⃗ के पåरमाण का |ܭ| गणुा  

⇒ |⃗ܽܭ| =  ;|⃗ܽ||ܭ|

(b) ⃗ܽܭ  का िदशा 

ܽ⃗ कì िदषा के समान होगी यिद ܭ > ܱ और िदषा िवपरीत होगी यिद ܭ < ܱ 

(c) ⃗ܽܭ  का सÌबल ܽ⃗ का ही सÌबल होगा। 

एक सिदश के अिदश के साथ गणुा के गणुधमª- 

यिद सिदश ܽ⃗ , ሬܾ⃗  तथा अिदष ݉,݊ हो तो  

(1) ݉(−ܽ⃗) = (−݉)ܽ⃗ = −(݉ܽ⃗) 

(2) (−݉)(−ܽ⃗) = ݉ܽ⃗ 

(3) ݉(݊)ܽ⃗ = ݊(݉ܽ⃗) = (݊݉)ܽ⃗ 

Öथित सिदश:- 
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यिद िकसी िबÆद ु

ܱ को िनवाªत म¤ मलू िबÆद ुमाना जाये, और  ⃗ݎका िÖथित सिदष कहा जाता ह,ै यिद हम कह¤  
िक ܲ िबÆद ु⃗ݎ ह,ै इसका अथª ह ैिक च ्का िÖथित सिदष  ⃗ݎ ह।ै 

िचý के अनसुार- 

यिद सिदश ܽ⃗ व ሬܾ⃗  øमश: िबÆद ुܣ 

और ܤ के िÖथित सिदश हŌ तो 

ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ [⃗ܽ  = ሬܾ⃗  

ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ,¤म ܤܣܱ∆ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ   

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ⇒ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ − ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ   

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ⇒ = ሬܾ⃗ −  ܽ⃗ 

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ ⇒ − (का िÖथित सिदश ܤ ) =  ( ܽ का िÖथित सिदश) 

िवभाजन-सýू- 

आÆतåरक िवभाजन के िलए सýू- 

माना ܣ और B दो िबÆद ुह ैिजनके िÖथित सिदष øमषः ܽ⃗  और 
ሬܾ⃗  तथा िबÆद ुच,् रेखा AB को D ∶
M के अनपुात म¤ अÆतः िवभाजन करता ह ैतो िबÆद ुP का िÖथित सिदष ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ =  ሬ⃗ ାሬ⃗

ା
 

सÂयापन:- माना ܱ मलू िबÆद ुह।ै 

तथा िबÆद ु  के िÖथित सिदश ܤ o ܣ

øमश: ܽ⃗ और ሬܾ⃗  ह।ै 

तब ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ [⃗ܽ  = ሬܾ⃗  

माना ܤܣ पर िबÆद ुܲ इस ÿकार ह ैिक 



= 


  ∴ ܲܣ݊   =   ܤܲ݉

⇒ ݊൫ܲܣሬሬሬሬሬ⃗ ൯ = ݉൫ܲܤሬሬሬሬሬ⃗ ൯ 
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⇒  ݊൫ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ − ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ൯ = ݉൫ܱܤሬሬሬሬሬ⃗ − ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ൯ 

⇒ (݉ + ݊)ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ݉ + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ݊  

⇒ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ =  ሬ⃗ ାሬ⃗
(ା)  

नोट:- दो िबÆदओु  ं के िÖथित सिदश ܽ⃗  और 
ሬܾ⃗  कì िमलान रेखा पर िबÆद ुP समिĬभािजत करता ह ैतो P के िÖथित सिदश  ଵ

ଶ
൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯  

हŌगे। 

बाĻ िवभाजन के िलए सýू:- 

माना ܣ और ܤ दो िबÆद ुह ैिजनके िÖथित 

सिदश øमश: ܽ⃗ और ሬܾ⃗  ह।ै िबÆद ुܲ,  

रेखा ܤܣ को ݉ ∶ ݊ के अनपुात म¤  

बाĻ िवभाजन करता ह ैतो िबÆद ु  

ܲ का िÖथित सिदश  ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ =  
݉ሬܾ⃗ − ݊ܽ⃗
݉ − ݊

 

सÂयापन:-  

माना ܱ मलू िबÆद ुह।ै तब ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗] और  ܱܤሬሬሬሬሬ⃗ = ሬܾ⃗ को ܲ तक c ܤܣ   <
+݇;݇ जाता ह ैܤܲ:ܲܣ = ݉:݊ 

अब 



= 


   

ܲܣ݊ ⇒ =   ܤܲ݉

ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ ݊ ⇒ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܲ݉  

⇒  ݊൫ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ − ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ ൯ = ݉൫ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ − ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ ൯ 

⇒ (݉− ݊)ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ݉ − ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ݊  

⇒ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ =  ைሬሬሬሬሬሬ⃗ ିைሬሬሬሬሬሬ⃗
(ି)  
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उदाहरण-3. यिद िबÆदओु  ं ,⃗ܽ के िÖथित सिदश k ܦ,ܥ,ܤ,ܣ ሬܾ⃗ , 3ܽ⃗ + 2 ሬܾ⃗  और ܽ⃗ −
 2 ሬܾ⃗  øमश: ह ैतो ܥܣሬሬሬሬሬ⃗  और ܦܤሬሬሬሬሬሬ⃗  को ܽ⃗ व ሬܾ⃗  के पदŌ म¤ िलिखए। 

हल:- ܥܣሬሬሬሬሬ⃗ =  का िÖथित सिदश ܣ & का िÖथित सिदश k ܥ

= 3ܽ⃗ + 2 ሬܾ⃗ − ܽ⃗ = 2ܽ⃗ + 2 ሬܾ⃗  

और ܦܤሬሬሬሬሬሬ⃗ =  का िÖथित सिदश ܤ & का िÖथित सिदश k ܦ

= ൫ܽ⃗ −  2 ሬܾ⃗ ൯ − ሬܾ⃗  

= ܽ⃗ − 3 ሬܾ⃗  

उदाहरण-4. सिदश 

2ܽ⃗ −  3 ሬܾ⃗  और 3ܽ⃗ −
 2 ሬܾ⃗  को िमलान ेवाली रेखा पर िÖथित िबÆद ुयिद उस रेखा को 2: 3 म ेअÆत: और बाĻ 
िवभािजत करे तो उस िबÆद ुके िÖथित सिदश बताइए। 

हल- माना ܣ और ܤ दो िबÆद ुह ैिजनके िÖथित सिदश  øमश: 2ܽ⃗ − 3 ሬܾ⃗  तथा 3ܽ⃗ −
 2 ሬܾ⃗  ह ैतो  

माना िबÆद ु ,ܥ रेखा AB  को 2 ∶ 3 म¤ अÆतः िवभािजत करता ह ैतो िबÆद ुܥ का िÖथित 
सिदश- 

=
2൫3ܽ⃗ −  2 ሬܾ⃗ ൯ + 3൫2ܽ⃗ −  3 ሬܾ⃗ ൯

2 + 3
 

=
12
5
ܽ⃗ −

13
5
ሬܾ⃗  

और माना िबÆद ु रेखा AB को 2 [ܦ ∶ 3 म¤ बाĻ िवभािजत करता ह ैतो िबÆद ुܦ का िÖथित 
सिदश- 

=
2൫3ܽ⃗ −  2 ሬܾ⃗ ൯ − 3൫2ܽ⃗ −  3 ሬܾ⃗ ൯

2 − 3
 

= − 5 ሬܾ⃗  
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15.3 सिदशŌ का एकघात संचय 

एक सिदश 

,⃗ܽ को सिदशो ݎ⃗ ሬܾ⃗ , ܿ⃗… … . . आिद का एकघात कहा जाता ह ैयिद अिदश k ݕ,ݔ, …ݖ ..  

आिद इस ÿकार हŌ िक  ⃗ݎ = ⃗ܽݔ + ሬܾ⃗ݕ + ⃗ܿݖ + ⋯  

िĬिवमीय म¤ एक सिदश के अवयव- 

माना ܱܻܺ एक िनद¥शांक तल ह ैऔर ܲ(ݕ,ݔ, ) इस तल पर कोई िबÆद ुह ैतब ܱܯ =
ܯܲ और ݔ =  ݕ

माना ଓ̂, ଔ̂ øमषः ܱܺ तथा ܱܻ  

अ±Ō कì िदशा म ेइकाइª सिदश ह।ै  

तब ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗ = ,ଓ̂ݔ ሬሬሬሬሬሬ⃗ܲܯ =  ଔ̂ݕ

सिदशŌ ܱܯሬሬሬሬሬሬ⃗  तथा ܲܯሬሬሬሬሬሬ⃗  को øमश: G अ± व L अ± कì िदशा म¤ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗  के अवयव कहा 
जाता ह।ै 

अब ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬሬ⃗ܯܱ  + ሬሬሬሬሬሬ⃗ܲܯ  

⇒ ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ଓ̂ݔ  +  ଔ̂ݕ

माना ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ =  ݎ⃗

तब ⃗ݎ = ଓ̂ݔ  +   ଔ̂ݕ

∴ หܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ห = |ݎ⃗| = ଓ̂ݔ| +  |ଔ̂ݕ

= ඥݔଶ +  ଶݕ

 

ܱܲሬሬሬሬሬ⃗  का ܺ अ± कì िदशा म¤ अवयव सिदश  ݔଓ̂ ह ैिजसका पåरमाण ्k |ݔ|  
व िदशा ܱܺ ; k ܱܺଵ कì िदशा  म¤ ܺ के धनाÂमक व ऋणाÂमक होन ेके अनसुार ह।ै 

और ܱܲሬሬሬሬሬ⃗  का ܻ अ± कì िदषा म¤ अवयव सिदष  ݔଓ̂ ह ैिजसका पåरमाणk् |ݕ|  

व िदशा  ܱܻ ; k ܱܻଵ कì िदशा म¤ ܻ के धनाÂमक व ऋणाÂमक होन ेके अनसुार ह।ै 
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िनद¥शाकं अ±Ō कì िदशा म¤ ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  के अवयव- 

माना 

ܱܻܺ तल म¤ दो िबÆद ुܣ तथा ܤ ह ै  िजनके िनद¥षाकं øमषः (ݔଵ,ݕଵ) तथा (ݔଶ,ݕଶ) ह।ै  
माना ଓ̂ o ଔ̂] ܱܺ o ܱܻ कì िदशा म¤ इकाइª सिदश ह।ै 

ܲܣ = ଶݔ  − ; ଵݔ ܲܤ  = ଶݕ  −    ଵݕ
ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ = ଶݔ)  − ሬሬሬሬሬ⃗ܤܲ ; ଵ )ଓ̂ݔ = ଶݕ)  −  ଵ )ଔ̂ݕ

अब ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܲܣ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܲ  

(योग के िýभजु िनयम स)े 

ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ = ଶݔ) − +ଵ )ଓ̂ݔ ଶݕ) −  ଵ )ଔ̂ݕ
ܺ v{k कì िदशा  म¤ kk म¤ ܤܣሬሬሬሬሬ⃗  का अवयव (ݔଶ − ଶݔ) ଵ )ଓ̂ ह ैिजसका पåरमाणݔ −
ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ  ¤ଵ ) ह।ै और ܻ v{k कì  िदशा  मݔ  का अवयव  (ݕଶ −
.ଵ )ଔ̂ ह ैिजसका पåरमाݕ k (ݕଶ −  ଵ ) ह।ैݕ

หܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ห = ܤܣ = ඥ(ݔଶ − + ଵ )ଶݔ ଶݕ) −   ଵ )ଶݕ

 

दो सिदशŌ का योग- 

माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଵଔ̂ तथा ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଵଔ̂ 

तब ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = (ܽଵ + ܾଵ )ଓ̂+ (ܽଶ + ܾଶ )ଔ̂ 
 

दो सिदशŌ का घटाव- 

माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଵଔ̂ तथा ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଵଔ̂ 

तब ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = (ܽଵ − ܾଵ )ଓ̂+ (ܽଶ − ܾଶ )ଔ̂ 
 

एक सिदश का अिदश गणुा- 

माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଵଔ̂ और ߣ एक अिदश ह ै
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⃗ܽߣ = ଵܽ)ߣ ଓ̂ + ܽଶଔ̂) 

= ଓ̂(ଵܽߣ) +  ଔ̂(ଶܽߣ)
सिदशŌ कì तलुना- 

माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ तथा ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଶଔ̂ 

तब ܽ⃗ = ሬܾ⃗  

यिद ܽଵ = ܾଵ  तथा ܽଶ = ܾଶ 

एक रेखा पर सिदश का अवयव (या ÿ±ेप):- 

मना एक दी गइª िनिदªĶ रेखा 

݈ ij ܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ሬሬሬሬሬ⃗ܤܣ कोण बनाता ह ैतब ߠ,  का स पर ÿ±ेप एक सिदष होगा िजसका  
पåरमाण ्k หܤܣሬሬሬሬሬ⃗ ห cosߠ  होगा तथा  बवे θ  के धनाÂमक व ऋणाÂमक होन ेके अनसुार वह ݈ 
कì िदशा म¤ या िवपरीत िदशा म¤ होगा। 

15.4 िýवीमीय म¤ एक सिदश के अवयव 

माना ܱܺ,ܱܻ तथा ܱܼ तीन परÖपर  

लÌबवत रेखाए ँह§ िजÆह ेिनद¥शाकं 

अ± माना गया ह।ै तब समतल  

 ܱܻܺ,ܻܱܼ तथा ܼܱܺ को øमश: 

ݕݔ − ry] ݖݕ − ry तथा ݔݖ −तल 

कहा जाता ह।ै 

माना 

ܲ िनवाªत म¤ कोई िबÆद ुह ैिजसके िनद¥षांक (ݕ,ݔ, ै,ह (ݖ इसका अथª ह ैिक तल ݖݕ, े स ݕݔ o ݔݖ

 ܲ कì दरूी 

 øमश: ݕ,ݔ,  ह।ै ݖ

तल 
,ݖݔ,ݖݕ   :के समाÆतर ܲ से गजुरते हòएतल बनाये जाते ह ैजो अ± ܱܺ,ܱܻ o ܱܼ को øमश ݕݔ
िबÆद ुܤ,ܣ o ܥ पर िमलते ह।ै 
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तब ܱܣ = ܤܱ,ݔ = ܥܱ,ݕ =  ݖ

माना ܱܺ,ܱܻ व ܱܼ कì िदशा म¤ इकाई सिदश  øमश:  ଓ̂ ] ଔ̂ o ݇  ह,ै 

तब ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ,ଓ̂ݔ = ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ,ଓ̂ݕ =  ଓ̂ݖ

अब ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ + ܳܲሬሬሬሬሬ⃗  

ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ൫ܱܥሬሬሬሬሬ⃗ + ሬሬሬሬሬ⃗ܳܥ ൯+ ܳܲሬሬሬሬሬ⃗  

= ሬሬሬሬሬ⃗ܥܱ  + ሬሬሬሬሬ⃗ܣܱ + ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ  

= ଓ̂ݔ + ଓ̂ݕ  +  ଓ̂ݖ 
तो िबÆद ु ,ݕ,ݔ)ܲ ଓ̂ݔ)  का िÖथित सिदश (ݖ + ଓ̂ݕ  + ै ଓ̂) हݖ   

अब ܱܲଶ = ܱܳଶ + ܳܲଶ 

= ଶܣܱ + ଶܤܱ +  ଶܥܱ

= ଶݔ + ଶݕ +  ଶݖ

ܱܲ =  ඥݔଶ + ଶݕ +  ଶݖ

หܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ห = ܱܲ = ඥݔଶ + ଶݕ +  ଶݖ

यिद िकसी िबÆद ु
,ݕ,ݔ)ܲ ଓ̂ݔ)  का िÖथित सिदश (ݖ + ଓ̂ݕ  +
݇ݖ ଔ̂ वݕ,ଓ̂ݔ  :अ± कì िदषा म¤ इसके अवयव øमश ݖ o ݕ,ݔ ଓ̂) ह ैतो इसका अथª ह ैिकݖ   
ह।ै 

िकÆही दो सिदश ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ + ܽଷ ݇  o ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଶଔ̂+ ܾଷ ݇ के 
िलए- 

(1) ܽ⃗ + ሬܾ⃗ = (ܽଵ + ܾଵ)ଓ̂+ (ܽଶ + ܾଶ)ଔ̂+ (ܽଷ + ܾଷ) ݇ 

(2) ܽ⃗ − ሬܾ⃗ = (ܽଵ − ܾଵ)ଓ̂+ (ܽଶ − ܾଶ)ଔ̂+ (ܽଷ − ܾଷ) ݇ 

⃗ܽߣ (3) = ଓ̂(ଵܽߣ) + +ଔ̂(ଶܽߣ) (ଷܽߣ) ݇ 

जहो ँ  अिदश ह।ै ߣ

(4) ܽ⃗ = ሬܾ⃗  का अथª ह ै ܽଵ = ܾଵ, ܽଶ = ܾଶ o ܽଷ = ܾଷ 
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यिद 

ܲ = ,ଵݕ,ଵݔ)  ܳ ଵ ) oݖ =
,ଶݕ,ଶݔ)  ଶ ) दो िबÆद ुह ैिजनके िÖथित सिदश ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ݖ = ଵݔ ଓ̂ + ଵଔ̂ݕ +  ଵ ݇ݖ

ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗ = ଶݔ ଓ̂ + ଶଔ̂ݕ +  ଶ ݇ݖ

तब ܲܳሬሬሬሬሬ⃗ = ܳ का िÖथित सिदश  ܲ का िÖथित सिदश 

= ଶݔ) − +ଵ )ଓ̂ݔ ଶݕ) − +ଵ )ଔ̂ݕ ଶݖ) − ( ଵݖ ݇ 

หܲܳሬሬሬሬሬ⃗ ห = ܲܳ = ඥ(ݔଶ − + ଵ )ଶݔ ଶݕ) − + ଵ )ଶݕ ଶݖ) −   ଵ )ଶݖ

जो िक ܲ o ܳ के मÅय दरूी  ह।ै 

उदाहरण-5. यिद िबÆद ु (5,݉) का िÖथित सिदश  ܽ⃗  इस ÿकार ह ैिक  |ܽ⃗| =
13 rks ݉ का मान ²ात िकिजए। 

हल- माना ܱ मलू िबÆद ुह ैतथा ܲ(5,݉) िदया िबÆद ुह ै  

तब ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ = ܽ⃗ = 5ଓ̂ +݉ଔ̂ 
|ܽ⃗| =  |5ଓ̂ +݉ଔ̂|  

⇒  |ܽ⃗| = ඥ5ଶ +݉ଶ = 13 

⇒  ඥ25 + ݉ଶ = 13 

⇒  ݉ଶ = 169 − 25 

⇒ ݉ଶ = 144 

⇒ ݉ = ±12 

उदाहरण-6 सिदश −3ଓ̂ + 5ଔ̂ कì िदशा म¤ इकाइª सिदश ²ात कìिजए। 

हल- माना ܽ⃗ = 3ଓ̂ + 5ଔ̂ 

तब |ܽ⃗| = ඥ(−3)ଶ + (5)ଶ 

= √9 + 25 =  √34 

−3ଓ̂ + 5ଔ̂ कì िदषा म¤ इकाई सिदष = ିଷప̂ାହఫ̂
√ଷସ
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= ିଷ
√ଷସ

ଓ̂ + ହ
√ଷସ

ଔ̂  

15.5 दो सिदशŌ के बीच कोण 

माना ܱܲሬሬሬሬሬ⃗ ,ܱܳሬሬሬሬሬሬ⃗  nks lfn’k ܽ⃗ o ሬܾ⃗   

को ÿदिशªत करते ह।ै तब ܽ⃗ o ሬܾ⃗  

के बीच कोण, उनकì िदशा के बीच  

कोण होता ह।ै 

यिद कोण ߠ gS rks  ≤ ߠ ≤ ,कोण θ) ߨ ܽ⃗ o ሬܾ⃗  के मÅय ह)ै 

यिद ߠ = గ
ଶ

 तो ܽ⃗ o ሬܾ⃗  परÖपर लÌबवत हŌगे 

यिद ߠ = ;  k ߨ तो ܽ⃗ o ሬܾ⃗  परÖपर समाÆतर हŌगे। 

दो सिदशŌ का अिदश गणुा या (Dot Product) 

माना ܽ⃗ व  ሬܾ⃗  दो सिदष ह§ िजनके बीच θ का कोण ह ैतब ܽ⃗ व  ሬܾ⃗  के अिदष गणुा को ܽ⃗ व ሬܾ⃗  
से Óयĉ करते ह ैजहा ँ  

ܽ⃗. ሬܾ⃗ =  |ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห cosߠ 

दो सिदशŌ का अिदश गणुा करन ेपर अिदश रािश ÿाĮ होती ह।ै 

15.6 अिदश गुणा कì ºयािमतीय Óया´या 

माना ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ = ሬሬሬሬሬ⃗ܤܱ [⃗ܽ  = ሬܾ⃗  o ∠ܤܱܣ =  ߠ

ܤܱ ⊥  खीचा ܣܱ

तब ܽ⃗. ሬܾ⃗ =  |ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห cosߠ 

= ܽ[ܾ cosߠ] 

= ܤܱ]ܽ cosߠ] 

=  ܯܱ.ܽ

= ܽ ¼ ሬܾ⃗  dk ܽ⃗  पर ÿ±ेप) 

इसी ÿकार ሬܾ⃗ . ܽ⃗ = का ܽ⃗ का  ሬܾ⃗   पर ÿ±ेप) 
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इसिलए दो सिदशŌ का अिदश गणुा िकसी एक सिदश के पåरमाण के बराबर होता ह ैऔर इस िदशा 
म¤ अÆय सिदश का ÿ±ेप होता ह।ै 

∴ ܽ⃗ का ሬܾ⃗   पर ÿ±ेप =  ሬ⃗ .ሬ⃗

หሬ⃗ ห
 

( ሬܾ⃗  का ܽ⃗  पर ÿ±ेप =  ሬ⃗ .ሬ⃗
|ሬ⃗ |  

अिदश गणुा का भौितकìय अिभÿाय- 

माना ܱ , एक कण ह ैतथा ܱܣሬሬሬሬሬ⃗ =  ܽ⃗ 

ܽ⃗ पåरमाण का बल ह।ै 

माना ܱܤሬሬሬሬሬ⃗ = ሬܾ⃗  िवÖथापन ह ै

ܯܤ ⊥  ܣܱ

तब ܱܯ = ܤܱ cosߠ = ܾ cosߠ 

∴ बल कì िदशा म¤ िवÖथापन ܱܯ = ܾ cosߠ 

∴ िकया गया कायª = ܽ(ܾ cosߠ) 

   = ܽ⃗. ሬܾ⃗  

इसिलए एक कण पर ܽ⃗ बल लगाकर ሬܾ⃗  िवÖथािपत करन ेके िलएिकया गया काय Z ܽ⃗. ሬܾ⃗  
होता ह।ै 

सिदश ÿ±ेप:- 

ܽ⃗ का ሬܾ⃗  पर सिदष ÿ±ेप, ܽ⃗ के ሬܾ⃗  पर अिदष ÿ±ेप तथा ሬܾ⃗  कì िदशा म¤ इकाइª सिदश के गणुा के 
बराबर होता ह।ै 

∴ ܽ⃗ का  ሬܾ⃗   पर ÿ±ेप =  ൬ሬ⃗ .ሬ⃗

หሬ⃗ ห
൰ ሬ⃗

หሬ⃗ ห
 

=
൫ܽ⃗. ሬܾ⃗ ൯ ሬܾ⃗

ห ሬܾ⃗ ห
ଶ  

इसी ÿकार ሬܾ⃗  का  ܽ⃗ पर ÿ±ेप =  ቀ
ሬ⃗ .ሬ⃗
|ሬ⃗ |ቁ

ሬ⃗
|ሬ⃗ | 
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=
൫ܽ⃗. ሬܾ⃗ ൯ܽ⃗

|ܽ⃗|ଶ  

दो सिदशŌ के बीच अिदश गणुा के łप म¤ कोण- 

माना सिदश ܽ⃗व  ሬܾ⃗  के बीच कोण ߠ ह,ै तो 

ܽ⃗. ሬܾ⃗ =  |ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห cosߠ 

cosߠ =
ܽ⃗. ሬܾ⃗

|ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห
 

ߠ ⇒ = cosିଵ ൬ ሬ⃗ .ሬ⃗
|ሬ⃗ |หሬ⃗ ห

൰ 

15.7 अिदश गुणा के गुणधमª 

(1) øमिविनमयेता ܽ⃗. ሬܾ⃗ = ሬܾ⃗ . ܽ⃗ 

(2) ܽ⃗൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯ = ܽ⃗. ሬܾ⃗ + ܽ⃗. ܿ⃗ 

൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯. ܽ⃗ = ሬܾ⃗ . ܽ⃗ + ܿ⃗. ܽ⃗ 

(3) यिद ܽ⃗ ⊥ ሬܾ⃗ ⇔  ܽ⃗. ሬܾ⃗ =  

(4) यिद ݔ v{k] ݕ v{k व ݖ vअ± कì िदषा म¤ इकाई सिदष øमषः  ଓ̂ ] ଔ̂ o ݇  

ह§ तो 

(a) ଓ̂. ଔ̂ = |ଓ̂||ଓ̂| cos = 1 

  इसी ÿकार ଔ̂. ଔ̂ = 1 rFkk ݇ . ݇ = 1 

  ∴ଓ̂. ଓ̂ = ଔ̂. ଔ̂ = ݇ . ݇ = 1 

(b) ଓ̂. ଔ̂ = |ଓ̂||ଔ̂| cos గ
ଶ

=  

   इसी ÿकार ଓ̂. ଔ̂ = ଓ̂. ݇ = ଔ̂. ଓ̂ = ଔ̂. ݇ = ݇ . ଓ̂ = ݇ . ଔ̂ =  
 

(5) सिदश कì ल.- िकसी सिदश ܽ⃗ के िलए 

ܽ⃗. ܽ⃗ = |ܽ⃗|ଶ 

(6) यिद ݉ अिदष रािष ह,ै ܽ⃗ o ܾ ሬሬሬ⃗ सिदश रािश ह ैतो  
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(݉ܽ⃗).ܾ ሬሬሬ⃗ = ݉൫ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗ ൯ = ܽ ሬሬሬ⃗ ൫݉ሬܾ⃗ ൯ 

(7) दो सिदश ܽ⃗ o ܾ ሬሬሬ⃗ के िलए 

ܽ⃗൫−ܾ ሬሬሬ⃗ ൯ = −൫ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ ൯ = −(ܽ ሬሬሬ⃗ )ܾ ሬሬሬ⃗  

(−ܽ ሬሬሬ⃗ ). ൫−ܾ ሬሬሬ⃗ ൯ = ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗  

(8) (a)  หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห
ଶ

= |ܽ⃗|ଶ + หሬܾ⃗ ห
ଶ

+ 2ܽ⃗. ሬܾ⃗  

(b) หܽ⃗ − ሬܾ⃗ ห
ଶ

= |ܽ⃗|ଶ + หሬܾ⃗ ห
ଶ
− 2ܽ⃗. ሬܾ⃗   

(c) ൫ܽ⃗ + ሬܾ⃗ ൯൫ܽ⃗ − ሬܾ⃗ ൯ = |ܽ⃗|ଶ − หሬܾ⃗ ห
ଶ

 

(d) ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ = ଵ
ସ
ቂ หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห

ଶ
− หܽ⃗ − ሬܾ⃗ ห

ଶ
ቃ 

(e) หܽ⃗ + ሬܾ⃗ ห
ଶ

+ หܽ⃗ − ሬܾ⃗ ห
ଶ

= 2|ܽ⃗|ଶ + 2หሬܾ⃗ ห
ଶ

 

(9)   माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ + ܽଷ ݇  rFkk ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଶଔ̂ + ܾଷ ݇  

    तब ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ =  ൫ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ + ܽଷ ݇൯. ൫ܾଵ ଓ̂ + ܾଶଔ̂ + ܾଷ ݇൯ 

   = ܽଵܾଵ + ܽଶܾଶ + ܽଷܾଷ 

दो सिदशŌ का अिदश गणुा उनके अवयवŌ के अिदश गणुा के योग के बराबर  होता ह।ै 

उदाहरण-7 यिद ܽ⃗ = (2,3,1); ሬܾ⃗ = (1,1,1) 

  तो ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗  ²ात कìिजए। 

हल: ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗ =  ൫2ଓ̂ + 3ଔ̂ + ݇൯. ൫ଓ̂ + ଔ̂ + ݇൯ 

       = 2 + 3 + 1 = 6   

उदाहरण-8 ܲ का मान ²ात कìिजए यिद ܽ⃗ = ଓ̂ + ଔ̂ − ݇  तथा ሬܾ⃗ = 4ଓ̂ +
                    4ଔ̂ − 4 ݇ (1) समानाÆतर हो  (2) लÌबवत हŌ 

हल: (i) हम जानते ह§ िक यिद दो सिदश ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ + ܽଷ ݇  तथा ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ +
ܾଶଔ̂ + ܾଷ ݇ समानाÆतर हŌ तो  

ܽଵ
ܾଵ

=
ܽଶ
ܾଶ

=
ܽଷ
ܾଷ
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चूं िक यहा ँ ܽ⃗ और ሬܾ⃗  समानाÆतर ह§ 

∴ 
ଵ
ସ

= ଵ
ସ

= ଵ


 

⇒ ܲ = −4 

(ii) यिद ܽ⃗ और ሬܾ⃗  परÖपर लÌबवत ह ैतो  

ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ = 0 
⇒ ൫ଓ̂ + ଔ̂ − ݇൯. 4ଓ̂ + 4ଔ̂ + ܲ ݇ = 0 

⇒ 4 + 4 − 1 = 0 

⇒ ܲ = 8 

उदाहरण-9 िकसी सिदश ⃗ݎ के िलए िसĦ कìिजए- 

ݎ⃗            = .ݎ⃗) ଓ̂)ଓ̂ + .ݎ⃗) ଔ̂)ଔ̂ + ൫⃗ݎ. ݇൯ ݇  

हल:  माना ⃗ݎ = ଓ̂ݔ + ଔ̂ݕ + ݖ ݇  

 तब ⃗ݎ. ଓ̂ = ൫ݔଓ̂ + ଔ̂ݕ + ݖ ݇൯ଓ̂ 
   = .ଓ̂)ݔ   ଓ̂) + .ଔ̂)ݕ ଓ̂) + ൫ݖ ݇ . ଓ̂൯ 

 = (1)ݔ   + (0)ݕ +  (0)ݖ

 =  ݔ  

.ݎ⃗  ଔ̂ = ൫ݔଓ̂ + ଔ̂ݕ + ݖ ݇൯ଔ̂ 
   = .ଓ̂)ݔ   ଔ̂) + .ଔ̂)ݕ ଔ̂) + ൫ݖ ݇ . ଔ̂൯ 

 = (0)ݔ   + (1)ݕ +  (0)ݖ

 =  ݕ  

और  ⃗ݎ. ݇ = ൫ݔଓ̂ + ଔ̂ݕ + ݖ ݇൯ ݇  

   = .൫ଓ̂ݔ   ݇൯ + .൫ଔ̂ݕ ݇൯ + ൫ݖ ݇ . ݇൯ 

 = (0)ݔ   + (0)ݕ +  (1)ݖ

 =  ݖ  

ݎ⃗ = ଓ̂ݔ + ଔ̂ݕ + ݖ ݇  ऐसा ݕ,ݔ , इसे  ݖ के मान रखने पर- 
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ݎ⃗            = .ݎ⃗) ଓ̂)ଓ̂ + .ݎ⃗) ଔ̂)ଔ̂ + ൫⃗ݎ. ݇൯ ݇  

 

सिदश गुणा या (Cross Product) 

माना 

ܽ⃗ और ሬܾ⃗  दो अषÆूय तथा असमानाÆतर सिदष ह§ तथा उनके मÅय का कोण θ ह ैजहा ँ 0 <
ߠ ≤ rc ܽ⃗ और ሬܾ⃗ ߨ  का सिदश गणुा 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ൫|ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห sinߠ൯ߨො  

जहा ँ ොߨ , ܽ⃗ o ሬܾ⃗  के इकाइª अिभलÌब सिदश ह।ै 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗  को ܽ⃗ øास  ሬܾ⃗  i < +݇ जाता ह।ै और ܺ के कारण ही इस े øॉस Product कहा 
जाता ह।ै 

सिदश गणुा के łप म ेदो सिदशŌ के बीच कोण- 

माना ߠ, ܽ⃗ और ሬܾ⃗  के मÅय कोण ह।ै 

 

तब  ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = (ܾܽ sinߨ(ߠො 

जहा ँ |ܽ⃗| = ܽ vkSj หሬܾ⃗ ห = ܾ 

∴หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = (ܾܽ sinߨ|(ߠො| 

⇒ ܾܽ sinߠ       ∵ |ොߨ| = 1 

⇒ sinߠ = หሬ⃗ ×ሬ⃗ ห


=
หሬ⃗ ×ሬ⃗ ห
|ሬ⃗ |หሬ⃗ ห

 

ߠ ⇒ = sinିଵ หሬ⃗ ×ሬ⃗ ห
|ሬ⃗ |หሬ⃗ ห

൨ 

सिदश गणुा के गणुधमª- 

(1) सिदश गणुा øमिविनमये नहé होता ह ै

 ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ≠ ሬܾ⃗ × ܽ⃗ 

जहा ँ ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = −൫ሬܾ⃗ × ܽ⃗൯ 
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(2) ܽ⃗ व  ሬܾ⃗  के िलए−  ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = −ሬܾ⃗ × ܽ⃗ = ሬܾ⃗ × (−ܽ⃗) 

(3) यिद ܽ⃗व  ሬܾ⃗  दो सिदष ह§ o ݉ एक अिदश ह ैतो  

 ݉ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ݉൫ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ൯ = ܽ⃗ × ݉ሬܾ⃗  

(4) यिद ܽ⃗, ሬܾ⃗ , ܿ⃗ तीन सिदश ह ैतो  

 ܽ⃗ × ൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯ = ܽ⃗ × ሬܾ⃗ + ܽ⃗ × ܿ⃗ 

൫ሬܾ⃗ + ܿ⃗൯× ܽ⃗ = ሬܾ⃗ × ܽ⃗ + ܿ⃗ × ܽ⃗ 

(5) यिद ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = 0 rc ; k ܽ⃗ = 0 ; k ሬܾ⃗ = 0 ; k ܽ⃗ और ሬܾ⃗  सं रेखीय या   

    समानाÆतर होते ह।ै 

(6)  ଓ̂ × ଔ̂ = ݇ ,   ଔ̂ × ݇ = ଓ̂,   ݇ × ଓ̂ = ଔ̂ 

       ଔ̂× ଓ̂ = −݇ ,   ݇ × ଔ̂ = −ଓ̂,   ଓ̂ × ݇ = −ଔ̂ 
अवयवŌ के पदŌ मे सिदश गणुा- 

माना ܽ⃗ = ܽଵ ଓ̂ + ܽଶଔ̂ + ܽଷ ݇; ሬܾ⃗ = ܾଵ ଓ̂ + ܾଶଔ̂ + ܾଷ ݇ दो सिदश ह।ै तब 

ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = ቮ
ଓ̂ ଔ̂ ݇
ܽଵ ܽଶ ܽଷ
ܾଵ ܾଶ ܾଷ

ቮ 

 

15.8 दो सिदशŌ के तल के अिभलÌब सिदश 

माना 

ܽ⃗ और ሬܾ⃗  दो अषÆूय तथा असमानाÆतर सिदष ह§ तथा उनके मÅय का कोण θ ह ैतब  ܽ⃗ ×
ሬܾ⃗ = |ܽ⃗|หሬܾ⃗ ห sinߠ ොߨ जहाँ ߨ. , ܽ⃗ o ሬܾ⃗  के तल के लÌबवत इकाइª सिदश ह ै

⇒ ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = หܽ⃗ × ሬܾ⃗ หߨො  

ොߨ ⇒ = ሬ⃗ ×ሬ⃗

หሬ⃗ ×ሬ⃗ ห
 

इसिलए 
ሬ⃗ ×ሬ⃗

หሬ⃗ ×ሬ⃗ ห
 ܽ⃗ o ሬܾ⃗  के तल के लÌबवत इकाइª सिदश ह।ै 
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उदाहरण-10 िनÌन सिदशŌ का सिदश गणुा कåरए 

ܽ⃗ = 2ଔ̂ + ݇  और ሬܾ⃗ = ଓ̂ + ଔ̂ + ݇  

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห भी ²ात कìिजए 

 

हल: ܽ⃗ = 2ଔ̂ + ݇  और ሬܾ⃗ = ଓ̂ + ଔ̂ + ݇  

 ∴ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = อ
ଓ̂ ଔ̂ ݇
2 0 1
1 1 1

อ 

= ଓ̂(0− 1) + ଔ̂(2− 1) + ݇(2 − 0) 

= −ଓ̂ − ଔ̂ + 2 ݇  

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = ห−ଓ̂ − ଔ̂ + 2 ݇ห = ඥ(−1)ଶ + (−1)ଶ + (2)ଶ 

 = √6 

उदाहरण-11 ଓ̂ − 2ଔ̂ + 3 ݇  और ଓ̂+ 2ଔ̂ − ݇  सिदशŌ के लÌबवत इकाइª सिदश  

   ²ात कìिजए। 

हल: माना  ܽ⃗ = ଓ̂ − 2ଔ̂ + 3 ݇ 

    तथा   ሬܾ⃗ = ଓ̂ + 2ଔ̂ − ݇  

    तब    ܽ⃗ × ሬܾ⃗ = อ
ଓ̂ ଔ̂ ݇
1 −2 3
1 2 −1

อ 

= (2 − 6)ଓ̂ − (−1− 3)ଔ̂ + (2 + 2) ݇  

= −4ଓ̂ + 4ଔ̂ + 4 ݇   

∴  หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห = √16 + 16 + 16 

    = 4√3 

ܽ⃗ और ሬܾ⃗  के लÌबवत इकाइª सिदश  
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ොߨ =
ܽ⃗ × ሬܾ⃗

หܽ⃗ × ሬܾ⃗ ห
 

=  
−4ଓ̂ + 4ଔ̂ + 4 ݇

4√3
 

=  
−ଓ̂ + ଔ̂ + ݇

√3
 

उदाहरण-12 िसĦ कìिजए ൫ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ൯
ଶ

= ฬܽ⃗. ܽ ሬሬሬ⃗   ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗
ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗    ሬܾ⃗ .ܾ ሬሬሬ⃗

ฬ 

हल:       ൫ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ൯
ଶ

= ൫ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ൯. ൫ܽ⃗ × ሬܾ⃗ ൯ 

= (ܾܽ sinߠ .(ොߨ (ܾܽ sinߠ  (ොߨ

= ܽଶܾଶsinଶθ(ߨො  (ොߨ.

= ܽଶܾଶsinଶθ 

= ܽଶܾଶ(1− cosଶθ)  

= ܽଶܾଶ − ܽଶܾଶcosଶθ 

=  (ܽ⃗.ܽ ሬሬሬ⃗ )൫ሬܾ⃗ .ܾ ሬሬሬ⃗ ൯
− ൫ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ ൯൫ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗ ൯     ൣ∵ ܽ⃗. ܾ ሬሬሬ⃗ = ܾܽ cosθ൧ 

= ฬ ܽ⃗.ܽ ሬሬሬ⃗   ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗
ܽ⃗.ܾ ሬሬሬ⃗    ሬܾ⃗ . ܾ ሬሬሬ⃗

ฬ 

  

================================================== 
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इकाई 16 
खेल िसĦाÆत का ÿारिÌभक पåरचय 

इकाई कì łपरेखा  

16.0 उĥÔेय  

16.1 ÿÖतावना 
16.2 खले िसĦाÆत कì आधारभतू अवधारणा 

16.3 खले िसĦाÆत के िविभÆन भागŌ का अÅययन यथा: 

(i) दो Óयिĉ िÖथर योग खले 
(ii) शÆूय योग खले 
(iii) पलायन िबÆद ूहल  
(iv) िमि®त रणिनितया ँ

16.4 अËयास हते ुÿĳ  
16.5 शÊदावली  
16.6 कुछ उपयोगी पÖुतक¤   

16.0 उĥेÔय  

इस अÅयाय के मु́ य उĥÔेय ह§  :- 

 खले िसĦाÆत कì समÖया से अवगत कराना  

 खले िसĦाÆत म¤ हल कì जाने वाली सामúी कì जानकारी देना 

 खले िसĦाÆत कì समÖयाओ ंका हल करना  

 िमि®त रणनीितयŌ कì समÖयाओ ंके हल कì िविधयŌ कì जानकारी  
a) úाफìय िविध 
b) बीज गिणतीय िविध  

16.1 ÿÖतावना  

अनकूुलतम हल कì जो अवकलन एवं  रेखीय ÿोúािमगं तकनीक ह ै इनसे या तो 
अिधकतमकरण और या Æयनूतमकरण के łप म¤ अनकूुलतम हल िनकाला जाता ह ैपरÆत ुकई बार 
ऐसी िÖथित होती ह ैिक अिनĲतता के वातावरण म¤ न तो परूी तरह से अिधकतमकरण  और न ही 
परूी तरह से Æयनूतमकरण हो पता ह ै|   ऐसी िÖथित म¤ यिद Óयिĉ आशावादी ह ैतो वह कई लाभ कì 
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िÖथितयŌ म¤ से अिधकतम लाभ ढू ँढने का ÿयास करता ह§ और यिद Óयिĉ िनराशावादी ह ैतो वह 
कई हािनयŌ कì िÖथितयŌ म¤ से Æयनूतम हािन ढू ँढन े का ÿयास करता ह§ | अत: ÆयनुतमŌ म¤ स े
अिधकतम और अिधकतमŌ म¤ से Æयनूतम यह िÖथित खले िसĦांत म¤ पायी जाती ह§ |  

16.3 खेल िसĦांत कì आधारभूत अवधारणा  

खले वह िÖथित ह ै िजसम¤ दो या दो से अिधक भाग लेने वाले दल होते ह§ | िनĲत िवरोधी 
उĥÔेयŌ के अनसुरण म¤ वे एक दसूरे का सामना करते ह§ | िवरोधी होने के कारण यह ÖपĶ ह ैिक सभी 
िखलाड़ी एक ही साथ अपन ेउĥÔेयŌ को परूा नहé कर सकते | इस ÿकार कुछ िखलाड़ी जीतते ह ै
और धनाÂमक भगुतान (Positive Pay off) ÿाĮ करते ह ैजबिक दसूरे हारते ह ैऔर ऋणाÂमक 
भगुतान (Negative Pay off) ÿाĮ करते ह§ |  

उदाहरण –  

माना िक मािलक और मजदरूŌ म¤ िकसी मजदरूी िववाद म¤ 10 łपये मजदरूी बढ़ाने का 
समझोता होता ह ैतो मजदरू संघ के िलए यह धनाÂमक भगुतान ( +10) और मािलक के िलय यह 
ऋणाÂमक भगुतान ( - 10) होता ह§ |  

खले दो ÿकार के होते ह§ –  

2. रणनीित या Óयहूरचना पर आधाåरत खले (Game of Strategy)  

अवसर खले के िलए ताश के खले का उदाहरण ले सकते ह ैिजसम¤ ताश के बिढया पýŌ 
वाला िखलाड़ी जीतता ह ैइसम¤ उसकì द±ता काम नहé आती ह§ |  

रणनीित या Óयहूरचना वाले खले म¤ ÿÂयेक िखलाड़ी अपनी द±ता या चतरुाई का ÿयोग 
करके अपना लाभ अिभकतम करने का ÿयास करता ह§ | रणनीितक खले का ÿयोग Óयापार, 
Óयावसाय, राÕůीय और अÆतराÕůीय राजनीित म¤ देखन ेको िमलता ह§ | इसम¤ दोनŌ प± अपना – 
अपना िहत बढ़ाने का ÿयास करते ह ैऔर खले का अिÆतम पåरणाम दोनŌ प±Ō Ĭारा अपनाई गई 
रणनीितयŌ पर िनभªर करता ह§ |  

4 (i) दो Óयिĉ िÖथर योग खले (Two Persons Constant Sum Games)  

जब दो दल या दो ÓयिĉयŌ का खले कहा जाता ह§ दो उसे दो Óयिĉ खले कहा जाता ह§ |  

िÖथर योग खले के अÆत म¤ पåरणाम एक िÖथर रािश होती ह ैचाह ेिविभÆन िखलाड़ी कुछ भी रणनीित 
अपनाते ह§|  

उदाहरण – माना िक िकसी जगह दो पेůोल पÌप ह ैऔर उनकì कुल िबøì 1000 लीटर ÿितिदन के 
बराबर ह ैतो 1000 लीटर म¤ कोई पåरवतªन नहé होगा चाह ेपरÖपर िबøì का अ बदल जाये | 

माÆयताऍ  

1. A और B दो फाम¥ ह ैजो अपन ेलाभ को अिधकतम करना चाहती ह§ | 
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2. ÿÂयेक फमª िÖथर रािश ÿाĮ करने म¤ लगी रहती ह ैिजसम¤ एक को िजतना लाभ होता ह ै
दसूरे को उतनी ही हािन होती ह§ |  

3. एक फमª का Öवाथª दसूरे से िबÐकुल िवपरीत होता ह§ | 
4. ÿÂयेक फमª यह मान लेती ह ैिक िवरोधी फमª समझदारी से चाल चलने और िकसी भी 

सÌभािवत हािन से बचने का ÿयास करेगी | 
5. ÿÂयेक फमª अपनी रणनीित के िवŁĦ लगाई जाने वाली अÆय फमª िक रणनीित का 

अनमुान लगा सकती ह§ िजससे दोनŌ के पे ऑफ म¤ िů³स का िनमाªण होता ह§ | 
पे ऑफ मिैů³स तथा रणनीितयाँ  

माना िक अिधकतम लाभ ÿाĮ करने के िलए A फमª के पास तीन रणनीितयाँ ह ै– 

1. अपनी वÖत ुकì ®ेणी म¤ सधुार करना | 
2. वÖत ुकì कìमत कम करना | 
3. वÖत ुका िव²ापन दनेा | 

लाभ को बढ़ाने के िलए उसके ÿितयोगी फमª B के पास भी यही तीन वकैिÐपक रणनीितयाँ ह§ | दोनŌ 
कì तीन – तीन रणनीितयŌ कì िÖथित म¤ सÌभािवत पåरणाम 3x3 = 9 हŌगे जैसे :  

A िखलाड़ी कì 
रणनीितया ँ

B िखलाड़ी कì रणनीितया ँ

1 2 3 

1  911 912 913 

2 921 922 923 

3 931 932 933 

 

तािलका म¤ ÿथम पादांक (Subscript) A िखलाड़ी कì रणनीित का िनद¥श करता ह ैऔर 
दसूरा भाग B िखलाड़ी कì रणनीित का | 

दो िखलाड़ी वाले खले म¤ हमशेा पहला िखलाड़ी चाल शłु करता ह ै उस े अिधकतम 
(Maximise) कहते ह ै िजसका ÿितकार दसूरे िखलाड़ी Ĭारा िकया जाता ह ै िजसे Æयनूतमक 
(Minimize) कहते ह ै| इस ÿकार यिद 912रणनीित को अपनाया जाता ह ैतो इसका अथª ह ैिक A 
Ĭारा ÿथम रणनीित को और B Ĭारा दसूरी रणनीित को अपनाया गया हा | इस ÿकार तीन पं िĉयŌ 
का सÌबÆध A कì तीन रणनीितयो से ह ैऔर तीन कोलमो का सÌबÆध B कì रणनीितयो से ह ै| 
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उदाहरण – 1 

यिद पेůोल कì कुल मांग 100 लीटर ह ैऔर A फमª का ये ऑफ िनÌन ह ै 

A = 





70
50

40
60

50
30  

तो B फमª का ये ऑफ तथा A फमª और B फमª के लाभ ²ात कìिजये | 

उ°र –  

B फमª का ये ऑफ = 





30
50

60
40

50
70  

A फमª का लाभ  = 








20
0

10
10

0
20  

B फमª का लाभ  = 








20
0

10
10

0
20  

उदाहरण – 2 

यिद िÖथर योग रािश 50 हो ओर A िखलाड़ी का पे ऑफ मिेů³स िनÌन ह ै–  

A का पे ऑफ  = 





50
30

20
40

30
10  

तो B का पे ऑफ मिेů³स तथा A और B िखलाड़ी के लाभ ²ात कìिजये | 

उ°र –  

B फमª का पे ऑफ = 





0
20

30
10

20
40  

A िखलाड़ी का लाभ = 














25
5

5
15

5
15  

B िखलाड़ी का लाभ = 














25
5

5
15

5
15  

शूÆय योग खेल (Zero Sum Games)  

शÆूय योग खले िÖथर योग खले कì एक िवशेष िÖथित को कहते ह ैजहा ंखले के पåरणाम 
का योग शÆूय के बराबर होता ह ै | यिद शÆूय योग म¤ दो िखलाड़ी हो तो एक िखलाड़ी का पे ऑफ 
धनाÂमक होने पर दसूरे िखलाड़ी का पे ऑफ ऋणा Âमक होगा तािक खले के पåरणाम का योग शÆूय 
हो | अतः शÆूय योग खले म¤ एक िखलाड़ी िजतना  ह ैदसूरा िखलाड़ी उतना हरता ह ै | 
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दÓ्यािधकार म¤ दो फम¥ होती ह ै | एक फमª दसूरी फमª के úाहक तोड़ने का ÿयास करती ह ै | माना कì 
A फमª B फमª के 30 úाहक तोड़ लेती ह ैतो A फमª का पे ऑफ +30 होगा जबिक B फमª का प े
ऑफ -30 होगा और कुल योग शÆूय होगा | 

उदाहरण – नीचे िखलाड़ी A का पे ऑफ मिेů³स िदया हòआ ह ै | शÆूय योग खले कì माÆयता पर 
िखलाड़ी B का प ेऑफ मिेů³स िनकािलए –  

A =  






















7
3

6

5
2

8

4
3
9

 

िखलाड़ी B का प ेऑफ मिैů³स   = 














 





7
3

6

5
2

8

4
3
9

 

पलायन िबÆदू  हल [Sadle Point Solution] 

जब पं िĉयŌ के Æयनूतम मÐूयŌ कì अिधकतम रािश और कोलम ्के अिधकतम मÐूयŌ कì 
Æयनूतम रािश बराबर होती ह ैतो उसे पलायन िबÆद ूकल कहते ह ै | 

इसम¤ ÿÂयेक िखलाड़ी एक शĦु रणनीित ÿयोग म¤ लाता ह ैिजसपर दोनŌ िखलाड़ी राजी होते ह ैऔर 
यह खले का हल माना जाता ह ै| 

उदाहरण – वेतन म¤ विृĦ के िलए कÌपनी के सम± चार रणनीितया ह ैजबकì यिूनयन के सम± भी 
चार रणनीितय ह ै| पलायन िबÆद ू²ात कìिजये व इसकì Óया´या कìिजये | ³या यह शÆूय योग खले 
कहा जा सकता ह ै|  

यिूनयन कì रणनीितयाँ 
कÌपनी िक रणनीितया ँ

पं िĉ म¤ Æयनूतम मिै³सिमन 
C1 C2 C3 C4 

U1 5 7 10 4 4  

U2 8 9 7 6 6 6 

U3 4 10 7 5 4  

U4 9 6 4 5 4  

कॉलम म¤ अिधकतम 9 10 10 6   

िमनीम³ैस  6   
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मिै³समन = िमनीम³ैस 

6    =    6 

6 पलायन िबÆद ूहल ह ै | 

रणनीित U2 C4  

तािलका म¤ यिूनयन अपनी िĬतीय शĦु रणनीित का ÿयोग करती ह ैऔर कÌपनी चोथी 
शĦु रणनीित का ÿयोग करती ह ैऔर स§डल िबÆद ूके होने का ताÂपयª ह ैकì समझोते म¤ 6 łपये कì 
मजदरूी विृĦ कìजाएगी | यिूनयन के िलए यह धनाÂमक पåरणाम और कÌपनी के िलए यह 
ऋणाÂमक पåरणाम ह ैऔर दोनŌ के िलए संयĉु łप से शÆूय योग खले ह ै³यूं िक एक का लाभ दसूरे 
कì हािन ह ै | कÌपनी को मजदरूी विृĦ ÿित ®िमक ÿितमाह 6 łपये कì आिधक लागत भगुतनी 
होगी जबिक ®िमकŌ को 6 łपये ÿितमाह का लाभ िमल जायेगा | इस ÿकार यह दो Óयिĉ शÆूय 
योग का एक सरल और Óयवहाåरक उदाहरण ह ैइसे खले का हल इसिलए कहा जाता ह ैकì इस 
रािशके िलए दोनŌ प± राजी हो जाते ह ै| यह पिंĉयŌ कì Æयनूतम रािशयŌ म¤ अिधकतम तथा  कोलमो 
कì अिधकतम रािशयŌ म¤ Æयनूतम ह ै | पलायन िबÆद ूहोने से यही खले का हल ह ै | 

उदाहरण –  

िखलाड़ी A का पे ऑफ मिेů³स िनिÌÆलिखत ह ै: - 

A = 
















5
2
2

6
9
4

7
8
1

 

तो िनÌन ÿĳŌ के उ°र दीिजए –  

(i) पं िĉ म¤ Æयनूतम तथा मि³स³ स ²ात कìिजये | 
(ii) कॉलम म¤ अिधकतम तथा िमिनम³स ²ात कìिजये | 
(iii) ³या कोई स§डल िबÆद ूह ैयिद हाँ तो कौन सा तÂव ह ै | 
(iv) दोनŌ िखलािडयŌ कì अनकूुलतम रणनीितयाँ कौनसी ह ै| 
(v) ³या आप िबना अितåरĉ सचूना क B िखलाड़ी के पे ऑफ बता सकते ह|ै 

हल –  

A = 
















5
2
2

6
9
4

7
8
1

  

पं िĉ म¤ Æयनूतम  म³ैसमम  
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1 

2 

5    5 

कॉलम म ेअिधकतम  8 9 5 

िमनी म³ैस          5 

मिै³समिमन = िमनी म³ैस  

5  =  5 

5 स§डल िबÆद ु ह§ |  

(i) पं िĉ म¤ Æयनूतम 
















5
2
1

, मिै³सिमम = 5 

(ii) कॉलम म¤ अिधकतम [8  9  5],  िमनी म³ैस = 5 
(iii) 5 स§डल िबÆद ूहल है ³यŌिक मिै³सिमन 5 = िमनी म³ैस 
(iv) दोनो िखलािड़यŌ कì अनकूुलतम रणनीितया ँ933 अथाªत ्िखलाड़ी A का◌ी ततृीय 

और िखलाड़ी B कì ततृीय  
(v) िबना अितåरĉ सचूना के िखलाड़ी B के पे ऑफ नहé बता सकते ³यŌिक िखलाड़ी 

B के पे ऑफ ²ात करन ेके िलए िÖथर योग (Constant Sum) िदया हòआ होना 
आवÔयक ह।ै 

उदाहरण :-  

पलायन िबÆद ूिनकािलए 

िखलाड़ी A कì रणनीितया ँ िखलाड़ी B कì रणनीितया ँ पं िĉ म¤ 
Æयनूतम 

मिै³सिमन 

b1 b2 b3 b4 

91 8 -32 28 -30 -32  

92 -12 14 -8 -12 -12 -12 

93 12 -4 0 -12 -12 -12 

कालॅम म¤ अिधकतम 12 14 28 -12   

िमनी म³ैस    -12   
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मिै³सिमम = िमनी म³ैस 

       -12 
= -12 

-12 पलायन िबÆद ूहल ह।ै 

 रणनीितया ँह ैa2 b4, a3 b4 

अत: एक समÖया के दŌ सेडल िबÆद ूहो सकते ह।ै 

उदाहरण -  

िनÌन खले का हल िनकािजए :- 

A िखलाड़ी कì 
रणनीितया ँ

B िखलाड़ी कì रणनीितया ँ पं िĉ म¤ Æयनूतम मिै³सिमन 

b1 b2 b3 b4 

a1 24 4 50 -20 -20  

a2 32 6 8 20 6 6 

a3 -4 -2 52 0 -4  

a4 -28 -8 16 12 -28  

कॉलम म¤ अिधकतम 32 6 52 20   

िमनीम³ैस  6     

मिै³सिमम = िमनी म³ैस 

  6 = 6 

6 खले का हल ह।ै  

 शĦु रणनीितया ँa2 b2 

16.4 िमि®त रणनीितयाँ (Mixed Strategies) 

िमि®त रणनीितयŌ का सÌबÆध चनुाव करन ेम¤ सÌभावना के तÂव का समावशे करन े स ेह।ै इसम¤ 
ÿÂयेक भाग लेने वाले के िलए सÌभािवताओ ंका योग एक (1) के बराबर होता ह।ै ÿÂयेक िखलाड़ी 
के पास िमि®त रणनीितयŌ का एक जोडा होता ह ैजो सÆतलुन कì िÖथित Öथािपत करता ह।ै अपने 
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ÿित ĬÆदी के िवłĦ ÿÂयेक िखलाड़ी खले का इĶतम ÿÂयािशत होन ेपर इĶतम िमि®त रणनीित 
होती ह।ै 

उदाहरण  

 िखलाड़ी A का प ेऑफ मिैů³स ह§ :- 

A = 





3
1

2
4 तो अनकूुलतम मÐूय ²ात कìिजए । 

हल - A = 





3
1

2
4  

पं िĉ म¤ Æयनूतम   मिै³सिमन  

1 

2             2 

कॉलम म¤ अिधकतम 4 3 

िमनी म³ैस   3  मिै³सिमन   िमनी म³ैस 

      2   3 

इसिलए िमि®त रणनीितयŌ का ÿयोग िकया जाएगा। इसके ÿयोग कì दो िविधया ँह ै:- 

1- बीजगिणतीय िविध 
2- úाफìय िविध 
1- बीजगिणतीय िविध :- 

         q   (1-q) 

A= P (1-P) 





3
1

2
4  

माना िक P और (1-P) िखलाड़ी A कì रणनीितयŌ कì आविृतयŌ का अनपुात ह ै तो A का 
ÿÂयािशत भगुतान होगा - 

E1 = [P (1-p)] 




2
4  

E1 = 4 P +2 -2P  

E1 = 2P + 2 

E1 = [P (1-p)] 




3
1  
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E2 = P + 3-3 P 

E2 = -P2 + 3 

या E2 = 3-2 P 

समीकरण के हल हते ू

E1 = E2 

2P + 2 = 3-2 P 

2P + 2P = 3-2 

4P = 1 

P = 
4
1  

अनकूुलतम मÐूय 

E1 = 2P + 2  E2 = 3-2 P 

E1 = 2 x 
4
1 +2  E2 = 3-2 x 

4
1  

E1 = 
4
1 +2   E2 = 3 - 

4
1  

E1 = 
2

41    E2 = 
2

16   

E1 = 
2
5    E2 = 5/2 

अत: अनकूुलतम मÐूय 5/2 ह।ै  

माना िक q और (1-q) िखलाड़ी B कì रणनीितयŌ कì आविृतयŌ का अनपुात ह ै तो B का 
ÿÂयािशत भगुतान होगा - 

E1 = [q (1-q)] 




2
4  

E1 = 4 q + 1- q  

E1 = 3q + 1 

E1 = [q (1-q)] 




3
2  

E2 = [2q + 3-3q] 
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E2 = 3-q 

समीकरण के हल हते ू

E1 = E2 

3q + 1 = 3-q 

3q+q = 3-1 

4q =2 

q = 
4
2

 

q = 
2
1  

अनकूुलतम मÐूय 

E1 = 3q + 1  E2 = 3 - q 

E1 = 3 x 
2
1 +1  E2 = 3- 

2
1  

E1 = 
2
3 +1   E2 = 

2
16   

E1 = 
2

23    E2 = 
2

16   

E1 = 
2
5    E2 = 5/2 

अत: अनकूुलतम मÐूय 5/2 ह।ै  

úाफìय िविध :- 

A = P (1-P) 





3
1

2
4  

AB रेखा के िलए  

E1 = [P (1-P)] 




2
4  

मना िक P=0 

E1 = [O (1-O)] 




2
4  

E1 = 2 
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माना िक P = 1 

E1 = [1 (1-1)] 




2
4  

E1 = [1    0 ] 




2
4  

E1 = 4 

CD रेखा के िलए  

E2 = [P (1-P)] 




3
1  

माना िक P = O 

E2 = [O (1-O)] 




3
1  

E2 = 3 

माना िक P = 1 

E2 = [1   0] 




3
1  

E2 =1  
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अनकूुलतम मÐूय = 
2
5  

P = 
4
1  

उदाहरण - 

अनकूुलतम ÿÂयािशत मÐूय िनकािलए यिद िखलाड़ी A का प ेऑफ िनÌन िदया हòआ हो।  

हल - 

A = 





9
5

2
7  

पं िĉ म¤ Æयनूतम  मिै³सिमन 

      5           5 

      2  

कॉलम म¤ अिधकतम 7 9 
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िमनी म³ैस 7 

मिै³सिमन   िमनी म³ैस 

5   7 

इसिलए िमि®त रणनीितयŌ का ÿयोग िकया जाएगा - 

बीजगिणतीय िविध 

A = P (1-9)    q  (1-q) 

  





9
5

2
7  

माना िक P और (1-P) िखलाड़ी A कì रणनीितयŌ कì आविृतयŌ का अनपुात ह ै तो A का 
ÿÂयािशत भगुतान होगा - 

E1 = [P (1-P)] 




2
7  

E1 = 7P + 2-2 P 

E1 = 5P + 2 

E2 = [P (1-P)] 




9
5  

E2 = 5 P + 9-9 P 

E2 = 9-4 P 

समीकरण के हल हेतू 

E1 = E2 

5P + 2 = 9-4P 

5P + 4P = 9-2  

9 P = 7 

P = 




9
7

 
अनुकूलतम मूÐय 

E1 = 5P +2   E2 = 9 - 4P  

E1 = 5 x 
9
7 +2   E2 = 9 - 4 x 

9
7  
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E1 = 
9
35 + 2   E2 = 9 – 

9
28  

E1 = 
9

1835     E2 = 
9

2881  

E1 =  
9
53    E2 = 

9
53  

अत: अनकूुलतम मÐूय 
9
53 ह।ै 

मानािक q और (1-q) िखलाड़ी B कì रणनीितयŌ कì आविृतयŌ का अनपुात ह ैतो का ÿÂयािशत 
भगुतान होगा - 

 

E1 = [q (1-q)] 




5
7  

E1 = 7 q + 5-5q 

E1 = 2q + 5 

E2 = [q (1-q)] 




9
2  

E2 = 2q + 9 -9q  

E2 = 9 - 72  

समीकरण के हल हेतू 

E1 = E2 

2q + 5 = 9-7q 

2q + 7q = 9-5 

9q = 4 

 q = 
9
4  

अनुकूलतम मूÐय 

E1 = 2q + 5   E2 = 9 - 7q 

E1 = 2x 
9
4  + 5   E2 = 9 – 7 x 

9
4  
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E1 = 
9
8  + 5   E2 = 9 – x 

9
28  

E1 = 
9
458    E2 = 

9
2881  

E1 =  
9
53    E2 = 

9
53  

अत: अनकूुलतम मÐूय 
9
53 ह।ै 

úाफìय िविध 

A = P (1-P)  





9
5

2
7  

AB रेखा के िलए   

E1 = [ P (1-P) ] 







2
7

 

माना िक  P = O    माना िक P = 1 

E1 = [O (1-O) ] 







2
7

   E1 = [ 1 (1-1) ] 







2
7

 

E1 = 2     E1 = [ 1  0 ] 







2
7

 

     E1 = 7  

C D रेखा के िलए  

E2 = [ P (1-P) ]  

माना िक P = O    माना िक P = 1 

E2 = [0 (1-0) ] 







9
5

   E2 = [1 (1-1)] 







9
5

 

E2 = [0 1 ] 







9
5

   E2 = [1 0 ] 







9
5

 

E2 =9     E2 = 5 
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अनकूुलतम मÐूय  = 
9
53  

P = 
9
7  

ÿभÂुव जमाने का िनयम (Dominance Rule) :-  

इस िनयम के आधार पर पिं◌³ÂयŌ व कॉलमŌ कì छांटनी कì जाती ह ैऔर छंटनी करन ेके 
िनयम इस ÿकार ह।ै 

1- यिद िकस पं िĉ कì ÿिविĶया ँ िकसी अÆय पं िĉ कì सÌबिधत ÿिविĶयŌ या िकÆहé दो 
पं िĉयŌ कì सÌबिधत ÿिविĶयŌ के औसत से छोटी हो तो उस पं िĉ को िजसकì 
ÿिविĶयŌ छोटी हŌ हटा िदया जाता ह।ै 
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2- यिद िकसी कॉलम कì सभी ÿिविĶया ँिकसी अÆय कॉलम कì ÿिविĶयŌ या िकÆहé दो 
कॉलमŌ कì सÌबिधत ÿिविĶयŌ के औसत स े बड़र होतो ऐस े कॉलम को िजसकì 
ÿिविĶया ँबड़ी हो हटा िदया जाता ह।ै 

यह छंटनी का øम तब तक चलता रहता ह ै जब तक केवल चार सं´याए ँ दो 
पं िĉयŌ और दो कॉलमŌ के łप म¤ नहé बच जाती ह ैतÂपĲात ्िमि®त रणनीितयŌ Ĭारा हल 
करके अनकूुलतम मÐूय ²ात िकया जाता ह ैऔर इस िÖथित म¤ यिद सैडल िबÆद ूिनकल 
रहा हो तो वह हल भी िकया जा सकता ह।ै 

उदाहरण 

िनÌन खले का हल िनकािजए :- 

 C1 C2 C3 पं िĉ म¤ Æयनूतम मिै³सिमन 

R1 -5 -3 1 -5  

R2 2 -1 2 -1 -1 

R3 - 2 3 3 -2  

कॉलम म¤ अिधकतम 2 3 3   

िमनीम³ैस 2     

 

मिै³सिमन   िमनी म³ैस 

     -1   2 

इसिलए ÿमखु जमान ेके िनयम Ĭारा छंटनी करनी होगी। 

 C1 C2 C3 

R1 -5 -3 1 

R2 2 -1 2 

R3 -2 3 3 

A = P (1-P) 






 
 3

1
2

2
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माना िक P और (1-P)  िखलाड़ी A कì रणनीितयŌ कì आविृतयŌ का अनपुात ह ै तो A का 
ÿÂयािशत भगुतान होगा - 

E1 = [P (1-P)] 







 2
2

 

E1 = 2P – 2 + 2P  

E1 = 4P – 2 

E2 = [P (1-P)] 







3
1

 

E2 = - P + 3-3P  

E2 = 3-4 P 

समीकरण के हल हते ू

E1 = E2 

4P – 2 = 3-4 P 

4P + 4P = 3+2 

8P = 5 

P = 
8
5  

अनकूुलतम मÐूय 

E1 = 4P - 2   E2 = 3-4P 

E1 = 4 X 
8
5 - 2   E2 = 3-4 X 

8
5   

E1 = 
8
20 -2   E2 = 3- 

8
20  

E1 = 
8

1620    E2 = 
8

2024   

E1 = 
8
4    E2 = 

8
4  

E1 = 
2
1    E2 = 

2
1  

अत: अनकूुलतम मÐूय 
2
1 ह।ै 
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अËयास हेतू ÿĳ 

1- िनÌन ÿĳŌ का सं±ेप म¤ वणªन कìिजए 
(i) दो Óयिĉ िÖथर योग खले 
(ii) शÐूय योग खले 

2. पलायन िबÆद ूहल का उदाहरण सिहत िवĴेषण िकिजए। 

3. िनÌनिलिखत पर िटÈपिणया ँिलिखए 

(i) िमि®त रणनीितया ँ
(ii) ÿभÂुव जमाने का िनयम। 

4. नीच ेिखलाड़ी A का प ेऑफ मिैůÃ³स िदया ह ैसेडल िबÆद ू²ात कìिजए। 

A = 







13
15

8
11

उ°र - 11
 

5. िनÌन उदाहरण म¤ पलायन िबÆद ूहल ²ात कìितए  

A िखलाड़ी कì 
रणनीितया ँ

B िखलाड़ी कì रणनीितया ँ

1 2 3 

1 5 7 4 

2 2 3 6 

3 10 9 8 

उ°र 8 

6. A का प ेऑफ ह ै

A = 
















 3
0
8

5
6
7

1
3
4

6
3

10
 

तो िनÌन ÿĳŌ के उ°र दीिजए 

(i) पं िĉ म¤ Æयनूतम तथा मिै³सिमन ²ात कìिजए। 
(ii) कालॅम म¤ अिधकतम और िमनीम³ैस ²ात कìितए । 
(iii) ³या कोइª सैडल िबÆद ूह ैयिद हा ँतो कौल सा तÂव ह§ ? 
(iv) दोनŌ िखलािड़यŌ कì अनकूुलतम रणनीितया ँकौन या तÂव ह ै? 
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(v) ³या आप िबना अितåरĉ सचूना के B िखलाड़ी के प ेऑफ बता सकते ह।ै 

7. अनकुतम मÐूय ²ात िकिजए यिद A का प ेऑफ िनÌन हो  

A = 







24
17

7
20

उ°र  
20
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8. अनकूुलतम मÐूय ²ात कìितए यिद A का प ेऑफ िनÌन हो - 

A = 






 
 8

14
12

16
उ°र 

5
4


 

9. िनÌन खले का हल िनकािलए - 

 

उ°र 0.914 

10 िनÌन खले का हल िनकािलए -  

A= 

























3
9

3

6
3
3

3
3

3
उ°र - 3 

16.5 शÊदावली 

(i) प ेऑफ 
(ii) िÖथर योग 
(iii) शÆूय योग 
(iv) सैडल िबÆद ू
(v) मिै³सिमन 
(vi) िमनी म³ैस 
(vii) शĦु रणनीित 
(viii) िमि®त रणनीित 
(ix) Dominance Rule 

 

 B1 B2 B3 

A1 1.6 0.4 0.8 

A2 0.8 1.0 1.2 

A3 0.2 1.4 0.9 
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