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पा य म प रचय 
अपने वकास के ारि भक कल के व वान  वारा तपा दत स ांत  के लए वै ा नक व ध 

का ान एव ंसमा य तकशि त ह  पया त थी। बाद म समझने के लए अथशा  म आरेख  एव ं
या म त का योग ार भ हुआ। काला तर म कुछ ज टल संबधंो क  या या करने के लए अथशा  

म सािं यक  एव ंग णत का उपयोग बढ़ा। दोन  का वकास अलग- अलग व वान  वारा कया गया 
एव ंबाद आधु नक अथशाि य  ने दोन  को मलकर अथ म त (Econometrics) के नाम से नई 
शाखा को ज म दया। नातक तर पर हमारा उ े य आपको ारि भक सांि यक य व धय  का ान 
करना है। आज सामा य प से आ थक े  म सांि यक  का यापक योग होने लगा है। शोधकता 
सांि यक  एव ंग णतीय व धय  का यापक योग करते ह। देश म योजना नमाता, नी त नमाता, 
वकास के लए ज टल आ थक मॉडल  का नमाण कर रहे है। व तुत: क यटुर के यापक योग से 
गणनाएं करना अ य धक आसान काय हो गया है। न: स देह अथशा  के व या थय  ग णत एव ं
सांि यक य का योग करके इसको परमशु  व ान का दजा दलाने का यास कर रहे है। ले कन 
इसके यह आव यक है क उपयोगकताओं को सांि यक य व धयो का पणू ान हो य क अधरूा ान 
वय ंउपयोगकताओं के लए हा नकारक है। 

सांि यक य अथशा  के स ातं  एव ंयथाथ के बीच सेतु का काय करती है। चा लत स ांत  
के स यापन के लए सांि यक य का उपयोग आव यक है। आज के यगु म कोई भी अथशा ी सांि यक य 
व धय  के ान के बना आगे नह ं बढ़ सकता। माशल ने ठ क ह  कहा है “सांि यक य वे तणृ है िजनसे 
मुझे अ य अथशाि य  क भां त ईटे बनानी है।” ा सटन एव ंकाउडन ने लखा है “सांि यक य व धय  
के पया त ान के बना सामािजक व ान का अनसुंधानकता एक अंधे यि त के समान है, जो क 
एक अधेंरे कमरे म एक काल  ब ल  को जो क वहाँ नह ं ढंूढने क यास करता है।” इस कार यह 
प ट है क आज के यगु म सांि यक य के ान के बना अ ययन परूा नह ं होता। 

तुत पु तक म सांि यक य व धयो से आपका प रचय कराया जाएगा। इकाइय  क सरंचना 
दरू थ श ा प त के अनसुार वा याय के लए सरलतम प से क गई है। इकाइय  म यथा थान 
बोध न, उदाहरण, अ यासाथ न देकर वा याय के लए सरलतम प से क गई है, फर भी 
कुछ व या थय  के लए एक क ठन पा य म हो सकता है। अत: हम यह अपे ा करते ह क आप 
इकाई के अंत म दये गए न  के अलावा और भी कताब  से अ यास करे य क पर क पर ा 
के लए कोई भी सवाल पछु सकता है। यह आव यक नह  ंहै क वह सवाल आपक  इस पु तक म 
ह । मने पु तक क भाषा शलै  म वाह का परूा- परूा यान रखा गया है। आशा है ग णत एव ंसांि यक य 
जैसा वषय भी इस अ ययन सामा ी के मा यम से आपको सरल एव ंबोधग य लगेगा। पु तक को 
पढ़कर आप अपने सुझाव  से मुझ ेअवगत कराएं। 
 

स पादक 
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इकाई – 01 
सांि यक  का अथ, कृ त एव ंउपयोग, समंक  क  वशेषताएं एव ं

सांि यक  क  सीमाएं 
(Meaning, Nature and uses of Statistics, 

Characteristics of Data and Limitations of Statistics)  
इकाई क  परेखा 
1.0 उ े य  
1.1 तावना 
1.2 सांि यक  का अथ 

1.2.1 सांि यक  क  प रभाषा : बहुवचन के प म  
1.2.2 सांि यक  क  प रभाषा : एकवचन के प म 

1.3 सांि यक  क  कृ त 
1.3.1 सांि यक  व ान है अथवा कला  
1.3.2 सांि यक  का अथशा  से स ब ध  

1.4 सांि यक  के काय 
1.5 सांि यक  का मह व अथवा सांि यक  क  उपयो गता  
1.6 समकंो क  वशेषताएं 
1.7 सांि यक  क  सीमाएं 
1.8 साराशं 
1.9 श दावल  
1.10 संदभ थ  
1.11 अ यासाथ न 

1.0 उ े य (Objectives) 
सांि यक  के योग क  पर परा भारत म भी अ य त ाचीन है । मन ु मृ त म शासन यव था 

के लए आँकड़ ेएक  करने क  र त का उ लेख मलता है । च गु त मोय के शासनकाल म आय- यय, 
ज म-मरण, सेना, भू म लगान स ब धी आँकड़ ेएक त कए जाते थे । को ट य के अथशा  म कई 
कार के समंक (Data) मलते ह । गु त काल एव ंमुगलकाल म भी आँकड़ ेएक त कए जाते थे 

। इस कार सांि यक  काफ  ाचीन वषय है । आज यह एक जनो योगी व ान हो गया है । ट पेट 
ने स य ह  लखा है “सांि यक  येक यि त को भा वत करतीं है एव ंजीवन के बहु त से ब दओंु 
को पश करती है ।”  

सांि यक  दो अथ  म योग म आती है एक बहु वचन एव ंदसूरे एकवचन के प म । इस 
इकाई को पढ़ने के उपरा त आप : 
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 समझ सकगे क सांि यक  से या आ य है? 
 सांि यक  क  बहुवचन एव ंएकवचन के प म प रभाषाओं का अ ययन कर सकगे; 
 सांि यक  व ान है अथवा कला इन दोन  प  के लए दए गए तक  को समझकर सांि यक  

क  कृ त के बारे म सह  नणय ले सकगे; 
 सांि यक  मे मह व अथवा उपयोग  के बारे म जानकार  ा त कर सकगे; 
 समक  क  वशेषताओं एव ंसांि यक  क  सीमाओं से भी प र चत हो जाएंगे ।  

1.1 तावना (Introduction)  
सांि यक  का सबसे पहले योग यो तषशाि य  ने ार भ कया । वे तार  न  क  ग त 

के बारे म आँकड़ ेइक े करने व हण आ द के बारे म पवूानमुान लगाते थे । स हवीं शता द  के समय 
इस व ान का योग राजनी तक अंकग णत के प म ार भ हुआ । अ ारहवीं शता द  म इसका 
यापक उपयोग होने लगा । अपराधशा  म अपराध  के आँकड़ ेइक े कर उनम कमी लाने के उपाय  
पर चचा होने लगी । अंक  को एक त कर इनका व लेषण व नवचन करने के ढंग  पर चचा कर 
उ ह वै ा नक व सरल बनाया गया । इसी समय सांि यक  एव ंग णत के सम वय से स भावना 
स ा त (Theory of Probability) का वकास हुआ । ोफेसर जे स बरनौल  ने ''बडी सं याओं 
का नयम बनाया'' । इस शता द  म कई नये स ा त  वक सत हु ए । सन ्1782 म ला लास नामक 
स  वै ा नक ने स भावना स ा त पर पु तक लखी । आधु नक सांि यक  स ा त (Modern 

Theory of Statistics) बे लेट वारा लखी गई । इस यगु म बहु त से महान ग णत  - नपै, 
सर ि सस गा टन, गास चा लयर, काल पयसन आ द ने सांि यक  क  उ न त व वकास म मह वपणू 
योगदान दया। यह व ान आज बीसवीं शता द  म बहु त वक सत हो गया है । आधु नक यगु म इसका 
योग ान व ान क  सभी शाखाओं म होने लग गया है । इसका योग नवीन स ा त  का तपादन 

व ाचीन स ा त  के पिु टकरण के लए कया जाता है । सांि यक  के योग म नर तर वृ  का 
कारण उसक  बढ़ती हु ई मांग है । आज के यगु म जो देश व वसनीय एव ंपया त आँकड़ ेइक े नह ं 
करते वे पछड़े हु ए ह । अनातोल ा स ने कहा है क, ''य द वे गणना नह ं करते तो ( व व म) उनक  
भी गणना नह ं होगी ।'' 

सांि यक  व ान को मह वपणू बनाने का ेय अनेक महान व वान  को है । इस इकाई म 
सांि यक  का अथ, कृ त एव ंमह व क  चचा करने के उपरा त आपको समक  क  वशेषताओं एव ं
उनक  सीमाओं से भी प र चत कराया जाएगा। इकाई के अ त म साराशं, श दावल , संदभ थ  क  
सूची एव ंअ यासाथ न दए गए ह ।  

1.2 सांि यक  का अथ (Meaning of Statistics)  
मानवीय ान के े  म सं याओं का बहु त अ धक मह व होता है । कसी भी े  म 

सं या मक माप के बना हमारा ान अधूरा रह जाता है । लाड केि वन ने इस स ब ध म कहा है 
क, ''िजस वषय क  बात आप कह रहे ह, य द उसे आप माप सकते ह तथा सं या वारा कट कर 

सकते ह तो आप उसके वषय म कुछ जानत ेह, जब आप उसे माप नह ं सकत,े जब माप सं या 

1. “If they don’t count, they won’t count” Anatole France 
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वारा कट नह ं कर सकते तो आप का ान अ प तथा अपया त है ।'' 
यह  कारण है क आज के आधु नक यगु को सांि यक  का यगु कहा जाता है य  क 

ान- व ान के येक े  म सं याओं का योग कया जा रहा है ।  
इ तहास म सांि यक य योग का कोई नि चत माण नह  ं मलता है ले कन यह कहा जा 

सकता है क सांि यक य व धय  का योग अ त ाचीन है, य  क 16 वी ंशता द  म राजक य काय  
म सािं यक  का योग कया जाता था। अ त ाचीन काल म सािं यक य का प बहु त छोटा था, ले कन 
य - य  सामािजक और आ थक वकास हुआ सांि यक य के े  म भी वृ  हु ई । सांि यक य वकास 

के म को देखा जाय तो इससे प ट होता है क यह राजक य साधन न रहकर अथ- यव था के येक 
े  म फैल गया है । यह  कारण है क येक े  म सांि यक य दमाग क  थापना हो गई है । 

1.2.1 सांि यक का प रभाषा (बहु वचन के प म) 

ाचीनकाल म यह श द बहुवचन के प म यु त होता था एव ंइसका अ भ ाय आँकड  अथवा 
समक  से था । बहुवचन के अथ म आज भी इस श द का योग होता है । बहुवचन के प म सामा य 
यि त के लए समंक सं याएं मा  ह, पर तु व ततु: सम त सं याएं सांि यक  नह ं होती । वा तव 
म, वशेष गणु  से यु त सं याओं को ह  समंक कहा जाता है । समंको क  कुछ व वान  वारा द  
गई प रभाषाएं इस कार है - 

ए.एल. बाउले ''समंक अनसु धान के कसी दमाग म त य  के सं या मक ववरण ह िज ह 
एक दसूरे से स बि धत प म तुत कया जाता है ।'' 

यलू एव ंके डाल के अनसुार ''समकं  से ता पय उन आँकड  से है जो पया त सीमा तक अनेक 
कार के कारण  से भा वत होते है ।'' 

होरेस से ाइ ट के अनसुार ''समंक से हमारा अ भ ाय त य  के उन समूह  से है जो अग णत 
कारण  से पया त सीमा तक भा वत होते ह, जो सं याओं म य त कए जाते ह, एक उ चत मा ा 
क  शु ता के अनसुार गने या अनमुा नत कए जाते ह, कसी पणू नि चत उ े य के लए एक 
यवि थत का से एक त कए जाते ह और िज ह एक दसूरे से स बि धत प म तुत कया जाता 
है ।'' 

1.2.2 सांि यक  क  ंप रभाषा (एकवचन के प म) 

ाचीन काल म सांि यक  का योग जब राजक य काय  म कया जाता था तो इसे ''राज 
व ान'' क  सं ा द  गई थी, ले कन सांि यक य वकास के साथ-साथ इसक  प रभाषा भी अनेकानेक 
हो गई । यहाँ सांि यक  का ठ क-ठाक प रभाषा देना क ठन है य  क िजतने व वान ह, उतनी ह  
प रभाषाय द  ह । 1889 म यटूले महोदय ने सांि यक  क  108 प रभाषाओं क  सूची तैयार क  थी 
। उन सभी प रभाषाओं को यहाँ देना न तो आव यक है और न ह  उपयोगी, ले कन 

कुछ मु य प रभाषाएं इस कार ह - 
के डाल के अनसुार ''सांि यक  वै ा नक प त क  वह शाखा है जो ाकृ तक साधन  क  

वशेषताओं को सामू हक प म माप कर या गनकर ा त साम ी से स बि धत है ।'' 
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ो0 यलू तथा ो0 के डाल के अनसुार ''समंको से ता पय उन आँकड  से है जो पया त सीमा 
तक अनेक कार के कारण  से भा वत होते ह ।'' 

से ल मैन के अनसुार ''सांि यक  वह व ान है जो कसी जाचँ के लए एक त आँकड़  के 
संकलन, वग करण, सारणीयन, व लेषण और या या क  प तय  क  ववेचना करता है ।'' 

उपयु त सभी प रभाषाओं का अ ययन करने से यह प ट होता है क कोई भी प रभाषा पणू 
नह ं है य  क अलग-अलग व ान  ने सांि यक  को अलग-अलग प रभा षत कया है । कोई व वान 
समकं  के प म तथा कसी ने स ा त  और प तय , कसी ने व ान व कला आ द बताया है । 
इस लए सांि यक  के मह व को देखत ेहु ए इस कार कहा जा सकता है क, ''सांि यक  त य  का 
बह आं कक ववरण है जो व लेषण व य या के यो य है तथा सांि यक  व ान उन स ा त  व 
प तय  का अ ययन है िजनका योग कसी जाँच से स बि धत आँकड़  के सकंलन, वग करण, 
सारणीयन, व लेषण व य या के लए होता है ।'' 
बोध न 
1. बहु  वचन के प म सांि यक य का या आशय है? 
2. एक वचन के प म सांि यक य का या आशय है? 
3. सांि यक य क  होरेस सी े ट क  प रभाषा द िजए।  

1.3 सांि यक  क  कृ त (Nature of Statistics)  

1.3.1 सांि यक  व ान है (Statistics is a Science) 

व भ न व वान  क  उपयु त प रभाषाओं से यह प ट होता है क सांि यक  व ान और 
कला दोन  है य  क कुछ व वान  ने इसे व ान तो कुछ ने इसे कला माना है । ऐसी ववादा पद 
ि थ त म यह प ट कर पाना क ठन है क सांि यक  व ान है या कला या दोन  ह  है । इसका 
हल एक ह  है क सांि यक  के काय े  और उपयोग का व ततृ अ ययन कया जाय । 

सांि यक  के अ तगत त य  का अ ययन यवि थत व पवू नयोिजत व ध से कया जाता 
है । िजस कार भौ तक व ान म सु नि चत और सभी थान  पर समान प से लाग ूहोने वाले स ा त 
होते ह उसी कार सांि यक  के नयम और स ा त होते ह । इन प रि थ तय  म सांि यक  को अगर 
व ान कहा जाय तो कोई अ त योि त नह ं होगी । 

सांि यक  व धय  के अ तगत संक लत त य  के आधार पर न कष नकालने के लए समंक  
का वग करण, सारणीयन, ाफ व रेखा च  का उपयोग कया जाता है । इसे यवि थत व सु दर ढंग 
से कया जाता है । इन सभी काय  के लए हम एक कलाकार क  आव यकता पडती है, वह अपनी 
कला के मा यम से सभी काय करता है । यह  कलाकार शोधकता या अनसुंधानकता होता है । इस 
ि ट से सांि यक  को हम कला भी कह सकत ेह । इस लए ''पसन व हल ज'' क  यह प रभाषा स य 

हो जाती है क ''सांि यक  व ान तथा कला दोन  है'' । 
उपयु त ववेचन से प ट है क सांि यक  व ान तथा कला दोन  ह । इसके सै ाि तक 

तथा यवहा रक दोन  पहलू ह । इसका योग केवल ान ा त करने के उ े य से ह  नह ं होता बि क 
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त य  को समझने तथा उनसे मह वपणू न कष नकालने के उ े य से भी कया जाता है जो भ व य 
म आ थक तथा सामािजक उ न त का पथ श त करत ेहै ।  

यहाँ '' टपेट'' ने ठ क ह  कहा है क ''सांि यक  व ान तथा कला दोन  ह । यह व ान इस लए 
है क इसक  र तयाँ मौ लक प से मब  ह और उनका सव  योग होता है और कला इस लए 
है क इसक  र तय  का सफल योग पया त सीमा तक सांि यक  क  यो यता व वशेष अनभुव तथा 
उसके योग, े  जैसे अथशा  के ान पर नभर करता है।'' 

1.3.2 सांि यक  का अथशा  से स ब ध (Relation of Statistics with Economics) 

ाचीन काल म सांि यक  और अथशा  का कोई स ब ध नह  ंथा, य  क न तो अथशा  
ह  तथा न ह  सांि यक  इतना अ धक वक सत हु ई थी । ले कन सांि यक य आँकड़  का योग 
राजनी तक ि टकोण से अव य कया जाता था। य - य  आ थक याओं से स बि धत अ ययन 
का वकास हुआ य- य  अथशा  म समकं  के सं हण एव ंसांि यक य व धय  का योग बढ़ने लगा 
। वतमान समय म कसी भी आ थक त य को प ट करने के लए जो आँकड़ो तुत कये जाते 
ह उनका व लेषण सांि यक  व धय  से ह  कया जाता है । आज अथशा  के प ट करण के लए 
सांि यक  का योग अ नवाय सा हो गया है । इस लए कहा गया है क, ''आज बना सांि यक  क  
सहायता के अथशा  का ान अधूरा है ।'' 

ो. माशल ने उपरो त कथन क  स यता को बतात ेहु ए कहा है क ''समकं दे तणृ है िजनसे 
येक अथशा ी क  भाँ त मुझ ेभी ट बनानी पड़ती है ।'' अथात ्आ थक नयम पी ट तैयार करने 

के लए सांि यक  पी तणृ आव यक है। अथशा  के लगभग सभी े  म सांि यक  का योग 
अ धका धक बढ़ता जा रहा है । आ थक नी तय  का या भाव पड़ता है इसक  जाँच के लए सांि यक  
ह  उपयु त साधन है । 

अथशा  के अ ययन क  आगमन णाल , उ पादन क  दर, जनसं या का घन व, त यि त 
आय, उपयो गता ास नयम, मा थस का जनसं या स ा त आ द सभी नयम  क  पिु ट के लए 
तथा इनके प ट करण के लए सांि यक  का योग अ नवाय है । इस लए स ा त तथा यवहार दोन  
प  के लए अथशा ी को सांि यक  क  सहायता लेना आव यक है । 

अथशा  म सांि यक  का योग सव थम '' गेोर  कंग'' ने स हवीं शता द  म कया । इ ह ने 
व तुओं के मू य व पू त का स ब ध नि चत करने के लए इसका योग कया । इसके प चात 
उ नीसवीं शता द  म ''जेव स'', '' ह ह े ड'' ''ले ल '' आ द अथशाि य  ने तथा बीसवीं शता द  म 
माशल, क स, पेरेटो आ द ने कया । स  अथशा ी ''जेव स'' ने सांि यक  क  अथशा  म 
उपयो गता बतात ेहु ए कहा है क ''म यह नह  ंजानता क हम कब पणू सांि यक  अव था को ा त 
कर सकेग पर तु उसक  कमी ह  अथशा  को पणू व ान बनाने म एक मा  अजेय बाधा है ।'' 

स  सं याशा ी टपेट ने तो यहाँ तक कहा है क ''एक दन ऐसा हो सकता है क 
व व व यालय  के अथशा  वभाग कोरे स ा तवा दय  के भु व म न रहकर सांि यक  
योगशालाओं के भाव म उसी कार आ जायेग िजस कार भौ तक तथा रसायनशा  वभाग 
योगशालाओं के भाव म है ।'' अथशा  म नवीन स ा त  के तपादन के आधार नवीन ा त 

समकं तो होते ह  ह ले कन मा थस का जनसं या स ा त अथशा  म सांि यक  के योग का एक 
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वलंत उदाहरण है । मा थस ने अपने समय म इ लै ड क  बरु  आ थक दशा का अ ययन कया और 
जनसं या क  ि ट क  या मती दर तथा खा या न ि ट क  ग णतीय दर का तपादन कया । 
इसके अ त र त माँग का नयम, मु ा प रमाण स ा त आ द अथशा  म सांि यक  के योग के 
उदाहरण ह । 

अथशा  के अ तगत ह  पि चमी देश  म एक नये वषय अथ मती का उदय हुआ । इसके 
अ तगत आ थक नयम  क  पिु ट सांि यक  के वारा कया जाता है, इस वषय का मु य उ े य 
यह हे क सांि यक  को अथशा  के े  म अ धक यावहा रक व उपादेय बनाया जाय । आ थक 

याओं का मापन व पवूानमुान करने म इस वषय के अ तगत वकास त प , समीकरण  एव ंफलन  
का सहारा लया जाता है । आ कर लांगे ने प ट कया है क, ''अथ मती वह व ान है जो आ थक 
जीवन म घ टत होने वाले ठोस नयम  के सांि यक य व धय  वारा नधारण स ब ध रखता है ।'' 

इस कार सांि यक  और अथशा  का बहु त घ न ठ सबक है । वतमान समय म येक 
अथ यव था के आ थक वकास के लए जो भी योजनाय बनाई जाती है उसम सांि यक य व धय  
का अव य योग कया जाता है । न कष यह नकलता है क िजन अथ यव थाओं म आ थक याओं 
के अ ययन म सांि यक य प तय  का अ धका धक योग कया जायेगा व अथ यव था उतनी ह  
अ धक वक सत मानी जायेगी । 

इसके अ त र त सांि यक  का स ब ध ग णत से भी है य  क सांि यक  म मा य, सूचकाकं, 
रेखा च , सहस ब ध, आ तरगणन एव ंबा यगणन आ द ग णत के स ा त  पर ह  आधा रत ह । 
ग णतीय सू  से सांि यक य नय मतता नयम, महांक जड़ता नयम, ाथ मकता स ा त आ द 
सांि यक  के मह वपणू नयम  को स  कया जाता है ।  

सांि यक  का केवल अथशा  एव ंग णत से ह  समाज न होकर बि क अ य सामािजक 
व ान  से भी जैसे समाजशा , राजनी तशा , मनो व ान और श ाशा  आ द । सामािजक व ान 
के इन वषय  म नयम  और स ा त  के तपादन और पिु टकरण के लए सांि यक  का योग 
कया जाता है । मु य प से अथ यव था म आ थक सम याओं के अ त र त कुछ सामािजक सम याय 
भी होती ह जसेै नर रता, बेकार , अपराध वृ त जा तगत व पा रवा रक स ब ध, सामािजक वघटन 
आ द के ववेचन व समाधान म सांि यक य र तया ँअ नवाय प से योग क  जाती ह । सांि यक  
के वारा नवीन समकंो का संकलन कया जाता है और अथशाि य  क  भाँ त समाजशा ी सामािजक 
नयम  क  जाचँ करके उसम आव यक सशंोधन भी करते है । वा त वकता तो यह है क सामािजक 
व ान  के अनसुधंानकता के लए सांि यक य व धया ँउपयोगी है ।  

1.4 सांि यक  के काय (Functions of Statistics) 
सांि यक  का काय कसी भी े  म समकं सकंलन से लेकर न कष ाि त तक होता है । 

रो स (Rhodes) ने सांि यक  के काय को प ट कया है क सांि यक  के काय को उ चत ढंग से 
तीन भाग  म बाँटा जा सकता है, थम- सांि यक य समकंो को एक  करने से, वतीय-उनके व लेषण 
करने से तथा ततृीय- ऐसे व लेषण वारा ा त फल  से नवचन करने से स ब ध रखता है ।'' समकं  
के संकलन का काय तो सांि यक  का है ले कन इसे करने वाला सांि यक (Statistician) कहलाता 
है । यह सांि यक सकं लत समंक  का स पादन, वग करण सारणीयन, व लेषण इ या द करके अ त 
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म न कष देता है । इसे प ट करत ेहु ए ''नी वनैर ने कहा है क ''सांि यक का कत य समकंो का 
संकलन करने तथा गणनाएं करने से कह ं अ धक आगे ह । समकं वयं कुछ नह  बोलते और सांि यक 
ह  वह यि त है िजसे उनके अथ  को खोज करने के लए सांि यक य प रणाम  का नवचन करना 
होता है ।'' सांि यक के लए यह आव यक है क सांि यक य ान के साथ-साथ ग णत का भी अ छा 
ान होना चा हए । सांि यक य के काय  के स दभ म ''रावट ड ल.ू वगस'' का कथन है क, सांि यक 

का मौ लक स ा त अ ानता, पवूधारणा, नरंकुश स ता, नराधार व अपीरप व नणय, पर पराओं 
व ढवाद  स ा त  के े  को हटाकर ऐसे े  क  वृ  करना है जहाँ व लेषण कये गये 
प रमाणा मक त य  के आधार पर नणय लये जाते है और स ा त तपा दत कये जाते ह । 

व भ न नयम  से स बि धत तथा इसक  उपयो गता को देखते हु ए यह कहा जा सकता है 
क सांि यक  का काय येक े  म बहु त अ धक बढ़ गया है । इस लए मह वपणू काय  को 
न न ल खत भाग  म बाँटा जा सकता ह - 
(1) सांि यक  तलुना व स ब ध नमाण क  सु वधा दान करती है 

व भ न त य  के म य तलुना करके उनक  उपयो गता ात करने म सांि यक य व धया ँ
अ य धक सहायक ह । 

इसके अ त र त सांि यक  त य  के म य स ब ध नमाण म भी सहायक होती है, इसके 
लए सह-स ब ध सांि यक  प त मह वपणू है । 
(2) सांि यक  त य  क  सीमाय प ट करती है 

सांि यक  के वारा त य  के काय े  एव ंउनक  सीमाय तथा उनका व तार नधा रत कर 
सकत ेह । इस कार य द त य अंक  के प म ह तो उनक  ग भीरता का पता सांि यक  से अव य 
लगाया जा सकता है । 
(3) सांि यक  स ा त तपादन व नी त नधारण म सहायक है 

सांि यक  का अ य वषय  या व ान  से स ब ध होने के कारण जब कह ं नी त नधारण 
या स ा त क  आव यकता पड़ती है तो सांि यक य त य  या व धय  का पणू उपयोग कया जाता 
है । जब देश म मू य नी त, यापा रक नी त, लाइसे स नी त आ द का नधारण करना होता है तो 
इ ह ं सांि यक य व धय  का उपयोग कया जाता है । 
(4) वै ा नक नयम  को तपा दत करना 

सांि यक  जहाँ एक और स ा त और नयम बनाने म सहायक है बह  यह इन नयम  को 
मा णत करने म भी सहायक है । अथात ्कोई नयम सह  है या गलत इसे सांि यक  वारा मा णत 
कया जा सकता है । 
(5) सांि यक  त य  को सं या मक प म प ट करती है 

संक लत त य मु य प से दो कार के होत ेह, थम वे त य जो सं या मक प कट 
करत ेह, वतीय वे जो सं या मक प कट नह ं करत ेह । सांि यक  के वारा जो त य सं या मक 
प कट नह ं करते ह उ ह सं या मक प दया जाता है । इस कार त य  के गणुा मक होने पर 

भी इनका सं या मक प सांि यक  के वारा दया जा सकता है। 
(6) सांि यक  सम याओं को न चया मकता दान करती है 
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कसी भी ववा दत वषय म पया त त य  को ा त करके सांि यक य व धय  के वारा उस 
ववाद को हल करके न चय ह  न कष ा त कया जा सकता है । यहाँ डॉ० वाउले का कथन प ट 
है क, सांि यक य अनमुान आकि मक टा के अनमुान से अ धक शु  होता है भले ह  बरुा या अशु  
य  न ह  । 

(7) ज टल त य  को सांि यक  सरल तथा ा य बनाती है 
बखरे हु ए तथा ज टल त य उन प थर के टुकड़  के समान ह िजसका कोई उपयोग नह ं है 

ले कन सांि यक  उन बखरे हु ए त य पी प थर  को व भ न प तय  का योग करके एक मकान 
का प देती है िजसे देख कर एक सामा य यि त भी कसी त य क  विृ त ात कर सकता है। 
(8) यि तगत ान व अनभुव म वृ  

सांि यक य काय  म त य संकलन से लेकर व लेषण तक के सभी काय  म सं या वद को 
बहु त से काय करने पड़ते ह । इस लए येक े  का ान होना आव यक है । इस कार वषय 
का न कष ात करने के लए अनेक वषय  का सहारा लेना पड़ता है । इससे यि त का ान बढ़ता 
है तथा अनभुव म वृ  होती है । 

उपरो त काय  से प ट होता है क सांि यक  का हमारे जीवन के येक े  म आव यकता 
पड़ती है यहा ँतक क कसी भी े  का वह यि त हो बना सांि यक  के स पणू अ ययन सभंव 
नह  ह । इससे यह प ट होता है क व ान से लेकर अ य वषय  का पणू अ ययन सांि यक  के 
बना अधरूा है । इसी कारण सांि यक  का मह व भी बहु त अ धक बढ़ गया है ।  
बोध न-02 
1. या सांि यक  व ान है? प ट क िजए। 
2. या सांि यक  कला है? प ट क िजए। 
3. सांि यक  का अथशा  से या स ब ध है? समझाइए। 
4. सांि यक  के क ह ं तीन काय  क  सूची बनाइये।  

1.5 सांि यक  का मह व या सांि यक  क  उपयो गता 
(Importance of Statistics or Utility of Statistics)  
ाचीन काल म सांि यक  का योग राजक य काय  के लए होता था, इस लए इसे राज व ान 

या राजनी त ग णत कहा जाता है । जसेै-जैसे स यता का वकास हुआ सांि यक  के योग का े  
भी बढ़ता गया । आज सभी े  म समंक  का योग होता है य  क यहाँ मानव क याण का उ े य 
छपा रहता है ।ऐसी ि थ त म आधु नक यगु क  ि ट से सांि यक  के ''मानव क याण का अंकग णत'' 
(Arithmetic of Human Welfare) कहा जाय तो यह उ चत होगा । इस ि ट से सांि यक  का 
मह व बहु त अ धक बढ़ गया है । वा लस तथा राव स का कथन स य है क ''सांि यक  एक ऐसा 
अ  है जो योग स  अनसुंधान के लगभग येक े  म उ प न होने वाल  सम याओं पर आ मण 
(समाधान) करने म योग कया जा सकता है ।'' 

इस कार सांि यक  का मह व उसक  सरलता, ा यता, तक तथा न कष दान करने क  
मता, तुलना क  यो यता व स ब ध ात करने क  सरलता के कारण ह । वतमान समय म सांि यक  
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का मह व येक वषय के लए अलग-अलग है इस लए येक े  के लए वशेष महल को देखना 
आव यक हो जाता है जो इस कार है - 
(1) अथशा  म मह व 

स पणू आ थक सम याओं का अ ययन ्हम सांि यक  के वारा ह  करते ह । अथशा  के 
येक े  म मह वपणू त य  के प ट करण तुलना या या व स ब ध  को ात करने के लए 

सांि यक  क  आव यकता पडती है । सांि यक  के मा यम से ह  यह ात करते ह क यि तय  के 
यय का या तर का है तथा अपनी आव यकताओं क  पू त के लए कस कार अव था करत ेह । 
सांि यक  देश म उ पादन क  मा ा, सांि यक  देश म उपभोग क  मा ा, सांि यक  देश के लाभ को 
बि तय  म वत रत करने आ द को प ट करती है । 
(2) आ थक नयोजन म सांि यक  का मह व 

आधु नक यगु म येक रा  योजनाब  आ थक वकास म लगा हुआ है चाहे वह वक सत 
या वकासशील हो । आ थक वकास हेतु नयोजन के उ े य  क  पू त और नी त तथा शासन स ब धी 
नणय लेने के लए नर तर अ धका धक मा ा म आँकड़  क  आव यकता पड़ती है । इस कार नयोजन 
आज का यवि थत म है तथा सांि यक  के बना नयोजन अथह न है ।'' इस लए सांि यक  के मह व 
को इस कार भी कह सकते ह क ''समकंो के बना आ थक नयोजन बना पतवार और दशासचूक 
यं  र हत जहाज क  तरह ह  है ।'' 

कसी भी देश के नयोिजत आ थक वकास के लए यह आव यक है क वहा ँके उपल ध साधन 
एव ंआव यकताओं तथा मु य सम याओं क  पणू जानकार  है । यह सांि यक  के वारा ह  हो सकती 
है । भारत म पचंवष य योजनाओं क  असफलता का मु य कारण सांि यक य सचूनाओं क  कमी है 
। इसके वपर त वघटन पवू स म पया त सांि यक य सूचनाओं के कारण बहु त थोड़े समय म इतना 
वशाल देश व व तर पर आ थक नयोजन के कारण मह वपणू थान बना पाया । भले ह  आज कस 
कई भाग  म वभ त हो गया है । इस लए यह आव यक है क जो सांि यक य सूचनाऐं ा त हो वह 
सह  और व वसनीय हो तथा उनका योग उ चत र त से कया जाय । 
(3) यापार और वा ण य म सांि यक  

वा तव म आज के यवसायी क  सफलता उसके यापा रक पवूानमुान  पर ह  नभर करती 
है । यापार क  सफलता या असफलता उस यि त के वारा कये गये पवूानमुान  पर नभर करती 
है । यवसाय क  कृ त माँग, मू य, पू त, उ पादन, उपभोग आ द सभी े  से ा त सचूनाओं के 
आधार पर यवसायी अपने यवसाय के लए पवूानमुान लगाता ह और वह वष भर यापार करता है, 
य द उसके पवूानमुान सह  रहते ह तो उसे लाभ ा त होता है और य द पवूानमुान गलत है तो हा न 
उठानी पडती है । यापार च  के आधार पर उ पादन क  मा ा नधा रत होती है । ये सभी काय सांि यक  
के मा यम से कये जाते ह । 

इसी कार यापार के संगठन व शासन से स बि धत सम याओं के हल करने के लए, 
य व व य नी त नधारण के लए, मू य नधारण के स ब ध म सांि यक य व धय  क  आव यकता 

होती है । लागत लेखांकन भी सांि यक य आँकड  पर नभर होता है, इस लए सांि यक य व ान का 
मह व यापार व वा ण य म अ धक है । डा. वां डगटन ने यहाँ तक महा है क, ''वतमान समय म 
कसी यवसाय म सफलता ा त करने के लए यवसायी को माल के उ पादन, य व व य तथा 
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आयात व नयात स बि धत सभी सम याओं का अ ययन आव यक है िजसका वह यवसाय करता 
है ।'' सांि यक  ह  वह मा यम है िजससे यापा रक अ नि चतताओं क  मा ा ात क  जा सकती है 
तथा उनके अनसुार त य  के योग के मह व को प ट करत ेहु ए इस कार कहा गया है क, ''य द 
सभी समाचार प , प काओं, रे डय  व तार वारा द  जाने वाल  मू य स ब धी सूचनाओं को एक 
दन के लए हटा दया जाय तो यवसा यक जगत शि तह न हो जायेगा । य द वतमान समय म उपल ध 
सभी सूचनाय एक वष के लए हटा द  जाये तो प रणाम व प व व म वनाश व आ थक अ यव था 
का सा ा य हो जायेगा ।'' इस का िजतना अ धक वणन कया जाय उतना ह  अपया त है । 
(4) वकस, दलाल, बींमा क प नयं , क ध व नमय वप णय , प रक पक , व नयोजक  आ द 

के लए सांि यक  का मह व 
एक बकर को अपने ाहक  वारा मु ा क , द  जाने वाल  माँग का अनमुान लगाना होता 

है । ऐसी ि थ त म यापार च  का सांि यक  अ ययन आव यक होता है । इन त य  के अ ययन 
के प चात ्ह  एक बकर पूजँी सं ह क  मा ा नधा रत करते ह बकस क  भाँ त सांि यक  का योग 
क ध व नमय- वप ण (Stock Exchange), दलाल (Brokers), प रक पको (Speculators) 

तथा व नयोजक  (Investors) वारा भी कया जाता ह । इ ह व भ न थान  व े  म मु ा क  
उपयो गता व उसके दर का ान रखना होता है । 

यहाँ तक क प रक पक भ व य का लाभ देखकर ह  क ध- व नमय- वप ण म काय करता 
है । इसी कार व नयोजक लाभ द सं थाओं म ह  पूजँी व नयोग का य न करता है । 
क ध- व नमय- वप ण के दलाल सदा ह  लाभदायक तभू तय  म यवसाय करने के प  म होत े

ह । बीमा क प नयाँ सांि यक य आँकड़ो के अभाव म अपना यवसाय नह  ंचला सकती है' । इनके 
यापार के लए जीवन सा र णयाँ, जीवन याशा, ा यकता स ा त तथा जनसं या स ब धी आँकड  
का सहारा लेना पड़ता है िजनका पणू स ब ध सांि यक  से है । इस कार येक यवसाय चाहे वह 
कसी भी कार का हो बना सांि यक य आकड़  के नह ं चल सकता है । 
(5) यवसाय शासन म उपयो गता 

आधु नक यगु म यह संभव हो गया है क ब धक य व शास नक सम याओं के समाधान 
के लए भी सांि यक य आँकड  का योग कया जाय । आज के शासन क  मलू सम या अ नि चतता 
म नणय लेने क  है । यह अ नि चतता सांि यक य स ा त  के योग वारा समा त होगी । शासन 
का स ब ध पणू यवसाय से होता है अथात ्उसे बाजार, उ पादन, व नयोग, क म नयं ण, लागत, 
कमचा रय  क  नयिु त, आ थक पवूानमुान, अंके ण, साख आ द पर यान देना होता है । 
(6) रा य  व सरकार के लए सांि यक  का मह व 

कसी भी नी त नधारण के पवू कोई रा य या सरकार उसे व भ न पहलुओं से परखती है 
और जब यह नी त जन हत म होती है तो उसे लाग करती है यह सभी काय सांि यक  के मा यम 
से कया जाता है । समाज म बरु  आदत  क  समाि त के लए पहले पया त सूचनाय ा त होनी चा हए, 
तब उसके लए नी त नधारण क  जाती है । आ थक वकास का अनमुान वहा ँक  आ थक नी त और 
रा य आय से लगाया जाता है जो सांि यक य समंक  वारा ह  ा त होता है । यह  कारण है क 

येक राजक य काय म सांि यक य त य  के एक करण का काय होता है । 
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(7) शोध काय  म सांि यक  का मह व 
आधु नक यगु म लगभग येक े  के शोध काय  म सांि यक  आव यक हो गई है । जसेै 

उपज के स ब ध म जानवर  क  न ल सधुार म, नवीन औष ध के आ व कार म, यापार व वा ण य 
म, व तुओं के गणु  व क म  के सधुार आ द म सांि यक  का योग करत ेह । इससे यह स  होता 
है क एक शोधकता के लए िजसका शोध काय कसी भी प म अंक  से स बि धत है, सांि यक य 
व धय  का अ ययन न केवल उपयोगी है वरन ्आव यक भी है । 
(8) सांि यक  का सावभौ मक मह व 

सांि यक  का योग आधु नक यगु म बहु त अ धक बढ़ गया है, सामा य जीवन क  येक 
अव था म सािं यक  का योग अ नवाय सा हो गया है । सािं यक  नयोजन, पवूानमुान, संगठन, 
शासन, नी त नधारण, नणय करने के लए तथा शोध काय  म पया त मा ा म उपयोगी है । इस 
कार सांि यक  के महल को प ट करने के लए उसक  सावभौ मक उपयो गता प ट कर देना 

आव यक है । इस सावभौ मकता को प ट करते हु ए टपेट ने कहा है क ''सांि यक  येक को भा वत 
करती है और अनेकानेक ब द ुपर जीवन को पश करती है''। डा0 वाउले का कथन है क ''सांि यक य 
ान वदेशी भाषा के ान या बीजग णत के ान क  तरह है । उपयो गता क  ि ट से इसे कसी 

भी समय कसी भी प रि थ त म मा णत कया जा सकता ह'' । इस कार कसी भी यि त के 
लए कसी भी प रि थ तय  म इसका ान बहु त सहायक होता ह । 

1.6 समंको क  वशषेताय (Characteristics of Data)  
समकंो क  वशेषता अथ यव था म बहु त अ धक है य  क कसी भी े  म शोध करने 

हेतु समकंो क  आव यकता पडती है इसी आधार पर समकंो क  वशेषताय न न ल खत बताई गई 
है 

(1) समकंो के सकंलन करने का उ े य पवू नि चत होना चा हए, य  क बना उ े य के समंक 
संकलन का कोई अथ नह ं होता है । उदाहरण व प कसी उ योग म लगे मक  क  मजदरू  
के आँकड़ ेएक  करना है तो इसका उ े य पवू नि चत होना चा हए क इन आँकड़  से उनके 
जीवन तर का अनमुान लगाना है, उनक  मजदरू  वृ  पर वचार करना है या तुलना मक 
व लेषण करना है । 

(2) समकंो के सकंलन म शु ता क  मा ा होनी आव यक है । शु ता व भ न प रि थ तय  म 
भ न होती है य  क यह शु ता अनसुंधान के उ े य, कृ त, आकार व उपल ध साधन  
पर नभर होती है । 

(3) समकं  का संकलन गणना या अनमुान दोन  कार से कया जा सकता है जब अनसुधंान का 
े  सी मत होता है तो गणना को आधार माना जाता है जब अनसुंधान का े  व ततृ हो 

जाता है तो यहाँ अनमुान ह  समंक संकलन का आधार होता है । 
(4) य  को मु य प से दो प  म व त कया जाता है एक तो गणुा मक प तथा दसूरा 

सं या मक प । ले कन सं या मक प म जो त य तुत कये जाते ह यह  समकं कहलात े
ह । 
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(5) अथ यव था म बहु त से ऐसे कारण होते ह िजससे समंक भा वत होते ह ऐसी ि थ त म 
समकंो का सांि यक य व लेषण आव यक हो जाता है । जसेै कृ ष उ पादन म जलवाय,ु वषा, 
सचंाई, भू म, खाद आ द अनेक कारण  का पड़ता है । 

(6) समकं का तुतीकरण इस कार होना चा हए क वह आपस म तलुना यो य हो और तुलना 
के लए समकं  म सजातीयता या एक पता होना आव यक है । 

(7) कसी एक त य से स बि धत अकं समंक नह ं कहलाता य  क उससे कोई न कष नह  ं
नकाला जा सकता है । ले कन अनेक त य  के अंक समंक होते ह उनक  पर पर तलुना क  
जा सकती है और उनसे समु चत न कष नकाले जा सकत ेह । 

1.7 सांि यक  क  सीमाय (Limitations of Statistics)  
सांि यक  के मह व को देखकर यह नह ं समझ लेना चा हए क इसम कोई कमी नह  ंहै य क 

यजूहोम ने कहा है क, ''सांि यक  को अनसुंधान का एक मह वपणू साधन समझना चा हए क त ु
इसक  सीमाएँ ह िज ह हटाया जाना समहू नह ं है और इसी लए इन पर हम सावधानी से वचार करना 
चा हए ।'' वा तव म सांि यक  क  सीमाय न न ल खत ह -  
(1) सांि यक  गणुा मक त य  का अ ययन नह ं करती  

मु य प से त य दो कार के होते ह सं या मक और गणुा मक, तो सांि यक  केवल 
सं या मक त य  तक ह  सी मत है । गणुा मक त य  को भी व भ न प  म सं या मक बनाकर 
अ ययन कया जा सकता है । जैसे अमीर  या गर बी का अ ययन करने के लए यि तय  के आय 
व रहन-सहन के तर का अ ययन करना आव यक होता है । इसी कार कसी व तु क  उपयो गता 
का अ ययन करने के लए हम उपभो ताओं क  च, माँग व पू त का अ ययन करना होता है । इससे 
यह प ट होता है क य  प से गणुा मक त य  का अ ययन सांि यक  से करना सभंवन नह ं 
है । 
(2) कसी सम या के अ ययन के लए सांि यक य व ध एक मा  व ध नह ं है 

देश क  कई ऐसी सम याय होती ह जो सांि यक  क  सीमा से बाहर होती ह य क देश के 
र त- रवाज, मनो व ान या धम का अ ययन हम सांि यक  से नह ं कर सकते ह, इस लए यह प ट 
होता है क सम याओं के अ ययन के लए सांि यक  ह  एक मा  नह ं है । 
(3) सांि यक य नयम केवल औसत प से स य होते ह 

अ य व ान  क  तरह सांि यक  पणू स य नह ं होती है य क यह येक तर पर औसत 
प से स य होती है इसका मु य कारण यह है क जो त य सकं लत कये जाते ह वे क ह  न क ह ं 

कारण  से भा वत होते ह, तो येक कारण का अ ययन करना सभंव नह  ंहै । इस लए औसत को 
ाथ मकता द  जाती है । सांि यक य न कष हमेशा संभावनाओं वारा य त कये जाते ह, वे पणू 

स य नह ं होत े। यह  कारण है क एक ह  वषय के एक समय के सांि यक य न कष दसूरे समय 
म गलत स  हो जाते ह । 
(4) सांि यक  यि तगत इकाइय  को मह व नह ं देती 

सांि यक य त य  का अ ययन सामू हक होता है न क यि तगत, य क यहाँ यि तगत 
ि टकोण मह वह न होते ह । त य  क  नजी वशेषताओं पर कोई यान नह  ं दया जाता है उसका 
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जो कुछ सामू हक भाव होता है वह  औसत के प म ात कया जाता है इस लए यह प ट होता 
है क सांि यक य त य  म यि तगत इकाई का कोई मह व नह ं है।  
(5) सांि यक  वजातीय त य  के अ ययन क  सु वधा दान नह ं करती 

सांि यक  केवल सजातीय त य  का अ ययन करती है । वजातीय त य  के अ ययन के 
लए सांि यक य व धयाँ सहायक नह ं होती ह । जैसे उपज क  गणना के लए व भ न थान  के 
उपज के ह  समंक एक त कये जाए, न क एक थान से उपज क  मा ा तथा दसूरे थान के पश ु
समकं एक त कये जाए तो ऐसी ि थ त म अ ययन व तुलना क  ि ट से समंक यथ होते ह । 
(6) सांि यक य त य  का दु पयोग कया जा सकता है 

सांि यक य त य  का दु पयोग उस समय होता है जब पहले से ह  यह ात हो क अमुक 
े  म लाभ क  सभंावनाय अ धक ह तो इसका प रणाम यह होगा क इस वशेष े  म व नयोजक 
व नयोग क  मा ा बढ़ा दगे । येक- यि त सांि यक य त य  का साथक उपयोग नह ं कर सकता 
है । सांि यक य त य  के उपयोग के स ब ध म यलू और के डाल ने कहा है क ''अयो य यि तय  
के हाथ  म सांि यक य व धयाँ अ य त खतरनाक औजार है ।'' इसी कार बाउले ने प ट कया है 
क, ''सांि यक य त य मा  आव यक ले कन अपणू औजार तुत करते ह, जो उन यि तय  के 
हाथ  म खतरनाक है, जो उनक  उपयो गता व क मय  से अप र चत ह ।'' 

उपयु त सीमाओं से प ट होता है क सांि यक  र तय  का योग करते समय उसक  सीमाओं 
को यान म रखना आव यक है अ यथा समकं  से मपणू न कष नकल सकते ह । ये ह  मपणू 
न कष आगे चलकर सांि यक  व ान पर संदेह के कारण होते ह । इन सीमाओं के होत ेहु ए भी आधु नक 
यगु म सांि यक  का बहु त अ धक उपयोग बढ़ा है। 
बोध न – 03 
1. समंको क  क ह ं तीन वशेषताओं का उ लेख क िजए । 
2. सांि यक  को सीमाएं या है? 
3. रा य सरकार  के लए सांि यक  के या उपयोग है? 
4. शोधकताओं को सांि यक  से या लाभ है?  

1.8 सारांश (Summary)  
इस इकाई म सांि यक  का बहु वचन के प म (समकं) एव ंएकवचन के प म (सांि यक  

व ान) सांि यक  क  प रभाषाएं देकर सांि यक  का अथ प ट कया गया है । समकं  क  प रभाषा 
के साथ ह  समंक  क  मुख वशेषताओं क  चचा भी क  गई है । समंक  क  न न ल खत वशेषताएँ 
ह - 

 समकं त य  के समूह ह, समंक सं या म य त कए जात ेह । 
 समकं कई कारण  से भा वत होते है उनक  गणना या अनमुान लगाया जाता है । 
 समकं यवि थत प से संक लत कए जाते ह एव ंउ ह एक दसूरे से स बि धत प म रखा 

जाता है । 
सांि यक  क  व ान के प म भी प रभाषा क  गई है । सांि यक  का मह व एव ंसांि यक  
क  कृ त क  चचा भी इस इकाई म क  गई है । सांि यक  एक व ान ह  नह  ंवै ा नक 
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व ध भी है । सांि यक  कला भी है । इसके सै ाि तक व यवहा रक दोन  प  है । अ त 
म सांि यक  क  सीमाओं का भी वणन कया गया है ।  

1.9 श दावल  (Glossary)  
सांि यक   Statistics 
समकं  Data 
अथ म त  Econometrics 
सांि यक  नयीमतता का नयम  Law of Statistical Regularity 
महांक जड़ता का नयम  Law of Inertia of Large Numbers 
गणुा मक त य  Qualitative Data 
सं या मक त य  Quantitative Data 
स भावना स ा त  Theory of Probability 

1.10 संदभ थ (References) 
Statistical Methods, S.P. Gupta, Sultan Chand & Sons, New Delhi. 
Statistics fir Economists, D.R. Agrawal, Vindra publications (p) Ltd., New 
Delhi. 
Mathematics and Statistics for Economics, G.S. Monga, Vikas Publishing 
House (p) Ltd., New Delhi. 
सांि यक , वी0 एन0 गु ता, सा ह य मदन, आगरा । 

1.11 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. सांि यक  क  प रभाषा द िजए और उसके े  तथा सीमाओं का वणन क िजए । 
2. सांि यक  क  प रभाषा द िजए उसके काय एव ंमह व का वणन क िजए । 
3. आधु नक समय म सांि यक  के मह व क  ववेचना क िजए । 
4. सांि यक य समंक  क  मुख वशेषताये बताइये । 
5. ''सांि यक  एक व ान तथा एक कला दोन  कह  जाती है ।'' या आप इससे सहमत ह । 
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इकाई - 02  
समंक  के कार एव ंसं हण क  व धयाँ- नावल , अनसुूची, 

अ छ  नावल  के गणु, ा प  
(Types of Statistical Data and Methods of Collection 

of Statistical Data-Questionnaire and Schedule, 
Essentials of a Good Questionnaire, Structure) 

इकाई क  परेखा 
2.0 उ े य  
2.1 तावना 
2.2 समकंो के कार 
2.3 समकंो के संकलन क  र तयाँ  
2.4 नावल -अनसुूची 
2.5 अ छ  नावल  के गणु 
2.6 नावल  का ा प या नमूना  
2.7 साराशं 
2.8 श दावल  
2.9 संदभ थ  
2.10 अ यासाथ न 

2.0 उ े य (Objectives)  
सांि यक  का मह व आज के जीवन म दन- त दन बढ़ता जा रहा है । स यता के वकास 

के साथ आज इसका े  यापक हो गया है । जैसे - सामािजक, आ थक, यि तगत आ द । सांि यक  
क  मह ता उस बात पर नभर करती है क उसम समंको का आधार या है? वह कसके वारा एक त 
कये गए ह तथा या वह व वसनीय है? समकं  के व भ न कार तथा संकलन क  व धय  के वारा 
ह  हम आ थक नयोजन, यवसाय तथा पूँजी बाजार म ि थत क ध वपणी के बार सह  अनमुान 
लगा पाते ह । 

तुत इकाई के अ ययन के उपरा त आप समझ सकगे क : 
 समकं  के कतने कार ह? 
 समकंो के सं हण क  कौन-कौन सी व धयाँ है? 
 नावल  और अनसुचूी म या अंतर है, और अ छ  नावल  के या गणु होते ह? 
 नावल  कस कार तयैार क  जाती है? 
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2.1 तावना (Introduction)  
तुत इकाई म सांि यक  के मह वपणू अंग समंक  के वषय म व तार से बताया जा रहा 

है । सांि यक  अनसुधंान समकं  के आधार पर कया जाता है । यहाँ समंक  के कार सं हण क  व ध, 
उनके ोत  तथा उनक  वधैता एव ंशु ता क  कस कार जाचँ क  जाए आ द के बारे म व तार से 
चचा करगे । 

इस इकाई के ख ड 2.2 म समंक  के कार क  तथा 2.3 म सं हण क  व धय  क  चचा 
क  जा रह  है । ख ड 2.4 म नावल  तथा अनसुचूी के अ तर को बताया गया है तथा ख ड 2.5 
म अ छ  नावल  के गणु  क  चचा क  जा रह  है । इसके प चात ्ख ड 2.6 म नावल  का ा प 
को बताया गया है । इकाई के अ त म साराशं, श दावल , स दभ थ, तथा अ यासाथ न दए 
गए ह । 

2.2 समंक  के कार (Types of Statistical Data)  
समकं दो कार के होते ह. 

(क) ाथ मक समकं, तथा 
(ख) वतीयक समंक 

(क) ाथ मक समकं (Primary Data) 
वे समकं, जो कसी सांि यक य अनसुधंान के लए, कसी अनसु धानकता या एजे सी वारा 

मौ लक प से पहल  बार एक  कये जाते ह, ाथ मक समंक कहलाते ह । ाथ मक समकं  को 
अनसु धानकता अपने योग हेतु पहल  बार एक त करता अथवा करवाता है । पहले कसी 
अनसु धानकता ने य द आँकड़ ेइक े भी कर रखे ह तब भी वह उ ह योग म नह  लाता है । होरेस 
से ाइ ट के अनसुार '' ाथ मक समकं  से यह आशय है क वे मौ लक ह अथात ्िजनका समहू करण 
बहु त ह  कम या नह ं हुआ है, घटनाओं का अंकन या गणन उसी कार कया गया है जसैा पाया गया 
है । मु य प से वे क चे पदाथ होते ह'' । (''By Primary Data are meant those which 
are original, that is, those in which, little or no grouping has been made, the 
instance being recorded or itemized as encountered. They are essentially raw 
material.'' Horace Secrist) 
(ख) वतीक समकं (Secondary Data) 

लेयर के श द  म '' वतीयक समंक वे समंक है जो पहले से अि त व म है । और जो वतमान 
न  के उ तर म नह ं बि क कसी दसूरे उ े य के लए एक त कए गए ह ।'' (''Secondary 

Data or those already in existence and which have been collected for some 
other purpose than the answering of question at hand'' M.M. Blair) 

सरकार  वभाग एव ंकायालय  म अपने काय सचंालन के लए कई कार के आँकड़ ेक  
आव यकता होती है । वे आँकड़ ेइक े करते है, उनका व लेषण करते है एव ंकभी-कभी प  प काओं 
म भी का शत करत ेहै । यह आँकड़ े यि त अपने अनसु धान हेतु योग म लाता है तो उ ह वतीयक 
समकं कहा जाता है । अथात ् वतीयक समकं दे ह जो पहले से अ य यि तय  या सं थाओं वारा 
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कसी वशेष उ े य के लये एक त कये जा चुके होते ह, और अनसु धानक ता केवल उनका योग 
करता है । 
 ाथ मक तथा वतीयक समकं  म अ तर 

ाथ मक एव ं वतीयक समंक  म अंतर केवल अव था (Degree) या सापे ता (Retativily) 
का है, कृ त का नह  ं। ाथ मक तथा वतीयक समंको के बीच न न ल खत अ तर है : 

 ाथ मक समंक मौ लक होने के नाते सांि यक य व धय  के लए क चे माल क  भाँ त होता 
है । इसके वपर त वतीयक समकं मौ लक नह ं होत य क उन पर सांि यक य य  का 
एक बार योग हो चुका होता है । इस लये वे न मत माल (Finished goods) क  भाँ त 
होते ह । 

 ाथ मक समकं अनसु धान के उ े य के सवथा अनकूुल होते ह और उनम अ धक छान-बीन 
या संशोधन करने क  आव यकता नह  ंहोती; जब क वतीयक समंको का योग करने से 
पवू उनक  शु ता क  परू  जाचँ-पड़ताल करने पड़ते ह । 

 ाथ मक समकं के लए प र म, धन व अ धक समय क  आव यकता होती है । इसके वपर त 
वतीयक समंक के लए प -प काओं सरकार  व गरै सरकार  काशन  से सफ उ त 

(Borrow) कर लया जाता है । इस लये उन पर धन, समय व प र म क  बहु त कम 
आव यकता होती है ।  

2.3 समंक  के संकलन क ं र तयाँ (Methods of Data Collection)  
(क) ाथ मक समकं सकंलन क  र तयाँ (Methods of collecting primary Data) 

ाथ मक समकं  का संकलन करने के लए मु यत: न न ल खत र तयाँ योग म लाई जाती 
है : 

(i) य  यि तगत अनसु धान (Direct Personal Investigation) इस र त के अ तगत 
अनसु धानक ता े  म जाकर स ब  लोग  अथात ्सूचना देने वाल  (Informats) से य  
प से, यि तगत स पक था पत करके सचूना ा त करता है । 

(ii) अ य  मौ खक अनसु धान (Indirect Oral Investigation) इस र त के अ तगत, 
सम या से य  प से स ब ध रखन वाले यि तय  से सचूना ा त नह ं क  जाती बि क 
सम या से अ य  प स बि धत यि तय  से मौ खक पछूताछ करके सचूना एक त क  
जाती है । 

(iii) थानीय ोत  या संवाददाताओं से सूचना ा त करना (Information through Local 
sources or Correspondent) - इस र त के अ तगत, अनसु धानक ता वारा व भ न 
थान  पर, थानीय यि त या सवंाददाता नयु त कर दये जाते ह जो समय-समय पर 

अनभुव  के आधार पर अनमुानतः: सूचनाय भेजते ह। 
(iv) सूचक  वारा नावल  भरवाकर सूचना ा त करना (Information through 

questionnaire of be filled in informants) - इस र त को ''डाक- नावल  णाल '' 
(Mailed Questionnaire Method) भी कहत ह । इस र त के अ तगत सव थम 
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अनसु धानक ता न  क  एक सूची ( नावल ) तैयार करता है । फर, एक-एक त सूचक  
के पास डाक से भजवा द  जाती है जो उनके उ तर भरकर नि चत त थ तक वापस लौटा 
देते ह । नावल  के साथ एक अनरुोध-प  भी लगाया जाता है, िजसम सचूना एक  करने 
का उ े य बताने के साथ-साथ सचूक को यह भी आ वासन दया जाता है क उसके वारा 
द  गई सचूनाय पणूतया गु त रखी जायगी। 

(ख)  वतीयक समंक  के संकलन क  र तयाँ (Methods of collecting Secondary 
Data) वतीय समंक वे ह जो पहले से ह  अि त व म ह और जो वतमान न  के उ तर के लए 
न होकर, बि क कसी दसूरे उ े य के लए एक  कये गये ह । इस कार प ट है क वतीयक 
साम ी का संकलन नह ं कया जाता बि क उसको उ ृत (Borrow) करके उसका केवल अपने उ े य 
हेतु योग कया जाता है । 

वतीयक समंक के न न दो ोत हो सकते ह 
(अ) का शत ोत (Published Sources) 
(ब) अ का शत ोत (Unpublished Sources) 

(अ)  का शत ोत (Published Sources) ाय: देखने म आता है क व भ न वषय  पर 
सरकार  एव ंगरै सरकार  सं थाएँ अथवा यि त, ाथ मक अनसु धान वारा ा त समंक  को 
समय-समय पर का शत करते रहत ेह िजनका योग ाय: लोग  वारा वतीयक साम ी के प 
म कया जाता है । 

 का शत समंक  के ोत इस कार है 
(1) अ तरा य काशन वदेशी सरकार  तथा अ तररा य सं थाओं वारा का शत समंक जसेै 

U.N. Statistical Year Book, Demographics Year Book, Annual report 
of I.M.F, I.L.O., I.B.R.D. etc. 

(2) सरकार  काशन के य तथा रा य सरकार  वारा भी व भ न वषय  से स बि धत समंक  
का काशन कया जाता है और इन समंक  म व वसनीयता क  मा ा भी अ धक रहती है। 
उदाहरणाथ, Five Year Plans(Draft and Progress Reports), R.B.I. Bulletin, 
Economic Survey (Annual), Census Reports etc. 

(3) अ -सरकार  काशन अ -सरकार  सं थाएँ जसेै नगर- नगम, नगर पा लकाएँ िजला प रषद, 
पचंायत  आ द के वारा भी व भ न सम याओं (ज म-मरण व वा य आ द) स ब धी 
समकं  का काशन कया जाता है ।  

(4) आयोग  एव ंस म तय  का तवेदन सरकार वारा समय-समय पर नयु त कये गये आयोग  
एव ंस म तय  क  रपोट  का भी काशन कया जाता है । उदाहरणाथ - व त-आयोग, 
एका धकार आयोग आ द । 

(5) अनसु धान एव ंशोध सं थाओं के काशन अनेक शोध सं थाएँ समय-समय पर अपन शोध 
प रणाम  को का शत करती रहती है । उदाहरणाथ भारतीय सांि यक य सं थान (I.S.I), 
रा य तदश जाचँ संगठन (N.S.S.O), यवहा रक आ द । 
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(6) यापा रक व व तीय सं थाओं के काशन यापा रक- व तीय स थाएँ तथा यवसा यक 
प रषद  (जसेै – FICCi, Trade Unions) कुछ मह वपणू वषय  पर समकं का शत करती 
है । 

(7) समाचार प  तथा प काएँ इसके अलावा समाचार-प , साम यक प काएँ, मैगजी स जसेै 
Economic Times, Annual Survey of Industries, Report on Currency and 
Finance आ द वारा भी वतमान आ थक-सामािजक वषय  पर समकं का शत कये जात े
ह । 

(ब)  अ का शत ोत (Unpublished Sources) कुछ ऐसी सांि यक य साम ी भी होती है 
िजसका व धवत काशन तो नह  ंहो पाता पर त ु फर भी वह काफ  उपयोगी होती है और उसका 
वतीयक साम ी के प म योग कया जाता है । जसेै ा यापक  वारा कये गए शोध-काय, कॉलेज  

का रकाड आ द । 
बोध न - 1 
1. समंक कतने कार के होते ह? 
2. ाथ मक समंक कसे कहते ह? 
3. वतीयक समंक कसे कहते ह? 
4. ाथ मक समंक कन र तय  से एक त कये जाते ह । 
5. वतीयक समंको को कन- कन ोत  से ा त कया जा सकता है ।  
 वतीयक समंक  का योग करते समय सावधा नया ं

(Precautions in the use of secondary Data) 

वतीयक समंक  क  मु य सम या उनके संकलन क  न होकर, उनके सह  और संशो धत 
प म योग करने क  होती है । हम यह कभी नह ं भूलना चा हये क दसूरे लोग  वारा सकं लत 

समकं  म ु टयाँ एव ंसीमाएँ हो सकती है । अत: वतीयक समकंो का योग करने से पवू 
अनसु धानकता को इस बात क  परू  जाँच कर लेनी चा हये क उपल ध समंक वतमान उ े य के लये 
(i) व वसनीयता, (ii) अनकूुलता, तथा (iii) पया तता का गणु रखते ह अथवा नह ं । 
 सावधा नयाँ (Precautions) वतीयक समकं  का योग करने से पवू उनके बारे म न न 

त य  क  जाँच-पड़ताल कर लेनी चा हये : 
(1) पछले अनसु धानकता को यो यता सव थम यह पता लगाना चा हए क साम ी का 

संकलनक ता या अनभुवी, यो य, ईमानदार व न प  यि त था । य द उ तर ह ं म है 
तो उसका योग करना चा हए अ यथा नह ं ।  

(2) उ े य व े  दसूरा उन समंक  के अनसु धान का उ े य व े  या था? य द वतमान और 
पछले अनसु धान के उ े य व े  म काफ  हद तक समानता है तो समंक  का योग करना 
चा हये अ यथा नह  ं।  
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(3) समकं संकलन क  र त इस बात क  जाचँ करना क समकं संकलन क  जो र त पहले अपनाई 
गयी थी, वह कह  ंतक उपयु त थी, और वतमान योग के लये कह  ंतक उपयु त तथा 
व वनीय है । 

(4) अनसु धान का समय व प रि थ तया ँइस बात क  भी जाँच कर लेनी चा हए क उपल ध 
समकं कस काल व समय म और ‘ कन’ प रि थ तय  म सकं लत कए गये थे । मरण 
रहे, म द ं काल म समंक तजेी काल के लये, और यु काल के समंक शाि त काल के लए 
उपयु त नह ं समझ जाते । 
इस कार हम वतीयक समकं  का योग करने से पवू काफ  जाचँ-पड़ताल करनीं होगी । 

ो0 ए0 एल0 बाउले ने ठ क ह  कहा क '' का शत समंक  को ऊपर से ह  देखकर अथात ्उनके बा य 
मू य के आधार पर वीकार कर लेना कभी सुर त नह ं है जब तक क उनका अथ व उनक  सीमाएँ 
अ छ  तरह ात न हो जाये, और यह सदैव आव यक है क उन तक  क  आलोचना मक समी ा 
क  जाये जो उन पर आधा रत ह ।''  

2.4 नावल  तथा अनुसूची (Schedule and Questionnaire) 
नावल , न  क  एक ऐसी सचूी होती है िजसम न  के उ तर सचूक वय ंदेता है और 

वय ंह  नावल  को भरता है । इसके वपर त अनसुूची एक ऐसा प  (form) है िजसक  पू त गणक 
करता है क तु न  के उ तर सूचक से ह  पछू-ताछ कर मरे जाते ह । नावल  और अनसुचूी म 
एक मह वपणू अंतर यह भी है क नावल  म उ तर  के लये र त थान छोड़ा जाता है क त ुअनसुूची 
म ऐसा होना आव यक नह ं है । गणक  को अलग-अलग े  म बाँट दया जाता है । गणक 
अपने-अपने े  म जाकर सचूना देने वाल  से स पक था पत करते ह और उनसे पछू पछू कर 
अनसुू चयाँ मरते है । गणक  को इस काय हेतु वशेष प से श त कया जाता है । इस र त 
क  सफलता गणक  पर नभर है । गणक  का चतरु यवहारकुशल एव ंप र मी होना आव यक है 
। उनम इतनी यो यता होनी चा हए क वे न  के सह -सह  उ तर उनसे नकलवा सके जहाँ तक 
स भव ह  गणक  को थानीय भाषा का परूा-परूा ान होना चा हए िजससे दे सूचना देने वाल  के 
साथ घलु मल कर सह  सह  सचूनाएं ा त कर सके । 
 अनसुूची व ध के गणु 

 व ततृ े  के लए उपयु त 
 उ च तर क  शु ता क  आशा 
 अ श त उ तरदाताओं से भी उ तर ा त कए जा सकते ह । 
 यि तगत स पक का लाभ 
 पर पर वरोधी उ तर  क  स भावना यनूतम रहती है । 

 अनसुूची खाद के दोष 
 यह व ध अ धक खच ल  है य क गणक  को वेतन आ द देना पड़ता है । 
 अ धक समय लगता है । 
 प पात क  स भावना । 
 उ चत देखरेख न होने पर गणक झुठे आँकड़ ेदेकर शोध को गमुराह कर सकते ह । 
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 अनसुूची व ध म सावधा नया ँ
 गणक बु मान, ईमानदार प र मी व यवहारकुशल होना चा हए । 
 गणक  को सह  सूचना ा त करने हेतु समय-समय पर बार-बार श ण दया जाय । 
 न सरल, कम एव ं प ट ह  । 
 उ तर  क  पिु ट हेतु जाँच के न होने चा हए ।  
 गणक  का परूा नर ण भी आव यक है । 

यह प त अ य धक खच ल  है इस लए सामा यत: यि तगत अनसु धान के लए अनुपयोगी 
है । सामा यत: सं थागत व सरकार  अनसुधंान के लए यह अ य त उपयोगी व ध है । अनसुचूी एव ं

नावल  व ध मे से आप कसका चयन करेग यह अ ययन के उ े य, े , उ तरदाता क  कृ त 
उपल ध संसाधन, समय आ द बात  पर नभर होता है ।  

2.5 उ तम नावल  के गुण (Essentials of Good Questionnair)  
सांि यक य अनसु धान क  सफलता मु य प से नावल  क  उ तमता पर नभर करती 

है । एक नावल  क  रचना करते समय न न बात  को वशेष प से यान म रखना चा हये - 
(1) कम न (Less questions) जहाँ तक संभव हो सके न  क  सं या कम रखनी चा हये 

। न  क  आदश सं या 15 से 20 मानी जाती है । ह  न  क  सं या इतनी कम भी नह ं 
होनी चा हए क पया त सचूना ह  न ा त हो सके और उनक  सं या इतनी अ धक भी नह  ं
हो क सूचक को घबराहट महसूस हो । 

(2) उ चत म (Logical Sequence) न  को उनक मह व या ाथ मकता के म म रखना 
चा हये । उदाहरणाथ - कसी यि त से उसक  ववैा हक ि थ त क  जानकार  के बना उसके 
ब च  क  सं या पछूना मखूतापणू होगा। 

(3) सरलता एव ं प टता (Simplicity and Clarity) न सरल व प ट होने चा हएँ और वे 
ल ब, ज टल तथा दो अथ  बाले नह  होने चा हए । फर, अ नि चतता उ प न करने वाले 
श द जैसे 'शायद' 'अ सर 'कभी-कभी आ द का योग नह ं करना चा हये । 

(4) सं तता (Conciseness or Concision) न ऐसे होने चा हएँ िजनका उ तर 'हाँ' या 
'नह 'ं म दया जा सके। 

(5) आपि तजनक या विजत न (Undesirable questions) ऐसे न कभी नह ं पछूने 
चा हये जो सचूक  के आ मस मान और उनक  धा मक व सामािजक भावनाओं को ठेस पहु ँचात े
ह  अथवा उनसे सचूना देने वाल  के मन म शकंा उ तजेना या वरोध उ प न होता हो । 

(6) न  के व प (Types of Questions) रावट पलेैस एव ंएडवड वलेट के अनसुार न  
का व प न न 
हो सकता है - 
(अ) ब द न (Closed-ended Questions) ऐसे न  के स भा य उ तर, 

अनसु धानक ता वारा वय ंसझुाय जाते ह और सचूक को उनम से केवल एक को 
टक (√) करना होता है । 
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(ब) खुले न (Open Questions) ये न ऐसे होत ेह िजनका उ तर सचूक को वयं 
अपने श द  म देना होता है । इन न  का उ े य सूचक के यि तगत वचार जानना 
है और इस लये उसे उ तर के प म कोई वक प नह ं बताया जाता । 

(स) व श ट सचूना देने वाले न (Specific Informations Questions) ये वह न 
होते ह िजनका उ े य सूचक  से व श ट जानकार  ा त करना है । उदाहरणाथ, आपक  
आय कतनी है? आपका शै क तर या है? आपके ब चे कतने ह? 

(7) ास-जाँच (Cross Check) शु ता को उ च तर बनाये रखने क  ि ट से, नावल  म 
कुछ ऐसे न  का भी समावेश होना चा हये िजनसे उ तर  क  स यता क  पर पर जाचँ क  
जा सके । उदाहरणाथ, एक सामािजक अनसु धान म माताओं क  आय ुके बार म पछेू गए 
इस न ''आपक  आय ु कतनी है ?'' के साथ-साथ कुछ अ य न भी जोड़े जा सकते ह 
जैसे, ''आपक  ज म त थ या है? या ''आपके बड़े ब चे क  आय ु कतनी है ? ''  

(8) पवू पर ण व संशोधन (Pre-Testing and Rectification) जब नावल  तैयार हो 
जाये तो अनसु धान काय ार भ करने से पवू उसका कुछ लोग  पर पर ण कर लेना चा हये। 

नावल  का पवू-पर ण एक लाभ द या है य क इससे नावल  के दोष और न  
स ब धी क ठनाइय  का पहले से ह  ान हो जाता है । 

बोध न - 2 
1. नावल  कसे कहते है? 
2. अनुसूची कसे कहते है? 
3. अनुसूची एवं नावल  म या अ तर है? 
4. अनुसूची व ध कह ं उपयोगी होती ह 
5. एक अ छ  नावल  म या- या गुण होते ह ।  

2.6 नावल  का ा प या नमूना (Model of Questionnaire)  
हम नावल  को तैयार करते समय उपयु त सभी बात  का यान रखना चा हये । इसे अ धक 

प ट करने के लए हम सुपर बाजार से व तुओं को खर दने स ब धी '' ाहक  क  पस द का सव ण 
करने के लये एक उपयु त नावल  का उदाहरण ले रहे ह'' 

सुपर बाजार स ब धी ाहक  क  पस द 
नोट - कृपया नीचे दये वग म आव यक सचूनाय भ रये और अपने उ तर को 'सह ं' (√) का नशान 
लगाकर कट क िजए। 

(I) सामा य 
1. नाम .................... 2. पता .................... 
3. आय ु.................... 4. लगं ......... ी      पु ष 
5. यवसाय .................... नौकर       यापार      अ य 
6. मा सक आय 

100 से 500 तक   
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500 से 1000 तक   
1000 से ऊपर   

7. प रवार क  सद य सं या 
1 से 3 तक   
4 से 6 तक   
7 से ऊपर   

(II) व श ट 
1. आप सुपर बाजार य  जाते ह? 

(i) घर के नकट है हाँ  नह  ं  
(ii) घर के रा ते म पड़ता है हाँ  नह  ं  

2. सुपर बाजार को ाथ मकता देने का या कारण है? 
(i) सभी व तुओं क  एक थान पू त होना हाँ  नह  ं  
(ii) माल क  अ छ  क म हाँ  नह  ं  
(iii) अ धक अ छे डजाइन हाँ  नह  ं  
(iv) उ चत व नि चत मू य हाँ  नह  ं  

3. या आप सभी व तुऐं सुपर बाजार से खर दत ह? हाँ  नह  ं  
4. आप एक मह न म कतनी बार सुपर बाजार जाते ह?   
   1 से 6 दन  6 से 10- दन  10 से ऊपर   
5. वहाँ के 'से समैन' का यवहार आप को कैसा लगता है? 

(i) वन   खापन   
(ii) सहायताशील  असहयोगी   
(iii) कुशल  अकुशल   

6. व तुय ा त करने म कोई क ठनाई तो नह  ंहोती? हाँ  नह  ं  
7. या आप पु ष से समैन क  बजाये म हला से समैन पस द करत ेह? 

हाँ  नह  ं  
 

2.7 सारांश (Summary) 
इस कार प ट है क कसी अनसु धान के लए अनसु धानकता को न सफ समंक (Data) 

के कृ त (Nature) के वषय म बि क उ ह कस कार से ाथ मक व वतीयक ोत  (Primary 
& Secondary Sources) से सं ह (Collect) करेग इसके वषय म ान रखना अ त आव यक 
है, अ यथा शोध काय नरथक सा बत होगा और शोधक ता अपने ल य तक कभी नह  पहुचँ सकता।  

2.8 श दावल  (Glossary) 
समकं Data 
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ाथ मक समकं Primary Data 
वतीयक समंक Secondary Data  

अनसुूची Schedule 
नावल  Questionnaire 

समकं  का सं ह Collection of Data 
ब द न Close ended Question 
खुला न Open ended Question 

2.9 स दभ थ (References)  
Singh, S.P. ''Statistics : Theory and Practice'' S.Chand Publication, New Delhi, 
2007 
Gupta & Kapoor, ''Statistics Hand Book'' 
Elhance, D.N. ''Fundamentals of Statistics''. Kitab Mahal Publication, 
Allahabad 
SCHAUM’S Outlines ''Statistics Third Edition''. 

2.10 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. ाथ मक समंक  से या अ भ ाय है? इ ह सं ह त करने क  व भ न व धयाँ प ट क िजए 

और उन प रि थ तय  को बताएँ िजसम इनका योग कया जाता है । 
2. ाथ मक एव ं वतीयक समंक  म अ तर बताएँ । ाथ मक समकं  को सकं लत करने क  

व भ न र तय  को प ट क िजए और उनके तलुना मक गणु-दोष बताएँ । 
3. सांि यक य साम ी के संकलन क  व भ न र तय  को समझाइए । इनम से कौन सबसे अ धक 

व वसनीय है और य ? कारण स हत प ट क िजए । 
4. ''सावधानी से जाचँ कये बना वतीयक समकं  को कभी भी वीकार नह ं करना चा हये''। 

समी ा क िजए। 
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इकाई -03  
समंक  का च मय एव ंरेखीय दशन  

(Diagrammatic and Graphics Presentation of Data) 
इकाई क  परेखा 
3.0 उ े य 
3.1 तावना 
3.2 च मय न पण क  उपयो गता एव ंलाभ  
3.3 च मय दशन क  सीमाएं 
3.4 च  संरचना के सामा य नयम 
3.5 च  के कार 

3.5.1 रेखा च  
3.5.2 सरल द ड च  
3.5.3 बहु मुखी द ड च  
3.5.4 अ त वभ त द ड च  
3.5.5 तशत अ त वभ त द ड च   
3.5.6 व-मुखी द ड च  
3.5.7 म त द ड च  

3.6 व- वमा च  
3.6.1 आयत 
3.6.2 वग च  
3.6.3 वतृ च  
3.6.4 वतृ ख ड च  

3.7 - वमा च  
3.8 समकंो का ब द ुरेखीय दशन 

3.8.1 ब द ुरेखीय दशन के लाभ  
3.8.2 ब द ुरेखा च  के नयम  
3.8.3 कृ म आधार रेखा 
3.8.4 गै ट च  

3.9 आविृ त बटंन  के रेखा च  
3.9.1 आविृ त आयत च  
3.9.2 आविृ त बहु भजु 
3.9.3 आविृ त व  
3.9.4 संचयी आविृ त व  
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3.10 साराशं 
3.11 श दावल  
3.12 स दभ थ 
3.13 अ यासाथ न  

3.0 उ े य (Objectives) 
सांि यक  ज टल समंक  को इस कार तुत करता है क बह सरल एव ंबोधग य हो जाय 

। एक सामा य यि त क  ज टल आँकड़  के समूह म च नह ं होती, पर त ु च  देखकर बह वषय 
साम ी को शी  समझ जाता है । च मय दशन म सांि यक य समंक  को रोचक एव ंआकषक 
आकृ तयाँ बनाकर तुत कया जाता है जब क रेखीय अथवा ब द ुरेखीय दशन मु य प से 
काल े णय  के दशन के लए उपयोगी है । रेखीय दशन के लए ाफ पेपर पर ब दओंु का अकंन 
कर रचना क  जाती है । इस इकाई को प ने के बाद आप: 

 जान सकगे क च मय एव ंरेखीय दशन क  उपयो गता एव ंलाभ या है? 
 च मय एव ंरेखीय दशन क  सीमाएं या है? 
 समझ सकेगे क च मय एव ंरेखीय दशन के या नयम है? 
 च  के व भ न कार  से प र चत हो जाएंगे । 

3.1 तावना (Introduction) 
एक सामा य यि त जो समंक  को समझने म असमथ हो उस तक भावी एव ंआकषक तर के 

से जानकार  पहु ँचाने का सबसे सश त मा यम च मय एव ं ब द ुरेखीय दशन है । आजकल इनका 
उपयोग बढ़ता जा रहा है । प -प काओं, समाचार प  म त य  को रोचक बनाने के उ े य से न य 
नए-नए एव ंआकषक डजायन के च  देखने का मलत ेह । इस इकाई म आपको च  क  उपयो गता 
लाभ एव ंसीमाओं से प र चत कराया जाएगा । च  एव ंरेखीय दशन के नयम भी बताए जाएंगे । 
इकाई के अ त म सारांश, श दावल  एव ंस दभ थ  क  सूची द  गई है । 

3.2 च मय न पण क  उपयो गता, लाभ एवं सीमाएं 
(Utility, Advantages and Limitations of Diagrams) 
इसम कोई संदेह नह ं क च मय न पण देखने म सरल एव ंबोधग य होता है मि त क 

म च  क  छाप शी  बठै जाती है ब ल बे समय तक बनी रहती है । पर त ुइनक  कुछ सीमाएं भी 
है । सांि यक  के व याथ  के लए यह आव यक है क बह इसक  उपयो गता, लाभ एव ंसीमाओं से 
परू  तरह प र चत हो । सव थम हम च  क  उपयो गता एव ंलाभ  का अ ययन करगे । 

1. च  समंक  को सरल एव ंबोधग य बनाते ह । 
2. अंक  को ल बे समय तक याद रखना क ठन है जब क च  अ धक समय तक मि त क म 

अं कत रहते ह। 
3. च  को समझने के लए वशेष श ा या ान क  आव यकता नह ं होती है । 
4. च  क  सहायता से न कष नकालने म समय एव ं म क  बचत होती है । 
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5. च  का रंगपणू संसार देखने बाले को आक षत करता है एव ंहम बड़ी आसानी से अपनी बात 
उ ह समझा सकत ेसूचना के साथ-साथ मनोरंजन होता है िजसके अ ययन के बाद थकावट 
अनभुव नह ं होती है । 

6. च  क  उपयो गता एव ंलाभ यह भी है क इसक  सहायता से व भ न सचूनाओं क  तुलना 
करना आसान हो जाता है । अत: तुलना मक अ ययन  म इ ह नह ं भुलाया जा सकता । 

3.3 च मय दशन क  सीमाएं 
एम.जे. मोरेनो ने कहा है क “ कसी च  का अ ययन करने के लए पया त चौक ना रहना 

आव यक है । वह इतना सरल, प ट तथा मनभावी होता है क असावधान यि त बड़ी आसानी से 
मूख बन जाता है ।'' इस तकनीक का योग करत ेसमय बडी सावधानी क  आव यकता होती है । 
च  क  सीमाएं न न ल खत ह :  

1. तुलना करने से पवू यह देखना ज र  है क िजन समंक  क  तुलना क  जा रह  है वे गणु 
एव ं वभाव म समान हो य द गणु समान नह ं ह गे तो तलुना म म डाल देगी । 

2. केवल तलुना मक अ ययन म च  क  कुछ उपयो गता है, अकेले च  का कोई वशेष मह व 
नह ं होता । 

3. य द आँकड  म अ त सू म अ तर हो तो तलुना नह  ंहो सकती एव ंअनसुधंानकता अपनी 
बात को प ट नह ं कर पाता है । 

4. च  क  सहायता से हम बहु मुखी सूचनाओं को द शत नह ं कर सकते । वग करण एव ं
सारणीयन के वारा यह काय आसानी से स भव हो जाता है । 

5. सं या मक दशन अस भव है । 
6. च  का सरलतापवूक दु पयोग कया जा सकता है । 
7. च  को देखकर न कष नकाल पाना क ठन होता ह । स य न कष नकालने के लए पणू 

सूचना एव ंस दभ आव यक है । 
8. च  को य द आँकड  के अनु प न बनाया जाय तो देखने बाल  को आसानी से मत कया 

जा सकता है । 

3.4 च  संरचना के सामा य नयम (Genral Rules of Diagrams 
Method)  
सांि यक  म समंक  का च मय एव ं ब द ुरेखीय दशन के कुछ सामा य नयम इस कार 

है :  
1. च  आकषक होने चा हए च  के लए सबसे मुख बात यह है क च  आकषक हो । इसके 

लए सह  आकार एव ंव व ध रंग  का योग कया जा सकता है । आकषक च  का मि त क 
पर थाई भाव पडता है । 

2. शु ता च  क  रचना करते समय उनक  शु ता पर यान देना अ त आव यक है । च  
को आकषक बनाने के लए उनक  शु ता के साथ समझौता नह ं करना चा हए य क अशु  
च  से मा मक न कष नकलते ह । 
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3. उपयु त आकार च  का आकार कतना बड़ा अथवा कतना छोटा हो इस बारे म कोई सामा य 
नयम नह ं है, यह अव य यान रखना चा हए क च  कागज के आकार के अनु प अपनाया 
जाय । च  के लए जो भी मापद ड अपनाया जाय उसका उ लेख च  के साथ ह  कर देना 
उ चत होता है । 

4. शीषक तथा फुटनोट येक च  अथवा ाफ का शीषक अव य होना चा हए िजससे देखने 
बाल  को यह आसानी से समझ म आ जाय क च  क  वषय साम ी या है? य द शीषक 
अ प ट अथवा अधरूा हो तो नीचे फुटनोट देकर उसक  वषय व तु प ट कर देनी चा हए। 

5. मापद ड का चयन च  बनाने से पवू उ चत मापद ड अथवा पमैाने का चयन करना आव यक 
है । च  के लए मापद ड के बारे म कोई सामा य नयम नह ं बनाए जा सकते ह, पर त ु
इस बात का यान रखना चा हए क च  कागज के आकार का हो एव ंमापद ड सम सं याओं 
म लया जावे । माप क  इकाई का उ लेख करना न भलू ै तज एव ंउद  दोन  तरफ उसका 
उ लेख अव य कर । 

6. च  बनाना च  क  रचना सदैव साफ कागज पर पमैाने एव ं या म त उपकरण  क  सहायता 
से करनी चा हए। मु त ह त च  देखने म भ े नजर आत ेह । य द अनसुधंानकता क  
ह त ल प एव ं च कला ( ा ग) सु दर न हो तो कसी कलाकार (आ ट ट) क  मदद लेनी 
चा हए। 

7. संकेत च  को तुलना यो य बनाने के लए व भ न रंग  अथवा छाया (शे स) का योग 
करना पडता है । कमी-कभी उ ह अलग-अलग डजाईन से दखाया जाना आव यक होता है। 
कौनसे रंग अथवा डजाईन से कौनसा त य ततु कया गया है यह प ट करना ज र  है। 

8. ोत  का उ लेख च  क  सरंचना िजन आँकड  के आधार पर क  गई है उन आँकड़  का ोत  
द शत करना भी आव यक है । च  के लए यु त आँकड़  के ोत  का उ लेख कर देने 

से उनक  व वसनीयता बढ़ जाती है । 
9. उपयु त व ध का चुनाव च  बनाने के लए उपयु त व ध का चयन करना ज र  है, च  

को सरल एव ंसमझने यो य बनाना ज र  है । 
10. चं  बनाने के लए समा तर एव ंल ब अ  का यान रखना रेखा च  बनाने के लए समय 

अथवा वतं  चर को समा तर अ  पर एव ंआ त घर के मू य  को ल ब अ  पर द शत 
करना चा हए । य द आव यक हो तो कृ म आधार रेखा का योग करना उ चत होता है । 
रेखा च  म व भ न चर  का दशन करने के लए भ न- भ न आकार क  रेखाएं लेना चा हए। 

3.5 च  के कार (Types of Diagrams) 
 एक- वमा च  (One Dimental Diagrams) 

एक व मतीय रेखा च  म च  क  एक ह  माप ऊँचाई का योग कया जाता है । य य प 
च  क  कुछ मोटाई भी ल  जाती है पर तु वह केवल सु दरता के लए होती है । इसके लए न नां कत 
कार के च  बनाए जाते ह । 
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3.5.1 रेखा च  (Line Diagram) 

एक वमा च  म रेखा च  अ धक चलन म नह ं है । रेखा च  का योग तब कया जाता 
है जब पद मू य  क  सं या अ धक हो और ेणी का व तार कम हो अथात ्सबसे बडे एव ंसबसे छोटे 
मू य  के म य अ तर अ धक न हो । च  रचना के लए येक पद मू य के बराबर ल बाई क  
खड़ी रेखाएं खीचंी जाती है । सभी रेखाओं के बीच अ तर अथवा दरू  समान खी जाती है । रेखाओं 
क  मौटाई नह ं होती अत: यह रेखाएं अ धक आकषक नह ं होती । 
उदाहरण-1 न नां कत समकं  को उपयु त रेखा च  बनाकर द शत क िजए  
दनाक 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
वषा (इंच) 7 8 10 12 14 15 17 11 15 14 16 10 8 10 12 

 
रेखा च  3.1 

3.5.2 सरल द ड च  (Simple Bar Diagram) 

एक वमा च  क  एक ह  माप उँचाई का योग समंक  को द शत करने के लए कया 
जाता है । रेखा च  म अ धक मू य एक द शत कये जात ेह । य द मू य  क  सं या कम हो तो 
कुछ मोटाई के द ड बनाये जाते ह । द ड क  कुछ चौडाई होती है उसम रंग भरे जा सकते ह अथवा 
उ ह अलग-अलग डजाईन दए जा सकत ेहै । द ड क  रचना करने से पवू सबसे बड मू य के आधार 
पर एक उपयु त पमैाना नि चत कर लया जाता है फर सभी द ड इस पमैाने के अनसुार बनाए जात े
ह । द ड  क  सु दरता के लए इनक  मौटाई एव ंदरू  एक समान रखी जाती है । द ड  को दो कार 
से बनाया जा सकता है । 

(1) उद  द ड (Vertical Bar) 
(2) ै तज द ड (Horizental Bar) 
पर तु समाना तर अ  पर बनाए जाने वाले द ड च  का चलन अ धक है । 

उदाहरण-2 न न ल खत सारणी म 2001 से 2007 तक आने वाले या य  क  सं या द  हु ई 
है । इसे आलेख वारा द शत क िजए । 
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वष 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 
या य  क  सं या (हजार मे) 19.9 25.4 28.1 31.2 43.6 68.9 80.5 

 
रेखा च  3.2 

उदाहरण-3 न न ल खत सारणी से मगनीज का उ पादन (लाख टन  मे) दया है। इसे द ड 
आलेख वारा द शत क िजए।  

देश द ण अ का भारत ाजील जापान म  
उ पादन (टन  म) 8.7 7.5 1.8 1.5 1.7 

 
रेरवा च  3.3 

3.5.3 बहु गणुी द ड च  (Multiple Bar Diagram) 

जब एक ह  चीज के लए आँकड  क  दो या अ धक े णय  क  तलुना करनी हो तो आँकड  
को बहु द ड आलेख वारा द शत करते ह िजसम दो या अ धक द ड साथ-साथ खीचंते ह। 

उदाहरण -4 जनगणना वष  1921 से 1951 के अनसुार पि चम बगंाल क  ामीण एव ंशहर  
जनसं या न न ल खत ता लका म द  गई 

 (दस लाख म)  
 जनगणना वष 1921 1931 1941 1951 
ामीण जनसं या 13.99 15.79 17.19 20.02 

शहर  जनसं या  2.43 2.89 4.78 6.28 
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रेखा च  3.4 

उदाहरण -5 व भ न नगर  के जनगणना म ब च  क  मृ यदुर के स ब ध म न नां कत आँकड़ े
ा त हु ए । उपयु त रेखा च  के मा यम से इ ह ततु क िजए । 

शहर का नाम मु बई कलक ता पे रस  म ास ल दन ब लन द ल  
शशु मृ यदुर 274 244 23 251 66 92 323 

 
रेखा च  3.5 

उदाहरण- 6 न नां कत आँकड  क  मदद से द ड आलेख बनाइए । 
वष 1921 1931 1941 1951 1961 1971 1981 1991 2001 
भारत क  जनसं या 25.1 27.9 31.9 36.1 43.9 54.7 68.3 81.5 102.8 

 
रेखा च  3.6 
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बोध न – 01 
1. न नां कत सारणी म व भ न देश  के ज मदर के आँकड़े दए गए ह । उपयु त च  बनाइए। 
 देश चीन भारत यजूीलै ड य.ूके. जमनी वीडन  

 ज मदर 40 33 30 20 16 75  
2. च  के कार ल खए । 
3. च -रचना के सामा य नयम या ह? क ह ं 3 का उ लेख क िजए 
4. च मय न पण के दो लाभ एव ंदो सीमाओं का उ लेख क िजए 
5. कसी या म 15 व या थय  के सांि यक  म ा तांक दए गए ह । उपयु त च  द शत क िजए 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15  
 10 18 22 36 40 55 60 38 40 55 48 8 12 40 16  
                 

3.5.4 अ त वभ त द ड चं  (Sub- divided Bar Diagram) 

अ त वभ त द ड च  म एक ह  चर को कई भाग  म वभािजत कया जाता है । उ त चर 
के कई उपभाग  को अ तर- वभ त द ड  वारा द शत कया जाता है । यह द ड कुल प रणाम के 
साथ अपना अनपुात कट करते ह । यह एक दसूरे के साथ तुलनीय होते ह । व म न अशं  अथवा 
उप-भाग  को व भ न रंग  या उप च ह  वारा द शत कया जाता है I 
उदाहरण-7 वष 1970-71 एव ं1971-72 म व भ न फसल  म उ नत बीज  के अ तगत े  

के आँकड़ े दए गये ह, इ ह उपयु त रेखा च  वारा द शत क िजए । 
व त ु
 

म लयन है टयर मे 
1970-71 1971-72 

गेहू ँ 6.8 10.2 
चावल 6.0 8.6 

वार /बाजरा 2.9 3.7 
कुल 15.7 22.5 

 
3.5.5 तशत अ त वभ त द ड चं  (Percentage Sub-divided Bar Diagram) 

तशत अ त वभ त द ड च  बनाने के लए पणू मू य को 100 मान कर उनके व भ न 
भाग  को तशत म व त कया जाता है । येक द ड क  ल बाई-चौडाई एक समान होती है । उनका 
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अ तर वमाजन तशत म होता है । इससे तलुना करना बहु त आसान हो जाता है । इसका सबसे 
बडा दोष यह है क आँकड  म कम अ तर होने पर च  के मा यम से आसानी से तुलना नह ं हो 
पाती है । 

अब हम उपयु त उदाहरण -4 के आँकड  को तशत अ त वभ त द ड च  के मा यम से 
उदाहरण 5 द शत करते है- 
उदाहरण -8  

व त ु 1979-71 तशत 1971-72 तशत 
गेहु ँ 6.8 43.32 10.2 45.40 

चावल 6.0 38.21 8.6 38.20 
वार / बाजरा 2.9 18.47 3.7 16.40 

कुल 15.7 100.00 22.5 100 

 
रेखा च  3.8 

3.5.6 वमुखी द ड च  (Dialateral or Duo Directional Bar Diagram) 

यह द ड च  दो वपर त गणु वाले त य  का दशन करने के काम म आते ह । उद  द ड 
(Vertical Bar) बनाने म द ड आधार रेखा के ऊपर व नीचे बनाए जाते ह एव ं ै तज (Horizental 
Bar) द ड समय आधार रेखा के दाएं / बाएं बनत ेह । वमखुी द ड च  के मा यम से दो वरोधी 
सूचनाओं का एक साथ दशन व तुलना स भव हो जाती है। यह द ड बनाना सु वधाजनक है । 
उदाहरण-9 भारत के वदेशी यापार म भुगतान संतलुन के का प नक आँकड़ े दए गए ह, इ ह 

व- दशा द ड च  के मा यम से द शत क िजए ।  
करोड़   

वष 1960-61 1965-66 1970-71 1975-76 1980-81 1985-86 
 1120 -810 1525 -925 -2135 +915 
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3.5.7 म त द ड च  (Compound Bar Diagram) 

समकं  के व भ न गणु  क  तलुना हेतु द ड  को एक दसूरे से सटाकर बनाया जाता है । इन 
द ड  को समानता के अनसुार व भ न रंग  अथवा च ह  वारा द शत करते ह । 

(i) यगुल द ड च  यहा ंपर दो गणु अथवा समय को कट करने के लए दो-दो द ड  को एक 
साथ सटाकर 
बनाया जाता है I 

(ii) -द ड च  -द ड च  म तीन-तीन द ड  को सटाकर बनाया जाता है । जसेै गहूै ँ चावल 
व वार / बाजरा को द शत करने के लए तीन अलग-अलग द ड सटाकर बनाये जा सकत े
ह । 

(iii) बहु द ड च  इसम तीन गणु से अ धक या एक ह  गणु के तीन प  या अव थाओं से अ धक 
को द शत करने के लए अलग-अलग द ड सटाकर बनाए जाते ह । मान ल िजए आपको 
वदेशी यापार के आँकड़ े द शत करने है तो व भ न देश  के व भ न वष  के यापार के 
आकड  के द ड सटाकर बनाए जा सकत ेह । 

(iv) तूप च  इस च  क  आकृ त तूप जसैी होती है । अ धकतर इस च  का योग व भ न 
आय ुवग  के ी-पु ष  क  सं या को द शत करने के लए कया जाता है । इस च  म 
आधार रेखा को बीच म उद  मानकर ै तज के दोन  और द ड  क  रचना क  जाती है । 

3.6 व- वमा च  (Two Dimential Diagram) 
एक वमा (One Dimential) च ' म द ड  क  ल बाई ह  मह व रखती है, उनक  चौड़ाई 

केवल सु दरता के लए रखी जाती है । सभी द ड  क  चौडाई बराबर रखी जाती है उनका मोटाई का 
आँकड  से स ब ध नह ं होता है । पर तु व- वमा च  का योग करने म ल बाई के साथ-साथ चौडाई 
का भी मह व होता है । इस लए ऐसे च  म आयताकार े फल का मह व होता है । समंको क  तलुना 
उनके े फल के अनसुार क  जाती है । व- वमा च  तीन कार के होत ेहI  
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(i) आयत च  (Rectangular Diagram) 
(ii) वग च  (Square Diagram) 
(iii) वतृ च  (Pai Diagram) 

3.6.1 आयत च  (Rectangular Diagram) 

कसी वग कृत बार बारता को िजसम दो अथवा दो से अ धक चर  क  पार प रक तलुना करनी 
हो तब हम आयत च  का योग करते ह । ाफ पेपर के X अ  पर वग अ तराल  को अं कत कर 
लेते ह एव ंआविृ त को द शत करने के लए उस वग पर एक आयत बनात ेह िजसक  ल बाई आविृ त 
को द शत करती है । आयत च  दो कार के होते ह तशत अ त वभ त आयत च  िजसका वणन 
(1) हम ख ड 3.5.4 म कर चुके ह । (2) वभािजत आयत च  - जब तीन व भ न क तु पर पर 
स बि धत त य  का च मय दशन करना हो जब वभािजत आयत च  का योग कया जाता है 
। जैसे कसी व त ुका त इकाई मू य, ब  क  मा ा तथा व य रा श एक साथ बतानी हो तो 
चौडाई त इकाई मू य के हसाब से लेनी चा हए । ब  क  मा ा के अनपुात म ऊँचाई लेते ह आयत 
का कुल े फल (ल बाई गणुा चौडाई) ब  क  व य मू य को द शत करता है । 
उदाहरण-10 नीचे दो प रवार  के मा सक यय ( ) स ब धी ववरण को व- वमा च  वारा 

तुत क िजए । 
यय क  मद भोजन व  मकान कराया ईधन व वध कुल 
प रवार (A) 2000 1000 800 400 800 5000 
प रवार (B) 2500 2000 1000 500 2000 8000 

हल-  दोन  प रवार  क  आय को 100 मानकर तशत ात कर । इसके प चात ् ा त तशत 
मू य  क  संचयी आविृ तयाँ ात कर । द ड अथवा आयतक  चौड़ाई यय के अनपुात म 5:8 रख। 

यय क  मद भोजन व  मकान कराया ईधन व वध कुल 
प रवार(A) 2000 1000 800 400 800 5000 
तशत 40 20 16 8 16 100 

संचयी आविृ त 40 60 76 84 100  
प रवार(B) 2500 2000 1000 500 2000 8000 
तशत 31.3 25.0 12.5 16.2 25.0 100 

संचयी आविृ त 31.3 56.3 68.8 75.0 100  
दो प रवार  का मा सक यय 
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रेरवा च  3.10 

3.6.2 वग च  (Square Diagram) 

जर दो ऐसे समकं  क  तलुना करनी हो िजनके माप म काफ  अ तर हो तो द ड च  उपयु त 
नह ं होता य क ऐसी ि थ त म चाहे कोई भी मापद ड लए जाए एक द ड अ य धक ल बा होगा 
एव ंदसूरा द ड अ य धक छोटा होगा । बड़े द ड को कगज पर दखाना क ठन हो जाएगा । ऐसी ि थ त 
म उन सं याओं का वगमूल नकालकर उ ह भजुा मानकर उसी अनपुात म उन पर वग बनात ेहै । 
मान ल िजए एक सं या 625 एव ंदसूर  25 है । यहां द ड च  नह ं बन सकता इस लए इनका वगमलू 
नकालगे जो 25 व 5 हुआ इनका अनपुात 5 से.मी. एव ं1 से.मी. हुआ अत: एक वग 1 से.मी. भुजा 
एव ंएक भजुा 5 से.मी. भजुा का बनाया जाएगा । दो वग  के बीच का अ तर अपनी इ छानसुार लया 
जा सकता है पर तु आधार रेखा एक ह  होनी चा हए । 
उदाहरण -10  चार देश  म उवरक उपयोग के आँकड़ ेइस कार ह । इ ह वग च  बनाकर द शत 

क िजए । 
देश A B C D 

उवरक उपयोग (करोड़ टन) 3600 2500 1600 100 
वगमूल 60 50 40 10 
वग मूल क  भुजा 1 से.मी.=10 6 5 4 1 
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रेखा च  3.11 

3.6.3 वतृ च  (Pai Diagram) 

समकं  का तलुना मक अ ययन करने के लए वतृ  का योग भी करते ह । िजन प रि थ तय  
म वग च  का योग होता है ठ क उ ह ं प रि थ तय  म वतृ च  भी बनाये जा सकते ह । वतृ 
का े फल अ यास (Radius) पर नभर करता है । इस लए वग  क  भुजाओं के अनपुात म अ यास 
(Radius) लेकर वग  के थान पर वतृ बनाएं जा सकते ह । सभी वतृ  का के  एक सरल रेखा होनी 
चा हए । वतृ  का लाभ यह है क उ ह बनाना सरल है । वतृ सु दर लगते ह । वतृ  को साधारण वतृ 
च  के प म अथवा अ त वभ त वतृ च  बनाए जा सकते ह । अ त वभ त करने के लए समणू 
वतृ को 360 ड ी मानकर उप दमाग का अनपुात ज़ात कर लेते ह । 
उदाहरण-12 : उदाहरण 10 म दए गए समकं  को वतृ च  बनाकर द शत क िजए पछले उदाहरण 
क  वग भजुाएं 8 से.मी., 5 से.मी., 4 से.मी. व 1 से.मी. है, अत: उनक  अ यास इसी कार लेकर 
इ ह आधा कर वतृ बनाएंगे । वतृ का अ यास लेकर 3 से.मी., 25 से.मी., 2 से.मी. एव ं0.5 से.मी. 
लेकर वतृ बनाएंगे । 
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रेखा च  3.12 

वतृ च  का पमैान ात करना - पहले कसी एक वतृ च  के अ यास के आधार पर उसका े फल 

ात करत ेह।  वतृ का े फल 2r  के बराबर होता है । जहा ं
22
7

   और Radius 3 से.मी 

है । अत: े फल 222 (3)
7
  

22 1989 28.2
7 7
    वग से.मी. 

 
198

7
 वग से.मी. दखाता है 3600 करोड़ टन 

1वग से.मी. दखाता है 
3600 7 127.27

198


  करोड़ टन 

वतृ च  को अ त वभ त भी कया जा सकता है । स पणू वतृ को 360० मानकर व भ न 
वभाग अथवा उपभाग को द शत करने के लए कोण का माप ज़ात कर लेते ह । स पणू उपभाग  
का जोड़ 360० होगा । 
उदाहरण-13 न नां कत समंक  को उपयु त च  बनाकर द शत क िजए । 

मद कृ ष सचंाई ामो योग उ योग यातायात एंव सचंार सामािजक सेवाए ं कुल 
वतीय योजना(करोड़ .) 530 865 175 900 1300 830 4600 

ततृीय योजना(करोड़ .) 1068 1662 264 1520 1486 1500 7500 
हल- 

(1) सव थम कुल यय का वगमूल ात क िजए । 
(2) अ यास हेतु उनका अनपुात ात क िजए । 
(3) इ ह 360० के आधार पर व भ न मद  के कोणीय माप ात क िजए । 

मद कृ ष सचंाई ामो योग उ योग यातायात एव ं
संचार 

सामािजक 
सेवाए ं

कुल वगमलू 1 
से.मी.=30 

वतीय योजना 
(करोड़ .) 

530 865 175 900 1300 830 4600 67.8 

कोण 41 68 14 70 102 65 360० 2.26 cm 
वतीय योजना 

(करोड़ .) 
1068 1662 264 1520 1486 1500 7500 86.6 

कोण 51 80 13 73 71 72 360० 2.90cm 
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वतृ च  3.13 

3.7 - वमा च  (Three Dimential Diagram)  
इसे प रमा च  (Volume Diagram) भी कहत ेह । इसम प रमा के आधार पर च  का 

नमाण होता है । जब एक बडा मू य व एक बहु त छोटा मू य हो एव ंवग अथवा वतृ च  से भी यह 
स भव न हो तो  वमा च  का योग होता है । इसके लए सं याओं का घनमूल (Cube Root) 
नकाला जाता है । घनमूल नकालने के लए सं याओं का लघगुणुक (Logarithms) नकाल कर 
उसम 3 का भाग देकर ा त मू य का त लघगुणुक (Anti Logarithms) नकाल लेते ह । इन 
घनमलू  के अनपुात म भजुाएं लेकर घन बनाते है । घन बनाने के लए पहले घन क  भजुा के आधार 
पर 1 वग बनाया जाता है फर दसूरा वग पहले वग पर इस कार बनाया जाता है क उसका बांया 
नचला कोना पहले वग के बीच म हो एव ंभजुाएं समाना तर हो । दोनो वग  के कोन  को मलाने 
से घन बन जाता है । 

3.8 समंक  का ब दरेुखीय दशन  
ब द ुरेखीय च  एक वशेष कार के कागज िजसे ब द ुरेखीय प  अथवा अं ेजी भाषा म 

ाफ पेपर कहते ह, पर बनाए जाते ह । रेखा च  बनाने से पवू एक कटाव ब द ुचुनकर ाफ पेपर 
को चार भाग  म वभ त कर लया जाता है । अब कटाव ब द ुको मूल ब द ुअथवा 0 मानकर इस 
ब द ुके ऊपर समकोण बनाती हु ई दो रेखाएं खींची जाती है । यह रेखा बांए से दाएं खीचंी जाती है 
उसे ै तज रेखा या भुजा  अथवा X अ  एव ंऊपर से नीचे खींची जाने वाल  रेखा उद  रेखा को ट 
अ  अथवा Y अ  कहा जाता है । स पणू ब द ुरेखीय प  चार भाग  म बटं जाता है िज ह चरण 
(Quadrants) कहत ेह । वतं  चर अथवा समय चर  को X अ  पर एव ंआ त चर  को Y अत 
पर दखाया जाता है । 

चार  चरण के मू य इस कार ह गे । 

 
रेखा च  3.14 
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मूल ब द ुके दा हनंी ओर दोन  चर  के मू य धना मक ह गे । वतीय चरण म अथात ्बायीं 
ओर X ऋणा मक व Y धना मक होगा । ततृीय चरण म दोन  ऋणा मक ह गे जब क चतथु चरण 
म X धना मक एव ंY के मलू ऋणा मक ह गे। यवहार म अ धकाशंत: थम चरण ह  दखाया जाता 
है । 

3.8.1 ब द ुरेखीय दशन के लाभ 

ब द ुरेखीय दशन के मु य लाभ  का वणन इस कार ह- 
 काल े णय  तथा आविृ त वतरण  का दशन करने म उपयोगी । 
 सांि यक य त य  का व लेषण करना आसान हो जाता है । 
 ि थ त स ब धी मा य का नधारण कया जा सकता है । 
 आ तरगणन तथा पवूानमुान लगाना आसान हो जाता है । 
 सहस ब ध के अ ययन म सहायक । 
 रेखा च  क  सहायता से व भ न कार के माप वाले समकं  क  पर पर तलुना करना आसान 

हो जाता है । 

3.8.2 ब द ुरेरवीय दशन के नयम 

(i) शीषक येक रेखा च  का एक शीषक होता है जो उसक  वषय साम ी के आधार पर दया 
जाता है । शीषक प ट होना चा हए । 

(ii) अ  का अनपुात यह यास होना चा हए क भुजा  क  ल बाई को ट अ  से लगभग डेड 
गनुा हो । 

(iii) पमैाना पमैाना शु  माप पर आधा रत होना चा हए । मापद ड अथवा पमैाने का चयन ाफ 
पेपर के आकार को यान म रखकर कर । 

(iv) मापद ड का उ लेख रेखा च  के ऊपर क  ओर मापद ड का उ लेख अव य कर । 
(v) कृ म आधार रेखा आ त चर बड़े हो एव ंअ  पर लए गए मापद ड म नह ं समाते हो तो 

कृ म आधार रेखा का योग कर । 
(vi) व  खीचंना व भ न ब दओंु को सीधी रेखा से मलाकर व  खीचं । 

3.8.3 कृ म आधार रेखा 

ब द ुरेखीय दशन का नयम है क उद  माप सदैव शू य से ार भ होता है । जब मू य 
बडे हो एव ंउनम अ तर कम हो तो शू य से ार भ करने पर च  ऊपर क  ओर बनेगा व उसम छोटा 
अ तर छुप जाएगा । इन बाधाओं को समा त करने के लए कृ म आधार रेखा का सहारा लया जाता 
है । इसम उद  अ  को मूल ब द ुके ऊपर थोडा काट दया जाता है बाद म ेणी के यनूतम मू य 
अथवा यनूतम के सि नकट मू य  को उद  अ  पर मापकर लखा जाता है । शू य एव ं यनूतम 
मू य के बीच का भाग दोहर  आधार रेखाओं वारा द शत कया जाता है । कृ म आधार रेखा से 
हम च  बनाने के लए स पणू ाफ पेपर का योग कर सकते ह व च  ऊपर  कोने म नह ं बनता 
इस कारण च  आकषक लगता है । 
उदाहरण -14 न नां कत आँकड  को ाफ पेपर पर द शत क िजए ।  
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वष 61-62 62-63 63-64 64-65 65-66 66-67 67-68 68-69 69-70 70-71 
सचूकाकं 114 155 166 171 172 295 206 262 290 229 

Deficit Finance Curve 

 
रेखा च  3.15 

य द का लक माला के नदशांक दये हु ए ह  तो उ ह ठ क उसी कार अं कत कया जाता 
है जैसे का लक माला क  मलू सं याओं को कया जाता है । य द नदशांक न दये ह  तो मलू रा शय  
को नदशाकं  म प रव तत करके अं कत कया जायेगा । इससे चर  के आनपुा तक प रवतन का अ ययन 
कया जा सकता है । 
उदाहरण -15 भारत के न न ल खत सूचकांक  क  सं याओं के थोक मू य दया गया है । ाफ 

पेपर पर इन सं याओं को द शत क िजए । 
Year 

(July-June) 
General Index 
Wholesale 
Prices 

Index 
Agriculture 

Commodities 

Index of Non 
Agriculture 

Commodities 
1962-63 105.2 102.9 106.4 
1963-64 112.3 112.4 112.3 
1964-65 124.6 134.0 119.9 
1965-66 135.9 147.5 130.1 
1966-67 155.2 174.0 145.9 
1967-68 167.0 185.2 158.0 
1968-69 166.6 183.1 158.4 
1969-70 174.3 198.8 162.1 
1970-71 182.1 198.9 173.8 
1971-72 191.2 200.7 186.5 
1972-73 216.2 234.3 207.2 

Index number of wholesale prices 
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3.8.4 गै ट च  (Gantt Chart) 

गै ट च  का सव थम योग स  ब ध अ भय ता सर हेनर  गै ट वारा 1917 म कया 
गया था । गै ट च  मु य प म नमाण कारखान  के दै नक उ पादन लाभ  तथा ा त ग त क  
तुलना करने के उ े य से तैयार कये जात ेहै। गै ट च  क  रचना करने के लए सात जाने बनाये 
जाते ह । पहला खाना मशीन अथवा वभाग को द शत करता है शेष 6 खाने स ताह के काय दवस  
को द शत करते ह । येक दवस के खाने को फर काय के घ ट  के अनसुार छोटे-छोटे खान  से 
द शत करते ह । एक दन के काय को 100 के बराबर माना जाता है िजससे कए गए काय का तशत 
ात कया जा सके । इसके बाद स प न कए गए काय क  नधा रत काय के तशत के प म 

एक पड़ी रेखा (Horizantal Line) अथवा द ड (बार) वारा द शत कया जाता है । य द कसी दन 
कारखाने म अ त र त काय कया जाता है तो उसका योरा उसी दन के खाने म एक अलग द ड 
बनाकर कया जाता है । य द कसी दन कसी कारणवश कोई काय नह ं हो पाता तो स बि धत खाने 
म उस कारण को सकेंता र के प म दखाया जाता है जसेै बजल  ब द होने पर ‘P’(No Power 
Supply) यं  क  टूट-फूट होने पर ‘B’ (Break Down) क चा माल उपल ध न होने पर ‘M’ 
(Waiting for Raw Material) मशीन  क  मर मत क  ि थ त म ‘R’ (Repair) इ या द लखा 
जाएगा । 

इसके बाद परेू स ताह का कुल काय योग कर एक द ड अलग से बनाया जाता है । इसम 
काला रंग भरा जाता है । इस कार परेू स ताह का सि म लत काय. अलग-अलग काय दवस  का 
काय, काय न होने का कारण, अ धक होने क  जानकार  एक साथ ा त हो जाती है । 
उदाहरण -16 टाटा के इ पात कारखाने का कसी स ताह का काय ग त ववरण तशत के प 

म नीचे दया गया है । त दन का ल य 100 तशत है । गै ट चाट बनाइए । 
मशीन वभाग सोमवार मंगलवार बधुवार गु वार शु वार श नवार कुल 

I 85 65 80 75 65 80 450 
II 70 95 100 80 120 R 465 
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III 90 100 80 70 110 60 510 
IV 75 B 60 90 85 100 410 

 

 
रेखा च  3.17 

3.9 आविृ त बंटन  के रेखा च   

3.9.1 आवृ त आयत च  

अ व छ न माला का ब द ुरेखीय दशन करने के लए आविृ त आयत च  अथवा ह टो ाम 
(Histogram) बनाया जाता है । आविृ त च  म येक वग के लए आयत बनता है । आयत  क  
सं या वग  पर नभर है । आयत एक दसूरे से सटकर बनाए जात ेह । आकार अथवा मू य भजुा  
पर एव ंआवृ तय  को ल ब अ  पर बनाया जाता है । येक आयत का े फल आविृ त के अनपुात 
म होता है । वगा तर समान होने पर आयत क  चौड़ाई समान होती है । वगा तर बड़ा होने पर चौडाई 
बढ़ाई जाएगी । य द वगा तर समावेशी (Inclusive) हो तो पहले उ ह अपवज  (Exculsive) बना 
लेना चा हए । ह टो ाम बनाकर समंकमाला के मू य  का भू यि ठक (Mode) भी ात कया जा 
सकता है । भू यि ठक (Mode) ात करने क  र ती इस कार है । 

(i) सबसे अ धक ऊँचाई वाला आयत भू यि ठक वग वाला आयत होता है । 
(ii) इस आयत के दा हनें कोने को उससे पवू के आयत के दा हने कोने को मलात ेहुवे एक रेखा 

खींचे । 
(iii) इसी कार सबसे ऊँचे आयत के बायीं ओर के कोने से इससे अगले आयत के बाएं कोने को 

सीधी रेखा वारा मलाएं। 
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(iv) जहां ये दोन  रेखाएं एक दसूरे को काटती है उस कटान ब द ुसे एक लब समाना तर अ  
Xaxis पर डाल । 

(v) जहां यह ल ब X axis को छूता है बह मू य भू यि ठक (Mode) मू य होता है । 
उदाहरण -17 न नां कत को एक ह टो ाम बनाकर द शत क िजए एव ंमू य नका लए । 
अंक 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 
व या थय  क  सं या 8 15 30 36 26 20 18 16 12 10 
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उ तर भू यि ठक का मू य 33 है ।  
बोध न -02 
न नां कत आँकड़  को आविृ त च  (Histogram) बनाकर द शत क िजए । 
 उ  0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-70 70-100  
 यि तयो क  सं या 5 15 18 22 35 20 18  
संकेत 50-70 एव ं70-100 वाल मू य  के आयत अ धक चौड़े बनगे 

3.9.2 आविृ त बहु भजु (Frequency Polygon) 

आविृ त च  (Histogram) से आविृ त बहु भजु बनाना बहु त सरल है । आविृ त बहु भजु बनाने 
के लए आविृ त च  के आयत के म य ब द ुको लेते ह । इन सभी आयत  के म य ब दओंु को 
मलाती हु ई एक सीधी रेखा खींचते ह फर व  को दोन  छोर  के भजुा  के दोन  कनार  को मला 
देते ह । 
उदाहरण – 18 आविृ त बहु भजु तैयार क िजए । 

मू य 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 100-110 110-120 120-130 130-140 140-150 
आविृ त  5 30 65 140 205 170 110 80 50 20 



53 
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3.9.3 आविृ त व  (Frequency Curve) 

आविृ त व  बनाने से पहले आविृ त च  (Histogram) आविृ त बहु भजु (Frequency 
Polygon) बनाना आव यक है आविृ त बहु भुज आयत  के म य ब दओंु के मलाने से बनता है इस लए 
उसम रेखाओं म कुछ मोड़ होते ह । आविृ त व  म यह य न कया जाता है क आविृ त बहु भजु 
के कोण समा त हो जाय और बह एक सर लत व  (Smoothed Curve) बन जाय । यह व  Free 
hand से बनाया जाता है एव ंयह आव यक नह ं क वह म य ब द ुसे गजुरे । यह व  सामा य 
व  (Normal Curve) क  तरह घटंाकार (Bell Shaped) होता है । 
उदाहरण -19 

उदाहरण 16 के मू य  के आधार पर एक आविृ त व  तैयार क िजए ।  
मू य 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 100-110 110-120 120-130 130-140 140-150 
आविृ त 5 30 65 140 205 170 110 80 50 20 
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3.9.4 संचयी आविृ त व  अथवा तोरण (Ogive) 

य द आविृ त व  क  रचना न करके वग क  ऊपर  सीमाओं को X अ  पर अं कत करके 
एव ंसचंयी आविृ त को Y अ  पर अं कत करके उ ह सरल रेखा वारा मला दे तो जो व  बनता 
है उसे सचंयी आविृ त अथवा तोरण व  (Cummulative Frequency Curve or Ogive) कहत े
ह । यह व  द  गई आविृ तय  के आधार पर बढ़ती हु ई अथवा घटती हु ई आविृ तय  के म म बनता 
है । इस व  से म यका, चतथुक, दशमक एव ंशतमक ात कये जाते ह । म यका, ज़ात करने के 
लए Size of N / 2 item ज़ात कया जाता है इसका मू य म यका होगा । 
उदाहरण -20 सांि यक  म ा ताकं इस कार है । संचयी आविृ त व  बनाइये एव ंम यका ात 

क िजए। 
ा ताकं 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 

व या थय  क  सं या 4 6 10 10 25 22 18 5 
हल - सबसे पहले आविृ त को से कम के प म बदल ल िजए ।  

ा ताकं (से कम) 10 20 30 40 50 60 70 80 
आवृ त 4 10 20 30 55 77 95 100 
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3.10 सारांश (Summary)  
च  समकंो के आपसी स ब ध  को य त करने का एक आसान तर का है । आँकड  का 

ढेर सामा य यि त के लए नीरस होता है उ ह समझाने के लए एव ंउनम च उ प न करने के 
लए च  का सहारा लया जाता है । तुत इकाई म हमने च मय एव ं ब द ुरेखीय दशन के लाभ  
का अ ययन कया एव ंइ ह बनाने के बारे म सामा य नयम  क  जानकार  ा त क  । सामा य यि त 
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च  को देखकर मत न हो जाय इसके लए इसक  सीमाओं का भी उ लेख यहा ं कया गया है । 
च  व छ एव ंआकषक हो एव ंउ ह पमैाने के आधार पर बनाया जाय तभी यह साथक होते ह।  

3.11 श दावल  (Glossary)  
एक वमा च  One Dimential Diagram 
व वमा च  Two Dimential Diagram 

वतृ च  Pie Diagram 
आविृ त च  Histogram 
आविृ त बहू भजु Frequency Polygon 
आविृ त व  Frequency Curve 
संचयी आविृ त व  Ogive 

3.12 स दभ थ (References)  
Gupta, C.B.; an Introduction to Statistical Methods, Vikas Publishing House, 
Delhi. 
एस.पी. गणुा; सांि यक  स ा त एव ं यवहार, एस. च द 2005 

3.13 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. न न ल खत आँकड़  को आयत च  तथा बार बारता बहु भजु से द शत क िजए ।  

ा ताकं 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 80-90 90-100 
व या थय  क  सं या 1 1 3 14 20 22 12 2 

2. कुछ व या थय  के ा ताकं नीचे दये गये ह । इनको तोरण वारा द शत क िजए ।  
66 62 45 79 32 51 56 60 51 49 
25 42 54 54 58 70 43 58 50 52 
38 67 50 51 48 65 79 30 96 55 
82 51 63 45 53 40 35 56 70 52 
67 55 57 30 63 42 74 50 40 55 

(पहले के वग कृत बार बारता बटंन न पत क िजए फर उसके अनसुार तोरण खीं चये ।) 
3. कसी ाम क  गेहू ँ क  पदैावार न न ल खत ता लका म द  गई है । इसे दंड आलेख वारा 

द शत क िजए।  
वष 1959 1960 1961 1962 1963 

गेहू ँक  पदैावार (ि वटंल म) 200 250 450 550 600 
4. दो व व व यालय  A और B के 1963 म व या थय  क  सं या सकंाय के अनसुार 

न न ल खत ता लका म द  हु ई है । इन आँकड  को उ चत आलेख वारा द शत क िजए।  
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संकाय A B 
1953 1963 1953 1963 

कला 800 2500 1000 2500 
व ान 500 1500 750 2000 

वा ण य 300 1000 200 1000 
व ध 100 500 200 1000 

(उप वभािजत बहु दंड आलेख बनाइये) 
5. न न ल खत ता लका म भारत को 1969-70 वष म व भ न अनाज  क  उपज द  गई है। 

इन आकड  को दंड आलेख वारा द शत क िजए  
अनाज चावल वार बाजरा म का राई गहू ँ चना दाल अ य 
उपज 
(दस लाख टन  म) 

40.4 9.7 5.4 5.7 2.2 20.0 5.5 6.2 4.9 
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इकाई - 04  
के य विृ त के माप - औसत, म यका एव ंबहु लक 

Measures of Central Tendencies – Arithmetic Mean, 
Median and Mode) 

इकाई क  परेखा 
4.0 उ े य 
4.1 तावना 
4.2 अथ एव ंप रभाषाएँ 

4.2.1 उ े य व उपयो गता  
4.3 आदश मा य के आव यक त व  
4.4 सांि यक य मा य के कार 
4.5 समा तर मा य 

4.5.1 मा य के कार 
4.5.2 सरल समा तर मा य क  गणना 
4.5.3 सामू हक समा तर मा य 
4.5.4 अ ात मू य  को ात करना  
4.5.5 भा रत समा तर मा य  
4.5.6 समा तर मा य क  बीजग णतीय वशेषताएँ  
4.5.7 समा तर मा य के गणु-दोष 

4.6 म यका  
4.6.1 प रभाषाएँ 
4.6.2 म यका क  गणना 
4.6.3 म यका क  वशेषताएँ 
4.6.4 म यका के गणु-दोष 

4.7 बहु लक  
4.7.1 प रभाषाएँ 
4.7.2 बहु लक का नधारण 
4.7.3 बहु लक के गणु-दोष 

4.8 मा य  का पार प रक स ब ध सारांश 
4.9 साराशं 
4.10 स दभ थ 
4.12 अ यासाथ न 
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4.0 उ े य (Obectives)  
इस इकाई के अ ययन के बाद आप: 

 मा य क  गणना कर सकगे एव ंइसके व भ न कार  जसेै- समा तर मा य अथवा औसत, 
म यका, बहु लक क गणना करने यो य हो जाएंगे 

 जान सकगे क व भ न कार के मा य कब एव ंकन प रि थ तय  म उपयोग म लेना चा हए; 
 व भ न कार के मा य क  या- या क मयां है? एव;ं 
 एक आदश मा य के लए या आव यक तल है?  

4.1 तावना (Introduction)  
व ततृ आकड़  को साथक तथा व लेषण यो य बनाने के लए केवल उनका यव थापन तथा 

आलेखी न पण ह  पया त नह  ंहोता है बि क उनक  के य विृ त का पता लगाना भी आव यक 
होता है । के य विृ त से यहाँ अ भ ाय उस सं या मक माप से है जो क ा त आकड़  का सबसे 
अ धक त न ध व करता है, अथात ्वह मान जो क दये गये आँकड  के एक समूह म बार-बार आता 
है । जब कभी दो या दो से अ धक आकड़  के समहू  के तलुना मक अ ययन क  आव यकता होती 
है तब उनक  तुलना केवल मूल ा ताकं  के आधार पर स भव नह ं होती, य क उनका सार यनूतम 
इकाई से लेकर अ धकतम इकाई तक दरू-दरू तक फैला रहता है । आकड  को यवि थत करने पर 
भी उनका तुलना मक तथा ववेचना मक अ ययन स भव नह ं होता तब ऐसी ि थ त म व भ न समूह  
क  के य विृ त का पता लगाना आव यक हो जाता है । 

इस इकाई म हम औसत अथवा समा तर मा य, म यका एव ंबहु लक क  गणना करना सीखगे 
। व भ न कार के मा य  के गणु-दोष एव ंगणना सू  भी दए जाएंगे । इकाई के अ त म साराशं, 
श दावल  एव ंस दभ थ  क  सूची तथा अ यासाथ न दए गए ह ।  

4.2 अथ एवं प रभाषाएं (Meaning and Definitions) 
येक समंक ेणी म एक ऐसा ब द ुहोता है िजसके आसपास अ य समंको के केि त होने 

क  वृ त पाई जाती है। यह मूल ेणी के लगभग के  म ि थत होता है और उसके मह वपणू ल ण  
का त न ध व करता है । सांि यक य मा य क  मुख प रभाषाएँ न न ल खत ह- 

1. ा सटन एव ंकाउडने के अनसुार, “समकंो के व तार म मा य ऐसा मू य है जो ेणी के 
सम त मू य  का त न ध व करने हेत ु यु त कया जाता है । समंकमाला के व तार के 
अ तगत होने के कारण इसे के य मू य का माप भी कहा जाता है ।'' 

2. ए.एल. बाउले के अनसुार, “मा य शु  प से एक ग णतीय वचार है जैसे व भ न वशेषताओं 
वाल  सं या म जीवन क  औसत माप, जो कसी वशेष वग क  नह ं होती, पर तु अंकग णतीय 
प रणाम को सं ेप म व त करने क  एक र त मा  है ।” 

3. लाक एव ंशकाडे के अनसुार, “मा य सम त समकं समूह का ववरण देने वाल  एकमा  सं या 
ा त करने का यास है ।''  
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4. ए.ई.वाघ के अनसुार. “एक मा य, मू य  के एक समूह म से चनुा गया वह मू य है जो उसका 
कसी प म त न ध व करता है । 
इस कार, यह प ट हो जाता है क मा य वह मू य है िजसक  खोज ेणी के त न ध व 

के लए क  जाती है, जो उसक  के य विृ त को भी व त करता है । मा य मू य के चार  और 
ेणी के अ य मू य  का झुकाव होता है और यह अवलोकन समहू क  सभी वशेषताओं पर काश डालता 

है । 

4.2.1 उ े य व उपयो गता (Objectives and Function) 

सांि यक य मा य  के न न ल खत उ े य एव ंकाय ह िजसके कारण उनक  अ य धक 
उपयो गता है । 

1. तुलना करना मा य वारा दो या अ धक समूह  अथवा वग  क  तलुना आसानी से क  जा 
सकती है । उदाहरणाथ भारत और अमे रका क  त यि त औसत आय क  तलुना करके 
उ चत प रणाम नकाले जा सकते ह । 

2. सं त च  ततु करना मा य  वारा ज टल और अ यवि थत समंको क  मु य वशेषताओं 
का एक सरल, प ट एव ंसं त च  तुत कया जाता है ता क उ ह समझने और याद 
रखने म भी कोई क ठनाई न हो। 110 करोड़ भारतीय  क  अलग-अलग आय को समझना 
व मरण रखना अस भव है पर तु उनक  औसत त यि त आय आसानी से समझी व 
याद रखी जा सकती है । 

3. समूह का त न ध व मा य  क  सहायता से यादश (samples) क  पर ा करके परेू समूह 
के स ब ध म न कष नकाले जा सकते ह अथात ् यादश का मा य नकालकर हम समूह 
क  के य विृ त को जान सकते है। 

4. मागदशन मा य के वारा क मत तर, उ पादन के तर आ द म होने वाले प रवतन  को 
ात कया जाता है और इसी जानकार  के आधार पर भावी नी तय  का नधारण होता है । 

एक बक अ धकार  के लए यह जानकार  ा त करना आव यक है क औसत प से कतनी 
रा श एक दन म बक से नकाल  जा सकती है, इसी आधार पर यह नधा रत होगा क नकद 
प म कतनी रा श रखी जाएगी । इस कार मा य नी तय  के नधारण म मागदशन का 

काय करते ह । 
5. सांि यक य ववेचन का आधार सांि यक य व लेषण क  अ धकांश याऐं जसेै - अप करण 

सहस ब ध, काल ेणी का व लेषण, सूचकाकं आ द के ववेचन का आधार मा य ह  है । 

4.3 आदश मा य के आव यक त व (Essential Properties of an 
Ideal Average) 
एक आदश मा य के आव यक त व  क  या या करते हु ए ो. यलू एव ंके डाल ने इ ह 

न न ल खत छ: भाग  म वभािजत कया है । 
1. प ट एव ंि थर प रभाषा होनी चा हए । 
2. सभी मू य  पर आधा रत हो । 
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3. सरल एव ंबु ग य हो । 
4. गणना म सरलता होनी चा हए । 
5. नदशन के प रवतन  का यनूतम भाव पड े। 
6. बीजग णतीय ववेचन स भव होना चा हए ।  

उपयु त आव यक गणु एक आदश मा य म होने चा हए । इसके साथ ह  वह सम  क  
अ धकांश वशेषताओं को अ त करने वाला एव ंअ धकाशं पद मूल  के नकट होना चा हए ।  

4.4 सांि यक य मा य के कार (Kinds of Statistical Average) 
सांि यक  म न न कार के मा यो का अ ययन कया जाता है : 

(क) ि थ त-स ब धी मा य (Positional Averages) 
(1) बहु लक (Mode) (Z) 
(2) म यका (Median) (M) 

(ख) ग णतीय मा य (Mathematical) 
(3) समा तर मा य (Arithmetic Mean) (X) 
(4) गणुो तर मा य (Geometric Mean) (GM) 
(5) हरा मक मा य (Harmonic Mean) (HM) 
(6) वघातीय मा य (Quadratic Mean) (QM) 

(ग) यापा रक मा य (Commercial Averages) 
(7) चल अथवा ग तमान मा य (Moving Average) 
(8) गामी या संचयी मा य (Progressive Average) 
(9) सं थत मा य (Composite Average)  

4.5 समा तर मा य (Arithmetic Mean)  
ग णतीय मा य  म सबसे अ धक मह वपणू और लोक य समा तर मा य है । जब हम 

बोलचाल क  भाषा म औसत या मा य श द का योग करत ेह तो हमारा अ भ ाय समा तर मा य 
से ह  होता है । 
 प रभाषा 

(i) र गलमैन एव ं सबी के अनसुार, 'यह एक औसत है जो पद मू य  के जोड़ म उनक  सं या 
का भाग देने से ा त होता है'' 

(ii) ा टन एव ंकाउडेन के अनसुार. '' कसी ेणी का समा तर मा य उसके पद मू य  के योग 
म उनक  सं या का भाग करके ा त कया जाता है ।'' 

उदाहरणाथ य द कसी लास टे ट म चार व या थय  वारा ा त अकं मश: 

10,16,12 और 18 है तो उनका औसत अंक 
10 16 12 18 56 14

4 4
  

   अंक होगा । 
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4.5.1 मा य के कार 

समा तर मा य दो कार के होते ह । 
(1) सरल मा य (Simple Arithmetic Average) इसम पद माला के सभी पद  को समान 

मह व दया जाता है। 
(2) भा रत मा य (Weighted Arithmetic Average) जब पद  को आव यकतानसुार भार 

देकर मा य नकाला जाये तो इसे भा रत मा य कहत ेह । 

4.5.2 सरल समा तर मा य को गणना 

सरल समा तर मा य क  गणना े णय  क  कृ त पर आधा रत होती है । े णया ँ
न न ल खत कार क  हो सकती है । 

(क) यि तगत ेणी (Individual Series) यि तगत ेणी म समा तर मा य क  गणना दो 
कार से क  जा सकती है। 

(1) य  र त (Direct Method) इस र त के अनसुार समकंमाला के सभी मलू  

(X1,X2,X3.................Xn) को जोडकर योग ( ) ात कया जाता है । इस योग म 
पद मू य  क  सं या (N) से भाग दे दया जाता है । 

 
यह र त अ य त सरल है । पर तु इसका योग ऐसी े णय  म ह  उ चत है िजनम चर-मू य  

क  सं या कम हो तथा दशमलव म न ह  । 
 या 

(i) सव थम दए हु ए पद मू य  का योग ात कर लया जाता है, पद मू य  को X तथा पद 
मू य  के योग को 28 वारा कट कया जाता है । 

(ii) पद मू य  क  सं या को गन लया जाता है और इसे ओर वारा कट करते ह । 
(iii) न न सू  का योग कया जाता है : 

XX
N

 
  

उदाहरण - 1 
10 व या थय  वारा सांि यक  म ा त अकं दए हु ए ह, इनसे समा तर मा य ात क िजए।  

म सं या 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ा ताकं 25 28 32 26 38 35 24 23 20 42 

हल- 
(1) दए हु ए मू य  का योग कर । यह जोड़ 291 है अथात ्∑X = 291 है । 
(2) पद मू य  क  सं या ात कर । यह कुल 10 है अथात ओर N = 10 है । 
(3) सू  का योग कर मा य ात कर । 

291 29.1
100

XX
N

 
    

X

1 2 3 ............. nX X X XX X
N
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समा तर मा य = 29.1 अंक । 
(ii) लघ ुर त (Short-cut Method) 

समा तर मा य का सबसे मह वपणू बीजग णतीय गणु यह होता है क 'वा त वक मा य से 
व भ न पद मू य  के वचलन  का बीजीय योगफल शू य होता है ।''  

( ) 0X X d


       
य द वा त वक समा तर मा य (X) क  बजाय कसी कि पत मू य (A) को मा य मान लया 

जाये तो व भ न पद मू य  के इस कि पत मा य से नकाले गये वचलन  का योग शू य नह  ंहोगा। 
इन वचलन  के औसत का कि पत मा य म समायोजन करने पर वा त वक मा य ात हो जाएगा 
। यह  लघ ुर त का आधार है । अत:- 

वा त वक मा य = कि पत मा य + सशंोधन कारक -  

सू ानसुार 
dxX A

N


    

संकेता र  X


 = समा तर मा य  
A = कि पत मा य 
∑dx = कि पत मा य से पद मू य  के वचलन  का योग 
N = पद  क  सं या 

या 
(i) दए हु ए मू य  म से कसी एक सरल मू य को कि पत मा य मान लेना चा हये । सै ाि तक 

प से कसी को भी कि पत मा य माना जा सकता है चाहे वह समंक ेणी से बाहर का 
ह  य  न हो, पर तु यवहार म ऐसे मू य को मानने से गणन या सरल हो जाती है जो 
न तो सबसे कम हो और न ह  सबसे अ धक बि क सबसे म य का हो । 

(ii) येक यि तगत मू य (X) म से कि पत मा य (A) घटाकर वचलन ात कर लेना चा हए 
- (ऋणा मक एव ंधना मक च ह  का यान रखे) । 

dx = (X – A) 
(iii) वचलन  का बीजग णतीय योग नकाल लेना चा हए-  

∑ dx = ∑(X − A) 
(iv) न न सू  का योग करना चा हए-  

dxX A
N

 
   

उदाहरण- 2 
10 व या थय  के वजन के समा तर मा य क  गणना लघ ुर त वारा क िजए ।  

वजन ( कलो ाम) 42 40 43 57 50 53 66 60 51 48 
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हल- 
समा तर मा य क  गणना (लघ-ुर त) 

वजन (X) ( कलो ाम) कि पत मा य (A) से वचलन A = 50 dx = (X-A) 
42 42 – 50 = -8 
40 40 – 50 = -10 
53 43 – 50 = -7 
57 57 – 50 = 7 
50 53-50 = 3 
53 66 – 50 = 16 
66 60-50 = 10 
51 51-50 = 1 
48 48 – 50 = 2 

N = 10 ∑dx = +10 
1050 50 1 51
10

dxX A
N

 
        

समा तर मा य = 51 कलो ाम 
(ख) खि डत ेणी 

खि डत ेणी म पद मूल  क  आविृ त द  हु ई होती है, समा तर मा य ात करने के लए 
आविृ तय  को यान म रखना आव यक होता है । समा तर मा य क  गणना न न कार क  जाती 
है । 

(1) य  र त (Direct Method) 
(i) पद मू य  को उनसे स बि धत आविृ त (f) से गणुा कया जाता है, गणुनफल का योग 

(∑ fx) ात कर लया जाता है । 
(ii) आविृ तय  का योग ात कया जाता है ∑ f = N 
(iii) न न सू  का योग कया जाता है-  

 fx fxX
f N

  
 


 

उदाहरण-3 
40 यि तय  के एक वग क  जाचँ क  गई क वे कतने समय तक अपनी सासँ रोक सकते 

ह । न न प रणाम  के आधार पर य  र त वारा औसत समय ात क िजए-  
समय (सै कंड) 58 61 65 67 68 70 72 
यि तय  क  सं या 8 5 12 5 4 3 3 
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हल- 

खि डत ेणी म अंकग णतीय मा य क  गणना ( य  र त) 
समय (X) यि तय  क  सं या (f) fx 

58 8 464 
61 5 305 
65 12 780 
67 5 335 
68 4 272 
70 3 210 
72 3 216 
 ∑ f = 40 ∑ fx = 2582 

2582 64.55
40

fx fxX
f N

  
   


 औसत अथवा मा य = 64.55 सै कंड 

(2) लघ ुर त (Short-cut Method) 
खि डत ेणी म लघ ुर त वारा समा तर मा य ात करने क  या न न ल खत है: 
(i) पद मू य  म से कि पत मा य (A) का चयन कया जाता है । 
(ii) येक पद मू य (X) म से कि पत मा य (A) घटाकर उस मू य का वचलन [dx = 

(X-A)] ात कया जाता है।  
(iii) न न सू  का योग कया जाता है ।  

fdxX A
N

 
   

संकेता र  X  = समा तर मा य 
A = कि पत मा य 
∑ fdx = वचलन  व आविृ तय  क  गणुाओं का योग 
N = कुल आविृ त 

उदाहरण-4 
उपयु त उदाहरण सं या 3 म द  गई खि डत ेणी का समा तर मा य लघ ुर त के योग 

वारा ात क िजए। 
हल- लघ ुर त वारा समा तर मा य क  गणना-  

समय (सड) 
(X) 

यि तय  क  सं या 
(f) 

कि पत मा य से वचलन 
A = 67 

dx = (X-A) 

fdx 

58 8 -9 -72 
61 5 -6 -30 
65 12 -2 -24 
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67 5 0 0 
68 4 1 4 
70 3 3 9 
72 3 5 15 
 N = ∑ f = 40  ∑ fdx =-98 

( 98)67 67 2.45
40

fdxX A
N

  
       

64.55X


  
 समा तर मा य = 64.55 सै कंड 

(ग) अखि डत ेणी ं
अखि डत ेणी म समा तर मा य उसी कार ात कया जाता है िजस कार खि डत ेणी 

म, पर तु अ तर केवल इतना है क पहले इस ेणी के वग  के म यमान ात कये जात ेहै । ये 
मू य समा तर मा य क  गणना करने के आधार है । 

म यमान मू य (Mid Value or M.V.) वग क  न न सीमा और उ च सीमा या अकं को 
जोडकर उसम दो का भाग देकर नकाला जाता है । अखि डत अथवा सतत ् ेणी (Continuous 
Series) को पर क कभी-कभी वगा तर म न लखकर (से कम) अथवा (से अ धक) के प म लख 
देते ह जो देखने म खि डत ेणी क  तरह तीत होते ह । अत: जब भी कसी सारणी के मू य (X) 
के साथ “से कम” अथवा “से अ धक'' लखा हो तो समझ ले अखि डत णेी है िजसे समूह  प से 
जाड़कर लखा गया है । ऐसी समकंमालाओं को हल करने से पवू सामा य समंकमाला के वगा तर प 
म लेकर आव इसक  गणना व ध पहले यानपवूक सीख ल । जैसे उदाहरण 5 म बतायी गई है । 

सू ानसुार- M.V. = lim lim int
2

Lower it Upper it of theclass erval
  

इस कार येक वग का म य मू य ात कर लेने से ेणी खि डत ेणी म प रव तत हो 
जाती है । समा तर मा य क  गणना न न तीन व धय  से क  जा सकती है । 

(i) य  व ध (Direct Method) 
(ii) लघ ु व ध (Short-cut Method) 
(iii) पद वचलन व ध (Step Deviation Method) 

(i) य  व ध सव थम म य मू य ात कए जात ेह और ा त मू य  (x) को आविृ त से 
गणुा करके fx ा त कया जाता है का योग (∑ fx) ात कर लया जाता है । 

सू ानसुार 
fx fxX
f N

 
 


 

(ii) लघ ु व ध अखि डत ेणी म कि पत मा य से म य मू य  के वचलन ात करके खि डत 
ेणी के अनसुार ह  समा तर मा य क  गणना क  जाती है । 

सू ानसुार 
fx fxX A A
f N
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उदाहरण - 5 नभ ेणी से य  र त व लघ ुर त वारा औसत ा ताकं जात क िजए-  

Marks अकं 
(X) 

No. of Students 
( व या थय  क  सं या) (f) 

Marks अकं 
(X) 

No. of Students 
( व या थय  क  सं या (f) 

Below 10 25 Below 50 95 
Below 20 40 Below 60 125 
Below 30 60 Below 70 190 
Below 40 75 Below 80 240 

हल : सचंयी आविृ त ेणी को गणना से पवू साधारण अखि डत णेी म प रव तत कया जाएगा । 
अखि डत ेणी समा तर मा य क  गणना ( य  र त) 

(अंक) Marks (X) म य ब द ुM.V. व या थय  क  सं या (f) Fx 
0-10 5 =25 125 
10-20 15 40-25=15 225 
20-30 25 60-40=20 500 
30-40 35 75-60=15 525 
40-50 45 95-75=20 900 
50-60 55 125-75=30 1650 
60-70 65 190-125=65 4225 
70-80 75 240-190=50 3750 

  N = ∑ f = 240 ∑ f x =11900 
11900 49.58

240
fxX

N

 
   औसत ा ताकं = 49.58 Approx 

अखि डत ेणी -समा तर मा य क  गणना (लघरु त) 
Marks (X) M.V. (L1+L2)/2 No. of Students 

(f) 
Deviations A=35 

dx (X-A) 
Fdx 

0-10 5 25 -30 -750 
10-20 15 15 -20 -300 
20-30 25 20 -10 -200 
30-40 35 15 0 0 
40-50 45 20 10 200 
50-60 55 30 20 600 
60-70 65 65 30 1950 
70-80 75 50 40 2000 

  N = ∑ f =240  ∑ fdx = 3500 
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350035 35 14.58 49.58
240

fdxX A
N

 
        

औसत ा ताकं ( X


) 49.58 Approx 
(iii) पद वचलन व ध यह व ध उपयु त बताई गई लघ ुर त को और भी सरल बनाती है । इस 

व ध म वचलन  को समापवतक (Common Factor) से भाग देकर पद वचलन ात 
कए जाते ह । इन पद वचलन  को उनक  आविृ त से गणुा करके कुल योग ात कर लेत े
ह । इसके बाद न न सू  का योग कया जाता है । 

'fd x
X A Xi

N
   

X


= समा तर मा य 
A = का प नक मा य 

'fd x  = स बि धत पद वचलन और आविृ तय  के गणुनफल का योग 
N = आविृ तय  का योग 
I = वग- व तार 

उदाहरण-6 न न सारणी से समा तर मा य ात क िजए ।  
ा ताकं 5 10 15 20 25 30 35 40 

छा  क  सं या 10 14 18 20 16 12 6 4 
हल: 

ा ताकं 
(X) 

आविृ त (f) वचलन 
A= 20 dx = X-A 

पद वचलन i=5 

d’x = 
dx
i

 

पद वचलन X 
आवृ त 
Fdx 

5 10 -15 -3 -30 
10 14 -10 -2 -28 
15 18 -5 -1 -18 
20 20 0 0 0 
25 16 5 1 16 
30 12 10 2 24 
35 6 15 3 18 
40 4 20 4 16 
 ∑ f = N = 100   ∑ fd’x = -2 

सू  या 
'fd xX A Xi

N

 
   या 

220 5
100


    = 20-0.1 = 19.9 

उदाहरण -7 न न ल खत समंको क  सहायता से छा  क  य  लघ ुर त से औसत ऊँचाई ात 
क िजए ।  
हल- 

X
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ऊंचाई आवृ त य  र त लघु र त 
X f Fx A= 65 dx = X-A Fdx 
62 4 248 -3 -12 
63 4 252 -2 -8 
64 8 512 -1 -8 
65 10 650 0 0 
66 15 990 1 15 
67 14 938 2 28 
68 5 340 3 15 
 N=60 ∑ fx = 3390  Fdx = 30 

य  र त  = =
fx

N


 

=  इंच 

= 66.5 च 

लघ ुर त - =  
= 65 +   
= 65+0.5 

=65.5 च 
उदाहरण- 8 न न ल खत समकं  से य , लघ ुव पद वचलन र त (तीन  र तयो) का योग करत े
हु ए समा तर मा य क  गणना क िजए। 

ऊँचाई (Heights) संचयी आवृ तयाँ (c.f.) 
7 फ ट से कम 26 
14 फ ट से कम 57 
21 फ ट से कम 92 
28 फ ट से कम 134 
35 फ ट से कम 216 
42 फ ट से कम 287 
49 फ ट से कम 341 
56 फ ट से कम 360 

हल: पहले उ त सचंयी आविृ त ेणी को साधारण अखि डत ेणी म बदला जाएगा।  
ऊँचाई (फ ट म) म यमान (MV) आवृ त (f) म य x आवृ त 

MV x f 
0-7 3.5 26 91.0 
7-14 10.5 31 325.5 

X


X


X


fdx
N



X
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14-21 17.5 35 612.5 
21-28 24.5 42 1029.0 
28-35 31.5 82 2583.0 
35-42 38.5 71 2733.5 
42-49 45.5 54 2457.0 
49-56 45 19 997.5 

  N = 360 ∑ fx = 10829.0 

= fx
N
  = 10829

360
 = 30.08 

औसत ऊँचाई = 30.08 फ ट 
लघ ुर त वारा समा तर मा य का प रकलन 

ऊँचाई (फ ट म) 
(X) 

म यमान 
(MV) 

आवृ त (f) A=31.5 से  
वचलन dx= X-A 

पद वचलन 
(d’x) = 

 

पद वचलन 
X आवृ त 
Fd’x 

0-7 3.5 26 -28 -4 -104 
7-14 10.5 31 -21 -3 -93 
14-21 17.5 35 -14 -2 -70 
21-28 24.5 42 -7 -1 -42 
28-35 31.5 82 0 0 0 
35-42 38.5 71 7 1 71 
42-49 45.5 54 14 2 108 
49-56 52.5 19 21 3 57 
योग  N = 360   ∑ fd’x = -73 

= 
'fd xA i

N


   

= 31.50+ 360 7 

= 31.50 
511 = 31.50-1.42 = 30.08 

मा य उँचाई (X) = 30.08 फ ट 

4.5.3 सामू हक समा तर मा य (Combined Arithmetic Mean) 

कसी समूह के व भ न वग  का समा तर मा य एव ंइकाइय  क  सं या ात हो तो इन 
समकंो क  सहायता से परेू समूह का सामू हक मा य भी ात कया जा सकता है । सामू हक मा य 
क  गणना न न कार क  जाती है । 

X


X A
i
 

 
 

X
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(i) व भ न वग  के समा तर मा य 1, 2......... n को उनसे स बि धत इकाइय  क  
सं या N1, N2 ...Nn से गणुा कया जाता है । ा त गणुनफल का योग कर लया जाता 
है । 

(ii) व भ न वग  क  इकाइय  क  सं या का योग N1+N2+........+ Nn कर लया जाता है । 
(iii) न न सू  के योग वारा सामू हक समा तर मा य नकाला जाता है । 

 
1, 2, 3...........आ द व भ न वग  के समा तर मा य । 

N1,N2,N3……….आ द व भ न वग  क  इकाइय  क  सं या । 
उदाहरण - 9 न न ल खत सचूना से बताइए : 
(क) कौन सा कारखाना दै नक पर अ धक मजदरू  यय करता है, 
(ख) दोन  कारखान  के सि म लत मक  क  औसत दै नक मजदरू  या है?  

 कारख़ाना 
 A B 

मक  क  सं या 2500 200 
औसत दै नक मजदरू  ( . म) 2.00 2.50 

हल: (क) मक  क  सं या  N1 = 250  N2= 200 

औसत दै नक मजदरू     1 = पये 2.00  N2 = 200 

  
कुल दै नक मजदरू  
दोन  कारखान  म दै नक मजदरू  पर कुल यय बराबर है । - 

(क) सामू हक मा य  1 21 2

1 2

X N X NX
N N

 
 



 

 

 
सामू हक समा तर मा य ( ) पये 2.22 

4.5.4 अ ात मू य  को ात करना (To find out the Missing Values) 

N एव ंम से कोई से दो मू य ात होने पर तीसरा मू य सरलता से ात कया जा सकता 
है, जैसे-  

X


X


X


1 2 31 2 3

1 2 3

...........
.........

n n

n

X N X N X N X NX
N N N N

   
   


  

X


X


X


X


2 250

.500

AX

Rs

  



 2.50 200

.500

BX

Rs

  





2 250 2.50 200
250 200

X
   


1000 .2.22
450

X Rs




X


X
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( ) ( ) ( )
X X

i X ii N iii X N X
N N

       

कसी ेणी के अ ात मू य या अ ात आविृ त को ात करने म इन सू  का योग कया 
जाता है । 

4.5.5 भा रत समा तर मा य (Weighted Arithmetic Mean) 

सरल समा तर मा य ेणी के सभी पद मू य  को समान मह व दया जाता है, क तु जहा ँ
पद मू य  के सापे क मह व को प ट करना ह  बह  हम भा रत समा तर मा य का सहारा लेना 
होता है । य द हम बी.ए. व एम.ए. के व या थय  के पर ा प रणाम क  तलुना करनी है. तो बी.ए. 
के व या थय  को अ धक भार देना होगा य क उनक  सं या एम.ए. के व या थय  क  तलुना म 
अ धक होती है । पा रत समा तर मा य के वारा तलुना करके अ धक सह  न कष ा त कये जा 
सकते ह । 
 भा रत समा तर मा य क  गणना भा रत समा तर मा य नकालने के लए व भ न पद  के 

अलग-अलग भार जान लेना आव यक है । भार दो कार के होते ह- 
(i) वा त वक भार यह भार ेणी म प ट प से दया हुआ होता है, जैसे-य द एक महा व यालय 

के कमचा रय  का औसत वेतन ात करने के लए ाचाय, ा यापक  एव ंअ य कमचा रय  
को उनक  सं या के बराबर भार दान कया जाय तो इस कार का भार वा त वक भार 
कहलाता है । 

(ii) अनमुा नत भार वा त वक भार क  अनपुि थ त म पद मू य  को उनके सापे क मह व के 
अनसुार भार दान कर दए जाते ह तो इ ह अनमुा नत भार कहा जाता है । 

 भा रत समा तर मा य क  गणना दो कार से क  जा सकती है । 
(1) य  र त 

(i) सव थम मू य  को उनके स बि धत मार से गणुा करके गणुनफल का योग ात  W  

कया जाता है । 
(ii) दये गये भार  का योग ात  W  कया जाता है । 

(iii) न न सू  का योग कया जावेगा  

 
संकेत   = भा रत समा तर मा य । 

 = मू य  ब मारो क  गणुाओ का योग । 

= भार  का जोड़ । 
(2) लघ ुर त  

(i) पद मू य  म से कि पत भा रत मा य (AW) वारा वचलन ात कये जात ेह । 

1 21 2

1 2

.............
.........

n n
w

n

WXX W X W X WX
W W W W

  
  

 
  




wX


WX
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(ii) ा त वचलन  को उनसे संबि धत भार से गणुा करके ा त गणुनफल का योग  Wdx  

ात कर लया जाता है। 
(iii) न न सू  का योग कया जाता है । 

 
यवहार म भा रत समा तर मा य नकालने म, अ धकतर य  र त का ह  योग कया 

जाता है । 
उदाहरण- 10 न न प रणाम  का नवचन क िजए जो A एव ंB व व व यालय से स बि धत है । 
ात क िजए क दोन  म कौन अ छा है। 

पर ा व व व यालय –A व व व यालय -B 
पर ा थय  क  सं या उ तीण पर ा थय  क  सं या उ तीण 

M.Sc. 60 50 50 40 
M.A. 150 135 240 190 
B.Sc. 400 300 300 210 
B.A. 240 156 160 100 
Total 850 635 750 540 

हल- 
दोन  व व व यालय  के पर ा प रणाम  क  तुलना के लए भा रत समा तर मा य का योग 

करना होगा। व या थय  क  सं या को यान म रखते हु ए अनमुा नत भार दया जाएगा। भार देते 
समय यान रखना चा हए क दोन  व व व यालय  के लए भार समान हो।  

Ex
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in
at
io
n 

 

University-A University-B 

No
. 

of
 

Ca
nd

id
at
es

 
ap

pe
ar
ed

 
 Su

cc
es

sf
ul
 

 Pa
ss

 %
 X

  
 W
ei
gh

ts
 W

 
 W
X 

 No
. 
of
 C

an
di
da

te
s 

 
 Su

cc
es

sf
ul
 

 Pa
ss

 %
 X

  
 W
ei
gh

ts
 W

  
 W
X 

 
M.Sc. 60 50 88.33 3 176.66 50 40 80 2 160 
M.A. 150 135 90.00 2 270 240 190 79.17 3 237.5 
B.Sc. 400 300 75.00 12 900 300 210 70 12 840 
B.A. 240 150 62.5 8 500 160 100 62.5 8 500 
Total 850 635  25

 

1846.66 

 

750 540  25

 

1737.5
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व व व यालय A = WX
X




=
1846.66

25
=73.87 

व व व यालय B = WX
X




= 1737.5
25

=69.50 

व व व यालय -A का पर ा प रणाम े ठ है । 

4.5.6 समा तर मा य क  बीजग णतीय वशेषताएँ 

(Algebraic Properties of The Arithmetic Mean) 

(i) समा तर मा य म न न ल खत बीजग णतीय वशेषताएँ पाई जाती है- 

 
(ii) समा तर मा य से पद मू य  के वचलन  का योग शू य होता है ।  
(iii) समा तर मा य के व भ न मू य  के वचलन  के वग  का योग यनूतम होता है । 

∑d2 = minimum  
(iv) य द कसी समूह के दो या अ धक भाग  के अलग-अलग समा तर मा य और उन भाग  म 

पद  क  सं या ात हो तो उनक  सहायता से परेू समूह का सामू हक समा तर मा य ात 
कया जा सकता है । 

य द ,N ब म से कोई दो माप ात ह  तो तीसरा माप नि चत कया जा सकता है । 

 
4.5.7 समा तर मा य के गणु-दोष 

 गणु 
(1) सरलता समा तर मा य क  गणना सरलता से क  जा सकती है, इसक  गणना म उ च तर य 

ग णत के ान क  आव यकता नह ं होती । 
(2) नि चतता यह मा य नि चत और सदा एक ह  होता है । 
(3) ि थरता यह के य विृ त का अ धक थाई मापन है, इस पर दैव वचरण  का भाव कम 

पड़ता है । 
(4) तुलनीयता यह मा य तलुना करने के लए बहु त उपयु त है । य द पद  क  सं या अ धक 

हो तो यह असामा यताओं को कम कर देता है । इस लए तलुना अ धक अ छ  तरह से क  
जा सकती है । 

(5) बीजग णतीय ववेचना समा तर मा य म कई बीजग णतीय गणु पाए जाते ह िजस कारण 
अ य सांि यक य र तय  जसेै अप करण वषमता सह-स ब ध आ द म समा तर मा य का 
काफ  योग कया जाता है । 

(6) सभी पद मू य  पर आधा रत समा तर मा य सभी पद मू य  पर आधा रत होने के कारण 
समूह क  सभी वशेषताओं का त न ध व करता है । 

( ) 0X X


 

X


,
X X

X X X N N
N X
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 दोष 
(1) चरम मू य  का भाव समा तर मा य ेणी के सभी पद-मू य  पर आधा रत होता है. अत: 

उस अव था म जब क ेणी म कुछ असाधारण सीमा त मू य ह , तो वह मा य समूह का 
त न ध व नह ं कर पाता । जसेै A,B,C,D चार यि तय  क  मा सक आय मश: 

2000,200,100 एव ं50 पये ह तो औसत मा सक आय 587. 5 पये होगी, यह आय सम  
का त न ध व नह  ंकरती । 

(2) मा मक न कष मा य से ेणी क  बनावट या विृ त के बारे म कोई जानकार  ा त नह ं 
होती है, अत: इसके न कष मा मक हो सकते ह, उदाहरण - दो क प नय  के 3 वष के 
लाभ इस कार ह ।  

वष थम ेणी ( पया) वतीय ेणी ( पया) 
वतीय वष 4000 4000 
ततृीय वष 5000 5000 
ततृीय वष 6000 6000 

दोन  क प नय  का औसत लाभ 5000 पये ह िजससे प रणाम नकलता है क दोन  एक 
ह  तर पर है पर त ु थम क पनी उ न त कर रह  है व दसूर  अवन त क  ओर जा रह  
है । 

(3) अवा त वक एव ंहा या पद समा तर मा य वह सं या है जो सामा यतया ेणी के बाहर क  
होती है, अत: वह समूह का त न ध व नह  ंकर सकती । दशमलव अंश म होने पर यह 
मा य अवा त वक एव ंहा या पद लगता है।  

(4) सभी पद मू य  क ं जानकार  आव यक समा तर मा य क  गणना के लए सभी पद  के 
वा त वक मू य  क  जानकार  आव यक होती है । 

(5) गणुा मक अ ययन व अनपुात. दर व तशत गणुा मक अ ययन व अनपुात, दर व तशत 
आ द का अ ययन करने के लए समा तर मा य सवथा अनपुयु त है । 

(6) ब द ुरेखीय दशन स भव नह  ंहै । 
समा तर मा य सवा धक च लत मा य है । सामािजक व आ थक सम याओं के ववेचन 

के लए यह मा य बहु त उपयोगी है । औसत मू य व औसत लागत, औसत वेतन, औसत आय, औसत 
आयात- नयात, औसत वषा आ द मालूम करने के लए समा तर मा य ह  उपयोग कया जाता है । 

4.6 म यका (Median)  
अथ एव ंप रभाषा कसी समंक ेणी को आरोह  (बढ़ते हु ए) या अवरोह  (घटते हु ए) म म 

सु यवि थत करने पर उस ेणी के म य म जो मू य आता है वह  म यका कहलाता है । यह समंक 
ेणी को दो बराबर भाग  म वभािजत करता है।  
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4.6.2 प रभाषाएं 

(1) ो. कॉनर के अनसुार, “म यका समकं ेणी का वह पद मू य है जो समूह को दो समान भाग  
म इस कार वभ त करता है क एक भाग म सम त मलू म यका से अ धक और दसूरे 
भाग म सम त मूल उससे कम हो' ।  

(2) नी वे जर, “म यका एक ि थ त स ब धी मू य है जो सीमा त वचरण  के आकार क  अपे ा 
सं या से भा वत होता है ।'' 
उपयु त प रभाषाओं से प ट है क ''म यका कसी यवि थत पदमाला के म य वह पद 

मू य है जो पदमाला को दो बराबर भागा म वभ त कर देती है ।” 

4.6.2 म यका क  गणना 

म यका क  गणना व भ न ेणीय  म न न कार क  जाती है- 
(क) यि तगत ेणी यि तगत ेणी म म यका ात करने क  या न नानसुार है : 

(1) सव थम ेणी को आरोह  या अवरोह  म म यवि थत कया जाता है । 
(2) न न सू  वारा म यका क  गणना क  जाती है ।  

M = size of 1
2

th
N 

 
 

 item अथवा M = वे पद का मू य 

M = म यका 
N = पद  क  सं या 
म यका क  ह  भां त चतथुक, दशमक एव ंशतमक ात कये जाते ह । अ तर सफ इतना 

है क म यका म जहां ेणी को दो समान भाग  म वभािजत करने के लए 2 का भाग देत ेह वह ं 
चतथुक म 4 का दशमक म 10 का एव ंशतमक म 100 का भाग देते ह । 
उदाहरण- 11 एक क ा के 11 व या थय  का भार नीचे दया गया है । म यका भार को ात क िजए। 

भार ( कलो) 60,59,43,67,69,50,67,55,48,54, व 51 
हल - ेणी के पद मू य  को आरोह  अथवा अवरोह  म म यवि थत करने पर - 

यि तगत ेणी म म यका क  गणना 
म सं या  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

आरोह  म 43 48 50 51 54 55 59 60 67 67 69 
अवरोह  म 69 67 67 60 59 55 54 51 50 48 43 

M = size of 1
2

th
N 

 
 

 item 

= size of 11 1
2

th
 
 
 

item 

=Size of 6th item 
M = 55 कलो ाम 
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आरोह  या अवरोह  म से ा त म यका का मू य समान होता है । 
 पद  को सं या सम होने पर म यका ात करना य द पद  क  सं या सम है तो उसम एक सं या 
और जोड़ने पर वह ऐसी सं या बन जायेगी िजसम 2 का भाग देने पर हम स पणू सं या ा त नह  ं
होगी । ऐसी ि थ त म उसके आस-पास के दोन  पद  के मू य  का योग करके दो का भाग देने से 
जो सं या आयेगी वह  अ भ ट उ तर होगा । 
उदाहरण -12 न न आँकड़  से म यका मू य ात क िजए । 

75, 200, 180, 225, 100, 150, 170, 165, 160, 220 
हल- यि तगत ेणी म म यका क  गणना 

.सं. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
मू य 75 110 150 160 170 180 185 200 220 225 

M = size of 1
2

th
N 

 
 

item 

= M = size of 10 1
2

th
 
 
 

 item 

= size of 5.5th item  

 

 
(क) खि डत ेणी खि डत ेणी म म यका ात करने के लए न न या है- 

(1) सव थम संचयी आविृ तयाँ ात क  जाती है । 
(2) इसके बाद न न सू  वारा म यका क  म सं या ात कर ल  जाती है  

M = size of 1
2

th
N 

 
 

item 

(3) म यका क  म सं या थम बार िजस सचंयी आविृ त म स म लत होती है. उसका 
मू य ह  म यका होता है । उदाहरण-13 न न बटंन से म यका मू य ात क िजए । 

पद 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
आवृ त 1 9 26 59 72 52 29 7 1 

हल- 
पद (x) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

आवृ त (f) 1 9 26 59 72 52 29 7 1 

Cf 1 10 36 95 167 219 248 255 256 

M = size of 1
2

th
N 

 
 

item 

5 65.5
2

th th
th sizeof item sizeof itemsizeof item 

 

170 180 350 175
2 2

M 
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= size of 256 1
2

th
 
 
 

item 

= Size of 256
2

th
 
 
 

item 

= 128.5th item 
M=4 
अत: 128.5 दे पद का मू य म यका होगा । िजस सचंयी आविृ त म यह मू य थम बार 

स म लत होगा उसके सामने वाला पद म यका होगा । 
(ग) सतत ेणी सतत ेणी म म यका का मू य नकालने के न न या अपनाई जाती है- 

(1) सव थम संचयी आविृ तयाँ ात क  जाती है । 
(2) न न सू  वारा म यका पद ात कया जाता है । 

2

thNM Size of item   
 

 

(3) म यका पद क  सं या िजस सचंयी आविृ त म थम वार आती है उसके सामने कला वग 
म यका वग कहलाता है । 

(4) म यका वग म से म यका का नधारण न न सू  वारा कया जाता है ।  

 
M = म यका 
L1 = म यका वग क  न न सीमा 
i = म यका वग का व तार 
= म यका पद 

C = म यका वग से पवू वग क  सचंयी आविृ त 
उदाहरण -14 न न ल खत आविृ त वतरण से म यका ात क िजए ।  

वग 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 
f 5 10 14 20 35 f 15 1 
Cf 5 15 29 49 c 84 99 100 

2

thNM Size of item   
 

 

100
2

th

M Size of item   
 

 

= Size of 50th item 
म यका वग 40-50 

 

1 2
i NM L C
f
    
 

1 2
i NM L C
f
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 1040 50 49
35

    

1040 1
35

    

40 0.285   
40.285M   

उदाहरण-15 न न सारणी से म यका ात क िजए ।  
ा ताकं 1-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 

सं या 7 10 16 32 24 18 10 5 1 
हल- समावेशी ेणी म म यका नधारण करने क़े लए इसे अपवज  ेणी म बदला जाता है । 

ा ताकं अपवज  वग 
 

f cf 

1-5 0.5-5.5 7 7 
6-10 5.5-10.5 10 17 
11-15 10.5-15.5 16 33C 
16-20 15.5-20.5 32 f 65 
21-25 20.5-25.5 24 89 
26-30 25.5-30.5 18 107 
31-35 30.5-35.5 10 117 
36-40 35.5-40.5 5 122 
41-45 40.5-45.5 1 123 

  N=123  

M= size of
2

thN 
 
  2

th
N 

 
 

item 

 
म यका वग 15.5 – 20.5 

म यका 1 2
i NM L C
f
    
 

 

= 515.5 (61.5 33)
32

   

 
M = 19.95 

उदाहरण-16 न न सारणी से र त थान  के मू य ात क िजए, य द ेणी का म यका मू य 45 
है ।  

123 61.5
2

th
thM Szieof item item   

 

515.5 28.5
32
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वग 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 
आवृ त 2 28 ? 10 8 

हल-  
वग 0-20 20-40 40-60 60-80 80-100 
F 6 28 X ? f 10 8 
c.f. 6 34 c 34+x 44xx 52+x 

चूँ क म यका मू य 45 दया हुआ है, अत: म यका वग 40-60 है । 
सू ानसुार –  

1 2
i NM L C
f
    
 

 

20 5245 40 34
2

x
x

    
 

 

 

 
-5x =-160 

160 32
5

x    

अतः र त आविृ त 32 है । 
उदाहरण-17 न न ल खत से म यका ात क िजए ।  

अंक (se कम) 80 70 60 50 40 30 20 10 

छा  क  सं या 100 90 80 60 32 20 13 5 
हल- ऐसे न  म समंक ेणी को पलट देते ह अथात ्नीचे से चलते ह ।  

C.I. C.f. F 
0-10 5 5 
10-20 13 13-5=8 
20-30 20 20-13=7 
30-40 32 C 32-20=12 
40-50 60 60-32=28 f 
50-60 80 80-60=20 
60-70 90 90-80=10 
70-80 100 100-90=10 

 

20 52 685
2
x

x
    

 
105 ( 16)x
x
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2

thNM size of item   
 

 s 100
2

th

izeof item 
 
 

 

Size of 50th item 

 

 
M = 46.4 अंक 

4.6.3 म यका क  वशषेताएं 

म यका म न न मखु वशेषताएँ पाई जाती है । 
(1) म यका एक ि थ त स ब धी मा य है, यह पद मू य  के आकार से भा वत न होकर उनक  

ि थ त से या सं या से भा वत होता है।  
(2) म यका उस समय समा तर मा य से अ धक होगा जब वतरण बा  ओर फैला हुआ हो, एव ं

उस समय कम होगा जब फैलाव दायीं ओर होगा । सम मत वतरण होने पर म यका एव ं
समा तर मा य का मू य बराबर होता है ।  

(3) कसी ेणी के पद मू य  म से म यका वारा वचलन ात कये जाएँ तो इनका योग अ य 
कसी मू य वारा नकाले गये वचलन के योग से कम होता है । 

∑(X −W) यनूतम 

4.6.4 म यका के गणु-दोष 

 गणु  
(1) म यका म सरलता का गणु व यमान है य क इसे समझना व ात करना सरल है । 
(2) म यका ेणी के म य म ि थत मू य होता है, अत: यह सीमा त मू य  से भा वत नह  ं

होता। 
(3) रेखा च  खीचंकर भी म यका मू य का नधारण कया जा सकता है । 
(4) म यका का नधारण नि चतता से कया जा सकता है, यह बहु लक क  तरह अ नि चत नह ं 

होता । 
 दोष 

(1) म यका मलू नधा रत करने से पवू पद  को आरोह  या अवरोह  म म रखना पडता है । 
(2) सतत ेणी म म यका नधारण इस मा यता पर आधा रत होता है क येक वग म आविृ तयाँ 

समान प से वत रत है । यह मा यता सदैव स य नह ं होती । 
(3) म यका मूल एव ंपद  क  सं या द  हु ई हो तो हम सभी पद  के मू य  का योग ा त नह  ं

कर सकत,े अत: उ च तर ग णतीय याओं म इसका योग बहु त कम कया जाता है । 
(4) म यका सीमा त मू य  से भा वत नह  होता। 

म यका गणुा मक त य  जसेै बु मता, वा य आ द के अ ययन म बहु त उपयोगी होता 
है । सामािजक सम याओं के व लेषण म म यका क  काफ  उपयो गता है । व ततु: जहाँ इकाइय  

1 2
i NM L C
f
    
 

1040 (50 32)
28
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को मानसुार रखा जा सके और चरम मू य  को मह व न देना हो वह  म यका का योग उ चत होता 
है । 

4.7 बहुलक (Mode) 
बहु लक भी म यका क  तरह एक ि थ त स ब धी मा य है, इसे भू य ठक भी कहा जाता 

है । ''Mode'' ै च भाषा के श द ‘La Mode' से बना है, िजसका अथ है रवाज या फैशन । 
सांि यक य व लेषण म बहु लक का अ भ ाय उस मू य  से है िजसक  आविृ त सवा धक हो । बहु लक 
सवा धक घन व क  ि थ त, ‘मू य  के अ धकतम के यकरण का ब द,ु सवा धक आने वाले पद 
का मलू होता है । 

4.7.1 प रभाषाएं 

(1) ा सटन एव ंकाउडेन के अनसुार “एक समंक ेणी का बहु लक वह मू य है िजसके नकट 
ेणी क  इकाइयाँ अ धक से अ धक केि त होती है । उसे मू य  क  ेणी का सबसे अ धक 
त पी मू य माना जा सकता है। 

(2) र ंगलमेन एव ं सबी के अनसुार “यह वह मूल है जो सबसे अ धक पाया जाता है या अ धक 
यथाथ प म वह मू य िजसके कर ब अ धकतम इकाइयाँ पाई जाएँ, वह सबसे अ धक सामा य 
मू य होता है ।'' 

4.7.2 बहु लक का नधारण 

(क) यि तगत ेणी ं यि तगत ेणी म बहु लक तीन कार से ात कये जा सकते ह- 
(i) यि तगत ेणी को खि डत ेणी म बदलकर । 
(ii) यि तगत ेणी को सतत ेणी म बदलकर । 
(iii) म यका एव ंसमा तर मा य क  सहायता से । 

(i) यि तगत ेणी म बदलना यि तगत ेणी को खि डत ेणी म बदलकर नर ण से यह 
ात कया जा सकता है क सवा धक आविृ तया ँ कस चर क  ह, वह  चर मूल बहु लक होगा। 

उदाहरण-18 10 व या थय  वारा ा त अंक नीचे दये गये ह । बहु लक अंक ात क िजए । 
अंक 8, 7, 6, 3, 6, 5, 6, 3, 6, 4  

हल- 
खि डत ेणी म बदलने पर 
अंक 3 4 5 6 7 8 
आविृ त 1 2 1 3 1 2 
सवा धक तीन व या थय  के ा तांक 6 है, अत: बहु लक का मू य 6 होगा । 
ेणी म एक से अ धक चर मू य  क  आविृ तयाँ अ धकतम होने पर बहु लक का नधारण 

क ठन हो जाता है । ऐसी ेणी को अनेक बहु लक वाल  ेणी कहा जाता है । इस कार क  े णय  
म वे सभी मू य बहु लक ह गे िजनक  आविृ तयाँ अ धकतम है । 
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(ii) सतत ेणी म बदलना जब ेणी म कोई भी यि तगत मू य एक से अ धक बार न पाया 
जाता हो तो उसे सतत आविृ त बटंन के प म बदलकर अ धकतम आविृ त वाला वगा तर ात कर 
लेना चा हए । फर इस बहु लक वग म बहु लक का मू य एक सू  के योग वारा नि चत करना चा हए। 
यह व ध आगे प ट क  गई है । 
(iii) म यका एव ंसमा तर मा य म यका व समा तर के आधार पर बहु लक का नधारण न न 
सू  वारा ात कया जाता है । 

Z = 3M -2  
(क) खि डत ेणीं खि डत ेणी म बहु लक नर ण व ध वारा या समूहन व ध वारा ात कये 

जा सकते ह- 
(i) नर ण व ध - यह र त तब अपनाई जाती है जब खि डत ेणी क  आविृ तयाँ नय मत ह  
अथात ् ेणी के आर भ से आविृ तयाँ नर तर बढ़ती रहे, अ धकतम आविृ त लगभग के  म हो और 
उनके बाद से आविृ तया ँ फर नर तर घटने लगे । ऐसी ेणी म अ धकतम आविृ त ब कुल प ट 
हो जाती है । नर ण वारा उसका मू य ात कर लया जाता है । 
उदाहरण- 19 न न सारणी म एक क ा के 50 व या थय  के भार ( कलो ाम) दये गये ह । बहु लक 
भार ात क िजए।  

भार ( क. ा.) 48 49 50 51 52 53 
सं या 4 10 20 10 3 2  

हल- 
उपयु त ेणी म आविृ तयाँ नय मत ह, अत: नर ण वारा बहु लक ात कया जायेगा 

। अ धकतम आविृ त 20 है िजसका मू य 50 है । इस लए बहु लक भार 50 क. ा. है । 
(ii) समूहन व ध जब आविृ तय  का वतरण अ नय मत हो अथात ्अ नय मत प से कभी बढ़े व 
कभी कम हो, अ धकतम आविृ त के  म न होकर ार भ म या अ त म हो अ धकतम आविृ त 
दो या दो से अ धक थान  पर हो तो नर ण वारा बहु लक ात करना क ठन हो जाता है । ऐसे 
समय बहु लक ात करते समय समूहन र त का योग कया जाता है । ेणी क  आविृ तय  का समहून 
न न कार से कया जाता है । 

सव थम 6 त भ  (Column) वाल  एक सारणी बनाई जाती है ओर इनम आविृ तय  का 
समूहन कया जाता है। 

1st Column द  गई आविृ तय  को ह  लखा जाता है । 
2nd Column म दो-दो आविृ तय  का योग लखा जाता है । 
3rd Column म आर भ से एक आविृ त छोड़कर दो-दो आविृ तय  का योग लखा जाता है । 
4th Column म तीन-तीन आविृ तय  का योग लखा जाता है । 
5th Column म थम आविृ त को छोड़कर तीन-तीन आविृ तय  का योग लखा जाता है । 
6th Column म थम ब वतीय दो आविृ तय  को छोड़कर तीन-तीन आविृ तय  का योग लखा 
जाता है । 

X
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समूहन के बाद एक व लेषण सारणी बनाई जाती है िजसके वारा यह ात कया जाता है 
क अ धकतम आविृ त वाला मलू कौन-सा है, यह  मू य बहु लक होता है । 
उदाहरण-20 न न ल खत पद  क  सहायता से बहु लक ात क िजए ।  

पद  के कार  20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 
आवृ त 3 8 10 12 16 14 10 8 17 5 4 1 

हल- उपयु त न म आविृ त वतरण अ नय मत है अत: समूहन व ध का योग कया जायेगा । 
समूहन वारा बहु लक नधारण 

 
उपयु त सारणी से पता चलता है क सबसे अ धक (5) बार 60 मू य आता है । 
Z=60  
समूहन वारा ा त अ धकतम आविृ तय  का व लेषण न न सारणी के प म भी कया 

जाता है ।  
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व लेषण सारणी 

त भ सं या 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 
(i)          

 
   

(ii)       
 

      

(iii)             
(iv)             
(v)        

 
     

(vi)    
 

 
 

        

आविृ तया ँ X X 1 3 5 3 1 X 1 X X X 
व लेषण सारणी म 60 के सामने सवा धक  है अत: बहु लक 60 है । 

(ग) सतत ेणीं सतत ेणी म बहु लक का नधारण न न कार से कया जाता है। 
(i) सव थम नर ण या समूहन व ध वारा बहु लक वग का नधारण कया जाता है। 

नय मत आविृ त वतरण म नर ण व ध एव ंअ नय मत आविृ त वतरण म समूहन 
व ध का योग कया जाता है। 

(ii) बहु लक वग क  सीमाओं के अ तगत बहु लक वग का नधारण न न सू  क  सहायता 
से कया जाता है।  

 
जहां  L1 = बहु लक वग क  न न सीमा 

F1 = बहु लक वग क  आविृ त 
F2 = बहु लक वग के बाद क  आविृ त 
F0 = बहु लक वग से पहले वाल  वग क  आविृ त 
i= वग व तार 

वकैि पक सू  य द बहु लक वग से पहले वाले (f0) अथवा बाद वाले वग क  आविृ त (f2) बहु लक 
वग क  आविृ त (f1) से अ धक हो तो न न सू  का योग होगा। 

य द f0>f1, या f2 > f1, तो 2
1

0 2

fZ L i
f f

  


 

उदाहरण-21 न न सारणी से बहु लक ात क िजए-  
अंक 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
व याथ  2 18 30 45 35 20 6 3 

हल- समूहन व ध वारा बहु लक वग का नधारण  

1 0
1

1 0 22
f fZ L i

f f f
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व लेषण सारणी 

बहु लक = 30-40 

 
45 30 1530 10 30 10

2 45 30 35 90 65


     
   

 

15030
25

   

Z=36 
उदाहरण-22 न न वतरण से बहु लक (Z) ात करो-  
पद का आकार 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 40-45 

आवृ त 20 24 32 28 20 16 37 10 8 

1 0
1

1 0 22
f fZ L i

f f f


  
 

पद / त भ सं या 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
(i)         
(ii)         
(iii)         
(iv)         
(v)         
(vi)         
आवृ त क  सं या   1 3 6 3 1   
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हल- उपयु त न म समंक ेणी अ न मत है अत: समूहकरण क  व ध का योग कया जायेगा।  

 
उ त सारणी के व लेषण से प ट है क  बहु लक 10-15 है। व लेषण दसूर  व ध अनसुार 

भी अ सारणी से नकाला जा सकता है । 
व लेषण सारणी 

पद / त भ सं या 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 35-40 
(i)        

 
 

(ii)     
 

    

(iii)         
(iv)  

 
       

(v)         
(vi)       

 
   

आवृ त क  सं या 1 3 5 3 1 X 1 X 
उपयु त सारणी से प ट है क बहु लक 10-15 है । 

 

 

 

1 0
1

1 0 22
f fZ L i

f f f


  
 

32 2410 5
2 32 24 28

  
  

810 5
64 52
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Z = 10+3.33 = 13.33 
Z = 13.33 

4.7.3 बहु लक के गणु-दोष 

 गणु 
(1) बहु लक ात करना सरल है । 
(2) इस पर ेणी के असाधारण मू य  का भाव नह  ंपडता । 
(3) इसका ब द ुरेखीय नधारण कया जा सकता है । 
(4) अंक  के अ धक जमाव वाल  सं या होने के कारण सामा य बु  का यि त भी इसके वारा 

सम  क  वशेषताओं को सरलता से समझ सकता है । 
 दोष 

(1) इसक  बीजग णतीय ववेचना स भव नह ं है । 
(2) यह अ नि चत एव ंअ प ट होता है । 
(3) बहु लक मू य एव ंपद  क  कुल सं या दये होने पर सब मू य  का योग एव ंसामू हक बहु लक 

भी ात नह ं कया जा सकता है । 
(4) बहु लक मू य पर वग व तार का बहु त अ धक भाव पडता है ।  
(5) वग व तार म प रवतन पर बहु लक मलू पर बहु त अ धक भाव पडता है । 
(6) कभी-कभी बहु लक से ा त न कष मा मक होते है जैसे एक छा ावास के 100 व या थय  

म से 5 का मा सक यय 100 पये एव ंअ य 96 व या थय  का वेतन 100 से अ धक 
है क तु अ य क ह ं 5 व या थय  का यय समान नह  ंहै । ऐसी ि थ त म बहु लक यय 
100 पये होगा जो केवल 5 व या थय  का त न ध व करता है न क 100 का। 
दै नक जीवन म बहु लक योग सबसे अ धक है । मौसम स ब धी पवूानमुान, यापा रक 

पवूानमुान एव ंव तुओं क  लोक यता के अ ययन म बहु लक का योग कया जाता है । 

4.8 मा य  का पार प रक स ब ध 

 समा तर मा य ( ) म यका (M) एव ंबहु लक (Z) का स ब ध 
उपयु त स ब ध आविृ त वतरण क  कृ त पर नभर करता है । य द आविृ त वतरण का 

एक सरल आविृ त व  बनाया जाये तो उसम समा तर मा य संतुलन ब द ुपर ि थत होगा, म यका 
ब कुल के  म ि थत होता है िजसके दोन  ओर के भाग े फल म समान होत ेह और बहु लक व  
के शखर का मान होता है । आविृ त वतरण सम मत या असम मत दो कार का हो सकता है । 
(1) सम मत वतरण जब आविृ तयाँ ारंभ म नय मत म से बढ़ती रहे, म य म अ धकतम हो 
जाए और उसके बाद मश: कम होती रहे तो इस कार के आविृ त वतरण को सम मत वतरण कहत े
ह । सि मत वतरण के आविृ त वतरण म स तुलन ब द ुके  ब द ुतथा उ चतम ब द ुका मूल 

4010
12

 

X
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एक समान होता है । अत: ऐसे वतरण म मा य, म यका एव ंबहु लक मू य बराबर होते ह । जसैा 
क रेखा च  4.1 म दशाया गया है। 

 
रेखा च  4.1 

(2) असम मत वतरण जब आविृ त वतरण का रेखा च  घ टाकार न बने या शखर से एक रेखा 
खींचने पर दोन  ओर का े फल बराबर न हो तो इस कार के वतरण को असम मत वतरण कहा 
जाता है । असम मत वतरण दो कार का हो सकता है । 

(अ) दायंी ओर झुका दायीं ओर झकेु वतरण म समा तर मा य का मू य सबसे अ धक होता 
है, म यका मू य उससे कम, तथा बहु लक मू य सबसे कम होता है जसैा क रेखा च  4.2 म दखाया 
गया है । 

(ब) बांयी ओर झुका बायीं ओर झुके वतरण म बहु लक का मू य सबसे अ धक होता है, म यका 
मू य उससे कम तथा समा तर मा य का मू य सबसे कम होता है जसैा क रेखा च  4.3 म दखाया 
गया है । 

 
एक साधारण प से असम मत वतरण म समा तर मा य और बहु लक का अ तर मा य 

व म यका के अ तर का लगभग तीन गनुा होता है । इस त य को न न समीकरण वारा य त 
कया जा सकता है ।  

( -Z) = 3( -Z) X


X
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4.9 सारांश (Summary) 
सारणी 

यि तगत ेणी खि डत ेणी सतत ेणी 

1.समा तर मा य ( ) 

 
लघ ुर त: 

dxX A
N

 
    

पद वचलन र त :  
(समान वग अ तराल) 
 

 
fx fxX
f N

  
 


 

 

 

 
fxX

N

 
  

 
dxX A

N

 
   

 
'df xX A i

N

 
    

2.म यका (M) 

 

संचयी आवृ त 

 

संचयी आवृ त 

2

thNM sizeof item   
 

 

म यका वग म 

 
3.बहु लक (Z) 
सबसे अ धक बार आने वाला मू य 

नर ण व ध वारा 
समूहन व ध वारा 
अ धकतम आवृ त का मू य 

नर ण व ध वारा 
समूहन व ध वारा 
बहु लक वग वारा 

 

 
या Z = 3M-2  अनमुा नत 

“मा य  के काय सु नि चत होत ेह। उ ह योग करने के औ च य का न चय सभी स बि धत 
त य  तथा व भ न कार के मा य  के वशेष ल ण  को यान म रखकर करना चा हए ।'' 

4.10 श दावल  (Glossary) 
यि तगत सारणी अथवा ेणी Individual Series 
खि डत ेणी Discrete Series 
सतत ेणी (अखि डत ेणी) Continuous Series 
समा तर मा य अथवा औसत Arithmetic Mean or Average 
म यका Median 
बहु लक अथवा भू यि ठक Mode 

X


X
X

N





fdx
X A

N



 

|1
2

thNM sizeof item   
 

|1
2

thNM sizeof item   
 

1 2
i NM L C
f
    
 

1 0
1

1 0 22
f fZ L i

f f f


  
 

2
1

0 2

fZ L i
f f
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4.12 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. समा तर मा य, म यका तथा बहु लक क  प रभाषा द िजए तथा समा तर मा य क  वशषेताएं 

ल खए । 
2. न न पद मू य  से बहु लक और म यका ात क िजए । 

33 20 35 50 37 33 35 25 35 34 35 
(Ans. M = Z = 35 = 33.82 Z) 

3. न न बटंन का मा य, म यका एव ंबहु लक ात क िजए । 
के य आकार 10 20 30 40 50 60 70 
सं या 7 12 17 29 31 5 3 

(Ans. = 40.86 M = 42.55 Z = 42.34 
4. न न आविृ त वतरण से बहु लक नका लए । 

आय 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 
सं या 1 0 14 16 14 11 13 17 13 

5. न न सारणी म बहु लक 18.5 है । पद  क  कुल सं या N=100 है । दो अ ात आविृ तय  
का नधारण क िजए।  
वगा तर 1-5 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 31-35 
आविृ त ? 11 15 ? 20 9 8 

6. क ा के 15 व या थय  के ा ताकं  से म यका नधा रत क िजए । 
6, 9, 10, 12, 18, 19, 23, 23, 24, 28, 37  48, 49, 53, 60 

7. न न सारणी से समा तर मा य, म यका व बहु लक नधा रत क िजए । 
ा ताकं 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35 

आविृ त 4 6 10 16 12 8 4 
8. न न आँकड़  से म यका व बहु लक ात क िजए । 

अंक (से कम) 10  20  30  40  50  60  70 
सं या 2  13  33  63  89  99  106 

9. न न समंक  से समा तर मा य, म यका तथा बहु लक नका लए । 
.सं या 1,  2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

अंक 17, 32 35 33 15 21 41 32 11 18 20 22 11 15 35 23 38 12 
10. न न खि डत ेणी म समा तर मा य नका लए । 

साईज  20  19  18  17  16  15  14  13  12  11  
आविृ त  1  2  4  8  11  10  7  4  2  1  

X
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( = 15.4) 
11. न न ेणी से समा तर मा य ात क िजए । 

वग 6-10 11-15 16-20 21-25 26-30 
आविृ त 20 30 50 40 10 

12. एक थोड़ ेसे असम मत वतरण म समा तर मा य 246 और बहु लक 161 है । म यका 
नधा रत क िजए ।  

13. एक क ा म 150 व या थय  का औसत भार 80 क ा. है । क ा म लड़क  का औसत भार 
70 क ा. है। क ा म लड़ कय  क  सं या बताइए । 
 

  

X
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इकाई -05  
अप करण के माप - व तार, चतुथक वचलन एव ंमा य वचलन  
(Measures of Dispersions – Range, Quartic Deviation 

and Mean Deviation)  
इकाई क  परेखा 
5.0 उ े य 
5.। तावना 
5.2 ेणी क  संरचना तथा व प 
5.3 अप करण 

5.3.1 प रभाषा, 
5.3.2 अप करण के नरपे  तथा सापे  माप 
5.3.3 अप करण के उ े य एव ंमहल 
5.3.4 अप करण ात करने क  र तया ँ

5.4 व तार 
5.4.1 व तार गणुांक 
5.4.2 व तार के गणु-दोष 

5.5 अ तर चतुथक व तार 
5.6 शतमक व तार 
5.7 चतथुक वचलन 

5.7.1 चतथुक वचलन का आगणन 
5.7.2 चतथुक वचलन के गणु-दोष 

5.8 मा य वचलन 
5.8.1 मा य वचलन ात करने क  या 
5.8.2 मा य वचलन गणुांक 
5.8.3 मा य वचलन क  गणना 
5.8.4 मा य वचलना के गणु-दोष 

5.9 अप करण के माप  का स ब ध 
5.10 अप करण क  ब दरेुखीय माप 
5.11 साराशं 
5.12 श दावल  
5.13 स दभ थ 
5.14 अ यासाथ न 
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5.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई के अ ययन के बाद आप: 

 समकं माला क  संरचना से अ धक अ छे तर के से प र चत हो सकगे, 
 जान सकगे क समकं माला के मू य के य विृ त के मू य से दरू ि थत है, अथवा पास, 
 दो समंक मालाओं को या या कर तलुना करने यो य हो जाएंगे ।  

5.1 तावना (Introduction)  
समकं ेणी क  सभी वशेषताओं को के य विृ त के माप वारा प ट नह ं कया जा सकता 

मा य समंक ेणी क  सामा य वशेषताओं को ह  कट कर पाते ह । ेणी क  छपी हु ई वशेषताएँ 
अथात ्उनक  बनावट सार या बखराव क  जानकार  के लए अप करण का अ ययन आव यक हो 
जाता है । य द अप करण के अ ययन के बना न कष नकाले गये तो वह  दशा होगी क “लेखा य  
का य , कुनबा डूबा य ?'' एक यि त ने नद  पार करते समय पानी क  गहराई के औसत क  तुलना 
अपने प रवार के सद य  क  औसत ऊँचाई से कर ल  पर त ुउसने यह यान नह  ं दया क नद  का 
पानी कसी थान पर उसके प रवार के सद य  क  ऊँचाई से अ धक गहरा है । अत: यह प ट है 
क समंक ेणी के बारे म यथे ठ ान ा त करने के लए न केवल उसका मा य जानना ज र  है 
बि क व भ न यि तगत मू य  का उस मा य से औसत अ तर और ेणी क  संरचना तथा व प 
आ द के बारे म परू  जानकार  ा त करना भी परमाव यक है । अप करण क  व भ न माप होती है 
। इस इकाई म हम व तार (Range) एव ंमा य वचलन (Mean Deviation) क  चचा करगे । 
अप करण के एक अ य मह वपणू माप माप वचलन (Standard Deviation) एव ं वचरण 
(Variance) का अ ययन अगल  इकाई म कया जाएगा । इस इकाई के अ त म साराशं. श दावल  
एव ंअ यासाथ न भी दए गए ह ।  

5.2 ेणी क  संरचना तथा व प  
के य विृ त तथा बनावट के आधार पर समंक े णयाँ न न दो कार क  हो सकती ह: 

(क) मा य  म समानता क तु बनावट म भ नता 
कुछ े णय  के मा य समान होते हु ए भी उनक  बनावट भ न हो सकती है जसेै : 
समान मा य क तु बनावट म भ न े णयाँ अ,ब,स द  गई है ।  

म सं या अ  ब  स  
 मू क मा य से 

वचलन 
मू य मा य से 

वचलन 
मू य मा य से वचलन 

1 10 0 2 -8 23 13 
2 10 0 6 -4 12 2 
3 10 0 10 0 7 -3 
4 10 0 13 3 5 -5 
5 10 0 19 9 3 -7 
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योग 50  50  50  
मा य

xX
N

    
 

 

10  10  10  

‘अ’ म सभी मलू समान है अथात ्मा य से वचलन शू य है, अत: मा य समकं ेणी का 
पणू त न ध व करता है। ‘ब’ म यनूतम मू य 2 एव ंअ धकतम मू य 19 है एव ं वचलन - 8 एव ं
+9 के म य है अत: मा य समकं ेणी का यथो चत त न ध व नह  कर सकता । 

‘स’ म यनूतम मू य 3 एव ंअ धकतम मू य 23 है एव ं वचलन -7 से +13 के म य है 
अत: मा य इस अव था म भी ेणी का त न ध व नह ं कर सकता । 

इस कार मा य  म समानता होते हु ए भी ेणी क  बनावट म अ तर के कारण के य विृ त 
के माप समंक ेणी का यथो चत त न ध व नह ं कर सकते । 
(ख) मा य  म भ नता क तु बनावट म समानता 

कुछ े णय  के मा य अलग-अलग हो सकते ह क तु उनक  बनावट समान हो सकती है, 
जैसे- 

समान बनावट क त ु भ न मा य वाल  े णया ँअ ब, स द  गई है ।  
म सं या 

 
अ  ब  स  

 मू य मा य से वचलन मू य मा य से वचलन मू य मा य से वचलन 
1 20 -2 50 -2 90 -2 
2 21 -1 51 -1 91 -1 
3 22 0 52 0 92 0 
4 23 1 53 1 93 1 
5 24 2 54 2 94 2 

योग 110  260  460  

मा य X


 22  52  92  

इस उदाहरण म अ,ब, एव ंस के लए मा य मश: 22,52 एव ं92 है अथात ् भ न- भ न 
है क तु े णय  क  बनावट समान है य क मा य से तीन  े णय  के वचलन बराबर ह ।  

5.3 अप करण (Dispersion) 
के य विृ त के माप थम ेणी के मा य कहलाते ह य क इनक  गणना का आधार 

समकं ेणी के व भ न पद मलू होते ह जब क अप करण ात करने के लए पहले सांि यक य मा य 
ात कए जाते ह और उसके बाद उनसे पद मू य  के वचलन ात कर उनका मा य नकाला जाता 

है, अत: अप करण के माप  को वतीय म का मा य कहा जाता ह। 
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5.3.1 प रभाषा (Definition) 

(1) डॉ. बाउले के अनसुार, “अप करण पद  के वचरण या अ तर का माप है ।'' 
(2) पीगेल के अनसुार, “वह सीमा जहा ँतक समंक एक मा य मू य के दोन  ओर फैलने क  

विृ त रखते ह उन समंको को वचरण या अप करण कहत ेह ।'' 
(3) ु स एव ं डक के अनसुार, “पक के य मू य के दोन  ओर पाए जाने वाले चरम मू य  के 

वचरण या सार क  सीमा ह  अप करण है ।'' 
अप करण को सार (spread), बखराव (scatter), तथा वचरण (Variation), आ द 

अनेक नाम  से पकुारा जाता है। 

5.3.2 अप करण के नरपे  तथा सापे  माप 
(Absolute and Relative Measures Dispersion) 
जब ेणी के सार, बखराव या वचरण का माप नरपे  प म उस ेणी क  इकाई म ह  

ात कया जाता है तो वह अप करण का नरपे  माप कहलाता है । उदाहरणाथ यि तय  क  आय, 
ऊँचाई, भार, आय ुआ द के अप करण के नरपे  माप मश: पये, से ट मीटर, कलो ाम तथा वष 
के प म कट कए जायगे । नरपे  माप के आधार पर व भ न पद मालाओं के अप करण क  तलुना 
नह ं क  जा सकती य क ये माप व भ न इकाइय  म य त हो सकते ह । 

तुलना मक अ ययन के लए नरपे  माप को स बि धत मा य से भाग देने पर जो अनपुात 
या तशत आता है वह अप करण का सापे  माप कहलाता है । यह समकंमाला क  इकाई म य त 
नह ं कया जाता बि क एक अनपुात या तशत के प म होता है, इसे अप करण गणुाकं भी कहत े
ह । 

5.3.3 अप करण के उ े य एव ंमह व (Objectives and Importance of Dispersion) 

अप करण का माप न न उ े य  क  पू त के लए कया जाता है- 
(1) मा य क  व वसनीयता का अनमुान लगाना अप करण का माप यह य त करने के लए 

भी कया जाता है क मा य सम  का कस सीमा तक त न ध व करता है । अप करण 
का माप िजतना कम होगा मा य सम  का उतना ह  अ धक त न ध व करेगा एव ंअप करण 
का माप अ धक होने पर मा य के सम  का त न ध व नह ं कर सकेगा । 

(2) वचरणशीलता का अ ययन अप करण के सापे  माप  क  सहायता से दो या अ धक े णय  
क  वचरणशीलता (अथवा एक पता या संगीत) का तुलना मक अ ययन कया जा सकता 
है । वचरणशीलता कम होने पर सम पता या संगीत अ धक होती है । 

(3) ेणीं बनावट क  जानकार  अप करण से यह ात कया जाता है क क य विृ त से दोन  
ओर मू य  का फैलाव या बखराव कैसा है अथात ् ेणी क  बनावट कस कार क  है । 

(4) वचरणशीलता के नय ण म सहायक होना अप करण का माप व भ न े  म 
वचरणशीलता को नयि त करने के लए भी कया जाता है । उदाहरणाथ, शर र का तापमान, 
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उ च र तचाप आ द को नयि त करने हेतु वचरण का अ ययन करके उ चत उपचार कया 
जाता है । 

(5) अ य सांि यक य माप  का आधार तुत करना अ य व भ न सांि यक य माप 
जैसे- वषमता, पथृुशीष व, सहस ब ध, तीपगमन क म नय ण, प रक पना पर ण, 
सरण व लेषण आ द अप करण के माप  आधा रत ह । 

इस कार यह प ट है क अप करण ात करने का मु य उ े य वचरण या बखराव का 
अ ययन करना है, आय व धन क  असमानताओं क  माप, उ योग  के औसत लाभ, औसत उ पादन 
एव ंऔसत लागत म होने वाले प रवतन  का अ ययन, एका धकार एव ंआ थक स ता के के यकरण 
का माप, अप करण क  व भ न र तय  वारा ह  कया जाता है । सांि यक य व लेषण म अप करण 
के मान  का बहु त अ धक मह व है, वचरणशीलता क  कृ त एव ंकारण क  जानकार  ा त कर उनको 
नयि त करने के आधार के प म भी अप करण का योग कया जाता है । के य विृ त के माप 
के साथ-साथ य द न कष ा त कए जाए तो ये अ धक व वसनीय ह गे । 

5.3.4 अप करण ात करने क  र तयाँ (Methods of Measuring Dispersion) 

अप करण ात करने क  मु य र तयाँ न न ल खत ह- 
(अ) सीमा र त (Methods of Limits) 

(1) व तार (Ranges) 
(2) अ तर-चतथुक व तार (Ineter-Quartle Range) 
(3) शतमक व तार (Percentile Range) 

(ब) वचलन मा य र त (Method of Averaging Deviations) 
(4) चतथुक वचलन (Quartile Deviations) 
(5) मा य वचलन (Mean Deviations) 
(6) माप वचलन (Standard Deviations) 

(स) ब द ुरेखीय र त (Graphics Method) 
(7) लॉरज व  (Lorenz Curve) 
अप करण ात करने के लए उपयु त सभी र तय  को न न कार प ट कया जा सकता 

है ।  

5.4 व तार (Range)  
कसी समकं ेणी के अ धकतम और यनूतम पद मू य  के अ तर को व तार कहते ह । 

इसक  गणना न न कार क  जाती है- 
(i) सव थम ेणी के अ धकतम और यनूतम पद  को ात कया जाता है । सतत ेणी म सबसे 

छोटे वग क  न न सीमा को यनूतम मू य ओर सबसे बड़ ेवग क  उ च सीमा को अ धकतम 
मू य मानना चा हए । 

(ii) न न सू  का योग कया जाता है ।  
R= L-S  
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संकेता र  R = Range ( व तार) 
L = Largest Value (अ धकतम मू य) 
S = Smallest Value ( यनूतम मू य) 

5.4.1 व तार गणुांक (Coefficient of Range) 

अप करण के तलुना मक अ ययन के लए व तार का सापे  माप ात करना आव यक होता 
है । व तार के सापे  माप को ह  व तार गणुांक कहते ह ।  

सू ानसुार  व तार गणुांक  . . L SC R
L S





  

उदाहरण -1  न न आँकडो ़से व तार वी व तार गणुांक नका लए । 
रोल न बर 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
अंक 34 20 10 3 8 4 6 19 15 27 
हल- (i) व तार (R) = अ धकतम मू य (L) - यनूतम मू य (S) = 34-3 = 31 अकं  

(ii) व तार गणुांक 
34 3 31 .84
34 3 37

L S
L S
 

   
 

 

उदाहरण - 2  द त आँकडो से व तार व व तार गणुाकं नका लए । 
पद  का आकार 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 
आविृ त 7 8 15 25 3 
हल- (i) व तार (R) अ धकतम मू य (L) - यनूतम मू य (S) = 50-0 = 50 

(ii) व तार गणुांक 
50 0 50 1
50 0 50

L S
L S
 

   
 

 

5.4.2 व तार के गणु-दोष  

 गणु  
(i) व तार क  गणना करना व समझना अ य त सरल है । 
(ii) व तार क  गणना के लए सभी मू य  क  जानकार  आव यक नह ,ं केवल अ धकतम एव ं

यनूतम मू य ात होने पर इसक  गणना क  जा सकती है । 
(iii) व तार से वह सीमा प ट हो जाती है िजसके अ तगत समकं ेणी के पद मू य फैले रहते 

ह । 
(iv) औ यो गक े  म क म नय ण एव ंमू य  के उ चावन आ द म व तार का योग 

अ य त उपयोगी रहता है ।  
 दोष 
(i) व तार वचलन का अि थर माप है, य क इनम ेणी के केवल दो पद  को ह  यान म 

रखा जाता है । अ धकतम या यनूतम पद मू य  म होने वाले प रवतन  का व तार पर तुर त 
भाव पड़ता है । 
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(ii) व तार म केवल ेणी के सबसे बड ेऔर सबसे छोटे पद का ह  मह व होता है, अ य मूल  
का कोई मह व नह ं होता। 

(iii) व तार से ेणी क  बनावट क  जानकार  ा त नह ं होती, हो सकता है क दो समंकमालाओं 
का व तार बराबर हो पर तु उनक  बनावट भ न- भ न हो सकती है ।  

5.5 अ तर-चतुथक व तार (Inter-Quartile Range)  
समकंमाला के ततृीय चतथुक और थम चतथुक के अ तर को अ तर चतथुक व तार कहत े

ह । इसको ात करने क  र त इस कार है । 
(i) सव थम ेणी के थम एव ंततृीय चतथुक का मू य ात कया जाता है । 
(ii) न न सू  का योग कया जाता है ।  

I.R. = Q3-Q1 
Q3= ततृीय चतथुक 
Q1= थम चतथुक 

व तार क  तरह ह  अ तर चतुथक व तार भी अप करण ात करने क  सरल र त है । 
इसके गणु दोष व तार के समान ह  है । चतुथक व तार क  ह  भां त दशमक व तार म D9 एव ं
D1 का अ तर ात कया जाता है ।  

5.6 शतमक व तार (Percentile Range)  
अ तर चतुथक व तार म ेणी के 50 तशत मू य  का व तार ात कया जाता है, उसी 

कार शतमक व तार भी आं शक व तार क  एक माप है, िजसम ेणी के 60 तशत मू य  का 
व तार ात कया जाता है । शतमक व तार म 90 शतमक (P90) तथा दसव शतमक (P10) के 
अ तर वारा ात कया जाता है । इसक  गणना न न कार क  जाती है।  

(i) P90 एव ंP10 क  गणना क  जाती है । 
(ii) न न सू  का योग कया जाता है । 

शतमक व तार (P.R.) = P90 – P10 
अ तर चतुथक व तार का योग 50 तशत मलू  क  सीमा तथा शतमक व तार का योग 

80 तशत मलू  क  सीमा ात करने के लए कया जाता है । 
उदाहरण -3 न न वतरण से म यवत  50 तशत एव ं80 तशत व या थय  के अकं  का 

व तार ात क िजए । 
अंक 5-9 10-14 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 
व या थय  क  सं या 1 3 8 5 4 2 2 
हल- म यवत  50 तशत व या थय  के अकं  के व तार क  सीमा ात करने के लए अ तर 
चतथुक व तार एव ं80 तशत व या थय  के अंक  के व तार क  सीमा ात करने के लए शतमक 
व तार क  गणना करगे । 
चतथुक , दशमक एव ंशतमक  क  गणना करते समय वगा तर  को अपवज  बनाकर यु त कया 
जाएगा ।  
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अंक (x) आवृ त (f) संचयी आवृ त (cf) 
4.5-9.5 1 1 
9.5-14.5 3 4 
14.5-19.5 8 12 
19.5-24.5 5 17 
24.5-29.5 4 21 
29.5-34.5 2 23 
34.5-39.5 2 25 

 N = 25  
ततृीय चतुथक 

 

=   

=  
= Size of 18.75th item 

 

=  

 

 
थम चतथुक 

 

 
6.25th item 14.5 से 19.5 वाले वग म ह। 

 

 

 
Q1 = 14.5+1.41=15.91 

3 3 4

thNQ Sizeof item   
 

3 3
3 25

4

th

Q Sizeof item


3 3
75
4

th

Q Sizeof item

3 1
3
4

i NQ L C
f
    
 
524.5 (18.75 17)
4

  

524.5 1.75
4

  

3
8.7524.5 24.5 2.19 26.69

4
Q      

1
4

thNQ Sizeof item   
 

6.25
4

th
thNSizeof item sizeof item   

 

1 1
3
4

i NQ L C
f
    
 

514.5 (6.25 4)
8

  

11.2514.5
8
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दशमक व तार 

 
25
10

th

sizeof item   
 

 

2.5th item 

 

 

 
= 9.5+2.5 
= 12 

 
259
10

th

sizeof item   
 

 

=22.5th item 

 

 

 
=29.5+3.75 
D9 = 33.25 

दसवाँ शतमक  

 

 
Size of 2/5th  
2.5th item  
2.5th item 9.5 से 14.5 वाले वग म ह ।  

 

 

1 10

thND Sizeof item   
 

1 1
3
4

i ND L C
f
    
 

 1
59.5 2.5 1
3

D   

7.59.5
3

 

9 9
10

thND Sizeof item   
 

9 1
3
4

i ND L C
f
    
 

529.5 (22.5 21)
2

  

7.529.5
2

 

10
10( )

100

thNP Sizeof item

10
10 25

100

th

P Sizeof item


10 1
10
100

NP L C    
 

59.5 (2.5 1)
3
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90 वां शतमक  

 

 
Size of 22.5th item 
22.5th item 29.5 से 34.5 वाले वग म है। 

  

 

 

 
P90 = 33.25 

अ तर चतुथक व तार या म यवत  50 तशत व या थय  के अकं  का व तार-  
I.Q.R. = Q3 - Q1 

=26.69 – 15.91 = 10.78 
दशमक व तार म यवत  80 तशत व या थय  के अकं  का व तार बताता है । 
दशमत व तार  D.R. = D9-D1 

= 33.25-12 
= 21.25 

शतमक व तार या म यवत  80 तशत व या थय  के अकं  का व तार  
P.R. = P90 – P10 

=33.25-12 = 21.25 
इस कार म यवत  50 तशत व या थय  के अंक  के व तार क  सीमा 10.78 तथा 80 

तशत व या थय  के व तार क  सीमा 21.25 है । 

5.7 चतुथक वचलन (Quartile Deviation) 
ततृीय चतुथक तथा थम चतथुक के अ तर के आधे को चतुथक वचलन कहा जाता है । 

सू  के प म- Q.D. = 3 1

2
Q Q

  

चतथुक वचलन गणुाकं (Coefficient of Quartile Deviation)  
चतथुक वचलन का सापे  माप चतथुक वचलन गणुाकं कहलाता है । सू ानसुार-  

10
7.59.5 9.5 25 12
3

P     

10
90( )
100

thNP Sizeof item

90 25
100

th

Sizeof item


10 1
90
100

NP L C    
 

10 1
90
100

i NP L C
f
    
 

 529.5 22.5 21
2

  

90
7.529.5 29.5 3.75
2

P    
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Coefficient of Q.D. = 
3 2

2

3 2

2

Q Q

Q Q




 

= 3 2

3 2

Q Q
Q Q




 

5.7. चतथुक वचलन का आगणन 

चतथुक वचलन का आगणन न नां कत तीन दशाओं म कया जाता है । 
(अ) यि तगत ेणी म; 
(ब)खि डत ेणी म; 
(स)सतत ेणी म । 

(अ) यि तगत ेणी म चतथुक वचलन क  गणना- 
उदाहरण -4 न न समकं  से चतथुक वचलन तथा उसके गणुांक क  गणना क िजए ।  

माह मा सक आय माह मा सक आय 
1 39 7 42 
2 40 8 43 
3 40 9 43 
4 41 10 44 
5 41 11 44 
6 42 12 45 

हल – चतथु वचलन एव ंउसके गणुांक क  गणना- 
माह 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

मा सक 39 40 40 41 41 42 42 43 43 44 44 45 

थम चतथुक = 1
( 1)( )

4

thNQ size of item   
 

 

 
= size of 3.25th item 

Size of 3.25th item = Size of 3rd item + .25 (Size of 4th item – Size of 3rd 
item) 

= 40+.25 (41-40) 
Q1= 40+.25 = 40.25 

ततृीय चतुथक 

 

12 1
4

th

Sizeof item   
 

3
3

1( )
4

thNQ Sizeof item   
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= Size of 9.75th item 

Size of 9.75th item = size of 9th item + .75 (Size of 10th item-Size of 9th 
item) 

=43+.75 (44-43) 
=43+.75  
Q3= 43.75 

चतथुक वचलन   3 2

2
Q Q

 =
43.75 40.25 3.5

2 2


  = 1.75 

चतथुक वचलन गणुाकं  3 1

3 1

43.75 40.25 3.5 .042
43.75 40.25 84

Q Q
Q Q

 
   

 
 

(ब) खि डत ेणी म चतथुक वचलन क  गणना –  
उदाहरण -5 न न ल खत आँकड़ो से चतथुक वचलन क  गणना क िजए- 

अंक 10 12 15 16 25 35 40 
छा  क  सं या 3 2 5 2 8 8 4  

हल- 
अंक 10 12 15 16 25 35 40 

छा  क  सं या 3 2 5 2 8 8 4 
संचयी आवृ त (cf) 3 5 10 12 20 26 30 

थम चतथुक  

 

 
Size of 7.7th item = 15 अंक 

ततृीय चतुथक  

 
30 1

4

th

sizeof item   
 

 

= size of 3(7.7)th item 
= size of 23.1th item 
= size of 23.1th item = 35अंक  

 

3 12 1
4

th

Sizeof item   
 

1
( 1)( )

4

thNQ Sizeof item   
 

(30 1)
4

th

Sizeof item   
 

3
3

1( )
4

thNQ Sizeof item   
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ततृीय चतुथक (Q.D.) = 3 1

2
Q Q

  

 35 15 10
2


  अंक 

(स) संतत ेणी म वचलन क  गणना - 
उदाहरण -6  न न ल खत सारणी से चतथुक वचलन तथा उसके गणुाकं क  गणना क िजए ।  

Heights in inches 50-53 53-56 56-59 59-62 62-65 65-68 
No. of Students 2 7 24 27 13 3 

हल –  
Heights in inches (X) 50-53 53-56 56-59 59-62 62-65 65-68 

f 2 7 24 27 13 3 
Cf 2 9 33 60 73 76 

थम चतथुक  

 

 
= size of 19th item 
19th item 56 से 59 वग म है ।  

 

 

 

ततृीय चतुथक = 1( )
4

thNQ sizeof item   
 

 

 
= size of 57th item 
57th 59 से 62 वग म है । 

3 1
3
4

i NQ L C
f
    
 

 

 

 
 

1( )
4

thNQ Sizeof item   
 

76
4

th

Sizeof item   
 

1 1 4
i NQ L C
f
    
 

 356 19 9
24

  

1
3056 56 1.25 57.25
24

Q inches    

763
4

th

Sizeof item   
 

 3
359 57 33

27
Q   

3
359 59 2.66 61.66

27
Q inches    
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चतथुक वचलन (Q.D) = 3 1

2
Q Q

  

61.66 57.25
2


  

4.41 2.21
2

inches   

चतथुक वचलन गणुाकं 
3 1

3 1

Q Q
Q Q





 

 

 
चतथुक वचलन = 2.21 इ च तथा चतुथक वचलन गणुांक = .037 

5.7.2 चतथुक वचलन के गणु व दोष 

 गणु  
(i) चतथुक वचलन क  गणना करना एव ंसमझना सरल है । 
(ii) चतथुक वचलन पर चरम मू य  का भाव नग य होता है । 
(iii) यह ेणी के म य के आधे भाग के लए अ धक उपयोगी है । 

 दोष 
(i) इससे ेणी क  बनावट क  जानकार  ा त नह ं होती है । 
(ii) यह माप ेणी के सभी पद मू य  पर आधा रत न होने के कारण इसे अप करण का 

स तोषजनक माप नह ं कहा जा सकता है । 
(iii) इसका योग े  बहु त सी मत है । इस पर नदशन प रवतन  का बहुत अ धक भाव पड़ता 

है । 

5.8 मा य वचलन (Mean-Deviation)  
मा य वचलन कसी सांि यक य मा य (समा तर मा य, म यका, बहु लक) से व भ न मू य  

के वचलन  का औसत होता है अथात ्सम त मू य  का कसी सांि यक य मा य से वचलन नकाल 
लया जाता है । फर इन वचलन  को जोड़कर उसका औसत नकाला जाता है । यह  मा य वचलन 
है । मा य वचलन को थम धातु का अप करण भी कहत ेहै । मू य  के वचलन नकालते समय 
बीजग णतीय च ह + तथा - को छोड दया जाता है अथात ्ऋणा मक वचलन भी धना मक मान 
लए जाते ह । 

5.8.1 मा य वचलन नकालने को या 

(i) मा य का चुनाव वसेै मा य वचलन समा तर मा य, म यका एव ंबहु लक कसी एक मा य 
क  से नकाला जा सकता है क तु म यका से ा त वचलन  क  जोड़ सबसे कम होती है। 

61.66 57.25
61.66 57.25





4.41 .037

118.91
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अत: न म प ट नदश न होने पर मा य वचलन ात करने के लए म यका का ह  
चुनाव करना चा हए । 

(ii) बीजग णतीय च ह  क  उपे ा मा य वचलन ात करते समय जब वचलन  का योग कया 
जाता है तो धना मक एव ंऋणा मक च ह  को यान म नह  ंरखा जाता। d के दोन  और 
खड़ी रेखाएँ बना द  जाती है । वचलन को d संकेता र वारा य त कया जाता है । 

(iii) वचलन  का मा य ात करना सभी वचलन  क  जोड़ d ात करके उनम इकाइय  क  

सं या ओर का भाग करने से मा य वचलन ात हो जाता है । 
(iv) सू  मा य वचलन ात करने के लए न न सू  का योग कया जाता है । मा य वचलन 

को (डे टा) वारा य त कया जाता है ।  

म यका से मा य वचलन M
M

d
N




  

समा तर मा य से मा य वचलन X
X

d
N




  

बहु लक से मा य वचलन Z
Z

d
N




  

5.8.2 मा य वचलन गणुांक (Coefficient of Mean Deviation) 

मा य वचलन एक नरपे  माप है । इ ह सापे  बनाने के लए वचलन  म मश: उ ह  ं
मा य  का भाग दगे िजनक  सहायता से वे ा त कये गये ह । इसके लए न न सू  योग कये 
जायगे- 

म यका से मा य वचलन गणुांक M
MC

M


   

समा तर मा य से मा य वचलन गणुांक X
XC

X


   

बहु लक से मा य वचलन गणुांक Z
ZC

Z


   

5.8.3 मा य वचलन क  गणना (Calculation of Mean Deviation) 

मा य वचलन एव ंउसके गणुाकं क  गणना व भ न े णय  म न न कार क  जाती है।  
 यि तगत ेणी 
उदाहरण - न न आँकड़ो क  सहायता से म यका एव ंसमा तर मा य वचलन तथा उसके गणुाकं क  
गणना क िजए। 
क मत ( ) 210, 220, 225 225, 225 235 240 250 270 280 
हल - यि तगत ेणी - म यका एव ंसमा तर मा य से मा य वचलन क  गणना 

म सं या क मत ( .) (X) M=230  238 XX d  

1. 210 20 28 

Md



107 
 

2. 220 10 18 
3. 225 5 13 
4. 225 5 13 
5. 225 5 13 
6. 235 5 3 
7. 240 10 2 
8. 250 20 12 
9. 270 40 32 
10. 280 50 42 
 X =2380  =170 176

X
d    

म यका (M) = s 1
2

thNizeof item 
 
 

 

 
= size of 5.5th item 

Size of 5.5th item = Size of 5th item +0.5 (Size of 6th item-size of 5th 
item) 

= 225 + .5 (235-225)  
= 225 + 5 = 230 M = 230 

म यका से मा य वचलन  
   170 17

10
M

M

d
N




  

 
म यका से मा य वचलन गणुांक   

 
समा तर मा य   

 
समा तर मा य ( ) से मा य वचलन ( )   

 

 
समा तर मा य से मा य वचलन गणुांक = 17.6 .074

238
X

X


   

म यका से मा य वचलन गणुांक एव ंसमा तर मा य से मा य वचलन गणुांक दोन  .074 
है । 

Md

10 1
2

th

Sizeof item   
 

17 0.74
230

M

M


 

X
 2380 238

10
X

X
N



  

X


X
 

X
d

N

 
 
 
 



176 17.6
10
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 खि डत ेणी खि डत ेणी म मा य वचलन ात करने के लए न न ल खत सू  योग कये 
जाते ह -  

समा तर मा य से मा य वचलन   X
M

f d
N




  

म यका से मा य वचलन  
  M

M

f d
N




  

बहु लक से मा य वचलन     X
Z

f d
N




  

उदाहरण – 8 न न समकं  का मा य, म यका एव ंबहु लक से मा य वचलन एव ंगणुांक ात क िजए। 
आकार 5 7 9 11 13 15 17 
आवृ त 1 2 3 10 4 3 2 

हल- 
Size मा य से वचलन म यका से वचलन बहु लक से वचलन 

X F Cf Xf 
  

  zd   

5 1 1 5 6.48 6.48 6 6 6 6 
7 2 3 14 4.48 8.96 4 8 4 8 
9 3 6 27 2.48 7.44 2 6 2 6 
11 10 16 110 .48 1.48 0 0 2 0 
13 4 20 52 1.52 6.08 2 8 4 8 
15 3 23 45 3.52 10.56 4 12 6 12 
17 2 25 34 3.52 11.04 6 12  12 
योग N = 25    

=51.04 

 
=52 

 zf d

=52 

 
समा तर मा य ( ) म यका (M)  बहु लक - नर ण (Z)  

  
व ध वारा बहु लक 11 है। 
 

 
= Size of 13th item 
 

 

=11.48 M = 11 
 

 

मा य वचलन   

  
 

X
d 

X
f d  Md Mf d zf d

287fx 
X

f d  Mf d

X


fx
X

N



 1
2

thNSizeof item   
 

287
25

X




X


( ) X

X

f d

N







M

M

f d
N

 
z

z

f d
N
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=2.04 =2.08 = 2.08 
मा य वचलन गणुांक-    

Coefficient X

X X






   

 
=.18 

Coefficient M

X M


    

2.08
11

  

=.19 

Coefficient Z
Z M


   

2.08
11

  

=.19 

 सतत ेणी म मा य वचलन 
सतत ेणी म मा य वचलन नकालने क  बह  व ध है जो खि डत ेणी म यु त होती 

है । अ तर केवल है क वगा तर के म य- ब द ु नकालकर उ ह मू य (X) मान लया जाता है । 
उदाहरण-9 न न के लए मा य वचलन तथा उसके गणुांक क  गणना क िजए ' 

सा ता हक मजदरू  200-400 400-600 600-800 800-1000 
मजदरू  क  सं या 20 40 30 10 

हल- सतत ेणी: मा य वचलन क  गणना 
C.I. 

वगा तर 
F 

आवृ त 
Cf 

संचयी 
आवृ त 

X 
MV 
म य 
मू य 

 
वचलन ( च ह  को 

छोड़कर) 
M = 550 

 
आवृ त एव ं वचलन  का 

गणुनफल 

200-400 20 20 300 250 5000 
400-600 40 60 500 50 2000 
600-800 30 90 700 150 4500 
800-1000 10 100 900 350 3500 

 100(N)    =15000 

म यका (M)  
2

thNsizeof item   
 

 

 
= size of 50th item 

50th item 400-600 वग म ह। 

 

 
= 400 + 5(30) = 400+150 = 550 

51.04
25


52
25


52
25



2.04
11.48



Md Mf d

zf d

100
2

th

Sizeof item   
 

1 4
i NM L C
f
    
 

 200400 50 20
40

M   
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म यका से मा य वचलन = ( ) M
M

f d
N




 =15000
100

=150 

मा य वचलन गणुांक 
150 .273
550

M

M


    

उदाहरण- 10 नीचे दए हु ए आँकड  म मा य वचलन और उसका गणुाकं (अ) म यका से (ब) समा तर 
मा य से ात क िजए । 

वग 0-10 10–20 20–30 30–40 40–50 50–60 60–70 70-80 80-90 
आवृ त 4 6 8 10 7 6 5 3 1 

हल- (अ) सतत ेणी म यका क  सहायता से मा य वचलन 
 X 

MV 
f cf   

0-10 5 4 4 32 128 
10–20 15 6 10 22 132 
20–30 25 8 18 12 96 
30–40 35 10 28 2 20 
40–50 45 7 35 8 56 
50–60 55 6 41 18 108 
60–70 65 5 46 28 140 
70-80 75 3 49 38 114 
80-90 85 1 50 48 48 

  N=50   842Mf d   

म यका (M) =Size of 
2

thN item 
 
 

 

 
= Size of 25th item 

इस कार म यका 30-40 वगा तर म होगी । 

1 2
i NM L C
f
    
 

 

 

म यका से मा य वचलन  = 
842 16.84
50

M
M

f d
N




   

म यका वचलन गणुाकं  
16.84 0.46

37
M

M


  
 

(ब) समांतर मा य से मा य वचलन
 

Md Mf d

50
2

th

Sizeof item   
 

1030 (25 18) 30 7 37
10
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C.I. X 
(MV) 

f A = 45 dx 
 

d’x fd’x d x


 f d x


 

0-10 5 4 -40 -4 -16 33.8 135.2 
10-20 15 6 -30 -3 -18 23.8 142.8 
20-30 25 8 -20 -2 -16 13.8 110.4 
30-40 35 10 -10 -1 -10 3.8 38.0 
40-50 45 7 0 0 0 6.2 43.4 
50-60 55 6 10 1 6 16.2 97.2 
60-70 65 5 20 2 10 26.2 131.0 
70-80 75 3 30 3 9 36.2 108.1 
80-90 85 1 40 4 4 46.2 46.2 

     =-31  
= 852.8 

 

समा तर मा य ( )       A = 
 

 
समा तर मा य से मा य वचलन   
मा य वचलन गणुांक = 

 

5.8.4 मा य वचलन के गणु दोष  

 गणु  
(i) मा य वचलन क  गणना सरलता से क  जा सकती है । 
(ii) मा य वचलन ेणी के सभी पद मू य  पर आधा रत होता है, इससे ेणी क  सं या के बारे 

म पया त सचूना ा त हो जाती है । 
(iii) चरम मू य  का इस पर भाव नह ं पडता है । 
(iv) आय व धन के वतरण क  असमानताओं का अ ययन इस र त वारा कया जाता है । 

 दोष 
(i) मा य वचलन का सबसे बड़ा दोष वचलन नकालते समय बीजग णतीय च ह  का प र याग 

करना है, इससे यह उन तर य योग के यो य नह ं रहता । 
(ii) बहु लक के अ नि चत होने पर बहु लक से मा य वचलन क  सह  गणना नह ं क  जा सकती 

यह अ नि चत भी होती है । 

'fd x
X

f d 

X
 'fd x

i
N

 3145 10 45 6.2 38.8
50


    

852.8( ) 38.8
50

X

X

f d

N




   


17.6 .44
38.8

 



112 
 

5.9 अप करण के माप  का स ब ध (Relation Between Measures 
of Dispersion)  
सामा य प से असम मत वतरण म अप करण क  व भ न माप  का चतथुक, मा य एव ं

माप वचलन म न न स ब ध पाया जाता है- 
(i) चतथुक वचलन माप वचलन का 2/3 या .6745 गनुा होता है ।  

2. .
3

Q D   या 
3 . .
2

Q D   

(ii) चतथुक वचलन मा य वचलन का 5 / 6 या .8453 गनुा होता है ।  
5. .
6

Q D   या 
6 . .
5

Q D   

(iii) मा य वचलन माप वचलन का 4 / 5 या .7979 गनुा होता है ।  
5
6

   या 
3
2

   

माप वचलन का 6 गनुा चतुथक वचलन का 9 गनुा तथा मा य वचलन का 7.5 गनुा बराबर 
होता है ।  

 
5.10 अप करण क  ब द ुरेखीय माप  

लॉरज व  (Lorenz Curve) 
डॉ. मै स लॉरज ने इस व  का योग सव थम आय व धन क  असमानताओं के अ ययन 

के लए कया था। लॉरज व  एक संचयी तशत व  है, इसे न न कार बनाया जा सकता है । 
(i) मू य  क  सचंयी योग नकाले जाते ह । 
(ii) अं तम संचयी योग को 100 के बराबर मानकर सभी को तशत के प म बदल दया जाता 

है । 
(iii) अलग-अलग वग क  आविृ तय  के योग को भी सचंयी करके मू य  क  भां त उ ह भी तशत 

म बदल दया जाता  ।  
(iv) ब द ुरेखा प  के उद  अ  पर संचयी मू य  के तशत को तथा ै तज अ  पर आविृ तय  

के सचंयी तशत को दखाया जाता है  
(v) मापद ड लखते समय OY अ  पर मापद ड 0 से 100 लखा जाता है जब क OX अ  

पर मापद ड 100 से 0 लखा जाता है । 
(vi) OX अ  के श द को एव ंOY अ  के 100 को एक सीधी रेखा वारा मला दया जाता 

है । यह समान वतरण क  रेखा कहलाती है । 
(vii) अलग-अलग वग के संचयी आविृ तय  के तशत एव ंमू य  के तशत को ब द ुरेखा प  

पर अं कत कर उ ह आपस म मला देने से लॉरज व  का नमाण हो जाता है । 
लॉरज व  का व लेषण 

6 9 . . 7.5Q D  
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लॉरज व  म समान वतरण क  रेखा समानता को य त करती है अथात ्अप करण का अभाव 
होता है । इस रेखा से मलू ब द ुक  ओर अप करण क  माप क  जाती है । लॉरज व  क  रेखा समान 
वतरण क  रेखा से िजतनी दरू होगी, अप करण क  भी उतनी ह  अ धक होगी । अलग-अलग वग 
के लॉरज व  खीचंकर उनक  तुलना भी क  जा सकती है, िजस वग का व  समान वतरण क  रेखा 
के समीप होगा उसम अप करण क  मा ा तलुना मक प से कम होगी ।  
उदाहरण-11  नीचे दए गए आकड़  से एक लॉरज व  खीं चए ।  

 
 
 
 
 
 

हल- सचंयी योग ब तशत  क  गणना  
आय संचयी 

योग 
संचयी 
तशत 

वग (A) वग – B 
 

यि तय  
क  सं या 

संचयी 
आवृ त 

संचयी 
तशत 

यि तय  
क  सं या 

संचयी 
आवृ त 

संचयी 
तशत 

20 20 5 10 10 5 16 16 32 
40 60 15 20 30 15 14 30 60 
80 140 35 40 70 35 10 40 80 
100 240 60 50 120 60 6 46 92 
160 400 100 80 200 100 4 50 100 

संचयी तशत  के आधार पर लॉरज व  रेखा च  5.1 के अनसुार खीचंा जा सकता है- 

 

आय (हजार  म) 20 40 80 100 160 
यि तय  क  सं या (हजार  म) 

वग (A) 
10 
 

20 
 

40 
 

50 
 

80 
 

यि तय  क  सं या (हजार  म) 
वग (B) 

16 
 

14 
 

10 
 

6 4 



114 
 

रेखा च  5.1 देखने से यह प ट हो जाता है क वग A क  रेखा एव ंसम वतरण क  रेखा 
दोन  एक ह  है अथात ्वग A म आय वतरण म अप करण क  मा ा नह ं है । वग B क  रेखा सम वतरण 
रेखा से दरू है अथात ्वग 4 क  तुलना म वचरण क  मा ा वग B म अ धक है ।  

5.11 सारांश (Summary) 
इस कार अप करण ात करने क  मु य र तया ँ व तार, चतथुक वचलन, मा य वचलन, 

माप वचलन एव ंलॉरज व  आ द ह । समंक  क  कृ त एव ंअप करण ात करने के उ े य को 
यान म रखते हु ए कसी एक व ध का चयन कया जाता है, य द अप करण का सं या मक माप 

आव यक नह ं है तो हम लॉरज व  र त का योग कर सकते ह, व तार म चरम मू य  का भाव 
अ धक होता है, अत: चरम मू य  के भाव को कम करने के लए चतथुक वचलन र त का योग 
कया जाता है । मा य वचलन म बीजग णतीय च ह  क  उपे ा क  जाती है, अत: य द उन तर 
क  शु ता क  आव यकता हो तो माप वचलन र त का योग कया जाना चा हए । सं ेप म कुछ 
वशेष प रि थ तय  के अ त र त ात करने के लए माप वचलन ह  एक सव तम माप माना जाता 
है ।  

5.12 श दावल  (Glossary) 
अप करण Dispersion 
व तार Range 
चतथुक वचलन Quartile Deviation 
मा य वचलन mean Deviation 
गणुांक Coefficient 
ाकृ तक अंक Natural Numbers 
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Cramer, H. (19460, Mathematical Methods of Statistics, Princeton, New 
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Hoel, P.G. (1954), Introduction to Mathematical Statistics John Wiley & Sons 
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5.14 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. अप करण को समझाइए । अप करण को मापने क  कौन-कौन सी व धया ँह? 
2. अप करण के अ य माप  क  तुलना म माप वचलन य  अ धक अ छा माना जाता है? 

समझाइए, इसका मुख दोष या है? 
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3. एक क ा के व या थय  क  मा सक पॉ कट मनी न न कार है । व तार एव ंव तार गणुाकं 
क  गणना क िजए।  
10 20 30 100 105 100 110 180 260 व 750 

4. नीचे एक क ा के 80 व या थय  के ा तांक दए हु ए है, व तार एव ं व तार गणुाकं ात 
क िजए । 
अंक (Maths) 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
छा  क  सं या  
(No. Of Students) 

4 12 20 18 15 8 2 1 

5. न न समंक  से चतथुक वचलन क  गणना क िजए । 
आकार 4-8 8-12 12-16 16-20 20-24 24-28 28-32 32-36 36-40 
आविृ त 6 10 18 30 15 12 10 6 2 

6. न न ल खत अकं  से चतुथक वचलन तथा उसका गणुाकं क िजए । 
ऊँचाई (से.मी. म) 150 151 152 153 154 155 156  
व या थय  क  सं या 15 20 32 35 33 22 20  

7. व भ न दकुान  म रे डयो सेट के एक मॉडल क  न न क मत ह, वचलन ात क िजए ।  
210 220 225 225 225 240 250 270 290 

8. न न समंक  से चतथुक वचलन तथा इसका गणुाकं ात क िजए । 
ा ताकं (से कम) 10 20 30 40 50 60 

छा  क  सं या 4 12 23 38 50 56 
9. न न समंक  से म यका ब मा य वचलन गणुाकं ात क िजए । 

माकं 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  
मू य 21 22 22.5 22.5 22.5 25.5 24 25 27 28  

10. न न समंको से मा य व म यका क  सहायता से मान वचलन क  गणना क िजए । 
अंक 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 
छा  क  सं या 6 7 12 20 10 5 
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इकाई - 06  
माप वचलन एव ं वचरण (Standard Deviation & 

Variance)  
इकाई क  परेखा 
6.0 उ े य 
6.1 तावना 
6.2 माप वचलन 

6.2.1 अथ, मह व एव ंउपयोग 
6.2.2 माप वचलन क  वशेषताएँ 
6.2.3 माप वचलन क  सीमाएँ 

6.3 माप वचलन मापने क  व धया ँ
6.3.1 य  व ध 
6.3.2 सं त व ध 
6.3.3 पद वचलन व ध 
6.3.4 योग र त वारा मान वचलन 
6.3.5 मू य वग र त 

6.4 सामू हक माप वचलन 
6.5 वचरण 

6.5.1 अथ एव ंसू  
6.5.2 वचरण गणुांक 
6.5.3 माप वचलन के बीज ग णतीय गणु  
6.5.4 माप वचलन के लाभ व दोष 

6.6 लॉरज व  
6.7 साराशं 
6.8 श दावल  
8.9 संदभ थ 
8.10 अ यासाथ न 

6.0 उ े य (Objectives) 
इस इकाई के अ ययन के बाद आप: 

 जान सकगे क माप वचलन एव ं वचरण स ब धी माप या है एव ंयह य  उपयोगी है?  
 माप वचलन क  गणना करने यो य हो जाएंगे । 
 माप वचलन गणुांक एव ं वचरण वचरण गणुाकं ात कर सकगे ।  
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6.1 तावना (Introduction) 
पछल  इकाई म हम पढ़ चुके ह क आविृ त वतरण के स दभ म थम ेणी के मा य जैसे 

समा तर मा य, माि यका एव ंबहु लक के वारा हम ेणी क  के य विृ त का सकेंत तो अव य 
ा त होता है पर तु णेी के मू य  का उसके के य विृ त से औसतन कतना अ तर है अथात 

पद  के बीच व तार या है, या समकं माला क  बनावट कैसी है, यह ात नह ं होता । कसी ेणी 
का स पणू प से अ ययन करने के लए के य विृ त के अ त र त अ य ल ण  जसेै पद  का 
फैलाव अप करण वचरण तथा वचलन आ द अ ययन अ नवाय हो जाता है । 

माप वचलन, अप करण को मापने का सबसे अ धक स तोष द तथा सवा धक यवहार म 
आने वाला माप है । माप वचलन आकड  के सं तीकरण म वै ा नक प से अपनाई जाने वाल  
अप करण क  व धय  म से सव े ठ व ध है । माप वचलन म दो मुख वशेषताएं होती है- एक 
तो मू य के वचलन सदैव समा तर मा य से ह  लए जाते ह, दसूरे, बीजग णतीय च ह  को छोड़ा 
नह ं जाता बि क ा त वचलन  के वग कर लए जाते ह िजससे ऋणा मक वचलन  के वग भी वय ं
धना मक हो जाते ह । अ त म वचलन गये का मा य नकालकर उसका वगमूल ात कर लया जाता 
है । यह  माप वचलन कहलाता है । इस कार यह माप मा य वचलन के दोष  से सवथा मु त 
है । 

' कसी ेणी के समा तर मा य से नकाले गये उसके व भ न पद मू य  के वचलन  के वग  
के मा य का वगमूल उस ेणी का माप वचलन होता है ।'' अप करण क  माप वचलन र त का 
सव थम योग करने का ेय स  ाणीशा  वशेष  एव ंसांि यक  काल पयसन को दया जाता 
है । माप वचलन के लए ीक वगमाला का अ र ' ' स मा यु त कया जाता है । 

सामू हक प से इ ह अप करण क  माप कहते ह, िज ह वतीय ेणी के मा य कहते ह 
ओर िजनका अ ययन हम पछल  इकाई म व तार से कर चुके ह । 
अप करण क  गणना करने का दो व धया ँ
(1) व तार व ध 

(i) व तार 
(ii) अ तर-चतथुक व तार 
(iii) दशमक व तार 
(iv) शतमक व तार 

(2) औसत म यक अ तर व ध 
(i) अप करण का थम संवेग अथवा मा य वचलन 
(ii) अप करण का वतीय संवेग अथवा मा य वचलन 
(iii) चतथुक वचलन 
(iv) लॉरज व  
इन व धय  म हमने व तार व ध, मा य वचलन तथा चतुथक वचलन का व ततृ अ ययन 

पछल  इकाई म कया है । 
तुत इकाई म हम माप वचलन तथा लॉरज व  के स दभ म चचा करगे । 
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6.2 माप वचलन (Standard Deviation)  

6.2.1 अथ, मह व एव ंउपयोग 

अप करण को ात करने क  सवा धक लोक य यापक एव ंउपयोगी व ध माप वचलन 
अथवा मानक वचलन है । अप करण के अ य माप सामा य ग णतीय याओं (जसेै मलू ब द ुका 
प रवतन इ या द) के अनकूुल नह  है जब क माप वचलन इन याओं के लए सवथा उपयु त है 
और इ ह  ंकारण  से यह अप करण का एक आदश माप है और इसका योग सांि यक  म सबसे अ धक 
कया जाता है । 

माप वचलन के वचार का तपादन काल पयसन ने 1893 म कया था । माप वचलन 
अप करण मापन के वतीय संवेग का वगमलू है िजसे सदैव समा तर मा य के वारा ात कया 
जाता है य क यह के य विृ त का सव े ठ माप समझा जाता है । 

“ माप वचलन मा य से व भ न पद-मू य  के वचलन  के वग  के मा य का वगमलू होता 
है ।'' 

माप वचलन कसी समकं के पद मू य  के बखराव का माप है, य द समंक के सभी पद 
मू य उस समकं के समान हो तो माप वचलन श द होगा । इसी कार समंक के पद मू य का 
मान उसके समा तर मा य से िजतना दरू होता जाएगा माप वचलन का मान भी उतना ह  बडा ा त 
होगा । 

माप वचलन अप करण का सव े ठ मापक है और यवहार म इसका बहु त योग कया 
जाता है । यह अप करण के आदश माप क  सभी वशेषताओं को परूा करता है । इसका योग अ धकतर 
उन प रि थ तय  म कया जाता है जब वचरण क  मा ा अथवा दो या दो से अ धक े णय  क  सम पता 
क  मा ा क  तुलना करनी हो अथवा वतरण म कसी पद के थान का नधारण करना हो । 

6.2.2 माप वचलन का वशेषताएं 

1. माप वचलन प टतया प रभा षत है । 
2. माप वचलन नमी अवलोकन  पर आधा रत होता है । 
3. माप वचलन उ चतर बीजग णतीय ववेचन के लए उपयु त है । इसम बीजग णतीय च ह  

को छोड़ा नह ं जाता, बि क ा त वचलन  के वग कर लए जाते ह िजससे ऋणा मक वचलन 
वत: ह  धना मक हो जाते ह ।  

4. माप वचलन म कई ग णतीय वशेषताएँ व यमान है । इस लए संयु त माप वचलन 
क  गणना सक  जा सकती है और वषमता, सहस ब ध तीपगमन आ द कई सांि यक  
तकनीक  म इसका योग कया जाता है। 

5. तदश उ चावचन  से माप वचलन अ धक भा वत नह ं होता । 
6. माप वचलन सामा य वतरण व  के े फल (Area of Normal Distribution Curve) 

से वशेष प से स बि धत होता है । 
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6.2.3 माप वचलन को सीमाएँ 

माप वचलन क  न न ल खत सीमाएँ ह : 
1. माप वचलन क  गणना ज टल है । 
2. वचलन के शत के कारण अ त-सीमा त मलू  को अ धक भार दान कया जाता है । 
3. ऐसी दो या दो से अ धक े णय  क  तुलना नह  ंकर सकता िजनक  इकाइया ँअलग-अलग 

हो । 
4. माि यका क  भाँ त यह चरम मू य  से अ धक भा वत होता है ।  

बोध न – 01 
1. कसी आवृ त के माप वचलन क  प रभाषा द िजए। 
2. अप करण क  अ य माप  क  अपे ा माप वचलन को य  े ठ माना जाता है? 
3. अप करण क  माप  म माप वचलन क  उपयो गता को प ट क िजए। 

6.3 माप वचलन मापने क  व धयां (Measurement of Standard 
Deviation) 

6.3.1 य  व ध (Direct Method) 

(i) सव थम ेणी का समा तर मा य ( ) नकाला जाता है । 
(ii) समा तर मा य से वचलन लये जाते है: (dx = X -) 
(iii) वचलन  का वग करके उनका योग  2d x  नकाल लया जाता है । 

(iv) य द ेणी वि छ न या अ वि छ न हो तो वग  को उनक  आविृ तय  से गणुा करके 

 2fd x  ा त कर लया जाता है । 

(v) वचलन वग  के योग (or) को पद  क  सं या से भाग दया जाता है ।  

 
(vi) ा त भजनफल का वगमलू नकाला जाता है, जो माप वचलन का मान है । 

6.3.2 सं त व ध (Short-cut Method) 

य  र त के अनसुार माप वचलन क  गणना करते समय जब कभी समा तर मा य पणूाक 
नह ं होता तो उससे वचलन लेने म काफ  क ठनाई होती है य क वचलन अ धकतर दशमलव अथात ्
भ नक प म आते ह । इस क ठनाई को दरू करने के लए सं त व ध म वचलन वा त वक 
समा तर मा य से न लेकर का प नक मा य से लए जाते ह । 

 
थम सू  

2 22 2dx dx fdx fdxor
N N N N

             
   

 

X


2 2d x fd x
or

N N
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वतीय सू  

 
 
ततृीय सू  

 
 
चतथु सू  

 
उपयु त सू  म से थम सू  का सबसे अ धक योग कया जाता है । य द वा त वक समा तर 

मा य भी नकालना हो तो वतीय या ततृीय सू  का योग कया जा सकता है । येक ि थ त म 
प रणाम एक ह  होगा । 

6.3.3 पद वचलन व ध (Step Deviation Method) 

पद वचलन र त का योग अ वि छ न और वि छ न दोन  े णय  म कया जा सकता 
है पर तु शत यह है क वग व तार या मू य व तार समान हो । इस र त का एक मा  उ े य गणना 

या को और अ धक सरल बनाना है । इस व ध म वचलन लेते समय समान वग व तार के बराबर 
समापवतक (Common factor) नकाल लया जाता है। शषे सभी याएँ लघ ुर त क  भां त ह  
होती है । इस संशोधन के कारण सू  म समान वग (i) व तार को गणुा कर दया जाता है ।  

 
6.3.4 योग र त वारा माप वचलन 

इस र त वारा माप वचलन उस अव था म नकाला जाता है जब क द  हु ई ेणी का वग 
व तार समान हो ।  

सू    
(i) F1 नकालने के लए पहले संचयी आविृ तयाँ बनाकर उनके जोड़ को आविृ त से भाग दे दया 

जाता है ।  

 
(ii) थम संचयी आविृ त को पनु : संचयी बनाया जाता है । उसका कुल जोड़ नकालकर पनु: उसको 

आविृ तय  के योग से भाग दया जाता है; िजससे F2 का मू य ात हो जाता है ।  
2

2
cfF
f





 

उदाहरण-1 
एक फम के 10 कमचा रय  क  आय के न न आँकड  से माप वचलन क  गणना क िजए। 
100, 120, 140, 120, 180, 170, 180, 140, 200, 150 

हल- यि तगत ेणी : य  र त वारा माप वचलन क  गणना  

2 2dx
or X A

N


    
 



22d x N
X A

Nor
N



    
 



22

1
d x N

X A
N

N N


    
 



22fdx fdx
ix

N N


 
    

 

 

2
2 1 12i F F f    

2
1

cf
F

f





121 
 

X 100  120 140 120 180 170 180 140 200  150  = 1500 

 -50 -30 -10 -30 30 20 30 -10 50 0  

d2x  2500 900 100 900 900 400 900 100 2500 0 =9200 

 
 
माप वचलन  ( )=  

उदाहरण – 02 
10 व या थय  के न नां कत भर ( क. ा.) के समंक  से लघ ुर त के व भ न सू  का योग 

करते हु ए माप वचलन ात क िजए । 
41, 44, 45  49, 50, 53 55, 56, 60  

हल- माप वचलन का प रकलन (लघ ुर तयां) 
माकं S.No. भार X A= 50 से वचलन Dx = X-A वचलन  के वग  

1. 41 -9 81 समा तर मा य 

 
= X

N
  

510 51
10

   

2. 44 -6 36 
3. 45 -5 25 
4. 49 -1 1 
5. 50 0 0 
6. 53 +3 9 
7. 55 +5 25 
8. 55 +5 25 
9. 58 +8 64 
10. 60 +10 100 

N=10 =510 +31-20 = +10  366  
 

थम सू  के अनसुार  वतीय  के अनसुार 

 

2
2( )fd x X A

N



    

  

  
  

ततृीय सू  के अनसुार  चतथु सू  के अनसुार 

X

( )dx X X


 
2d x

1500 150
10

X
X

N



  



2 9200 920 30.33
10

d x
N

  

( )X


X dx 2d x

22d x dx
N N


 

    
 

 

2366 10
10 10

     
 

 2366 51 50
10

 

36.6 1.0  36.6 1.0 35.6  

35.6 5.97   5.97 
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2 2( )fd x N X A
N




  
   

  

  

  

 
 

 माप वचलन क  गणना : खि डत ेणी खि डत ेणी म माप वचलन क  गणना करने 
क  दो व धया ँहै 

(क) य  व ध यि तगत ेणी म योग क  गई वा त वक समा तर मा य व ध ह  यहा ँ
योग क  जाती है, केवल अ तर इतना है क येक वचलन को आविृ त से गणुा कया 

जाता है, इसका सू  इस कार है ।  
2fd x

N



  

(ख) लघ ुर त य द समा तर मा य म दशमलव भाग भी होता है तो य  र त वारा माप 
वचलन नकालने म गणन या अ य त ज टल हो जाती है । ऐसी ि थ त म कि पत मा य 
से वचलन नकाल कर न न सू  का योग करना चा हए । 

थम सू  के अनसुार वतीय सू  के अनसुार 

 

2
2( )fd x X A

N



    

ततृीय सू  के अनसुार चतथु सू  के अनसुार 

2 2( )fd x N X A
N




  
   

सामा यतया थम सू  का ह  योग कया जाता है । 
उदाहरण-03 

न न ेणी म य  र त वारा माप वचलन और उसका गणुांक ात क िजए । 
आकार 10 12 14 16 18 20 22 24 
आविृ त 5 8 21 24 16 15 7 2 

हल- य  र त वारा माप वचलन क  गणना  
आकार 
X 

आवृ त 
F 

X


=16.5 
से वचलन 

dx  

वचलन वग 
2d x  

आविृ त व वचलन 
वग  क  गणुा 

2fd x  

आकार × आविृ त 
f X  

2 21 ( )N d x dx
N

   

 2366 10 51 50
10


 


21 10 366 (10)

10
  

366 10
10



1 3660 100

10
 

366 5.97
10

  
1 3560

10


59.7 5.97
10

 

22d x N
X A

N
N



    
 



2 21 ( )N d x dx
N
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10 5 -6.5 42.25 211.25 50 
12 8 -4.5 20.25 162.00 96 
14 21 -2.5 6.25 131.25 294 
16 24 -0.5 0.25 6.00 384 
18 18 +1.5 2.25 40.50 324 
20 15 +3.5 12.25 183.75 300 
22 7 +5.5 30.25 211.75 154 
24 2 +7.5 56.25 112.50 48 
 N=100   2 1059.00xfd   1650fx   

 
समा तर मा य माप वचलन 

1650 16.5
100

fxX
N

 
    

2 1059 3.25
100

xfd
N




    

माप वचलन गणुांक Coefficient of 3.25 0.197
16.50X

     

अत: माप वचलन =3.25 , माप वचलन गणुांक = 0.197 है । आपने देखा क उपयु त 
उदाहरण म य  र त का योग करने के कारण गणना ज टल हो गई । अत: अब हम इस उदाहरण 
क  लघ ुर त से हल करगे । लघ ुर त म वचलन का प नक मा य 4=16 से नकाले गए है ता क 
दशमलव नह ं रहे एव ंगणना या सरल बन जाय ।  
उदाहरण-04 

उपयु त उदाहरण म दये गये समंको से लघ ुर त वारा समा तर मा य एव ं माप वचलन 
ात क िजए । हल- लघ ुर त वारा समा तर मा य ब माप वचलन 
आकार 
X 

आविृ त 
f 

A=16 से वचलन 
dx  

f व dx  का गणुनफल fdx fdx व dx क  गणुा 
2
xfd  

10 5 -6 -30 180 
12 8 -4 -32 128 
14 21 -2 -42 84 
16 24 0 0 0 
18 18 +2 +36 72 
20 15 +4 +60 240 
22 7 +6 +42 252 
24 2 +8 +16 128 
 N=100  fdx =+154-104=+50 2

xfd =1084 
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समा तर मा य  X  माप वचलन ( ) 

fdxX A
N

 
   

22
xfd fdx

N N


    
 

 

=
5016

100
  

21084 50
100 100

   
 

 

=16.5 10.84 .25   
 :. 10.59 3.35    

माप वचलन क  गणना : सतत ेणी 
सतत ेणी म माप वचलन ात करने से पवू वग  के म य ब द ु नकाले जाते ह । फर 

म य ब दओंु को मू य मानकर खि डत ेणी क  भां त माप वचलन का मान नकाल लया जाता 
है । माप वचलन क  न न ल खत र तयाँ ह- 
(क) य  व ध इस र त के अनसुार, पहले, ेणी का समा तर मा य नकाला जाता है । इसके 

बाद येक म य ब द ुम से मा य घटाकर वचलन ा त कये जाते ह, शेष सभी याएँ उसी 
कार रहती ह िजस कार खि डत र त म । बह  सू  अपनाया जाता है ।  

2
xfd

N





 
(ख) लघ ुर तयां इस र त म खि डत ेणी म यु त लघरु त क  भां त ह  याएँ करनी पड़ती है। 

केवल अ तर इतना रहता है क मू य के थान पर म य ब दओंु का योग होता है । बह  सू  
यु त होते ह जो खि डत ेणी म अपनाये जाते ह । 

थम सू  वतीय सू  
22

xfd fdx
N N

     
 

 
2

2( )xfd X A
N


 

   
 

 

ततृीय सू  के अनसुार चतथु सू  
2 2( )xfd N X A

N
   
  

2 21 ( )xN fd fdx
N

      

उदाहरण-05 
न न ेणी म य  तथा लघ ुर त वारा समा तर मा य और माप वचलन तथा उसका 

गणुांक ात क िजए  
अंक (से कम) 10 20 30 40 50 60 70 
पर ा थय  क  सं या 10 25 50 75 85 95 100 
 

हल- पहले सचंयी आविृ त ेणी को साधारण सतत आविृ तमाला म बदला जाता है । त प चात ् माप 
वचलन का नधारण कया जाता है । 

य  र त वारा मा य व माप वचलन क  गणना 
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अंक 
(Marks) 

MV 
X 
 

आवृ त 
f 
 

कुल अंक 
fx 
 

31X   से 
वचलन 
dx 

वचलन वग 
2
xd  
 

2
xfd  

0-10 5 10 50 -26 676 6760 
10-20 15 15 225 -16 256 3840 
20-30 25 25 625 -6 36 900 
30-40 35 25 875 +4 16 400 
40-50 45 10 450 +14 196 1960 
50-60 55 10 550 +24 576 5760 
60-70 65 5 325 +34 1156 5780 

  N=100 3100 
= fx 

  2 25400xfd   

 

समा तर म य ( )X  माप वचलन  

3100
100

31

fxX
N


 





 

2

25400
100

254
15.94

xfd
N








   
 


 

 

लघ ुर त वारा मा य ब माप वचलन का प रकलन 
C.I MV 

X 
F A=35 से वचलन 

dx 
fdx f 2

xd  

0-10 5 10 -30 -300 9000 
10-20 15 15 -20 -300 6000 
20-30 25 25 -10 -250 2500 
30-40 35 25 0 0 0 
40-50 45 10 +10 +100 1000 
50-60 55 10 +20 +200 4000 
60-70 65 5 +30 +150 4500 

  N=100  400xfd   2 27000xfd   
 

समा तर मा य माप वचलन 
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40035
100

35 4

31

fdxX
N

X


 


 

 

 

 

22

227000 400
100 100

270 16

254 15.94

xfd fdx
N N







    
 

       
   

 

 

 

 
(ग) पद वचलन र त य द वग व तार समान ह  तो कि पत म य ब द ुसे वचलन ात करत े

समय व तार के बराबर समापवतक (Common Factor) नकाल लया जाता है । शेष सभी 
याएँ माप वचलन क  लघ ुर त क  भां त होती है । केवल सू  म समान वग व तार (1) 

क  गणुा क  जाती है ।  
22

x xfd fdix
N N

      
 

 

उदाहरण-06 
न न ल खत ेणी से माप वचलन (क) य  र त (ख) लघ ुर त (ग) पद वचलन र त 

से नका लये। 
अंक (से अ धक) 0 10 20 30 40 50 60 70 
छा  क  सं या 100 90 75 50 25 15 5 0 

हल - पहले सचंयी आविृ त ेणी को सतत सामा य आविृ त ेणी म बदला जाएगा फर माप 
वचलन ात कया जाएगा। 

(क)  य  र त वारा माप वचलन क  गणना 
 

वग अ तराल 
C.I 
 

(X) 
MV 
 

f Fx 31X

dx X X



 
 Fdx 2

Xfd  

0-10 5 10 50 -26 -260 6760 
10-20 15 15 225 -16 -240 3840 
20-30 25 25 625 -6 -150 900 
30-40 35 25 875 +4 +100 400 
40-50 45 10 450 +14 +100 1960 
50-60 55 10 550 +24 +240 5760 
60-70 65 5 325 +34 +170 5780 

  N=100 3100   2 25400xfd   
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समा तर मा य माप वचलन    

3100
100

31

fxX
N

X


 





 2500
100

254
15.94

fx
N








   
 




 

(ख) लघ ुर त वारा माप वचलन क  गणना  
C.I 
 

MV 
 

F A=35 dx 
 

Fdx 2
Xfd  

0-10 5 10 -30 -300 9000 
10-20 15 15 -20 -300 6000 
20-30 25 25 -10 -250 2500 
30-40 35 25 0 0 0 
40-50 45 10 +10 +100 1000 
50-60 55 10 +20 +200 4000 
60-70 65 5 +30 +150 4500 

  N=100  400fdx   2 27000xfd   
22 2700 400

100 100

270 16 254 15.94

x xfd fd
N N


              

  

 

 
(ग) पद वचलन र त माप वचलन क  गणना 

C.I 
 

MV f dx i=10 fd’x '2
' xfd  

0-10 5 10 -30 d’x=  -30 90 
10-20 15 15 -20 -3 -25 65 
20-30 25 25 -10 -2 0 25 
30-40 35 25 0 -1 +10 0 
40-50 45 10 +10 0 +20 10 
50-60 55 10 +20 1 +15 40 
60-70 65 5 +30 2 fd’x 45 
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  N=100   ' 40fd x   2 270xfd   

2
'2 'xfd fdix

N N


    
 

2270 4010
100 100

    
 

 

10 2.70 0.16 10 2.54 1.59 10
15.94

      


 

उदाहरण-07 
न न ेणी का माप वचलन ात कर । 
आय ु(से कम) 10 20 30 40 50 60 70 80 
यि तय  क  सं या 15 30 53 75 100 110 115 125 
पहले संचयी आविृ त को सामा य आविृ त वतरण म प रव तत कया जाएगा फर 6.3.4 

म दये गये सू  का योग कर माप वचलन क  गणना करगे ।  
आय ु
 

म य ब द ु
 

यि तय  क  
सं या (f) 

संचयी बार बारता-1 
(Cf1) 

संचयी बार बारता-2 
(Cf2) 

0-10 5 15 15 15 
10-20 15 (30-15=)15 45 45 
20-30 25 (53-30=)23 98 98 
30-40 35 (75-53=)22 173 173 
40-50 45 (100-75=)25 273 273 
50-60 55 (110-100=)10 383 383 
60-70 65 (115-110=)5 498 498 
70-80 75 (125-115=)10 623 623 

  125f   2 2108Cf   2 2108Cf   
2

2 1 1

1
1

2
623 4.984
125

i F F F
CfF

f

    


  



 

2
2

2

2108 16.864
125

10

10 2 16.864 4.984 (4.984)

10 33.723 29.826
10 1.976 19.76

CfF
f

i
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6.3.5 मू य वग र त 

यह माप वचलन के गणना क  एक सरल र त है । इसम वचलन क  गणना नह  ंकरनी 
होती । केवल मू य  के वग (X2) नकालकर उनक  आविृ त (f) से गणुा कर दया जाता है । इस 
र त का योग तभी होता है जब क मू य काफ  छोटे आकार के ह  

सू  
2

2fX fX
N N


    

 
  

उदाहरण-08 न न समकंो से माप वचलन ात क िजए । 
आकार 1 2 3 4 5 6 7 
आविृ त 6 12 18 26 16 10 8 
 

आकार (x) 1 2 3 4 5 6 7  
आविृ त (f) 6 12 18 26 16 10 8  

Fx 6 24 54 104 80 60 56 384 
2 .fx fx x  6 48 162 416 400 360 392 1784 

2

2 22

384 96
1784

1784 384
96 96

1.61

fx N
fx

fx fx
N N



  

 

          
   



 

बोध न-02 
1. माप वचलन क  गणना हेतु योग होने वाल  य  एवं सं त व ध म अंतर 
 प ट करे। 
2. सं त व ध वारा य  व ध क  कसी कमी को दूर करने का यास कया गया 
 है? 
3. पद वचलन व ध का योग कन प रि थ तय  म कया जाता है। 
4. मू य वग र त तथा योग वारा माप वचरण क  गणना को प ट क िजये। 
उदाहरण -09 

य द कसी उ पादन इकाई म लगे दस मक  क  'सा ता हक आय का वतरण न न कार 
हो तो माप वचलन ात क िजए । 

मक 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
सा ता हक 80 85 95 90 100 75 65 105 70 85 
आय ( ) 

मक (N) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 N=100 
सा ता हक आय (X) 80 85 95 90 100 75 65 105 70 85 850x   
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मा य से वचलन 
( )dx x x  

-5 0 +10 +5 +15 -10 -20 +20 -15 0 0dx   

2dx  25 00 100 52 225 100 400 400 225 00 2 1500dx   

समा तर मा य 
850 85
10

x
N


    

माप वचलन 
2dx

N



  

1500 150
10

12.25

 



 

उदाहरण -10 नीचे दये गये यि तय  के वजन ( क. ो. म) का माप वचलन ात क िजए । 
45 48 50 54 55 55 56 57 60 63 

हल- इसे हम लघरु त से हल करगे । इस हेतु का प नक मा य = 55 लगे ।  
वजन ( क. ा.) 45 48 50 54 55 55 56 57 60 63  
का प नक म य से 
वचलन (dx) 

-10 -7 -5 -1 0 0 +1 +2 +5 +8 7dx    

(dx)2 100 49 25 1 0 0 1 4 25 64 2 269dx   
माप वचलन 

22

210 269

dx dx
N N

N dx


    

 

  

 

7dx    
2

269 7
10 10

26.9 0.49

26.41
5.14kg


    

 

 




 

उदाहरण-11 न न समंक  से य  र त का योग करके माप वचलन ात क िजये। 
आकार 1 2 3 4 5 6 7 
आवृ त 6 12 18 26 16 10 8 
 
 

आकार (x) 1 2 3 4 5 6 7 28 
आवृ त (f) 6 12 18 26 15 10 8 96 
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(fx) 6 24 54 104 80 60 56 384 
म य से वचलन dx(x-4 -3 -2 -1 0 1 2 3  

dx2 9 4 1 0 1 4 9  
fdx2 4 48 18 0 16 40 72 2 248fdx   

मा य   = 384 4( )
26

fx N f
f


   


 

माप वचलन  = 

2 248
96

1.61

fd x
N






 

उदाहरण-12 दए गए आँकड  का उपयोग करके लघ ुर त वारा माप वचलन ात क िजए । 
प रवार म यि तय  क  सं या 5 2 3 4 6 1  
प रवार क  सं या 30 65 20 75 55 10  

हल- 
प रवार म यि तय  क  सं या (x) प रवार क  सं या (f) dx (X-4) fdx 2dx  2fdx  

5 30 1 30 1 30 
2 65 -2 -130 4 260 
3 20 -1 -20 1 20 
4 75 0 0 0 0 
6 55 2 110 4 220 
1 10 -3 -30 9 90 
 225  -40 1 620 

22fdx dx
N N

     
 

 

2620 40
225 225

2.8 .03
1.66

    
 

 


 

उदाहरण-13 न न आंकड़  से (i) सामा तर मा य और (ii) माप वचलन नका लये। 
आय ु(वष  म) 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
आवृ त 2 4 4 8 6 3 2 

हल-  
 

आय ु(x) आवृ त (f) म य ब द ु(x) fx मा य से वचलन dx (x-45) dx2 dx)2 
10-20 2 15 30 -30 900 1800 
20-30 4 25 100 -20 400 1600 
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30-40 4 35 140 -10 100 400 
40-50 4 45 360 0 0 0 
50-60 8 55 330 10 100 600 
60-70 6 65 195 20 400 1200 
70-80 3 75 150 30 900 1800 

 29  1305   7400 

समा तर मा य = 
1305 45

29
fx year

N


   

माप वचलन 
2( )f dx

N



  

7400 255.17
29

15.97yrs

 


 

उदाहरण-14 एक कारखाने के 5000 कमचा रय  क  सा ता हक मजदरू  के न न वतरण से मा य 
एव ं माप वचलन ात क िजए । 

मजदरू  (  मे) 5-55 45-50 40-45 35-40 30-35 25-30 20-25 
मजदरू  क  सं या 250 300 400 450 800 1000 1700 

हल 
मजदरू  (x) मज. क  सं या (f) म य ब द ु(x) dx=x37.5 dx2 fdx (dx)2 

50-55 250 52.5 +15 225 3750 56,250 
45-50 300 47.5 +10 100 3000 30,000 
40-45 400 42.5 +5 25 2000 10,000 
35-40 450 37.5 0 0 0 0 
30-35 800 32.5 -5 25 -4000 20,000 
25-30 1100 27.5 -10 100 -11000 1,10,000 
20-25 1700 22.5 -15 225 -22500 3,82,500 

 5000    -31,750 6,08,750 

मा य = 
( 31750)37.5 5000 31.15fdxA

N
 

    

माप वचलन = 
2 22 608750 31750

5000 5000
fdx fdx
N N

            
   

 

121.75 40.32
9.02
  


 

उदाहरण – 15 दये गये समंक से पद - व ध वार' माप वचलन ात क िजए ' 
अंक 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
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छा  क  सं या 5 10 10 25 25 15 10 
हल- 

अंक (x) 
 

म य ब द ु(f) आवृ त (x) 
 

Dx=x-45 
 

'
10

dx dxdx
i
   fdx’ 

 
F(dx’)2 

 
10-20 15 5 -30 -3 -15 45 
20-30 25 10 -20 -2 -20 40 
30-40 35 10 -10 -1 -10 10 
40-50 45 25 0 0 0 0 
50-60 55 25 +10 +1 25 25 
60-70 65 15 +20 +2 30 60 
70-80 75 10 +30 +3 30 90 

  100   40 270 
2 22

2

' 270 40 10
100 100

2.7 (0.4) 10 15.93

fdx fd x i
N N

             
   

   

 

6.4 सामू हक माप वचलन  
िजस कार अलग-अलग वतरण  के मा य  के आधार पर सम त वतरण  का सामू हक मा य 

ात कया जाता है उसी कार व भ न वतरण  के मा य  एव ं माप वचलन  के आधार पर सामू हक 
वतरण का माप वचलन ात कया जाता है । 

(i) सव थम वतरण  का सामू हक मा य ( ) ात कया जाता है । 
य द व भ न वतरण  का मा य मश: 1,X 2X ........ nX हो तथा कुल आविृ तयाँ 

1, 2 3......................., nN N N N हो तो वतरण  का सामू हक मा य X  

21 2 3 3

1 2

................
.....................

n n

n

N X N X N X N X
N N N

   
 

 

(ii) येक वतरण मा य का सामू हक मा य से वचलन (D) ात कया जाता है । 
11D X X   22D X X   3 3.............. nnD X D X X    

(iii) अब न न सू  के वारा हम सामू हक वतरण का माप वचलन (σ) ात करते ह ।  
 

 
 
जहां 1 2 3, , ............... n     व भ न वतरण  के माप वचलन है । 

X

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 2

( ( ........... (
.............

n n n

n

N D N D N D
N N N
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य द वतरण  क  सं या =2 हो तो सामू हक माप वचलन का सू  होगा-  
2 2 2 2

1 1 1 2 2 1

1 2

( (N D N D
N N

 


  



 

उदाहरण-16 न न सूचना से स भा वत वग  के लए सामू हक माप वचलन ात क िजए । 
वग सं या मा य माप वचलन 
A 40 20 6 
B 60 25 9 

हल- 

सामू हक म य ( X


)  = 11 2 2

1 2

(20 40) (25 60)
40 60

N X N X
N N

    
 

 
 

800 1500 23
100


   

2 2
11 1 1

2 2
2 2 2 2

20 23 3 9 36

23 25 2 4 81

D X X D

D X X D





       

       
 

2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

1 2

( (1.2

40(36 9) 60(81 4)
40 60

40(45) 60(85) 6900 69 8.3066
40 60 100

N D N D
N N

   




  





   



 

उदाहरण-17 
दो आविृ त वतरण  क  कुल आविृ त, मा य एव ं माप वचलन  का ववरण इस कार है। 

1

2

200
300

N
N


  

1

2

25
10

X
X


  

1

2

3
4







 

इन वतरण  का सामू हक मा य एव ं माप वचलन ात क िजए । 
हल 

वतरण  का सामू हक मा य X  11 2 2

1 2

N X N X
N N





 

200(25) 300(10)
200 300

5000 3000
500

8000 16
500
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वतरण  का सामू हक मा य (σ) =
2 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 2

( (N D N D
N N

  



 

11

2 2

25 16 9

10 16 6

D X X

D X X

     

     
 

2 2 2 2200(3 9 ) 300(4 ( 6 )
200 300

200(9 81 300(16 36)
500

18000 15600
500

33600
500

67.2 8.2







   




  







   
बोध न-03 
1.  न न आँकड  से मा य एव ं माप वचलन ात क िजए। 
    80 85 100 110 82 97 93 95 98 140 
2.  न न ेणी म एक कारखाने म व भ न मक  वारा त दन ऊ पा दत न मत व तुओं क    
   सं या द  गई है । त दन उ पा दत न मत व तुओं क  मा य एव ं माप वचलन ात क िजए। 
 व तुओं क  सं या 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27  

 मक  क  सं या 3 7 11 14 18 17 13 8 5 4  

3. न न ेणी का माप वचलन ात क िजए। 
 जोत  क  आकार 

(हे टेयर) 
0-2 2-4 4-6 6-8 8-10 10-12 12-14  

 कृषक  क  सं या 1000 2300 3600 2400 1700 3000 500  

4. एक बटंन के तीन भाग है िजनका वतरण इस कार है 
 म पद सं या समा तर मा य माप वचलन 
 1. 200 25 3 
 2. 250 10 4 
 3. 300 15 5 
  स  क िजए क परेू बटंन का समा तर मा य 16 है और माप वचलन लगभग 7.2 है। 
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6.5 सरण (Variance) 

6.5.1 अथ एव ंसू  

समा तर मा य से लए गये वचलन  के वग  का समा तर मा य सरण, वचरण मापांक 
अथवा वतीय अप करण घात (second Moment of Dispersion) कहलाता है । जब वचरण 
मापांक का वगमूल नकाला जाता है तो यह माप वचलन बन जाता है । अत: सरण माप वचलन 
का वग होता है । 

सू ानसुार सरण=σ 

6.5.2 वचरण गणुांक 

माप वचलन अप करण का एक नरपे  माप है िजसे सवदा मापन क  इकाई म य त कया 
जाता है जसेै पया अकं, क. ा. आ द । दो या दो से अ धक े णय  के वचलन  क  तलुना करने 
के लए अप करण के नरपे  माप का योग नह ं कया जा सकता, वशेषकर उन प रि थ तय  म 
जब दे व भ न मापन इकाइय  म य त कये गये हो । इस कार क  प रि थ तय  म, जब दो या 
दो से अ धक े णय  के माप वचलन व भ न इकाइय  म य त कये गये हो एव ंउनका तुलना मक 
व लेषण करना हो, माप वचलन के गणुाकं अ धक उपयु त होते ह । माप वचलन के गणुांक 
क  गणना के लए माप वचलन को समा तर मा य से भाग दया जाता है । कभी-कभी यह गणुांक 
दशमलव या भ न प म आने के कारण तलुना के यो य नह ं हो पाता । इस दोष के नवारण हेतु 
वचरण गणुांक का सहारा लया जाता है । वचरण गणुांक के लए माप वचलन के गणुांक को 100 
से गणुा कर दया जाता है । अथात ् वचरण गणुांक, माप वचलन के गणुाकं का ह  तशत है । 

सू ानसुार वचरण गणुांक (C.V) = 100
X

 Zई 

िजस समकं ेणी का वचरण गणुांक अ धक होता है उसम वचरण अ धक होता है । वह 
अ धक अि थर मानी जाती है । इसके वपर त िजस ेणी म वचरण गणुाकं (C.V.) कम होता है 
वह अ धक एक प, सजातीय अथवा संगत कहलाती है । 
उदाहरण-18 

नीचे दये गये x एव ंy शेयर  के मू य से बताइये क कौन-सा शेयर अ धक थाई है- 
x 55 54 52 53 56 58 52 50 51 49 
y 107 107 105 105 106 107 103 104 101  

हल 
X dx=x-35 dx2 y dy=x-105 dy2 

55 +2 4 108 +3 9 
54 +1 1 107 +2 4 
52 -1 1 105 0 0 
53 0 0 105 0 0 
56 +3 92 106 +1 1 
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58 +5 25 107 +2 4 
52 -1 1 104 -1 1 
50 -3 9 103 -2 4 
51 -2 4 104 -1 1 
49 -4 16 101 -4 16 
530  70 1050  40 

Share x mean 
530 53
10XX    

Share y mean 1050 105
10YX    

माप वचलन  = 
2

x
dx
N




  

2

70 7 2.65
10

40 4 2
10

y
dy
N



  




  

 

वचरण गणुांक  = 100
X

  

2.65100 100 5%
53
2100 100 1.9%

10.5

x
x

x

x
x

x

CV
X

CV
X





   

   
 

शेयर x का वचरण गणुांक, शेयर y के वचरण गणुांक से अ धक है अत: y शेयर  क  क मत  
म अ धक ि थरता होगी। 

6.5.3 माप वचलन के बीज ग णतीय गणु (Algebraic Properties of Standard 
Deviation) 

माप वचलन म न न मुख बीज गणतीय गणु पाये जाते ह- 
(i) सामू हक माप वचलन व भ न उप-वग  के माप वचलन  के आधार पर परेू समहू का 

सामू हक माप वचलन मालमू कया जा सकता है । 
मानसुार ाकृ तक अंक  का माप वचलन न न सू  वारा ात कया जा सकता है-  

21 ( 1)
12

N    
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(ii) समा तर मा य से वचलन समा तर मा य से वचलन के लए जाने के कारण माप वचलन 
म वचलन वग  का जोड़ यनूतम होता है ।  

22 ( ) mind X X imum      
(iii) माप वचलन पर ग णतीय याओं का भाव कसी समंक ेणी के येक पद मू य म 

एक ि थरांक या अचर मू य जोड़ने, घटाने, गणुा करने या भाग करने का उस ेणी के मा य 
और माप वचलन पर न नां कत भाव पड़ता है-  
ग णतीय याओं का भाव समातंर मा य पर भाव माप वचलन पर भाव 
ि थराकं जोड़ने पर (a) X a



    

ि थराकं घटाने पर (a) X a


    

ि थराकं से गणुा करने पर (a) X a


  a   
ि थराकं से भाग देने पर (a) X a



  a   
उपयु त गणु  के कारण माप वचलन का उ च तर ग णतीय अ ययन म सवा धक योग 

होता है । 

6.5.4 माप वचलन के लाभ व दोष 

 लाभ 
(i) माप वचलन ेणी के सभी मू य  पर आधा रत होता है । इसम कसी मू य को छोड़ा नह  ं

जाता । 
(ii) माप वचलन का उ च तर बीज ग णतीय अ ययन म योग कया जाता है । 
(iii) माप वचलन पर अ य अप करण माप  क  अपे ा नदशन प रवतन  का सबसे कम भाव 

पडता है । 
(iv) माप वचलन अप करण का सव े ठ माप है जो व भ न समहू  के वतरण क  तलुना करने 

म तथा दैव ीतदश  म व भ न माप  क  अथपणूता क  जाचँ करने म, सामा य व  के 
अधीन थ े फल ात करने म, सहस ब ध व लेषण म, ेणी म मू य वतरण क  सीमाएं 
नधा रत करने म तथा सह  तुलना ब नवचन म अ य त उपयोगी है । 

 दोष 
(i) इसक  गणना क ठन होने के कारण सवसाधारण के लए असु वधाजनक है । 
(ii) यह चरम मू य  को अ धक मह व देता है । 

6.6 लॉरज व  - ब द ुरेखीय व ध 
ब द ुरेखीय व ध से अप करण मापने का सव थम योग डी. मै स ओ लॉरज ने कया था 

। उ ह ने इसका योग व भ न समयाव ध म अथवा व भ न देश  के बीच आय एव ंस पि त के वतरण 
म असमानता को मापने के लए कया । लॉरज व  के वारा व भ न कार क  असमानताओं जसेै 
- मजदरू , व य, जनसं या एव ंलाभ  के वतरण म असमानताओं को द शत कया जाता है । लॉरज 
व  एक संचयी तशत  का ब दरेुखीय दशन है । 
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य द हम कसी अथ यव था म आय वतरण क  बात कर तो आय का वतरण उस ि थ त 
म समान कहा जायेगा जब क जनसं या के एक व श ट तशत का रा य आय म अशं उतने ह  
तशत के बराबर हो तो अथ यव था म आय का वतरण पणूतया समान होगा । ग णतीय भाषा म 

य द 'n' तशत लोग  का रा य आय म ह सा ' n ' तशत के बराबर हो तो आय का वतरण 
पणूतया समान कहा जायेगा । 

कसी आय वतरण का लॉरज व  बनाने के लए हम यह ात करना होता है क आय के 
एक नि चत तशत को ा त करने वाले लोग  का वतरण म तशत या है? त प चात ्आय व 
लोग  के संगत तशत मान  को हम एक ाफ पर अं कत करते ह और ा त ब दओंु को एक व  
के वारा जोड़ देते ह । यह व  अथ यव था म आय वतरण क  कृ त को दशायेगा । इसी व  को 
हम लॉरज व  करत ेह । 
 लॉरज व  बनाने क  व ध 

(i) समकं के पद मू य  का अगर वग अ तराल है तो इसके म य ब दओंु का संचयी मू य ात 
करते ह एव ंअं तम सचंयी मू य को 100 मानकर अ य सचंयी मू य  का तशत ात कर 
लेते ह । 

(ii) इसी कार से आविृ तय  क  भी सचंयी आविृ त ात कर लेते ह और अं तम संचयी आविृ त 
को 100 मानकर अ य सचंयी आविृ तय  का तशत ात कया जाता है । 

(iii) संचयी मू य  के तशत को Y अ  पर म से 0 से 100 तक लेते ह, क तु X अ  पर 
संचयी आविृ तय  के तशत को 0 से नह ं वरन उ ह म से 100 से 0 तक अं कत करत े
ह । 

(iv) अब ा त तशत सचंयी मान  के अनु प ाफ पेपर पर अं कत ब दओंु को मला देने से 
ा त व  लॉरज व  होता है । X अ  पर 0 और Y अ  पर 100 को एक रेखा से मला 

देते ह िजसे समान वतरण रेखा कहते ह । 
लॉरज व  समान वतरण रेखा से वा त वक वतरण के वचलन का माप है । यह व  समान 

वतरण व  से िजतना दरू होगा, वतरण क  असमानताएँ उतनी ह  अ धक होगी । य द लॉरज व  
के समान वतरण रेखा के नकट है या समान वतरण रेखा से स पाती है तो वा त वक वतरण म 
आय क  असमानताएँ नग य होगी तथा हम कह सकते ह क अथ यव था म आय का वतरण लगभग 
समान होगा । 
 गनी गणुांक  

आय क  असमाताओं को प रमाणा मक प म मापने के लए हम गनी गणुाकं का योग 
करते ह िजसे न न कार प रभा षत कया जाता है । 

गनी गणुांक=सामान वतरण रेखा व लॉरंज व  के म य े फल 
सामान वतरण रेखा व अ ो के बीच े फल

 
 
इस गणुांक का मान िजतना कम होगा आय क  असमानताएँ भी उतनी कम होगी तथा गनी 

गणुांक का मान अ धक होने पर आय क  असमानताएँ भी अ धक होगी । 
 लॉरज व  क  सीमाएँ 
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लॉरज व  व ध एक सरल व आकषक व ध है, पर इसे वै ा नक व ध के प म वीकार 
नह ं कया जाता है िजसका कारण यह है क इसके अ तगत अप करण क  मा ा का सं या मक मापन 
स भव नह  ंहै । 
उदाहरण-19 

न न ल खत आय वतरण  के लए लॉरज व  क  रचना क िजए । 
आय Below 1000 Below 2000 Below 3000 Below 4000 Below 5000 

समहू A 2500 2200 2000 1600 1100 

समहू B 3000 2300 1000 550 300 

  
आय 
 

म य 
ब द ु

संचयी 
मू य 

% सचंयी मू य 
(य द 

12500=100) 

समहू A समहू B 

F संचयी 
आवृ त 
cf 

% cf य द 
9400=100 

f संचयी 
आवृ त 
cf 

% cf य द 
7150=100 

 
Below 1000 500 500 4% 2500 2500 26.6 300 3000 41.9 
1000-2000 1500 2000 16% 2200 4700 50.0 2300 5300 74.1 
2000-3000 2500 4500 36% 2000 6700 74.3 1000 6300 88.1 
3000-4000 3500 8000 64% 1600 8300 88.3 550 6850 95.8 
4000-5000 4500 12500 100% 1100 9400 100.0 300 7150 100.0 

 
समूह B म आय क  असमानताएँ अ धक है एव ंसमूह 'के वतरण म आय क  असमानताएँ 

अपे ाकृत कम ह य  क समूह A का लॉरज व  समान वतरण रेखा के अ धक समीप है।  
 

बोध न -04 
1. वचरण गुणांक पर सं त ट पणी ल खए। 
2. वचरण गुणांक कस उ े य क  पू त करता है ? सारण और वचरण गुणांक के बीच  
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   भेद बताइये। 
3. लारज व  क  रचना व ध समझाइए। 

6.7 सारांश (Summary) 
माप वचलन या मानक वचलन अप करण का एक आदश माप है और इसका योग 

सांि यक  म सबसे अ धक कया जाता है। अप करण मापन के ि टकोण से माप वचलन सवा धक 
यापक एव ंउपयोगी है। तुत इकाई म माप वचलन के अथ मह व, एव ंउपयोग क  चचा क  गयी 
है । इसके अ त र त माप वचलन क  गणना हेत ु व भ न व धय  का भी व ततृ ववरण इकाई 
म समा हत है । व भ न कार क  े णय  म कस कार माप वचलन क  व भ न व धय  का 
योग कया जाता है इसक  भी इकाई म या या क  गई है । माप वचलन के अ त र त अप करण 

मापन के अ य माप  अथात ् सरण एव ं वचरण गणुांक का उ लेख भी इकाई म ह। अप करण के 
अ य मापक लॉरज व  क  चचा भी इकाई म क  गई है । आय क  असमानता मापने के लए लॉरज 
व  का योग कई देश  वारा कया गया है । इस त य से लॉरज व  क  मह ता प ट हो जाती 
है ।  

6.8 श दावल  (Glossary)  
माप वचलन Standard Deviation 

औसत म यक अ तर व ध Average Differences From Average Method 
य  व ध Direct Method 

सं त व ध Short Moment Of Dispersion 
अप करण का वतीय सवेंग Second Moment Of Dispersion  
पद वचलन व ध Step Deviation Method 
अ वि छ न ेणी Discrete Series 
सामू हक माप वचलन Continuous Series 
सरण Variance 
वचरण गणुांक Coefficient Of Variation  
लॉरज व  Lorenz Curve 
आय क  असमानता Income Inequality 
गनी गणुांक Ginni Coefficient 
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6.10 अ यासाथ न (unit-end Questions) 
1. माप वचलन या है? इसके व भ न लाभ या है? 
2. वचरण गणुांक या है? सरण व वचरण गणुांक म भेद बताइए? 
3. लॉरज व  पर एक सं त ट पणी ल खए तथा इसके उपयोग  का ववेचन क िजए । 
4. अप करण क  माप  के प म माप वचलन के गणु दोष  ब उपयो गता क  ववेचना क िजए। 
5. माप वचलन क  गणना हेत ुिजन व धय  का योग होता है, उनका सं त ववरण द। 

आप इनम से कसे े ठ मानते हे। 
6. न न समकं  के आधार पर व 10 मजदरू  क  मा सक मजदरू  का समा तर मा य और माप 

वचलन क  गणना क िजए । 
मजदरुो 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
मजदरू  750 800 650 700 900 850 750 950 750 850 

7. न न समंको से समा तर मा य तथा माप वचलन का प रकलन क िजए । 
मू य 60 61 62 63 64 65 
आविृ त 5 15 18 8 6 8 

8. न न सारणी से मा य वचलन व माप वचलन का प रकलन क िजए । 
ा ताकं 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 

छा  क  सं या 3 6 9 7 5 
9. न न आंकड़ो से समा तर मा य और माप वचलन नका लए । 

आय ु(वष  म) 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 70-80 
आविृ त 2 4 4 8 6 3 2 
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इकाई - 07 
वषमता क ं माप (Measures of Skewness) 

इकाई क  परेखा 
7.1 तावना 
7.2 वषमता 

7.2.1 अथ एव ंप रभाषा  
7.2.2 अप करण ब वषमता म अ तर 
7.2.3 वषमता का पर ण 

7.3 वतरण के कार 
7.3.1 अ वषम, सामा य अथवा सम मत वतरण  
7.3.2 वषम अथवा असम मत वतरण 

7.4 वषमता के माप 
7.4.1 वषमता के थम माप 
7.4.2 वषमता के वतीय माप 
7.4.3 वषमता के ततृीय माप 

7.5 साराशं 
7.6 श दावल  
7.7 संदभ थ 
7.8 अ यासाथ न  

7.0 उ े य (Objective)  
इस इकाई के अ ययन के बाद आप: 

 जान सकगे क ेणी का व प सम मतीय है अथवा असम मत है; 
 वषमता का अथ एव ं कार  से प र चत हो जाएंगे; 
 वषमता क  गणना करने यो य हो सकगे ।  

7.1 तावना (Introduction) 
पवूवत  इकाइय  से यह प ट हो चकुा है क कोई अकेला सािं यक  मापन कसी ेणी क  

सभी वशेषताओं को कट करने म स म नह ं होता । सं खयक य मा य' कसी णेी क  के य वृ त 
का ान कराते ह तथा 'अप करण क  माप से यह पता चलता है क ेणी के पद-मू य  का मा य 
से कतना वचलन है । य य प ये दोन  कार क  सूचनाएँ अ य त आव यक और मह वपणू होती 
है, पर तु ेणी क  बनावट, च र  व व प का अ ययन के य विृ त क  माप व अप करण क  
माप वारा स भव नह ं हो पाता । ेणी का व प या है, उसका सार सम मतीय है अथवा असम मत 
है, इसका ान केवल वषमता एव ंपथृुशीष व के मापन वारा ह  स भव है । वषमता हम व  क  
आकृ त का व लेषण करने म सहायता दान करता है अथात स मतीयता एव ंअस मतीयता जब क 
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पथृुशीष व कसी आविृ त वतरण का पणू पेण न पण करने म पया त प से स म ह । ततु 
इकाई म हम वषमता क  माप का व तार से अ ययन करगे ।  

7.2 वषमता (Skewness) 

7.2.1 अथ एव ंप रभाषा 

वषमता से अ भ ाय कसी समकं माला म सम मती का अभाव होना समझा जाता ह । अ य 
श द  म समक माला म जब आवृ त- वतरण सम म त से दरू हो जाता है और वतरण असम मत होने 
लगे, तो इस विृ त को वषमता कहते ह । स पसन एव ंका का के अनसुार वषमता आविृ त वतरण 
क  वशेषता है जो वग के एक ओर अ धकतम आविृ त के साथ दसूर  ओर क  अपे ा अ धक बढ़ जाती 
है । पडैन तथा ल ड क ट के अनसुार एक वतरण को वषम कहा जाता है य द उसम सम म त का 
अभाव होता है, अथात ्माप  के व तार के एक ओर ह  व केि त हो जाते ह । इस कार सं ेप 
म कसी वतरण क  सम म त से दरू हटने क  विृ त को वषमता कहते ह । 

7.2.2 अप करण एव ं वषमता म अ तर 

अप करण कसी ेणी मे पद  के बखराव को द शत करता है जब क वषमता का समब ध 
उसक  आकृ त क  व श टताओं से होता है । अ य श द  म अप करण हम ेणी क  संरचना के बारे 
म बताता है जब क वषमता हम ेणी के व  क  आकृ त के बारे म बताता ह । अप करण हम ेणी 
के पद  का मानक प म वीकृत अ य कसी पद से यि तगत अ तर  क  ओर संकेत करता है । 
अप करण वतीय म के मा य  पर आधा रत है जब क वषमता मु यतया थम म के मा य  
पर आधा रत है । 

7.2.3 वषमता का पर ण 

कसी समकं-माला म वषमता के होने क  जाचँ न न आधार पर क  जाती है :- 
1. य द कसी ेणी म समा तर मा य, माि यका तथा बहु लक का मू य समान है तो णेी म 

बसमता नह ं होगी । इनके बीच अ तर िजतना अ धक होगा वषमता उतनी अ धक होगी। 
2. य द मि यका से लए गये धना मक वचलन  का योग ऋणा मक वचलन  के बराबर है तो 

वषमता नह ं होगी । 
3. य द चतुथक, दशमक तथा शतमक के जोड़ ेमि यका से बराबर दरू  पर ि थत ह तो वषमता 

नह ं होगी । 
4. य द बहु लक के आगे व पीछे समान दरू  पर दोन  ओर क  बार बारताय बराबर हो तो वषमता 

नह ं होगी ।  
5. य द ेणी को रेखा च  वारा द शत करने पर सम मत व  ऊभरे तथा वह घटं  के आकार 

का हो तो वषमता नह ं होगी । 
बोध न - 1 
1. वषमता या है ? यह अप करण से कस कार भ न होता है? 
2. वषमता के पर ण या है? 
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3. कसी आवृ त – वतरण क  कृ त को समझने म वषमता के माप के मह व को प ट  
   क िजये। 

7.3 वतरण के कार (Types of distribution) 
वषमता के ि टकोण से आविृ त वतरण को न न दो वग  म वग कृत कया जा सकता 

है :- 

7.3.1 अ वषम. सामा य अथवा सम मत वतरण 

इस कार के आविृ त वतरण म मू य  क  आविृ तयाँ एक नि चत म से बढती ह तथा 
एक नि चत ब द ुया थान पर चरम अथवा अ धकतम होने के प चात उसी म म घटती है । ऐसे 
आविृ त को रेखा च  वारा द शत करने पर घटं  के आकार का व  ा त होगा । म य से वभािजत 
करने पर व  के दोन  भाग स पणू समान होग । 

 
7.3.2 वषम अथवा असम मत वतरण 

वषम अथवा असम मत वतरण म आविृ तय  के घटने व बढ़ने का कोई नि चत म नह  ं
होता है । ऐसे वतरणमाला म समा तर मा य, माि यका तथा बहु लक एक नह  ंहोत ेहै । ऐसे वतरण 
को रेखा च  वारा द शत करने पर असामा य तथा झुकावदार व  ा त होता है । ऐसे वतरण म 
पाई जाने वाल  वषमता दो कार क  होती है – 
(i) धना मक वषमता 
धना मक वषमता तब पाई जाती है जब कसी ेणी का समा तर मा य, माि यका से तथा मि यका 
बहु लक से अ धक होती है । इस कार के वतरण म मि यका से ततृीय-चतथुक का अ तर (Q3-M,), 
मि यका से थम चतथुक के अ तर (M-Q1) से अ धक होता है । 
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रेखा च  7.2 

(ii) ऋणा मक वषमता 
ऋणा मक वषमता क  ि थ त म समा तर मा य का मू य, मि यका से कम तथा मि यका 

बहु लक से कम होती है । इसी कार मि यका व ततृीय चतथुक का अ तर (Q1 -M), मि यका और 
थम चतुथक के अ तर (M-Q1) से कम होता है । ऐसी ि थ त म व  का झुकाव बाई ओर अ धक 

होता है । 

 
रेखा च  7.3 

बोध न-2 
1. च  क  सहायता से वषम व अ वषम आवृ त को प ट क िजये। 
2. घना मक तथा ऋणा मक वषमता म अंतर को च  वारा प ट कर। 
3. वषमता क  माप हेतु आवृि तय  का वतरण कस आधार कया जाता है ? 

7.4 वषमता के माप (Measures of Skewness) 
वषमता के माप वषमता के पर ण पर आधा रत है । वषमता के माप  का वणन इस कार 

है:  

7.4.1 वषमता का थम माप 

वषमता का थम माप वषमता के थम पर ण पर आधा रत है, िजसके अनसुार एक 
सम मतीय वतरण म मा य, मि यका तथा बहु लक का मू य समान होता । अत: ेणी क  वषमता 
मा य  के अ तर पर नभर करती है, िजतना अ तर अ धक होगा, उतनी ह  अ धक वषमता पाई जायेगी 
। इसके सापे क माप ा त करने के लए वषमता गणुांक ात कया जाता है । इस सदंभ म काल 
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पयसन का वषमता माप सबसे अ धक योग कया जाता है, िजसे काल पयसन का वषमता गणुांक 
के नाम से जाना जाता है । वषमता के थम माप से स बि धत सू - 

(i) वषमता क  माप ( )kS X Z  2) 
(ii) वषमता क  माप 3( )kS X M   

(iii) काल पयसन का वषमता गणुाकं ( ) X Zj j


 
  
 

 

(iv) काल पयसन का वषमता गणुाकं 3( )( ) X Mj



  

जहाँ X  = मा य Z= बहु लक  
M माि यका σ= माप वचलन 

 मह वपणू त य 
(i) वषमता गणुांक का मान सदैव 1  क  सीमाओं के अ तगत ह  रहता है । 
(ii) य द वषमता गणुांक का मान शू य है तो ेणी वषमता र हत होती है । 
(iii) य द वषमता गणुांक का मान धना मक है तो वषमता धना मक होती है । 
(iv) य द वषमता गणुांक का मान ऋणा मक है तो वषमता ऋणा मक होती है । 
उदाहरण सं या -1 
समा तर मा य, बहु लक और माप वचलन नकालकर काल पयसन के वषमता गणुांक 
नका लए: 

माप 0-10 10-20 20-30 30-40 40-50 50-60 60-70 
आविृ त 10 12 18 25 16 14 5 

हल 
कि पत मा य  = A=35 

मा य   = 
fdxA

N


  

माप वचलन  =  
22fdx fdx

N N
      

 
 

बहु लक   =  1 0
0 1 2 1

1 0 2

( )
2

f fM I I I
f f f


  

 
 

माप X म य ब द ु
X 

आवृ त f 
 

dx(x-35) 
 

Fdx 
 

dx2 
 

fdx2 
 

0-10 5 10 -30 -300 900 9000 
10-20 15 12 -20 -240 400 4800 
20-30 25 18 -10 -180 100 1800 
30-40 35 25 0 0 0 0 
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40-50 45 16 10 +160 100 1600 
50-60 55 14 20 +280 400 5600 
60-70 65 5 30 +150 900 4500 

  100  -130  27300 

मा य   35 1.3 33.7fdxX A
N


      

माप वचलन  
2 22 27300 130

100 100
fdx fdx
N N

            
   

 

273 1.69 16.47    
अ धकतम आविृ त (25) वाला वगा तराल अथात बहु लक का वगा तराल (30-40) है ।  

25 1830 (40 30) 34.38
2 25 18 16

Z 
   

  
 

 काल पयसन का वषमता गणुाकं  
33.734.8

16.47
0.04

X ZJ



 



 

उदाहरण सं या - 2 
न न ा तांक  के आधार पर काल पयसन क  र त वारा वषमता गणुांक ात क िजए–  

आकार 58 59 60 61 62 63 64 65  
आवृ त 10 18 30 42 35 28 16 8  

हल  
आकार (x) आवृ त (f) dx(x-61) Fdx (dx)2 F(dx)2 

58 10 -3 -30 9 90 
59 18 -2 -36 4 72 
60 30 -1 -30 1 30 
61 42 0 0 0 0 
62 35 1 35 1 35 
63 28 2 56 4 112 
64 16 3 48 9 144 
65 8 4 32 16 128 
 187f   75fdx     2 611fdx   

मा य  = 
fdxA
n


    A=का प नक मा य = 61 

7561 61 0.4 61.4
187
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माप वचरण  
22fdx fdx

n n
      

 
 

2
611 75 3.27 0.16
187 187

3.11 1.76

     
 

 

 

ेणी म अ धकतम आविृ त 42 है और यह आकार 61 से स बि धत है अत: बहु लक Z=61 
काल पयसन का वषमता गणुाकं-  

61.4 61 0.4
1.76 1.76

0.2

  

3

X ZJ

 

  



 

7.4.2 वषमता का वतीय माप अथवा बाउले का वषमता गणुाकं  

वषमता का वतीय माप वषमता के ततृीय पर ण पर आधा रत है, िजसके अनसुार एक 
सम मतीय वतरण म चतुथक  क  जोड़ी (अथात Q1 एव ंQ3) मि यका से समान दरू  पर होगी । अत: 
ेणी म वषमता क  मा ा, दो चतुथक  के योग से दो मि यका का अ तर होगा । इसके गणुाकं ात 

करने के लए, इसे दो चतथुक  के अ तर से भाग दया जाता । है ।  
ो0 बाउले ने चतथुक  पर आधा रत वषमता के सू  का तपादन कया था। इसी कारण 

से इसे बाउले का वषमता गणुाकं भी कहते ह।  
सू  – 

(i) वषमता का वतीय माप 
 

(ii) बाउले का वषमता गणुांक 

 
उदाहरण सं या - 3 

न न ेणी म चतथुक वचलन गणुाकं व वषमता गणुांक क  गणना क िजए -  
अंक 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
व या थय  क  सं या  2 9 11 14 20 24 20 16 5 2 

हल- 
अंक (x) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  

व या थय  क  सं या (f) 2 9 11 14 20 24 20 16 5 2 123 
संचयी बार बारता (cf) 2 11 22 36 56 80 100 116 121 123  

 

3 1

3 1

( ) ( )

( 2 )
QK

QK

S Q M M Q

S Q Q M

   

  

13

3 1

3 1

3 1

( ) ( )
( ) ( )

2

Q

Q

Q M M Q
J

Q M MQ

Q Q MJ
Q Q
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मि यका 
1

2d
nM    

 
वाँ पद 

123 1
2
   

 
 वाँ पद 

=62 वाँ पद = 6  

1
1

4
nQ    

 
 वाँ पद 

123 1
4
   

 
 वाँ पद का मू य 

=31 वाँ पद = 4 
 

3

3 1
4

n
Q


  वाँ पद = 93 वाँ पद का मू य = 7  

चतथुक वचलन गणुाकं 

 
बाउले का वषमता गणुांक 

 

  
उदाहरण सं या - 4 

न न ल खत आकड  से बाउले का वषमता गणुाकं ात क िजए -  
भार (से अ धक)  40 50 60 70 80 90 
यि तय  क  सं या  185 167 132 84 38 12 

हल : संचयी आविृ त को सामा य आविृ त वतरण म बदलना होगा।  
भार (x) यि तय  क  सं या (f) संचयी बार बारता (cf) 
40.50 18 (=185-167) 18 
50-60 35 (=167-132) 53 
60-70 48 (=132-84) 101 
70-80 46 (=84-38) 147 
80-90 26 (=38-12) 173 

90 से अ धक 12 185 
 185  

मि यका 
2
nM    

 
 वाँ पद का मू य  

185
2

   
 

 वाँ पद = 92.5 वाँ पद जो 60-70 वगा तराल है। 

 
L1= 60 L2 = 70  
f1 = 48 m = 92.5 
C= 53 

3 1

3 1

7 4 3 0.27
7 4 11

Q Q
Q Q







  

3 1

3 1

2

7 4 (2 6) 11 12
7 4 3Q

Q Q M
Q Q

J

 



   

 


1 0.33
3Q QJ J

   

2 1
1

1 2
L L n CM L

f
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म यका (M) = 68.23 
 

1 4
nQ    

 
 वाँ पद = वाँ पद = 46.25 वाँ पद जो 50-60 वगा तराल म है। 

 

 
वाँ पद = 138.7 वाँ पद जो 70-80 वगा तराल म होगा। 

 
बाउले का वषमता गणुांक 

 
7.4.3 वषमता का ततृीय माप 

वषमता का ततृीय माप घनमलू तथा घन  क  सहायता से नकाला जाता है। यहाँ पर ततृीय 
घात को आधार मानकर मानक वचलन से वभािजत कया जाता है । इसका योग यवहा रक प 
से यनू है। वषमता के ततृीय माप के न न सू  है :  

(i)  
यह वषमता गणुांक आघणू  पर आधा रत है अत: इसे कहत ेह -  
(ii) आघणू वषमता गणुांक  

 
(iii) वि छन व अ वि छन ेणी के लए 

 
 

70 6060 (92.5 53)
48
    

 
1060 39.5 60 8.23
48

     

2 1
1 1

1 4
60 5050 (46.25 18)

35

L L nQ L C
F
     

 


  

3

1050 28.25 50 8.70 58.07
35

3
4

Q

nQ

     

   
 

2 1
3 1

1

3

4
80 7070 (138.75 101) 78.21

46

L L nQ L C
F

Q

     
 

     
 

3 1

3 1

2 78.21 58.07 (2 68.23)
78.21 58.07

136.28 136.46 0.009
20.14

d
Q

Q Q MJ
Q Q
    

 
 


  

3 3

3
( )3 3

dx

k
x XS

N N

 
 

3
3
33

dx m
N





 

3

3 3
fdx

kS
N
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(iv) आघणू वषमता गणुांक  

 

  

 
उदाहरण सं या - 5 

न न आविृ त वतरण के लए आघणू वषमता गणुांक क  गणना क िजए -  
वगा तर 0-4 4-8 8-12 12-16 16-20 
आविृ त 1 3 12 8 6 

हल 
वगा तर म य ब द ु(x) आविृ त (f) (X- X



)     
0-4 2 1 -10 100 -1000 100 -1000 
4-8 6 3 -6 36 -216 108 -648 
8-12 10 12 -2 4 -8 48 -96 
12-16 14 8 +2 4 8 32 64 
16-20 18 6 +6 36 216 216 1296 

  30    504 -384 
 
माप वचलन 

 

 

 

 आघणू वषमता गणुांक  3
3

m


  

 3
12.8

4.06


  

आघणू वषमता गणुांक के अनसुार आवृ त व  क  वषमता ऋणा मक है। 
 
 

3

3

fdx

N





3
3 3

( )f x x
m

N 



 


3

3

( )f x x
m

N


 

2( )x X 3( )x X 2( )x X 3( )f x X

2( )

504 4.06
30

f X X
N

 


 

3

3

( )f x x
m

N




384 12.8
30
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बोध न -3 
1. वषमता के व भ न माप  को समझाइए? 
2. वषमता तथा वषमता गणुांक पर ट पणी ल खये? 
3. न न ल खत आँकड  म काल पयसन वषमता गणुाकं ात क िजए - 
 वग 0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 25-30 30-35  

 आविृ त 2 5 7 13 21 16 8  

4. न न आकड़  का बाउले का वषमता गणुाकं ात क िजए - 
  3 व या थय  को येक को 3 अंक ा त होत ह 
  5 व या थय  को येक को 5 अंक ा त होत ह 
  8 व या थय  को येक को 7 अंक ा त होत ह 
  6 व या थय  को येक को 8 अंक ा त होत हे 
  2 व या थय  को येक को 10 अंक ा त होत ह 
5. चतथुक  पर आधा रत वषमता गणुाकं ात क िजए – 
 अंक 55-58 58-61 61-64 64-67 67-70  

 व या थय  क  सं या 20 22 25 13 7  

        

 

7.5 सारांश (Summary)  
तुत इकाई वषमता क  माप पर आधा रत है । य द कोई आविृ त वतरण के य मान 

के दोन  ओर सम मत है अथात के य मान के दोन  ओर विृ त व  का आकार एक-सा है तो हम 
आविृ त व  को पणूतया सम मत कहगे - इसके वपर त य द आविृ त व  के य मान के दोन  ओर 
सम मत नह ं है तो हम ऐसे आविृ त व  को वषम कहते है और त स बि धत आविृ त वतरण को 
वषम आविृ त वतरण कहते ह । य द आविृ तय  का संके ण के य मान के बायीं ओर है अथात 
य द वतरण म अ धकांश मू य  का प रमाण के य मान से कम है तो हम ऐसे वतरण को ऋणा मक 
वषमता वाला कहगे । इन अवधारणाओं को च  के मा यम से प ट कया गया है । इसके अ त र त 
वषमता गणुांक  का व ततृ अ ययन इकाई म समा हत है । काल पयसन का वषमता गणुांक, बाउले 
का वषमता गणुांक एव ंआघणू  पर आधा रत वषमता गणुाकं क  चचा इकाई म क  गई है। 

7.6 श दावल  (Glossary)  
वषमता क  माप – Measure of Skewness 
सम मत – Symmetric 
वषम – Skewed 
वषमता गणुांक – Coefficient of Skewness  
बहु लक – Mode (Z) 
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मा य - Mean  
मि यका – Median (M) 
काल पयसन वषमता गणुाकं – Karl Pearson’s Coefficient of Skewness 
बाउले का वषमता गणुांक  – Bowley’s Coefficient of Skewness 
चतथुक वषमता गणुाकं  – Quartile Coefficient of Skewness  
आघणू  का वषमता गणुांक  – Moments Coefficient of Skewness 
वि छन ेणी  – Discrete Series 
अ वि छन ेणी  – Continuous Series  
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7.8 अ यासाथ न (Unit- end Question)  
1. मा य, अप करण तथा वषमता कसी भी आविृ त वतरण के समझने म एक-दसूरे के पूरक 

ह । इस कथन को प ट क िजए। 
2. वषमता को प रभा षत क िजए। 'अप करण तथा वषमता म भेद प ट क िजए। 
3. वषमता को मापने क  व धयाँ ल खए। 
4. वषमता एव ंप रघात के बीच स ब ध को समझाइये। 
5. सांि यक  म वषमता के माप के अ ययन के मह व पर काश डा लए। 

  

( )X
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इकाई - 08  
सहस ब ध - काल पयसन का सहस ब ध गणुांक  

(असमू हत समंक) 
(Correlation- Karl Pearson’s Coefficient of 

Correlation) 
(Ungrouped Data)  

इकाई क  परेखा 
8.0 उ े य 
8.1 तावना 
8.2 अथ एव ंप रभाषा 
8.3 सहस ब ध के कारण 
8.4 सहस ब ध के अ ययन का मह व 
8.5 सहस ब ध के कार 
8.6 सहस ब ध का माप 

8.6.1 सहस ब ध ात करने क  ब द ुरेखीय र तयाँ 
8.6.2 ग णतीय र तया ँ
8.6.3 काल पयसन का सहस ब ध गणुांक ात करने क  व धयाँ 

8.7 ि पयरमैन का को ट सहस ब ध गणुांक 
8.8 साराशं 
8.9 श दावल  
8.10 संदभ थ 
8.11 अ यासाथ न  

8.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई के अ ययन के उपरा त आप:  

 वचर सार णय  के बीच आपसी स ब ध ात करने हेतु काल पयसन के सहस ब ध गणुांक 
क  गणना करना सीख सकगे; 

 जान सकगे क ि पयरमैन को ट सहस ब ध गणुांक कैसे ात कया जाता है; 
 सहस ब ध के अथ एव ंप रभाषा को समझने के यो य हो सकगे।  
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8.1 तावना (Introduction)  
आ थक े  म हमारा सामना ऐसे चर  से होता है िजनम आपस म स ब ध पाया जाता है 

अथात दो चर या तो एक साथ एक दशा म घ टत होते है अथवा अलग-अलग दशा म याशील होते 
ह। अथशाि य  क  च सदैव यह जानने क  होती है क अ ययन के लए योग म लए जा रहे 
दो चर  के बीच स ब ध कैसा है एव ं कस तर का है। इस इकाई म हम यह अ ययन करगे क 
सहस ब ध कसे कहते ह एव ंयह कस कार ात कया जाता है। सहस ब ध ात करने क  सबसे 
लोक य एव ंसवा धक उपयोग म ल  जाने वाल  काल पयसन व ध का हम इस इकाई म व तार 
से अ ययन करगे ।  

8.2 अथ एवं प रभाषा (Meaning and Definitions)  
सहस ब ध एक ववरणा मक सांि यक  माप है, जो दो चर  के म य पाये जाने वाले स ब ध 

क  मा ा का ववरण देता है । सहस ब ध एक सांि यक य तकनीक है जो यह मापती है क दो चर 
या त य एक दसूरे के संदभ म कस सीमा तक प रव तत होते ह। 

ो. एल. आर. कोनर (L. R. Connor) के अनसुार, “जब दो या अ धक रा शयाँ सहानभुू त 
म प रव तत है, िजससे एक म होने वाले प रवतन के फल व प दसूर  रा श म भी प रवतन होने क  
विृ त पायी जाए तो दे रा शया ँसहस बि धत कहलाती ह। '' ो. कंग (King) के श द  म, 'सहस ब ध 

का अथ है क आकड  क  दो े णय  अथवा समूह  म कुछ कारण एव ंप रणाम का स ब ध है।'' 
ो. डेवनपोट (Davenport) के मत के अनसुार, 'सहस ब ध का स पणू वषय पथृक 

वशेषताओं के म य पाये जाने बाले उस पार प रक स ब ध क  ओर संकेत करता है, िजसके अनसुार 
वे कुछ अशं  म साथ-साथ होने क  विृ त रखते ह।  

अत: सहस ब ध सांि यक य तकनीक के मा यम से दो चर  के म य अ तर नभरता का 
अ ययन करता है । जसेै मू य तथा मांग के बीच यह देखने को मलता है क जब कसी व त ुका 
मू य बढ़ता है, तब सामा यत: उसक  मांग म कमी होती है या उ पादन और रोजगार के बीच यह 
देखने को मलता है क सामा यत: जब उ पादन क  मा ा बढ़ती है, रोजगार का तर भी बढ़ता है 
। इसी कार दो चर  के बीच अ तर नभरता क  माप सहस ब ध वारा क  जाती है।  

8.3 सहस ब ध के कारण (Causes of Correlation) 
दो चर  के बीच सहस ब ध व यमान होने के न न ल खत कारण हो सकते ह:  

(1) जब एक चर वत  हो तथा दसूरा चर आ त हो य क वह वत  चर के प रवतन  से 
भा वत होता है, जैसे वषा और कृ ष उ पादन के म य सहस ब ध ात करने से प ट होता 

है क कृ ष उ पादन वषा से भा वत होता है, ले कन उ पादन का वषा पर कोई भाव नह ं 
पडता। 

(2) जब दोन  चर एक दसूरे पर आ त हो या एक दसूरे पर त या करते ह  । उदाहरणाथ 
कसी व त ुक  माँग और क मत के बीच स ब ध। 

(3) दो चर, कसी तीसरे चर से भा वत ह  या क ह  ंबाहर  भाव  के कारण आपस म घ न ठ 
प से सहस बि धत ह  । उदाहरण व प उ पादन और पूजँी क  मा ा के बीच घ न ठ 
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सहस ब ध, कुशल म, उ च तकनीक  का योग, क चे माल क  उपल धता आ द अ य 
बा य कारक  के कारण हो सकता है। 

(4) कभी-कभी संयोगवश भी दो चर  के म य घ न ठ सहस ब ध पाया जा सकता है, जब क उनके 
बीच कसी कार  

(5) का भी कारण-प रणाम स ब ध न हो। जैसे देश म कपास का उ पादन और कोयले के मलू 
म एक साथ वृ  होती है, तो दोन  े णय  म सहस ब ध होने पर भी यह नरथक सहस ब ध 
होगा ।  

8.4 सहस ब ध के अ ययन का मह व 
 (Importance of the study of Correlation) 

सांि यक य व लेषण म सहस ब ध बहु त मह वपणू योगदान देता है, इसके मह व को न न 
कार से प ट कया जा सकता है:  

(i) सहस ब ध तकनीक  क  सहायता से दो या दो से अ धक चर  के म य पाए जाने वाले स ब ध  
के प रणाम को एक अकं म मापा जा सकता है। 

(ii) सहस ब ध व लेषण आ थक यवहार को समझने म मह वपणू योगदान देता है। उन 
मह वपणू चर , िजन पर अ य चर नभर करत ेह, को खोजने म सहायक होता है। इससे 
नी त नधारण म और अथ यव था म ि थरता लाने म सहायता मलती है। 

(iii) तपगमन एव ं वचरण-अनपुात के वचार सहस ब ध के माप पर ह  नभर है। 
(iv) सहस ब ध के वारा उ पादन के व भ न साधन और उ पा दत व तुओं के मू य के साथ 

स ब ध था पत कया जाता है। 
(v) सहस ब ध व लेषण पर आधा रत पवूानमुान या भ व यवाणी अ धक व वसनीय एव ं

वा त वकता के नकट होत ेह।  
(vi) स  सं याशा ी गा टन ओर पयसन (Galton & Pearson) ने सहस ब ध तकनीक  

क  सहायता से ा णशा  (Biology) तथा जनन- व या (Genetics) क  अनेक सम याओं 
का ववेचन कया। 
इस कार, सहस ब ध व लेषण यावहा रक जीवन बहु त मह वपणू है। इसके उपयोग भौ तक 

एव ंसामािजक व ान दोन  म बहु त यापक प से होता है। 

8.5 सहस ब ध के कार (Types of Correlation) 
दो चर  के म य स ब ध होने पर उनके प रवतन क  दशा, अनपुात आ द के आधार पर 

सहस ब ध न न ल खत कार  का हो सकता है:  
(1) धना मक अथवा ऋणा मक सहस ब ध य द एक चर का मू य बढ़ने पर दसूरे संब  चर का 

भी मू य बढ़े या एक चर का मू य घटने पर, दसूरे चर का मू य घटे तो ऐसा सहस ब ध 
धना मक होता है। कमी-कभी एक चर-मू य के घटने पर दसूरा चर मू य बढ़ता है या उस 
चर-मू य के बढ़ने पर दसूरे चर-मू य म कमी आती है, तो इस कार के सहस ब ध को वलोम 
या ऋणा मक सहस ब ध कहते ह। जैसे - मू य और माँग के बीच स ब ध। 
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(2) सरल आं शक या बहु गणुी सहस ब ध जब केवल दो चर मू य  के बीच सहस ब ध पाया जाता 
है, तो उसे सरल सहस ब ध कहते ह । आं शक सहस ब ध म कुल सहस ब ध म शा मल 
अ य त व  को ि थर मान कर केवल दो चर  के बीच सहस ब ध मापा जाता है, जब क कुल 
सहस ब ध म आ त चर म भाव डालने वाले सभी वत  चर  को वचार म लया जाता 
है । इसी को बहगणुी सहस ब ध भी कहा जाता है, वशेषकर के जब तीन या अ धक चर 
मू य  के म य पार प रक स ब ध का अ ययन कया जाता है । 

(3) रेखीय या अरेखीय सहस ब ध जो दो चर मू य  के बीच प रवतन समान अनपुात म होता 
है, तो उसे रेखीय सहस ब ध कहते ह । य द इन चर मू य  को ाफ पर दशाया जाए, तो 
यह एक सीधी रेखा के प म होगा। ले कन जब दो चर मलू  क  ेणी म प रवतन का अनपुात 
समान नह ं रहता, तो उन समंक  को ाफ पेपर पर दशाने पर व  रेखा बन जाती है । इस 
कार के सहस ब ध को अरेखीय सहस ब ध कहा जाता है ।  

8.6 सहस ब ध क  माप (Measurement of Correlation)  
दो चर  के बीच पार प रक स ब ध क  मा ा का माप सहस ब ध गणुाकं के अंका मक मू य 

वारा कया जाता है। यह सहस ब ध गणुांक -1 एव ं+1 क  सीमाओं के अ तगत पाया जाता है । 
सहस ब ध गणुांक के आधार पर सहस ब ध क  मा ा का नधारण न न कार से कया जा सकता 
है :- 

(i) पणू सहस ब ध जब दो स बि धत चर  म पणूतया समान अनपुात म प रवतन होता है, तब 
उनम पणू सहस ब ध पाया जाता है । जब यह समान आनपुा तक सहस ब ध एक ह  दशा 
म दोन  चर  म होता है, तब इसे पणू धना मक सहस ब ध कहा जाता है । इसके वपर त, 
जब दो चर  म समान अनपुात  म प रवतन वपर त दशाओं म होते ह. तब इन चर  के म य 
पणू ऋणा मक सहस ब ध होता है। पणू धना मक सहस ब ध +1 एव ंपणू ऋणा मक 
सहस ब ध का गणुांक -1 होता है। 

(ii) सी मत सहस ब ध य द दो चर  के म य असमान प रवतन एक ह  दशा म होते ह, तो उसे 
सी मत धना मक सहस ब ध होता है और य द दो चर  के म य असमान प रवतन वपर त 
दशा म होते ह, तो सी मत ऋणा मक सहस ब ध होता है। यहाँ सहस ब ध का गणुाकं शू य 
(0) और एक (1) के बीच म होता है। 

(iii) सहस ब ध क  अनपुि थ त जब दो चर  म अ तर नभरता व यमान न हो या एक चर म 
प रवतन का दसूरे चर पर कोई भाव न पड,े तो उन चर  के बीच सहस ब ध का अभाव 
होता है । इसम सहस ब ध क  मा ा शू य (0) होगी। 

8.6.1 सहस ब ध ात करने को ब दरेुखीय र तया ँ

(Graphical Method of Calulation of Correlation) 

दो चर  के म य सहस ब ध क  उपि थ त, दशा और मा ा को ात करने के लये ब दरेुखीय 
व धयाँ अपनायी जाती है- इसम दो कार क  र तयाँ अपनायी जाती ह - 
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(i) व ेप- च  अथवा ब द ुच  (Scatter Diagram) व ेप च  चर  के म य सहस ब ध 
जानने क  एक सरल ाफ य व ध है । इस व ध म वत  चर मू य  (x) को ब दरेुखीय 
प  के भजुा  (X-axis) पर तथा त स बि धत आ त चर मू य  (Y) को को ट अ  
(Y-axis) पर अं कत कया जाता है । X ेणी तथा Y ेणी से स बि धत दो मू य  के लये 
एक ब द ुअं कत कया जाता है । ब दरेुखीय प  पर इस सम त ब दओंु को अं कत करने 
से, उनक  विृ त के आधार पर सहस ब ध का अनमुान लगाया जाता है । य द ब दओंु 
क  एक नि चत दशा क  ओर जाने क  विृ त होती है, तब दोनो े णय  के म य सहस ब ध 
होता है । य द ब दओंु के वाह म बांये कोने से दा हनी ओर उपर क  तरफ बढ़ने क  विृ त 
हो तो दोन  चरो म धना मक सहस ब ध होता है।  
य द ब दओंु के वाह म बायीं ओर से दायीं तरफ नीचे क  ओर होने क  विृ त होती है, 

तो दोन  चर  म ऋणा मक सहस ब ध होता है। य द ब दओंु के वाह से कसी दशा का ान नह  ं
होता, बि क वे बखरे हु ए रहते ह, तो इससे दोन  चर  म सहस ब ध का आभाव होता है । इन विृ तय  
को न न रेखा च  – 8.1 म दशाया गया है: 

 
रेखा च  8.1 

इस व ध से सहस ब ध क  दशा का ान होता है, ले कन इसक  ग णतीय माप नह  ं ा त 
होता। 

(ii) ब द ु रेखीय व ध (Graphic Method) ब दरेुखा वारा भी दो चर मू य  के बीच 
सहस ब ध क  दशा और मा ा का अनमुान लगाया जा सकता है । दोन  े णय  को 
ब दरेुखीय प  पर अं कत करके दोनो व  क  विृ त और नकटता के आधार पर उनके 
म य व यमान सहस ब ध का अनमुान लगाया जा सकता है । य द दोनो व  समा तर 
ह  और बायी ंओर से उठकर दायी ंओर ऊपर क  ओर जात ेह  तो उन घर  के म य धना मक 
सहस ब ध होता है । य द दोन  व  वपर त दशाओं म हो, तो उनम ऋणा मक सहस ब ध 
होता है । दोनो व  के उ चावचन क  विृ त िजतनी समान होगी, सहस ब ध क  मा ा 
उतनी ह  अ धक होगी । इससे सहस ब ध क  नि चत मा ा का पता नह ं चलता । ब दरेुखीय 
र त से न न समकं  क  सहायता से प तय  आय ुऔर पि नय  क  आय ुके बीच सहस ब ध 
को देखेग :- -  

जोड़  क  म सं या (Serial number of Couples) 1 2 3 4 5 6 7 8 
प तय  क  आय ु(Husband’s age) 25 27 28 30 31 35 38 40 
पि नय  क  आय ु(Wife’s age) 20 22 24 25 28 29 30 33 
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रेखा च  8.2 

8.6.2 ग णतीय र तयां (Mathematical method) 

(i) काल पयसन का सहस ब ध गणुांक 
सहस ब ध ात करने क  सवा धक तकपणू एव ंवै ा नक व ध का तपादन काल 

पयसन ने सन ्1890 म कया था। इस र त के वारा सहस ब ध क  दशा व मा ा का 
अनमुान ह  नह ं, वरन ्उसका सं या मक माप भी ा त होता है। काल पयसन के सहस ब ध 
गणुांक क  मुख वशेषताएँ इस कार है : 

(a) इस व ध से सहस ब ध क  दशा का प ट ान हो जाता है । य द गणुांक का मान धना मक 
(+) म ा त होता है, तो सहस ब ध धना मक होता है। ले कन य द यह मान ऋणा मक 
(-) म ा त होता है, तो सहस ब ध ऋणा मक होता है। 

(b) सहस ब ध गणुांक का मान सदैव +1 और -1 के बीच म रहता है, यह सहस ब ध क ं मा ा 
क  जानकार  देता है । सहस ब ध गणुांक +1 होने पर दोन  े णय  म पणू धना मक तथा 
-1 होने पर दोन  े णय  म पणू ऋणा मक सहस ब ध पाया जाता है । य द गणुांक (0) 
है, तो दोनो े णय  म सहस ब ध का आभाव होता है । जसेै गणुक का मान 0 से 1 क  
ओर बढ़ता जाता है, सहस ब ध का प रमाण भी बढ़ता जाएगा  

(c) काल पयसन के सहस ब ध गणुांक को े ठ तथा सतंोषजनक ग णतीय माप माना गया 
है, य क यह समा तर मा य और माप वचलन पर आधा रत ह, िजनका बीजग णतीय 
व लेषण स भव ह। 

(d) सहस ब ध गणुाकं सह- वचरण के माप का गणुांक होता है । सह- वचरण, चर मू य  के मा य 
से उनके वचलन  के गणुनफल  का मा य होता है। 

8.6.3 काल पयसन का सहस ब ध गणुांक ात करने क  व धयाँ  

(i) य  व ध य द े णय  का मा य पणूाक म ा त होता है, तो य  व ध का योग कया 
जा सकता है। इस व ध से सहस ब ध गणुांक ा त करने के लये सव थम दोन  े णय  
के समा तर मा य क  गणना क  जाती है । इसके प चात ् ेणी के येक मान से समा तर 
मा य का वचलन ात कया जाता है। अब इन वचलन  का वग ात करते ह और दोन  
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े णय  के वचलन  का भी आपस म गणुाकर उनका योग नकालते ह। इसके प चात न न 
सू  उनका मान रखकर सहस ब ध गणुाक (r) का मान ा त कया जाता है:  

 
अथवा 

2 2

dxdyr
d x d y
N N




 


 

इस सू  म - r = सहस ब ध गणुांक 
जहाँ या तथा y समंक मालाओं के वचलन  के गणुनफल  का योग बताता है । 
N = पद  क  सं या 

2 2,x y  या 2 2,d x d y x और y े णय  के वचलन  के वग को बताते ह । 
उदाहरण -1 न न ल खत ता लका म 8 व या थय  के ग णत एव ंखांि यक  के ा ताँक दये गये 
है । सहस ब ध गणुाकं वारा ात करो क इनके बीच सहस ब ध है या नह ं ।  

ग णत म अकं X  65 66 67 67 68 69 70 72 
सांि यक  म अकं Y 67 68 65 68 72 72 69 71 

गणना :  
म 

सं या 
 

X X= 
(X-X) 
वचलन 
X=6 

X2 

 
Y 
 

Y=(Y-

Y


) 
वचलन 

Y


=69 

Y2 Xy 

ग णत म अकं सांि यक  म 
अंक 

1. 65 -3 9 67 -2 4 6 
2. 66 -2 4 68 -1 1 2 
3. 67 -1 1 65 -4 16 4 
4. 67 -1 1 68 -1 1 1 
5. 68 0 0 72 3 9 0 
6. 69 1 1 72 3 9 3 
7. 70 2 4 69 0 0 0 
8. 72 4 16 71 2 4 8 
 544X    2 36x   552y    2 44y   24xy   

सव थम X और Y का मा य नकाला जाता है, जो क न न कार है-  

सू  एव ं
XX

N


  एव ं
YY

N


  

या 
544 68

8
X    या 

552 69
8

Y    

काल पयसन का सहस ब ध गणुांक 

22

XY
r

X y





 

dxy x
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=+.603 

न कष - X एव ंy चर  के बीच 0.603 सहस ब ध गणुांक है, अथात ्दोन  म उ च धना मक 
सहस ब ध है ।  

(ii) लघ ु व ध य द चर  के मा य पणूाक म न होकर, दशमलव म होते ह, तब सहस ब ध के 
लये वचलन नकालने और उसका वग ात करने म बड़ी असु वधा होती है और चर  के 
मू य  क  सं या बडी होने पर भी इसक  गणना करने म क ठनाई होती है । इस असु वधा 
से बचने के लये काल पयसन ने लघ ुव ध का तपादन कया । इस व ध वारा सहस ब ध 
गणुांक ात करने क  या न न कार है- 
x तथा y े णय  म कसी सु वधाजनक मू य  को उनका कि पत मा य मान लया जाता 

है। दोन  े णय  के कि पत मा य  से उनके यि तगत चर मू य  के वचलन ात कये जाते ह । 
उन वचलन  का योग कया जाता है। वचलन  के वग कये जाते ह और वग  को जोडा जाता है । 
दोन  े णय  के वचलन  का गणुा करके उनका योग नकाला जाता है । 
 काल पयसन का सहस ब ध गणुांक - (लघ ुर त ारा)  

2 2
2 2

( )( )

2

dx dy
dxdy

Nr
dx dy

d x d y
N




   
   
   

 

  
 

इस सू  म 
dxdy = X म ेणी के वचलन  एव ंY ेणी के वचलन  का गणुा 
dx = x ेणी के मू य  का कि पत मा य से वचलन, 
dy = y ेणी के मू य  का कि पत मा य से वचलन, 
d2x = x ेणी के वचलन  का वग, 
d2y = y ेणी के वचलन  का वग, 
N - पद  क  सं या 

उदाहरण -2 
X तथा X के न न ल खत समकं  से काल पयसन का सहस ब ध गणुांक ात क िजए-  

X 23 27 28 29 30 31 33 35 36 39 
Y 18 22 23 24 25 26 28 29 30 32 

 
 

2 2

xy
r

x y





 
24

36 44
r 


24
1580
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गणना -  
X 
ेणी 

कि पत 
मा य=30 

से वचलन dx 

d2x Y 
ेणी 

कि पत मा य 
= 25 

से वचलन dy 

d2y dx dy  

23 -7 49 18 -7 49 +49 
27 -3 9 22 -3 9 +9 
28 -2 4 23 -2 4 +4 
29 -1 1 24 -1 1 +1 
30 0 0 25 0 0 0 
31 +1 1 26 +1 1 1 
33 +3 9 28 +3 9 9 
35 +5 25 29 +4 16 20 
36 +6 36 30 +5 25 30 
39 +9 81 32 +7 49 63 

N=10 11dx    2 215d x    7dy    2 163d y   186dxdy   
अब न न सू  म मान  को रखकर गणुांक क  गणना करेग :  

2 2
2 2

( )( )

2

dx dy
dxdy

Nr
dx dy

d x d y
N




   
   
   

 

  
 

2 2

11 7861
10

(11) (7)215 163
10 10






 

 

178.3
202.9 158.1




 

178.3
32078.49

  

178.3
179.1

 = + 0.99 

न कष : x तथा y ेणी के म य उ च तर का धना मक सहस ब ध है । 
 काल पयसन के सहस ब ध गणुाकं क ं सीमाएँ 

पयसन का सहस ब ध गणुक दो चर  के म य सहस ब ध क  दशा तथा मा ा दोन  को 
ह  बताता है, ले कन इस माप क  कुछ सीमाएँ भी ह, जो इस कार है. 

(1) सहस ब ध गणुाकं ात करने म यह मा यता होती है क वचारगत दो घर  के म य रेखीय 
स ब ध है, चाहे इस कार का स ब ध वा तव म हो अथवा नह ं । 
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(2) गणुक का मान चरम मू य  से अ धक भा वत होता है । 
(3) गणन या ज टल एव ंसमय लगाने वाल  है । 
(4) गणुक का माप +1 एव ं-1 के म य म होना चा हये । सहस ब ध गणुक के ु टपणू नवचन 

क  स भावना रहती  

8.7 ि पयरमैन का को ट सहस ब ध गुणांक  
ो. चा स ि पयरमैन ने सहस ब ध गणुांक ात करने के लये अपनी व ध 1904 ई. म 

तुत क  यह तलुना मक प से काल पयसन सहस ब ध क  व ध क  अपे ा अ धक सरल है । 
ि पयरमैन ने चर  के बीच सहस ब ध था पत करने के लये पद  क  को ट दान कर उनके अ तर 
के आधार पर सहस ब ध ात करने क  व ध तुत क  िजसे ि पयरमैन को ट अ तर व ध कहा 
जाता है । इस र त का उपयोग उस दशा म कया जाता है, जब क 

(1) पद  क  वशेषता क  सं या मक माप स भव न हो ले कन उनक  एक नि चत म म रखा 
जाना स भव हो जैसे सु दरता ईमानदार  आ द । 

(2) समकं  म अ नय मतता हो या सीमा त पद अ प ट हो या उनके यवहार म असंगतता हो 
। म पर आधा रत सहस ब ध वतरण के सामा य होने क  मा यता पर आधा रत नह ं होता। 
इस व ध म सव थम येक ेणी के येक पद मू य को एक नि चत म दया जाता 

है, सबसे बड़े पद को थम म तथा उसके बाद वाले पद को वतीय म दया जाता है । य द कोई 
पद एक से अ धक बार आता है, तो उनके म  का मा य शांत कर उसे वह म दान कर दया 
जाता है । दोन  े णय  के म  को घटाकर उनका अ तर 1 2( )R R D   ात कया जाता और 
उसका वग ा त कर लया जाता है. त प चात ्अ  सू  वारा सहस ब ध ात कया जाता है  

2

2

6
1

( 1)s

D
r

N N
 


  

यहाँ  D  = को ट अ तर 
2D  = को ट अ तर के वग  का योग, 

N  = पद यु म  क  सं या । 
उदाहरण -3 न न ल खत समंक  से ि पयरमैन को ट अ तर सहस ब ध गणुांक का मान ात 

क िजए:  
X 50 60 65 70 75 40 70 80  
Y 80 71 60 75 90 82 70 50 

गणना – 
S.N0. X R1 Y R2 D=(R1-R2) D2 
1. 50 7 80 3 4 16 
2. 60 6 71 5 1 1 
3. 65 5 60 7 -2 4 
4. 70 3.5 75 4 -5 0.25 
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5. 75 2 90 1 1 1 
6. 40 8 82 2 6 36 
7. 70 3.5 70 6 -2.5 6.25 
8. 80 1 50 8 -7 49 
      113.50 

उपयु त ेणी X म 70 अंक दो बार तीसरे एव ंचौथे म पर आया है, अत: इनका औसत 
नकालकर दोन  को 3.5 को ट दान क  गई है । 

सू -  
2

2

6
1

( 1)s

D
r

N N
 


  

 

6 113.501
8(64 1)


 


 

 = 6811 .35
504

   

न कष : दोन  चर  म ऋणा मक सहस ब ध है ।  
 ि पयरमैन के को ट अ तर सहस ब ध गणुांक व ध म मु यत:: न न वशेषताएँ ह - 
(1) इसे सफ को टय  आधार ात कया जा सकता है । जब क काल पयसन सहस ब ध गणुांक 

ात करने के लये पवू ग णतीय सचूनाओं क  आव यकता होती है । 
(2) इस व ध से को टय  के अ तर का जोड़ ( ) सदैव 0 ा त होता है, िजससे इसक  गणना 

क  शु ता क  जाचँ हो जाती है । 
(3) इस व ध वारा उन त य  को भी मापा जा सकता है, िजसे मापने क  कोई इकाई नह ं होती। 
(4) य द ेणी के आँकड़ ेअ नय मत हो' तब भी इस व ध का योग कया जा सकता है । 

 इस व ध म कुछ क मया ँभी ह जो न न ह. 
(1) इस व ध का योग उसी ि थ त म सु वधाजनक होता है जहा ँपद  क  सं या कम हो। य द 

पद  क  सं या अ धक होती है तो गणना का काय ज टल होगा । 
(2) इसका योग सफ यि तगत णेी म ह  कया जाता है । खि ड़त ेणी या सतत ेणी म 

इसका योग नह ं कया जा सकता ।  

8.8 सारांश (Summary) 
पछल  इकाइय  म हमने केवल एक चर बाले बटंन  अथवा समकं मालाओं के व प क  चचा 

क  थी । इस इकाई म हमने दो घर  क  समंक मालाओं क  चचा क  जसेै प तय  क  आय ुएव ंपि नय  
क  आय ुदोन  चर  से मलकर एक मू य यु म बना । इसी कार अ य मू य यु म ह । अत : यह 
सारणी व-चर (Bi-variate Series) कह  जाती है । ाय: दो घर  म आपसी स ब ध पाया जाता 
है एव ंयह बात एक सामा य समझ वाला यि त भी जानता है । ल बाई के साथ भार अ धक होगा। 
इस कार दोन  घर  म पर पर आ तता देखने को मलती है । दोन  चर साथ-साथ बढ़ते ह अथवा 
घटते ह । दोन  चर वपर त दशाओं म प रव तत होते ह जसेै एक बढ़े तो दसूरा घटता है । यह विृ त 
ह  सहस ब ध है । ततु इकाई म सहस ब ध का अथ प रभाषा, कार एव ंमह व क  चचा क  गई 

D
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है एव ंइनक  गणना के लए सवा धक च लत काल पयसन के सू  को उदाहरण देकर समझाया गया 
है । इसके अ त र त ि पयरमैन के को ट सहस ब ध गणुांक क  गणना व ध क  या या भी क  गई 
है । यहाँ हमने केवल असमू हत समकं  क  सरल सम याओं को लया है । व याथ  सांि यक  क  
अ य पु तक  को पढ़कर अ धक उदाहरण  को हल कर य क पर ा म सवाल कह ं से भी पछेू जा 
सकते ह ।  

8.9 श दावल  (Glossary)  
तीपगमन : Regression 
वचरण अनपुात : Ratio of Variation 
आं शक सहस ब ध : Partial Correlation  
बहु गणुी सहस ब ध : Multiple Correlation 
रेखीय : Linear 
आरेखीय : Non-linear  
सहस ब ध का प रमाण : Degree of Correlation 
सह- वचरण :Co-Variance 
को ट अ तर व ध : Rank Difference Method 

8.10 स दभ थ (References) 
डी. एन. एलहंस, “सांि यक  के स ा त” 
शु ला एव ंसहाय, “सांि यक  के स ा त” 
ो. आर. एल. कुटा रया / सुरेश कुटा रया “उ चतर सांि यक  

Gupta, S.C. and V.K. kapoor, “Fundamentals of Applied Statistics” 

8.11 अ यासाथ न (Unit-end Question)  
1. सहस ब ध से आप या समझत ह? धना मक एव ंऋणा मक सहस ब ध तथा सरल एव ं

बहु गणुीय सहस ब ध म अ तर प ट क िजए । 
2. सहस ब ध से या ता पय है? सांि यक य व लेषण म इसका मह व बताइए । 
3. न न ल खत आँकड़  से काल पयसन का सहस ब ध गणुाकं ात क िजए :  

छा  (Students) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
अथशा  के ा तांक  78 36 98 25 75 82 90 22 65 32 
10सांि यक  के ा तांक  48 51 91 60 68 62 86 58 65 47 

r= 0.68  
4. न न ल खत आँकड़  से x तथा y म सहस ब ध गणुांक ात क िजए :  

X 57 42 40 38 43 45 44 46 48 51  
Y 10 25 30 41 21 17 19 16 15 12 

5. न न ल खत आँकड  से काल पयसन का सहस ब ध गणुाकं ात क िजए :  



167 
 

प त क  आय ु 25 26 27 28 30 32 35 
पि न क  आय ु 20 22 24 25 26 27 34 

6. व या थय  को एक पर ा म दो जज  ने न न प से म दान कये । को ट अ तर व ध 
से सहस ब ध गणुांक ात क िजए :  
पहला जज 3 4 8 5 7 10 2 1 6 9 
दसूरा जज 6 5 9 8 1 2 3 10 4 7 

r= 0.273 
7. न न ल खत समंक  से को ट सहस ब ध गणुाकं ात क िजए -  

X 58 60 62 64 66 64 70 
Y 90 81 99 108 126 117 135 

r=0.56 

  



168 
 

इकाई - 09 
तीपगमन व लेषण - असमू हत समकं 

(Regression Analysis – Ungrouped Data)  
इकाई क  परेखा 
9.0 उ े य 
9.1 तावना 
9.2 तीपगमन का अथ एव ंप रभाषा 

9.2.1 सह-स ब ध और तीपगमन म अ तर 
9.3 तीपगमन व लेषण क  उपयो गता एव ंमह व 
9.4 तीपगमन व लेषण के कार 
9.5 तीपगमन रेखाएँ 
9.6 तीपगमन समीकरण 
9.7 तीपगमन गणुांक 
9.8 तीपगमन गणुांक तथा सहस ब ध म संबधं 
9.9 साराशं 
9.10 श दावल  
9.11 संदभ थ 
9.12 अ यासाथ न 

9.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई के अ ययन के उपरा त आप : 
 तीपगमन का अथ एव ंइसक  प रभाषाओं से प र चत हो जाएंग, 
 समझ सकग क सहस ब ध एव ं तीपगमन म या अ तर है, 
 तीपगमन रेखाओं को ात करने के लए गणना कर सकेग; 
 जान सकेग क माप व म कैसे ात कया जाता है ।  

9.1 तावना (Introduction)  
तीपगमन रेखाओं का आधु नक यगु म यापक उपयोग होता है । तीपगमन के आधार पर 

सामािजक, आ थक व यावसा यक े  म व भ न त य  के म य-स ब ध  का व लेषण करके एक 
पद मू य से स बि धत दसूर  ेणी का सवा धक उपयु त मू य का अनमुान कया जा सकता है । 
इस इकाई म सव थम आपको तीपगमन का अथ एव ंउसक  प रभाषा से प र चत कराया जाएगा । 
इसके बाद आप यह जान सकेग क सहस ब ध व तीपगमन म या अ तर है? तीपगमन क  
उपयो गता क  चचा करने के उपरा त आपको दोन  तीपगमन समीकरण रेखाओं को ात करने के 
सू  को बताया गया है । उदाहरण देकर यह प ट कया गया है क तीपगमन के अ ात चर  का 
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नधारण कस कार कया जाता है । इकाई के अ त म साराशं, श दावल , संदभ थ  क  सूची व 
अ यासाथ न दए गए ह ।  

9.2 तीपगमन का अथ एवं प रभाषा (Meaning and Definition of 
Regression)  
तीपगमन श द का योग सव थम 1877 म सर ां सस गा टन ने अपने शोध लेख पतैकृ 

उँचाई म म यमता क  ओर तीपगमन म कया था एव ंयह न कष नकाला था क मानव जा त म 
सामा य औसत ऊँचाई क  ओर वापस जाने क  विृ त को तीपगमन कहा जाता है । तीपगमन 
व लेषण का उपयोग कसी भी ेणी के औसत स ब ध के आधार पर पवूानमुान लगाने म कया जाता 
है । तीपगमन तकनीक क  सहायता से एक ेणी म एक नि चत मा ा म प रवतन होने पर दसूर  
ेणी म होने वाले प रवतन  क  स भावना का औसत ात कया जाता है । तीपगमन क  मु य 

प रभाषाएँ न न कार ह : 
ो. वा लस एव ंराब  के अनसुार, “ ाय: यह ात करना अ धक मह वपणू है क दो चर मू य  

म वा त वक स ब ध या है, िजससे क एक चर का मू य ात होने पर दसूरे चर मू य (आ त 
चर) का अनमुान लगाया जा सके । ऐसा करने के लये योग क  जाने वाल  उपयु त सांि यक य 
तकनीक को तीपगमन व लेषण कहते ह' । 

(''It is often more important to find out what the relation actually is, in 
order to estimate or predict one variable (the dependent variable); and the 
statistical technique appropriate to such a case is called Regression Analysis” 
Wallis and Roberts) 

ो. वानर जैड हश का कहना है क, “जहाँ सहस ब ध व लेषण घ न ठता क  जाँच करता 
है, िजसम दो या अ धक घटनाएँ सि म लत क  जाती ह, वह ं तीपगमन व लेषण इस स ब ध क  
विृ त एव ंमा ा क  माप करके हम भावी अनमुान लगाने म सहयोग देता है'' या लुन चाऊ के अनसुार, 

“ तीपगमन व लेषण चर  के बीच स ब ध क  कृ त का न पण करने का यास करता है - अथात ्
यह चर  म फलना मक स ब ध का अ ययन करता है और उनके बारे म भ व यवाणी या पवूानमुान 
हेतु रचना तं  तुत करता है ।'' 

इस कार तीपगमन तकनीक का योग उन सम त े  म कर सकते ह, जहाँ दो े णय  
म सामा य मा य क  ओर जाने क  विृ त पायी जाती है । इससे भावी अनमुान लगाने म भी सहायता 
मलती है । 

9.2.1 सहस ब ध और तीपगमन म अ तर 

दो चर  के बीच त य  का व लेषण करने म सहस ब ध और तीपगमन दोन  ह  मह वपणू 
भू मका नभाते ह दोन  के बीच न न ल खत अ तर है : 

(1) कारण प रणाम स ब ध चर मू य  के कारण और प रणाम के बीच व लेषण, सहस ब ध 
वारा कया जा सकता है, पर त ुसहस ब ध से यह ात नह ं होता है क कौन सा कारण 
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ह, और कौन सा प रणाम, पर तु तीपगमन व लेषण म प ट प से यह ात होता है 
क वत  चर कारण होता है और परत  चर प रणाम होता है । 

(2) पर पर स ब ध क  ंमा ा एव ं कृ त दो चर  के बीच सहस ब ध क  मा ा का अनमुान 
सहस ब ध व लेषण से कया जाता है, जब क तीपगमन क  सहायता से वत  चर के 
औसत मू य के आधार पर आ त चर का औसत मू य ात कया जा सकता है, इससे चर  
क  कृ त का भी ान होता है । 

(3) अथह न सहस ब ध दो चर  के बीच सहस ब ध अथह न या संयोगवश हो सकता है, ले कन 
तीपगमन अथह न नह  ंहोता ।  

9.3 तीपगमन व लेषण क ं उपयो गता एवं मह व 
 (Uses of Importance of Regression Analysis)  

तीपगमन उन े  म अ धक उपयोगी होता है. िजन े  म एक चर दसूरे चर पर आ त 
रहता हू ँ । इसके मह वपणू उपयोग न न कार ह - 

(1) तीपगमन व लेषण के वारा उपल ध वत  चर मू य के आधार पर आ त चर के 
स भा वत मू य का अनमुान लगाया जा सकता है । 

(2) दो या अ धक चर  के म य काय-कारण स ब ध ान करने के लए तीपगमन व लेषण 
उपयोगी होता है । इससे त य  के वै ा नक व लेषण म सहायता मलती ह । 

(3) तीपगमन गणुाकं क  सहायता से सहस ब ध गणुाकं क  गणना क  जाती है । नधारण गणुांक 
(Co-efficient of Determination) क  गणना के लए तीपगमन समीकरण  का योग 
कया जाता है । 

(4) तीपगमन व लेषण, तीपगमन रेखा म न हत व म को मापने म सहायक होता है । 
(5) तीपगमन व लेषण का योग अथशा  के अनेक े  म भावी अनमुान लगाने के लये 

कया जाता है ।  

9.4 तीपगमन व लेषण के कार (Types of Regression 
Analysis)  
तीपगमन व लेषण सामा यत: न न ल खत कार का हो सकता है - 

(i) रेखीय व अरेखीय तीपगमन दो पर पर स बि धत समकं मालाओं के चर मू य  को ाफ 
पर अं कत करने से जो ब द ु मलता है, उनको जोड़ने के जो दो 'सव पयु त रेखाएँ बनती 
ह, उ ह ह  तीपगमन रेखाएँ कहा जाता है । जब ये रेखाएँ सीधी या सरल होती ह, तब 
तीपगमन रेखीय माना जाता ह । जब ये रेखाएँ घमुावदार होती ह, तो तीपगमन अरेखीय 

या व रेखीय माना जाता है । 
(ii) सरल एव ंबहु गणुी तीपगमन जब केवल दो घर  एक वत  और दसूरा आ त चर के म य 

तीपगमन का अ ययन कया जाता है, तो सरल तीपगमन कहलाता है । ले कन जब दो 
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से अ धक चर  का अ ययन कया जाता है, एक आ त चर और शेष वत  चर होते है, 
तो बहु गणुी तीपगमन कहलाता है ।  

9.5 तीपगमन रेखाएं (Regression Lines)  
तीपगमन रेखाओं से आशय उन रेखाओं से है, जो क दो समंक मालाओं के पार प रक औसत 

स ब ध को दशाने वाल  सव पयु त होती है । ये रेखाएँ कसी एक समंक माला के म यक मलू से 
स बि धत दसूर  समंक माला के सव तम म य मू य  को बताता है । सामा यत: तीपगमन क  
दो रेखाएँ होती है. िजसम से एक रेखा X का Y पर तीपगमन दशाती है और दसूर  Y का X पर 
तीपगमन कट करती ह । थम रेखा म Y को वत  चर मू य और X को आ त मू य माना 

जाता है । दसूर  रेखा म X को वत  चर मू य और Y को आ त घर मू य माना जाता है । इस 
कार इनसे X से संबि धत Y का सव तम मू य तथा Y से स बं धत X का सव तम मू य ा त 

होता है ।  
इन तीपगमन रेखाओं से दो समंक मालाओं के म य सहस ब ध क  दशा और मा ा का 

ान ा त होता है । इसे हम न न च  के मा यम से प ट करा सकते ह - 

 
रेखा च  9.1 दशाता है क य द दोन  रेखाएँ एक दसूरे को पणूत: ढ़क  ह और एक ह  रेखा 

लग रह  है । ऐसी ि थ त म दोन  चर  के म य पणू सहस ब ध होगा। (r = +1) 

 
रेखा च  – 9.2 म दोन  रेखाएँ एक दसूरे को समकोण (900) पर काट रह  ह । ऐसी ि थ त 

म सहस ब ध का आभाव होगा ।(r=0) 
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रेखा च  9.3 म दोन  रेखाएँ एक दसूरे के नकट ह, ऐसी ि थ त म दोन  चर  के बीच उ च 

सहस ब ध होता है । 

 
रेखा च  – 9.4 म तीपगमन रेखा बांयी ओर से दाँयी ओर उपर क  ओर बढ़ती है, ऐसी ि थ त 

म सहस ब ध धना मक होता है । 

 
रेखा च  9.5 म तीपगमन रेखा बाँयी ओर से दा हनी ओर नीचे को जाती है, तब चर  के 

बीच सहस ब ध ऋणा मक होता है । 
इन रेखाओं क  सहायता से सहस ब ध क  मा ा व दशा जानने म भी सहायता मलती है 

िजसके लए न न नयम ह - 
(1) य द दोन  रेखाएँ रेखा च  पर बाएं नचले कोने से दा हने उपर के कोने क  तरफ बढ़ती है 

तो X व Y म धना मक सहस ब ध होता है । इस कार X व Y के म य पणू सह स ब ध 
क  ि थ त म एक ह  तीपगमन रेखा बनती है ।  

(2) य द दोनो रेखाएँ समकोण पर काटे तो सहस ब ध का सवथा अभाव होता है । अथात 
सहस ब ध श द है ।  

(3) रेखाएँ एक दसूरे के िजतनी पास होगी सहस ब ध क  मा ा उतनी ह  अ धक होगी ।  
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(4) रेखाएँ एक दसूरे से िजतनी दरू होगी सहस ब ध क  मा ा उतनी ह  कम होगी । 
इस कार हम तीपगमन रेखाओं क  सहायता से यह जान सकते ह क दोनो े णय  म 

सहस ब ध है अथवा नह ं । य द है तो उनक  कृ त धना मक है अथवा ऋणा मक । एक चर के औसत 
मूल दसूरे चर के औसत मू य से कतना भा वत होते है? इसके साथ ह  हम वतं  चर के मू य 
ात होने पर नभर चर का स भा वत मलू ात कर सकते ह । कसी भी चर ब द ुपर वचरण का 

अनपुात ात कर सकते है । तीपगमन रेखाओं क  यह वशेषता है क इनके कटाव ब द ुसे य द 
X अ  व Y अ  पर ल ब डाला जाय तो वह मश: X तथा Y के समाना तर मा य को य त 
करते ह ।  

9.6 तीपगमन समीकरण (Regression Equations) 
तीपगमन रेखाओं का बीजग णतीय स प तीपगमन समीकरण कहलाता है । तीपगमन 

समीकरण दो होते ह । X का Y पर तीपगमन समीकरण X के मू य  म वचरण को कट करता 
है और Y का X पर तीपगमन समीकरण X के मू य  म वचरण को कट करता है । इन समीकरण  
को न न कार दशाया जा सकता है - 

(i) X का Y पर तीपगमन समीकरण (Regression Equation of X on Y) 
X=a : bY 

इसम Y वत  घर है और X आ त घर है । इन दोन  समीकरण  म a तथा b दो अचर-मू य 
ह । पहला अचर मू य 'a' अ त:ख ड (Intercept) है । यह वह ब द ुहै िजस पर तीपगमन रेखा 
को ट अ  (Y-axis)को पश करती है । 

यह पश ब द ुधना मक होने पर तीपगमन रेखा को ट अ  को मलू ब द ुशू य से उपर 
क  ओर पश करेगी और ऋणा मक होने पर नीचे क  ओर पश करेगी । य द 'a' का मान शू य 
है तो रेखा मूल ब द ुसे ह  ार भ होगी । दसूरा अचर-मू य 'b' तीपगमन रेखा का ढाल (Slope 
of the Line) है । ढाल यह बताता है क रेखा बाएं से दाएं ऊपर क  ओर जायेगी अथवा बाएं से 
दाएं नीचे क  ओर जाएगी । इस समीकरण को सहस ब ध गणुांक, दोन  े णय  के माप वचलन  
और समाना तर मा य  के मान  के प म न न कार से य त कया जा सकता है :  

x
xy

y

b r 


  अथवा x

y




  

इन सभी म - 
X X  ेणी का समाना तर मा य 
Y Y  ेणी का समाना तर मा य, 
r = दोन  ेणी के म य सहस ब ध गणुाकं, 

x X   ेणी का माप वचलन । 

x Y   ेणी का माप वचलन । 
(ii) Y का X पर तीपगमन समीकरण (Regression Equation of Y on X) 

Y=a+bX 
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इस सभी म X वत  चर है और Y आ त चर है । इस समीकरण म सहस ब ध गणुाकं, 
माप वचलन और समाना तर मा य के मान  के प म न न कार से लख सकते ह - 

( )Y

X

Y Y r X X


    अथवा ( )yxY Y b X X    जहां y
yx

x

b r



  

समीकरण म अचर मू य a अ त:ख ड को द शत करते ह और b तीपगमन रेखा के ढाल 
को द शत करता है । य द दो े णय  के समाना तर मा य, माप वचलन और सहस ब ध गणुांक 
का मान ात हो, तो उनको उपयु त समीकरण म रखने पर हम एक चर के मू य के आधार पर दसूरे 
चर का मू य नकाल सकते ह । 
उदाहरण - (1) : एक व व व यालय क  पर ा म व या थय  को अं जेी एव ंग णत के ा तांक  
के आधार न न ल खत आँकड़ े मलते ह : 

अं ेजी म औसत अंक ( X ) = 39.5 
ग णत म औसत अंक (Y ) = 47.6 
अं ेजी का माप वचलन ( )= 10.8 
ग णत म माप वचलन ( ) = 16.9 
अं ेजी एव ंग णत म सहस ब ध (r) = 0.42  

उपयु त आँकड  के आधार पर ऐसे व या थय  के ग णत म औसत अंक ात क िजए िज ह 
अं ेजी म 50 अकं ा त हु ए ह  । 

यहां अं ेजी के अकं को X चर मानकर, Y या ग णत का अनमुा नत अंक ात करना है, 
इसके लये न न सू  का योग होगा –  

( )y

x

Y Y r X X



    

सू  म मान रखने पर - 
16.9( 47.6) 0.42 ( 39.5)
10.8

Y X    

या,  (Y- 47.6) = 0.657 (X-39.5) 
या,  Y-47.6 = 0.657 X - 25.96 
या,  Y=0.657 X + 25.96 + 47.6   Y = a + bx 

Y = 0.657 X  + 21.64   Y = 21.64 + 0.657 x  

9.7 तीपगमन गुणांक (Regression Coefficient)  
(A) य  र त इस र त म े णय  के मू य  का वा त वक मा य से वचलन लया जाता है 

। इसम न न सू  का योग कया जाता है ।  

X का Y पर तीपगमन गणुांक या 2yx

dxdy
b

dy



 



175 
 

Y का X पर तीपगमन गणुांक या 2yx

dxdy
b

dx



 

(B) लघ ुर त इस र त म x तथा y े णय  के मू य  का कि पत मा य से वचलन कया जाता 
है । इसका सू  न न है। 

2 2

( )( )
( )xy

dxdy N dx dy
b

dy N dx
 
 

  
 

 

2 2

( )( )
( )yx

dxdy N dx dy
b

dy N dx
 
 

  
 

 

तीपगमन गणुांक  के आधार पर तीपगमन समीकरण  को न न कार से व त कर सकते 
ह : 

X का Y पर समीकरण ( ) ( )xyX X b Y Y    

Y का X पर समीकरण ( ) ( )yxY Y b X X    
उदाहरण-2 न न ल खत आँकड़  से तीपगमन गणुांक ात क िजए । 

पता क  ऊँचाई (इंच म) X 64 65 66 68 70 72 73 74  
पु  क  ऊँचाई (इंच म) Y 66 67 68 70 68 71 72 73  

हल 
पता 
क  

ऊँचाई 
X 

A=64 
 

x= X-A dx 

d2x 
 

पु  क  
ऊँचाई 
Y 
 

A = 66 
y=Y- A 

dy 

2d y  
 

dx.dy 
 

64 0 0 66 0 0 0 
65 1 1 67 1 1 1 
66 2 4 68 2 4 4 
68 4 16 70 4 16 16 
70 6 36 68 2 4 12 
72 8 64 71 5 25 40 
73 9 81 72 6 36 54 
74 10 100 73 7 49 70 
552 
N=8 

40dx   2 302d x   555 27dy   2 135d y   197dxdy   

X का Y पर तीपगमन गणुांक  2 2

( )( )
( )xy

dxdy N dx dx
b

d y N dy
 


 

  
 

 

इस सू  म मान रखने पर  2

197 8 (40)(27)
135 8 (27)xyb  
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1576 1080
1080 729





 

496
351

  

1.4131xyb   

Y का X पर तीपगमन गणुांक  2 2

( )( )
( )yx

dxdy N dx dy
b

d N dx
 


 

  
 

 

इस सू  म मान रखने पर  2

197 8 (40)(27)
302 8 (40)yxb  


 

 

1576 1080
2416 1600





 

496
816

  

0.6078yxb   
इसी के आधार पर तीपगमन समीकरण न न ह गे- 
X का Y पर तीपगमन समीकरण X- 69 = 1.4131(Y-69.375) 
Y का X पर तीपगमन समीकरण Y- 69.375 = 0.6078 (X-69) 

9.8 तीपगमन गुणांक तथा सहस ब ध म स ब ध (Relation 
between Regression and Correlation) 
तीपगमन गणुाँक से सहस ब ध गणुाँक आसानी से नकाला जा सकता है । सहस ब ध 

गणुाँक दो तीपगमन गणुाकँ  के गणुन के वगमलू के बराबर होता है । 
तीपगमन गणुांक क  गणना का मु य उ े य तीपगमन रेखाओं के ढाल का बीजग णतीय 

माप ा त करना है । तीपगमन गणुाँक से तीपगमन रेखाओं और सहस ब ध गणुाकं क  गणना 
भी क  जाती है । तीपगमन गणुाँक के दो प होते है : 

(i) X का Y पर तीपगमन गणुाँक अथात yxb , यह बताता है क Y के मू य एक इकाई प रवतन 

करने पर उसके सापे  X के मू य म कतना प रवतन होगा । इसका सू  है –  
x

xy
y

b r 


  

(ii) Y का X पर तीपगमन गणुाकँ, अथात xyb , यह बताता है क X के मान म एक इकाई 

प रवतन करने पर, Y के मूल म कतना प रवतन होगा । इसका सू  न न है -  
y

yx
x

b r



  

 यनूतम वग र त दारा तीपगमन समीकरण 
(Regression Equations Through least Square) 
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यह तो पहले ह  बताया जा चकुा है क रेखीय तीपगमन के समीकरण उन े ठ रेखाओं के 
समीकरण है िज ह यनूतम वग व ध के आधार पर बनाया जाता है । इस र त के अनसुार समीकरण 
के अ त:ख ड (intercept) a तथा ढाल (slope) b दोन  अचल मू य  (Constants) क  गणना 
सामा य समीकरण के हल करने पर ा त होती है। 

A एव ंb का मान ा त करने के समीकरण 
Y का X पर समीकरण 

Y a bx   
X Na b X    

2XY a X b X     
X का Y पर समीकरण  

X a bY   
Y Na b Y    

2XY a Y b Y     
उदाहरण-3 यनूतम वग र त (Method of Least Squares) क  सहायता से दोन  तीपगमन 
रेखाएँ ात क िजए।  

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Y 9 8 10 12 11 13 14 16 15 

हल-  
X Y XY X2 Y2  
1  9 9 1 81  

X =45 
108Y   

597XY   
2 285X   

2 1356Y   
 

2  8 16 4 64 
3  10 30 9 100 
4  12 48 16 144 
5  11 55 25 121 
6  13 78 36 169 
7  14 98 49 196 
8  16 128 64 256 
9  15 135 81 225 

तीपगमन समीकरण  का हल- 
(Y on X) Y का X पर (X on Y) X का Y पर 

Y Na b X    X Na b Y    
2XY a X b X     2XY a Y b Y     

108=9a + 45b ..(i) 45 = 9a + 108b ...(i) 
597=45a + 285b ..(ii) 597 = 108a + 1356b ...(ii) 
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समीकरण (i) को 5 से गणुा करके समीकरण  समीकरण (i) को 12 से गणुा करके उसे  
(ii) म से घटाएं समीकरण (ii) म से घटाएं 
597 = 45a + 285b ...(i) 597 = 108a + 1356b ....(i) 
 540 = 45a   225b ...(ii) घटाने पर  
+57 = +60b 

 540 = 108a   1296b ...(ii) घटाने पर  
 57 = +60 

57 0.95
60

b    57 0.95
60

b    

b का मान समीकरण (i) म रखने पर b का मान समीकरण (i) म रखने पर 
108 = 9a + 45(0.95) ...(i) 45 = 9a + 108 (0.95) .....(i) 
408 = 9a + 42.75 45 = 9a + 102.6 
9a = 65.25 Or 

9a = -57.6 
a = 7.25 a = -6.4 
Y = a + bX X= a + bY 
Ans. Y = 7.25 + 0.95 X Ans. X = -6.4 + 0.95Y 
अनमुान का माप व म (Standard Error of The Estimate) 

तीपगमन रेखा से व भ न म यक ब दओंु तक के वचलन  का माप वचलन अनमुान 
का माप व म कहलाता है । इस कार आ त ेणी के वा त वक मू य  और संगु णत मू य  के 
वचलन  का म यक माप ह  इस अनमुान का माप व म है । 

Y का X पर तीपगमन X का Y पर तीपगमन 
2( )e

YX

Y Y
S

N


 
 

 
2( )e

XY

Y Y
S

N


   

SYX = आ त ेणी Y के अनमुान का माप 
व म 

SXY = आ त ेणी X के अनमुान का माप 
व म 

Y = वा त वक मू य (Y ेणी) X = वा त वक मू य (X ेणी) 
Ye = संग णत मू य (Y ेणी) Xe = संग णत मू य (X ेणी) 

य द सह-स ब ध गणुाकं r, X तथा Y ेणी के माप वचलन गणुांक मश: x तथा y  
ात हो तो माप व म ात कया जा सकता है ।  

21yX yS r   
21Xy xS r   

इन सू  म r = सहस ब ध गणुांक, x x   ेणी का माप वचलन, x y   ेणी का 
माप वचलन । 

तीपगमन गणुाकं क  गणना के लए े णय  का सह-स ब ध गणुाकं x णेी का माप 
वचलन और y ेणी का माप वचलन का मू य  क  आव यकता पडती है ले कन इनक  अलग-अलग 
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गणना करना ल बा और ज टल काय है । अत: न न र त के वारा तीप गमन गणुांक  क  गणना 
क  जाती है ।  

9.9 सारांश (Summary) 
तीपगमन श द के योग का ेय सर ाि सस गा टन को दया जाता है । पता एव ंपु  

क  ऊँचाइय  का अ ययन करते समय उ ह ने यह देखा क सामा यत: यि तगत ऊँचाइय  का झुकाव 
औसत ऊँचाई क  ओर है । इसे आधार बनाकर तीपगमन क  रेखीयता क  मा यता लेकर दो चर  
के म य कारण व भाव का स ब ध होने पर तीपगमन समीकरण क  सहायता से एक पर आधा रत 
दसूरे चर का मू य बडी आसानी से नकाला जाता है । दो सबंि धत े णय  के लए दो रेखाएँ होती 
ह । एक रेखा Y का X पर तीपगमन कट करती है और दसूर  रेखा X का Y पर तीपगमन कट 
करती है । पहल  रेखा Y on X से X के मू य  के आधार पर Y के मू य ात कये जाते ह । एव ं
दसूर  रेखा X on Y से Y के मू य  के आधार पर X के मू य ात कए जाते ह । इस इकाई म 
हमने तीपगमन गणुाकं ात करने क  व ध से आपका प रचय कराया है । 

9.10 श दावल  (Glossary)  
तीपगमन : Regression 
व म  : Error 
रेखीय तीपगमन : Linear Regression 
अरेखीय तीपगमन : Non-linear Regression 
सीधी रेखा : Straight Line 
व  रेखीय : Curvilinear 
सरल : Simple 
बहु गणुी : Regression equations 
तीपगमन गणुांक  : Regression Co-efficient 

9.11 स दभ थ (References) 
शु ला एव ंसहाय, “सांि यक  के स ा त” 
मनोहर रे हर व प शमा एव ंय.ू एन. सहं “सांि यक य व धयाँ” 
डी. एन एलहंस, “सांि यक  के स ा त” 
Gupta S.C. and V.K. Kapoor, “Fundamentals of Applied Statistics”. 

9.12 अ यासाथ न (Unit-end Questions) 
(1) तीपगमन को प रभा षत क िजए एव ंआ थक अनसुधंान म इसक  उपयो गता प ट क िजए। 
(2) तीपगमन का या अथ है ? सहस ब ध एव ं तीपगमन के म य अ तर प ट क िजए । 
(3) न न ल खत आँकड़ ेवषा और फसल के उ पादन को दशाते ह ।  
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 वषा (इंच म) उ पादन (ि वटंल म) 

मा य ( X ) 43 10 
माप वचलन ( ) 73 12 

दोन  के बीच सहस ब ध गणुाँक का मान 0.75 है । य द वषा 42 हो तो उ पादन का मान 
नका लए । 

(4) एक अ ययन के न कष न न कार है :-  
 X ेणी Y ेणी 

मा य ( X ) 10 20 
माप वचलन ( ) 15 20 

x और y के बीच सहस ब ध गणुांक (r) = 0.6 
दोन  तीपगमन समीकरण  क  गणना क िजए । 

उ तर  Y =12 + 0.8 X 
X = 1 + 0.45 Y 

(5) न न ल खत आँकड  के आधार पर X का Y पर और Y का X पर तीपगमन रेखाएँ तथा 
सहस ब ध गणुाकं क  गणना क िजए - 
X:  8  1  3  4  7  1  2 
Y: 7  0  4  3  6  8  1 

(Y = 0.512 X + 2.24, X = 0.44 Y + 1.88 r = 0.48) 
(6) सहस ब ध गणुाकँ और तीपगमन गणुाकँ नका लए - 

X:  1  2  3  4  5  
Y:  1  4  9  15  25  

( xyb = 0.169; yxb = 5.7) 
(7) न न आँकड  के आधार पर दो तीपगमन समीकरण ा त क िजए :  

प त क  आय ु(वष म) 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
प नी क  आय ु 14 16 16 18 18 19 20 20 21 21 

(X का Y पर X = 1.25 Y – 0.375, Y का X पर Y = 0.76 X + 1.2) 
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इकाई – 10 
गुण स ब ध (Association of Attributes)  

इकाई क  परेखा 
10.0 उ े य 
10.1 तावना 
10.2 गणु समंक व चर समकं म अ तर 
10.3 गणुा मक वग करण व सकेंतन 
10.4 गणु स ब ध के कार 
10.5 गणु स ब धी नधारण क  व धया ँ
10.6 यलू का गणु स ब ध गणुाकं 
10.7 काई-वग पर ण 
10.8 साराशं 
10.9 श दावल  
10.10 संदभ थ 
10.11 अ यासाथ न 

10.0 उ े य (Objectives)  
सांि यक  म सामा यतः इन त य  का नवचन कया जाता है िज ह अकं  अथवा सं याओं 

म व त कया जाता हो । पर तु त य सदैव सं या मक हो यह आव यक नह ं है । कभी-कभी कुछ 
त य ऐसे भी होते ह िज ह हम अकं  म तो य त नह ं कर पात ेपर तु उ ह पहचानत ेअव य है, अथात ्
हम यह बता सकते ह क त य उपि थत है अथवा अनपुि थत। जसेै सु दरता च र  आ द ऐसे त य 
गणु समंक कहलाते ह । वणना मक कृ त के समंक  के बीच स ब ध का अ ययन करने के लए 
गणु स ब ध गणुाकं क  गणना करत ेह । 

इस इकाई के अ ययन के उपरा त आप : 
 त य  का गणुा मक वग करण करने के यो य हो सकगे; 
 त य  को संकेत  वारा स बो धत कर सकगे एव ंउनक  उपि थ त के लए बड ेअ र (Capital 

Letters) एव ंअनपुि थ त के लए लघ ुअ र  का उपयोग करने के यो य हो सकगे; एव ं
गणु यु म का अथ नकाल सकगे;  

 अ ात वग क  आवृ त ात कर सकगे; 
 दो गणु  के म य गणु स ब ध क  गणना करने यो य हो जाएंगे ।  

10.1 तावना (Introduction) 
सांि यक  वषय क  मु य धारा म सं या का मह वपणू थान है । समाज के हर त य को 

सं या मक प से य त कया जाता है चाहे वह अंका मक अ भल ण हो या ववरणा मक अ भल ण 
। अंका मक अ भल ण से ता पय है ऊँचाई, भार, आय ुआय, चौड़ाई आ द; ववरणा मक अ भल ण 
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का ता पय है रोजगार, गर बी सा रता, वा य स ब धी जानकार , पो लयो ट काकरण, अ धापन 
आ द । इस तरह से अंका मक अ भल ण घर समंक व ववरणा मक अ भल ण गणु समंक कहलाते 
ह । चर समंक  से स ब ध रखने बाल  सांि यक  र तयाँ ह, के य विृ त माप, अप करण वषमता, 
सहस ब ध, तीपगमन आ द, जब क गणु साहचय क  र त गणु समंको पर आधा रत है ।  

10.2 गुण समंक व चर समंक म अ तर  
(i) चर समकं अकंा मक वशेषता पर आधा रत है जब क गणु समकं ववरणा मक होत ेह । 
(ii) चर समंक त य  के आकार के य  माप वारा उपल ध कये जात ेह जब क गणु समंक 

को गणु क  उपि थ त व अनपुि थ त क  गनती करके ा त कया जा सकता है । उदाहरण 
समाज म पो लया त ब च  क  सं या।  

(iii) चर समकंो का आव यकतानसुार गणु समकंो के वग  म प रव तत कया जा सकता है ले कन 
गणु समंक  के वग चर समंक  के वग म नह ं बदला जा सकता है । 

(iv) जब दो व भ न े णय  व चर समंक  म पार प रक स ब ध ात करना होता है तो उसे 
सहस ब ध से ात कया जाता है । अगर इसके वपर त ववरणा मक समंक  क  े णय  
के बीच सहस ब ध ात करना होता है तो गणु स ब ध वारा ात कया जा सकता है श ा 
व गर बी, श ा व व य, श ा व वकास आ द। 

10.3 गुणा मक वग करण व संकेतन 
गणुा मक समंक  का वग करण दो कार से स भव है । 
(1) व व-भाजन या सरल वग करण 
(2) बहु गणु वग करण 
गणु स ब ध के स दभ म सरल वग करण का ह  योग होता है । इसके अनसुार एक गणु 

क  उपि थ त और अनपुि थ त के आधार पर दो वग बनाये जाते है । उदाहरण रोजगार व बेरोजगार, 
गर बी व अमीर, सा र व नर र, ी व पु ष । ये सभी वग रोजगार, पसैा, सा रता लगं के आधार 
पर बनाये जाते ह । इनको गनने स ब धी या के लए कुछ संकेता र  का उपयोग कया जाता 
है ।  

(i) 'N' यह संकेता र सम  (Universe) क  कुल इकाइय  क  सं या को कहते ह । 
(ii) A,a, B,b आ द - सम  म नि चत गणु क  उपि थ त बडे अ र  से व गणु क  अनपुि थ त 

छोटे अ र  से य त क  जाती है । 
एक व व, सम  (Universe) म दो या दो से अ धक के एक साथ अ ययन से दो या अ धक 

गणु संयोग भी ा त होते ह िज ह गणु संयोग कहते ह । न न उदाहरण म बड़ ेअ र एव ंलघ ुअ र  
के योग से गणु क  उपि थ त एव ंअनपुि थ त को बताया गया है । 

A  - पु ष a  - ी C - रोजगार 
B  - सा रता b  - नर रता C - बेरोजगार  
   
AB  - श त पु ष ABC  - श त पु ष रोजगार  
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Ab  - अ श त पु ष  ABc  - श त पु ष बेरोजगार  
aB  - श त ि या ँ abC  – अ श त ि याँ रोजगार  
ab  - अ श त ि या ँ abc  - अ श त ि याँ बेरोजगार   

10.4 गुण स ब ध के कार (Types of Association of Attributes)  
यलू एव ंके डाल के अनसुार, सांि यक  म A तथा B को सहचार  तब ह  कहा जायेगा जब 

वे वतं  होने पर वा त वक याशा से कह ं अ धक मा ा म दोन  साथ-साथ हो । अथात ्जब कोई 
दो गणु या शत मा ा से कह  अ धक मा ा म एक साथ उपि थत ह  तो उनसे गणु स ब ध होता 
है । 

इसम तीन प रि थ तयाँ पाई जाती है । (1) धना मक (2) ऋणा मक (3) वतं  
1. धना मक गणु स ब ध 

नि चत कये हु ये गणु क  उपि थ त को संकेता र AB वारा य त करते ह। य द वग 
म यह गणु पाया जाता है तो उसे अनलुोम (Positive Class) वग करत ेह । जब दो गणु साथ-साथ 
उपि थत हो या साथ-साथ अनपुि थत हो तो उन दोन  म धना मक गणु स ब ध होता है । उदाहरण 
श ा व रोजगार, अ छ  जलवाय ुव अ छा सा य आ द । इस अव था म वा त वक आविृ त याशा 
से अ धक पायी जाती है । अनलुोम वग को बडे अ र (Capital Letters) से य त करत ेह जैसे- 
(A), (B), (AB), (ABC) आ द धना मक गणुस ब ध के लए न नां कत सू  का योग होगा। 

( ) ( )A BAB
N


  

2. ऋणा मक गणु स ब ध 
पवू नि चत गणु क  अनपुि थ त को छोटे अ र  (Small Letters) वारा कट करते ह 

जैसे (a), (b), (ab), (abc) जब एक गणु के होने पर दसूरा कम हो तो इन दोन  गणु  म ऋणा मक 
गणु स ब ध होता है । उदाहरण- अ छ  जलवाय ुव रोग आ द । य द वग म वलोम गणु हो तो उसे 
वलोम वग (Negative Class) कहते ह । ऋणा मक गणु स ब ध के लए न न सू  का योग 
होगा-  

( ) ( )( ) A BAB
N


  

3. वतं ता 
जो दो गणु  म आपस म कोई स ब ध नह ं होता उसे गणु  क  वतं ता कहते ह । दो व भ न 

अव थाएं ह (i) जब दो गणु एक साथ न पाये जाय । (ii) जब एक गणु क  उपि थ त दसूरे गणु क  
अनपुि थ त देखने म न आती हो। ऐसी अव था म वा त वक व या शत आविृ त बराबर होती है।  

(A) व (B) वतं  ह गे य द 
( ) ( )( ) A BAB

N


  

a व B वतं  ह गे य द 
( ) ( )( ) a BaB

N
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a व b वतं  ह गे य द 
( ) ( )( ) a bab

N


  

4. गणु  का संयोग (Combination of Attributes) 
एक समय म दो अथवा दो से अ धक गणु  का साथ-साथ अ ययन करने पर दोन  गणु  का 

संयोग भी ा त होता है। य द दोन  गणु  क  उपि थ त पाई जाय तो इसे दोन  बड़े अ र  (Capital 
Letters) को साथ लखकर दशाया जाता है जसेै AB एव ंदोन  गणु  क  अनपुि थ त बताने के लए 
दोन  छोटे अ र (Small Letters) योग म लए जाते ह जैसे ab । इ ह गणु संयोग कहत ेह । 
दो वपर त गणु  के वग को वपर त वग (Negative Class) कहते ह । यह वग बड ेव छोटे अ र  
म मले जलेु होते ह जैसे ab, AB आ द । 
5. वग आविृ त (Class Frequency) 

येक वग क  इकाइय  क  सं या को वग आविृ त कहत ेह । आविृ त य त करने के लए 
गणु को को ठक म लखते ह जैसे A ी लगं को य त करता है एव ंB नर रता को य त करता 
है तो ि य  क  कुल सं या को को ठक म (A) य त कया जाता है एव ंकुल नर र लोग  को (B) 
से य त कया जाता है । 
6. वग  का म (Order of Classes) 

वग  एव ंआविृ तय  को व भ न म  के अनसुार लखा जाता है जैसे- थम, वतीय एव ं
ततृीय म आ द । ऐसे वग िजसम एक ह  गणु क  उपि थ त अथवा अनपुि थ त को दखाया जाता 
है, थम म का वग (Class of the First Order) कहते ह जैसे- A,B,a,b आ द । दो गणु  के 
संयोग से जो वग बनत ेह वे वतीय म के वग (Class of the Second Order) कहलाते ह 
जैसे- AB,Ab, aB,ab आ द । इसी कार तीन तीन  गणु  के संयोग से बने वग ततृीय म के वग 
(Class of the Third Order) कहलात ेह जसेै- ABC,abc,ABc आ द । 
7. अ त थ वग  क  सं या (Number of Ultimate Classes) 

सम  के कसी गणुा मक वग करण म सव च म के वग अ त थ वग (Ultimate 
Classes) कहे जाते ह । इनक  आविृ तयाँ अ त थ वग क  आविृ तयाँ कहलाती है । अ त थ वग 
क  सं यां गणु  के आधार पर बढ़ती है । 1 गणु क  अ त थ आविृ तय  क  सं या दो होगी, 2 गणु  
क  आविृ तयाँ 4 होगी, 3 वग क  आविृ तयाँ 8 होगी। इस कार अ त थ वग  क  सं या ात करने 
का सू  न न ल खत है- 

अ त थ वग  क  सं या = 2n जहां n = गणु  क  सं या है । 
इस कार तीन गणु होने पर अ त थ वग क  कुल सं या ात करने के लए यह सू  योग 

म लया जाएगा । 
अ त थ वग क  सं या  =  2n 
n = गणु  क  सं या है । = 23  = 2 2 2    

= 8  
वग  क  कुल सं या (Total Number of Classes) ात करने का सू  इस कार है : 
वग  क  कुल सं या  = 3n 
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दो गणु होने पर   = 32 or 3 3 9   होगी । 
तीन गणु होने पर  = 33 or 3 3 3 27    होगी । 

सारणी 10.1 
दो गणुा होने पर वग  क  कुल सं या 

वग क  को ट वग वग  क  सं या 
शू य N 1 

थम को ट A,b a,B 4 
वतीय को ट AB, Ab, aB, ab 4 

 वग  क  कुल सं या 9 
दो गणु  का अ ययन करते समय व भ न अ ात वग आविृ तयाँ नौ वग सारणी बनाकर 

ात क  जा सकती है । सारणी इस कार है ।  
 A a Total 
B AB aB (B) 
b Ab ab (b) 

Total (A) (a) N 
इस सारणी या समीकरण  से अ ात आविृ तय  को ात कया जा सकता है । मह वपणू बात 

यह है क आविृ तयाँ धना मक मान क  होनी चा हए ।  

10.5 गुण स ब धी नधारण नी तयां  
अब हम गणु स ब ध नधारण क  व भ न व धय  का अ ययन करगे । ये इस कार है। 
(i) तशत व ध (Percentage Method) 
(ii) स भावना व याशा व ध (Method of Probability) 
(iii) यलू गणुस ब ध गणुांक (Coefficient of Association) 

(i) तशत ओष ध (Percentage Method) 
इस व ध म एक गणु क  उपि थ त का तशत दसूरे गणु के धना मक तथा ऋणा मक वग  

म अलग-अलग ात कया जाता है । य द A व B के गणु  का स ब ध ात करना हो तो गणना 
इस कार है ।  

B का तशत A म  ( ) 100AB
A


 
A का तशत B म  100AB

A


 
B का तशत a म  100aB

a


 
A का तशत b म  100Ab

b


 
उपयु त के आधार पर- 

(i) दोन  तशत बराबर हो तो गणु स ब ध वतं  है । 
(ii) (A) का तशत अ धक तो धना मक गणु स ब ध 
(iii) (a) का तशत अ धक तो ऋणा मक  
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गणु 
स ब ध 

(b) का A तथा (a) म अनपुात 
Proportion of (B) in (A) and (a) 

(A) का (B) तथा b म अनपुात 
Proportion of A in (B) and (b) 

वतं  ( ) 100 100AB aB
A a

    ( ) 100 100AB Ab
B b

    

धना मक ( ) 100 100AB aB
A a

    ( ) 100 100AB Ab
B b

    

ऋणा मक ( ) 100 100AB aB
A a

    ( ) 100 100AB Ab
B b

    

उदाहरण-1 एक े  म मले रया वरोधी अ भयान म रो गय  को उपचार हेत ु3248 क  कुल जनसं या 
म से 812 यि तय  को कुननै द  गई । इस े  म बखुार आने स ब धी न नां कत 
जानकार  ा त हु ई ।  

उपचार मले रया बखुार मले रया नह ं बखुार 
कुननै द  20 792 

कुननै नह ं द  220 2216 
मले रया रोकने हेतु कुननै क  उपयो गता का पर ण क िजए । 

हल- 
कुननै उपचार को A संकेता र वारा और मले रया बखुार नह ं होने को B वारा य त कया 

गया है । वग  क  सं या व गणु संयोग ात करने हेतु गणु सारणी बनाई जाएगी ।  
उपचार कुननै द  A कुननै नह ं द  B कुल 

मले रया बखुार नह ं B (AB) (aB) (B) 
 792 2216 3008 

मले रया बखुार है b (Ab) (ab) (b) 
 20 220 240 

कुल (A) (a) (N) 
 812 2436 3248 

कुननै दये हु ए यि तय  म बीमार न हु ए यि तय  का तशत 
( ) 792100 100 97.5%
( ) 812
AB
A

     

कुननै नह ं दये हु ए यि तय  म बीमार नह ं हु ए यि तय  का तशत 
( ) 2216100 100 91%
( ) 2436
aB
a

     

चूँ क 
( ) ( )100 100
( ) ( )
AB aB
A a

    अत: A एव ंB म धना मक गणु स ब ध है अथात ्कुननै देने 

पर बखुार नह ं होता, कुननै मले रया रोकने म भावी है । 
(ii) स भावना व याशा व ध (Method of Probability) अथवा अनपुात तलुना व ध 

(Comparison of Proportions Method) 
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इस व ध म गणु स ब ध वा त वक एव ं या शत आविृ तय  म तलुना करके ात कया 
जाता है । इस व ध का आधार ा यकता स ा त पर आधा रत है । 

Expected Frequencies x No. of Observations 

Prob. ( )( ) AA
N

  Prob. ( )( ) BB
N

  

Prob. ( ) ( )( & ) A BA B
N N

   

Prob. ( ) ( )( ) A BAB
N


  

वतं , धना मक व ऋणा मक स ब ध के लए सारणी का अ ययन करगे ।  
गणु वतं  धना मक ऋणा मक 

(A) and (B) ( ) ( )( ) A BAB
N


  ( ) ( )( ) A BAB
N


  ( ) ( )( ) A BAB
N


  

(A) and (b) 
 

( ) ( )( ) A bAb
N


  ( ) ( )( ) A bAb
N


  ( ) ( )( ) A bAb
N


  

a and (b) 
 

( ) ( )( ) a bAb
N


  ( ) ( )( ) a bAb
N


  ( ) ( )( ) a bAb
N


  

a and (B) 
 

( ) ( )( ) a BaB
N


  ( ) ( )( ) a BaB
N


  ( ) ( )( ) a BaB
N


  

उदाहरण-2 
नीचे दए गए गणु स ब ध आँकड  पर नणय क िजए क या यह गणु आपस म धना मक, 

ऋणा मक स बि धत है अथवा वतं  है । 
(i) N = 1000  (A) = 470 (B) = 620 (AB) = 320 
(ii) A = 490  (AB) = 294 (a) = 570 (aB) = 380 
(iii) AB = 256 (aB) = 768 (Ab) = 48 (ab) = 144 

हल- 

(i) AB क  याशा = 
( ) ( ) 470 620 291

1000
A B AB

N
 

   क  आविृ त 320 है जो 

291 से अ धक है । अत: सहस ब ध धना मक है । 
(ii) N = (A) + (a) = 490+570=1060 

B = (AB) + (aB) = 294+380 = 674 

अब AB क  याशा 
( ) ( )A B

N



490 674 312

1000


   

AB क  आविृ त 294 है जो या शत आविृ त 312 से कम है अत: A एव ंB म ऋणा मक 
स ब ध है । 

(iii) A = (AB) + (Ab) = 256+ 48 = 304 
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B = (AB) + (aB) = 256+ 768 = 1024 
N = (AB) + (Ab) + (aB) + (ab) = 256+48+768+144 = 1216 

अब AB क  याशा 
( ) ( ) 304 1024 256

1216
A B

N
 

    

AB क  ात आविृ त भी 256 ह  है अत: A एव ंB वतं  है । 
गणु स ब ध क  उपयु त दोन  व धयाँ सरल है इनसे यह ात होता है क गणु स ब ध 

धना मक है, ऋणा मक है अथवा वतं  है । गणु स ब ध क  मा ा इन व धय  से ात नह ं होती 
अत: हम गणु स ब ध गणुांक का यलू सू  का अ ययन करगे । 

10.6 यूल गुण स ब ध गुणांक (Yule's Coefficient of Association) 
स  सांि यक  ो. यलू ने 1900 म गणु स ब ध क  मा ा का सापे  माप ततु कया 

िजसे यलू गणु स ब ध गणुांक कहत ेह । इसके अनसुार- 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )AB
AB ab Ab aBQ
AB ab Ab aB





 

(i) य द ABQ =0 तो (A) व (B) गणु स ब ध का अभाव है । 
(ii) ABQ  का मू य (मान + 1 व -1 के म य रहता है । 
(iii) +1 म ABQ  आवे तो गणु स ब ध धना मक 

-1 म ABQ  आवे तो गणु स ब ध ऋणा मक 
(iv) +1 = पणू धना मक  

-1 = पणू ऋणा मक 
0.75 से +1 = उ च धना मक 
-0.75 से -1 = उ च ऋणा मक 
0 से 0.25 = न न धना मक 
0 से -0.25 = न न ऋणा मक 
0 = कोई गणु स ब ध नह ं । 
यह काल क  भां त तीत होता है । 

उदाहरण-3 
राज थान के तीन शहर  म सा र एव ंअपराध वृ त के आँकड़ े दए गए है ।  

शहर कोटा जयपरु बीकानेर 
कुल (सं या हजार  म) 244 184 230 
सा र 40 47 33 
सा र अपराधी 3 2 2 
नर र अपराधी 40 20 24 

तीन  शहर  म अपराध एव ं नर र म गणुस ब ध क  मा ा क  तलुना क िजए । 
हल - नर रता को A से तथा सा रता को a से और अपराध वृ त को B से कट करने पर:  
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शहर कोटा जयपरु बीकानेर 
N 2,44,000 1,84,000 2,30,000 
A 40,000 47,000 33,000 
aB 3300 200 200 
AB 4,000 2,000 2,400 

अ य वतीय म आविृ तयाँ नकालने के लए नौ वग ता लकाएँ बनायी जायगी । (सैकड़ा मे)  
कोटा A a जयपरु A a बीकानेर A a 
B (AB) (aB) (B) B (AB) (aB) B B (AB) (aB) B 
 40 3 43  20 2 22  24 2 26 
b (Ab) (ab) (b) b (Ab) (ab) b b (Ab) (ab) b 
 2000 397 2397  1350 468 1818  1946 328 2274 

कुल (A) (a) (N) कुल (A) (a) कुल कुल (A) (a) कुल 
 2040 400 2440  1370 470 1840  1970 470 2300 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )AB
AB ab Ab aBQ
AB ab Ab aB





 

कोटा 
(40) (397) (2000 3) 15880 6000 9880 0.45
(40) (397) (2000 3) 15880 6000 18

 
2 80ABQ    

   
   

 

जयपरु 
(20 468) (1350 2) 9360 2700 6660 0.55
(20 468) (1350 2) 9360 2700 12060

Q    
   

   
 

बीकानेर 
(24 328) (1964 2) 7872 3892 3980 0.34
(24 328) (1964 2) 7872 3892 11764

Q    
   

   
 

तीन  नगर  म नर रता एव ंअपराध विृ त म धना मक गणु स ब ध है । जयपरु म यह 
स ब ध सवा धक व बीकानेर म सबसे कम है ।  

10.7 काई वग पर ण ( 2x ) 
सांि यक पर ण म काई वग पर ण का मह वपणू थान है । इसको सव थम 1863 म 

आवे व 1875 म हे मट तथा 1900 म काल पयसन ने पनु: खोजकर इसे यापक बनाया । यह 
एक सवा धक लोक य अ ाचल य पर ण (Non-Parametric) है । 

काई वग वा त वक व अवलो कत आविृ तय  व कसी प रक पना के आधार पर प रक लत 
त संवाद  या शत आविृ तय  के अ तर का माप है । अवलो कत आविृ तय  (F०) व या शत 
आविृ तय  (Fe) के अ तर के वग  के या शत आविृ तय  पर अनपुात  जोड़ ह  काई वग कहलाता 
है । 

( 2x  is the Sum of Ratios of Squared differences between observed 
frequencies (F०) and expected frequencies (Fe) to expected frequencies.) 
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काई वग जाचं ( 2x  Test) का उपयोग कसी भी सांि यक प रक पना के पर ण हेत ु कया 
जाता है क त ुगणु वातं य क  जांच तथा अ वायोजन उ कृ टता (Goodness of fit) के लए वशेष 
कया जाता है । 
1. वातं य जांच (Test of Independence) 

काई वग वारा दो गणु  म वातं य न न व ध वारा क  जाती है । 
(i) शू य प रक पना (Null Hypothesis) 

य द दो गणु  म सहचय नह ं है व पणू वतं  है तो इस कार क  मा यता को शू य प रक पना 
कहते ह । इसम- F० - fe = 0 
(ii) 2x का प रगणन  

2
2 0( )e

e

f fx
f

 
  

 
  or 

2
2 (0 )Ex

E
 

  
 

  

यहाँ पर शू य मा यता के आधार पर वा त वक आविृ तय  (f०) क  सहायता से सभी को ठक  
क  या शत आविृ तय  (fe) नकाल  जाती है । 
(iii) वातं य को टया ँ

d.f = (C-1)(r-1) 
C = खान  (Coloums) क  सं या 
r = पिं तय  क  सं या (Rows) क  सं या 

2x जांच म वातं य को टय  का नधारण अ नवाय है । 
(iv) काई वग ( 2x ) ता लका 

2x व d.f ात करने के बाद 2x  ता लका म से एक नि चत साथकता तर (Level of 
significance) पर ात वातं य को टय  क  सं या (d.f.) से स बि धत मू य देख लया जाता 
है । 2x  सारणी म व भ न वातं याश  के आधार पर व भ न साथकता तर  के 2x मू य दये होत े
ह, पर तु अ धकतर 5 तशत साथकता तर से स ब  मू य देखे जात ेह । 
(v) प रक पना पर ण 

य द काई वग का प रग णत मू य 5 तशत साथकता तर और वातं य को टय  पर 
आधा रत काई वग का सारणी मूल से अ धक है तो शू य प रक पना (H० Null Hypothesis) गलत 
है अथात ्दोन  गणु वतं  नह ं ह उनम साहचय है । इसके वपर त य द 2x का ात कया गया मान 
उनके सारणी म दये हु ए मलू से कम है तो शू य प रक पना ठ क है, दोन  गणु वतं  है । इनम 
कोई साहचय नह  ंहै ।  

10.8 सारांश (Summary)  
चर समंक क  भां त गणु समंक भी एक दसूरे के साथ स बि धत व एक दसूरे पर आ त 

हो सकते ह । ततु इकाई म आपको गणु समकं के अथ एव ंप रभाषा से अवगत कराया गया है । 
इसम गणु समकं व चर समंक म अ तर भी प ट कया गया है । नो वग  क  सारणी वारा अ ात 
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आविृ तय  के नधारण क  व ध को भी बताया गया है । इसके प चात ्गणु स ब ध नधारण क  
व भ न व धय  क  गणना व ध को समझाया गया है ।  

10.9 श दावल  (Glossary)  
गणु स ब ध Association of Attributes 
समकं  क  संग त Consistency of Data 
असंग त Inconsistency 
गणु स ब ध गणुाकं Coefficient of Association of Attributes 
अ त थ वग Ultimate Classes 
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10.11 अ यासाथ न (Unit-end Questions) 
1. या न न आँकड  के आधार पर कहा जा सकता है क ट का लगवाना चेचक से तर ा 

उपाय है? 
एक ब ती म 1482 यि तय  म से 368 को चेचक हो गयी । 1482 यि तय  म से 343 
यि तय  को ट का लगाया गया था उनम से केवल 35 पर ह  चेचक का आ मण हुआ । 
उ तर - ट के लगे यि तय  म चेचक न होने का अनपुात 89.8 तशत तथा ट का न लगे 

यि तय  म चेचक न होने का वाले यि तय  का अनपुात 70.8 तशत । अत: A 
एव ंB म धना मक स ब ध है, अथात ्ट का लगने पर चेचक क  स भावना कम होती 
है । 

2. एक सव ण म यह पाया गया क 900 यि तय  म से 300 सा र है और 400 ने अपने 
िजले क  सीमा से बाहर क  या ा क  थी । सा र  म से 200 यि त या ा कर चकेु थे । 
या या ा करने एव ंसा रता म कोई गणु स ब ध है? अनपुात तुलना व ध का योग क िजए। 

3. यलू का गणु स ब ध गणुाकं ात क िजए :- 
(i) (AB) = 250 (Ab) = 120, (aB) = 200 (ab) = 70 
(ii) ab = 100 (A) = 36 (a) = 48 (AB) = 30 
(iii) N = 1000 (A) = 380 (B) = 380 (AB) = 230 
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4. पता व पु  क  आँख  के रंग के बीच गणुस ब ध ात क िजए । 

पता क  आँख  का रंग  पु  क  आँख  का रंग 
गहरा 230  148 
ह का 151  471 

Ans. ABQ  = +0.658 
5. गणु स ब ध का या अथ है? गणुस ब ध एव ंसहस ब ध म अ तर प ट क िजए । आप 

इसक  माप कैसे करगे ।  
6. गणुस ब ध से आप या समझते हे ? सांि यक  म गणुस ब ध के मह व क  ववेचना 

क िजए। 
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इकाई -11 
काल ेणी व लेषण , काल ेणी के सघंटक एव ं विृ त नधारण 
(Analysis of Time Series, Components of Time Series 

and Trend Determination) 
इकाई क  परेखा 
11.0 उ े य 
11.1 तावना 
11.2 काल ेणी क  प रभाषा 
11.3 काल ेणी के संघटक (अंग) 

11.3.1 सुद घकाल न विृ त (Secular Trend)  
11.3.2 च य उतार-चढ़ाव 

11.4 अ पकाल न संघटक 
11.4.1 मौसमी उ चावचन 
11.4.2 अ नय मत प रवतन 

11.5 काल ेणी का वघटन या व लेषण 
11.5.1 योगा मक मॉडल 
11.5.2 गणुा मक मॉडल 

11.6 सुद घकाल न विृ त अथवा उपन त का मापन  
11.7 अ पकाल न उतार चढ़ाव  का मापन 
11.8 साराशं 
11.9 श दावल  
11.10 स दभ थ 
11.11 अ यासाथ न 

11.0 उ े य (Objectives) 
अथशा  के े  म हमारा सामना ऐसे आँकड  से होता है िज ह समय के साथ मापा जाता 

है । अथात ्एक चर (Variable) समय होता है । जसेै भारत क  जनगणना के आँकड़ ेअथवा व भ न 
योजनाओं म कृ ष उ पादन अथवा औ यो गक उ पादन के आँकड़ ेकाल ेणी के ह  उदाहरण ह । इस 
इकाई के अ ययन के बाद आप : 

 काल ेणी के अथ एव ंमह व से प र चत हो जाएंगे; 
 काल ेणी म समय के साथ-साथ व भ न कार के प रवतन आते ह इन प रवतन  को 

अथशाि य  ने व भ न वग  म वभािजत कया है उ ह काल ेणी के संघटक अथवा अंग 
कहते ह । व भ न संघटक  से आप प र चत हो जायगे। 

 काल ेणी का व लेषण कर सकगे एव ं व भ न विृ तय  का मापन करना सीख सकगे । 
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11.1 तावना (Introduction)  
काल ेणी के अ तगत दो कार के चर मू य होते ह । एक चर को वतं  चर कहा जाता 

ह एव ंदसूरा चर उस वतं  चर पर नभर है । वतं  चर मू य समय को द शत करते ह । काल 
ेणी अथवा समय ेणी क  रचना एक त य म समय के साथ होने वाले प रवतन  क  तलुना के लए 

क  जाती है । काल ेणी के व लेषण का मह व आज के यगु म बहु त अ धक है । इस इकाई म आप 
इस बात का अ ययन करगे क आधु नक आ थक एव ं यावसा यक े  म समय के साथ-साथ सतत ्
गीत से होने वाले प रवतन  को दशाया जा सकता है । उपभोग उ पादन, नवेश, मू य, यापार तथा 
यवसाय से स बि धत अ पकाल न तथा द घकाल न प रवतन  क  नर तर जानकार  समाज के सभी 
वग  के लए अ याव यक है । आप यह भी जानते ह क भतूकाल म होने वाले व भ न कार के 
प रवतन  के आधार पर ह  सरकार भावी नी त का नधारण कर पाती है । इतना ह  नह ,ं भावी विृ तय  
व प रवतन  के पवूानमुान के साथ-साथ यहाँ हम यह भी अ ययन करगे क वृ त या है, द घकाल न 
वृ त कैसे नधा रत होती है अ पकाल न उतार-चढ़ाव को कस कार मापा जाता है एव ंइनके मापने 

क  व भ न व धयाँ कौनसी है? काल ेणी के व लेषण का मह व इस कार है : 
(1) साम यक प रवतन  का अ ययन कर सकते ह । 
(2) भ व य के बारे म पवूानमुान लगा सकते ह । 
(3) भूतकाल के अनभुव  से श ा ा त कर सकते ह । 
(4) यापार च  के बारे म पवूानमुान लगाया जा सकता है । 
(5) अ य े णय  से तलुना क  जा सकती है । 

अत: काल ेणी का व धवत ् व लेषण उस क पास क  भाँ त है जो सामािजक, आ थक, 
व तीय तथा यावसा यक नी तय  के नधारण के लए मागदशक ह ।  

11.2 काल ेणी क  प रभाषा (Definition of Time Series) 
काल ेणी का अ भ ाय या है? यह हम अब तक जान चकेु ह । अब हम व भ न व वान  

वारा द  गई प रभाषाओं का अ ययन करगे। केने व क पगं के अनसुार ''समय पर आधा रत समंक 
समूह काल ेणी कहलाते ह । '' ा सडन एव ंकाउडन के अनसुार'' एक काल ेणी समंक  क  काल 
मानसुार यव था है ।'' पी.जी.मूरे के अनसुार, " कसी समय को अव ध पर आधा रत मू य  क  ेणी 

एक काल ेणी कहलाती है। '' वनर हष के अनसुार ''समय के मक ब दओंु के त संवाद  उसी चर 
के मू य  का यवि थत अनु म ह  काल ेणी कहलाता है । '' समय के कसी माप (जैसे वष माह, 
दन) के आधार पर तुत समंक  के यवि थत म क  णेी काल माला (Time Series) अथवा 
ऐ तहा सक चर मू य कहलाती है । काल माला के अ तगत वतं  चर मू य समय के तीक होते 
ह । आ त चर मू य समकं  पर समय के साथ-साथ होने वाले प रवतन  के भाव  को कट करत े
ह । पटैसन के अनसुार ''काल ेणी सांि यक य समंक  का समूह है िजनको समय के मक फैलाव 
के साथ-साथ संक लत, अं कत या अवलो कत कया जाता है ।'' 

उपयु त प रभाषाओं के अ ययन से काल ेणी का अथ एव ंअवधारणा अ छ  कार समझ 
म आ जाती है । काल का अ भ ाय ह  समय से है एव ंय द हमारे आँकड़ ेवह चाहे जनसं या उ पादन 
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अथवा मू य  के हो य द समय के साथ उ ह लखा गया है तो वह एक काल ेणी है । अब हम काल ेणी 
के संघटक  अथवा अंग  के बारे म जानकार  ा त करगे।  

11.3 काल ेणी के संघटक (Components of Time Series)  
काल ेणी के संघटक से अ भ ाय यह है क काल ेणी म कतने कार के उ चावचन हो 

सकते ह । नीचे दए गए चाट म इन व भ न संघटक  को समझाया गया है – 

 
11.3.1 सदु घकाल न विृ त (Secular Trend) 

काल ेणी म समय-समय पर अनेक उतार-चढ़ाव होत ेरहत ेह । ये प रवतन एक ल बी अव ध 
म ि टगोचर होते ह उनम अ पकाल न उतार-चढ़ाव भी हो सकते ह, पर तु इसके बावजूद भी इनम 
एक द घकाल न विृ त पाई जाती है । द घकाल न विृ त वह अप रवतनीय विृ त है जो सामा य 
प से उसी दशा म पया त अव ध तक रहती है । 

कसी भी काल ेणी म वृ  या (प रवतन) क  वाभा वक विृ त होती है उसी को द घकाल न 
विृ त कहते ह । उदाहरण के लए य द भारत क  पचंवष य योजना म खा या न उ पादन का अ ययन 

कर तो आपको यह प ट हो जाएगा क कुछ वषा म बाढ़, वषा का अभाव व अ य ाकृ तक कोप  
से उ पादन म कमी हु ई है पर तु द घकाल न विृ त वृ  क  ह  पाई जाती है । 

इस कार य द आप मृ य ुदर के आँकड़ ेल तो आप पायगे क योजनाकाल म 1951 से अब 
तक त हजार मृ य ुदर म नर तर कमी होती रह  है । द घकाल न विृ त कमी क  ओर ह  है । 
अत: प ट है क विृ त िजसे उपन त या द घकाल न विृ त भी कहा जाता है, ेणी क  कसी 
समयाव ध म बढ़ने अथवा घटने क  आधारभूत विृ त होती है । विृ त के वचार के अ तगत 
अ पकाल न प रवतन सि म लत नह ं होत ेह । बि क द घकाल म हु ए नय मत प रवतन सि म लत 
होते ह । 

इस द घकाल न विृ त के अनेक कारण हो सकते ह जैसे जनसं या म प रवतन, उ पादन 
णाल  म सधुार, यावसा यक संगठन म सधुार, सरकार  नी त म प रवतन और मांग म प रवतन 

आ द । सामा य विृ त सदा एक ह  दशा म होती है या तो वृ  क  ओर या ास क  ओर । 

 
रेखा च  11.1 
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वृ  क  विृ त वृ  त व (Growth factor) क  उपि थ त के कारण होती है । उ पादन, 
जनसं या रोजगार आ द वृ  तल के उदाहरण ह, य क द घकाल न आधार पर इनम वृ  ह  देखने 
म आती है । 

इसी कार कमी क  ओर विृ त ास त व (Decline factor) के प रणाम व प दखाई 
देती है । लाभ उ पादन, यय,मृ य ुदर इ या द इसके उदाहरण ह । आपको यह भी जानना चा हए 
क ऐसा हो सकता है क वृ  क  दर समान न हो अथवा बीच-बीच म कावट हो जाये । पर तु विृ त 
म यह वृ  या कमी एकदम से नह ं होनी चा हए, धीरे-धीरे मक गीत से होना चा हए । 

द घकाल न विृ त मापन के मु य दो उ े य ह । थम े णय  म से द घकाल न विृ त 
को पथृक करके आप अ य संघटक  जसेै मौसमी या च य उ चावचन  का ान ा त कर सकगे । 
वतीय आप इसके वारा भ व य क  विृ त के बारे म अनमुान लगा सकगे । 

11.3.2 च य उतार-चढ़ाव (Cyclical fluctuations) 

द घकाल न विृ त के बारे म जानने के बाद हम च य उ चावचन  का उ लेख करगे । ये 
नय मत होत ेह तथा इनक  अव ध एक वष से अ धक होती ह आ थक जगत म यापार च  का बहु त 
मह व है । 

इनका व प एक लहर क  तरह होता है इन लहर  के शीष से तह तक क  दरू  असमान होती 
है । अनेक आ थक याओं म लगभग एक साथ आने वाल  सार व सकुंचन क  मक तरंग  को 
ह  यापार च  कहा जाता है । 

(i) अ भवृ  (Prosperity), (ii) ास या तसार (Decline or Recession) (iii) 
अवसाद (Depression) तथा (iv) पनु थान (Recovery) । यापार च  क  समयाव ध उतनी 
नय म त नह ं होती है िजतनी ऋतओंु क  होती है । यह  कारण है क उनके होने वाले भाव  को साम यक 
उ चावचन नह ं कहते ह । इ ह च य उ चावचन कहा जाता है ।  

11.4 अ पकाल न संघटक (Short-term Components)  
जैसा क नाम से प ट है क अ पकाल म जो प रवतन होते ह, उ ह अ पकाल न उ चावचन 

कहा जाता है । इन प रवतन  क  गीत अ धक ती  हो सकती है अथवा धीमी । प रवतन नय मत 
हो सकते ह अथवा अ नय मत । 

11.4.1 मौसमी उ चावचन या आतव वचरण (Seasonal Fluclations) 

यह एक नि चत समया तराल के अ दर होते ह । यह समया तराल एक वष या इससे 
कम- दन, स ताह माह अथवा मैा सक के प म हो सकता है । मौसम का अथ यहाँ सद , गम , ऋतु 
से नह  ंहै । ऐसे प रवतन जो जलवाय ुमौसम, वशेष उ सव आ द कारण  से उ प न होते ह मौसमी 
ववरण कहे जाते ह । एक नि चत अ तर से होने के कारण नय मत उ चावचन भी कहलाते ह । 
आपने देखा होगा क गम  आते ह  पखें कूलर एव ंठंडे पेय पदाथ  क  मांग बढ़ जाती है जब क सद  
म इनक  मांग घट जाती है । ववाह के समय सोना चांद  आभूषण  व व  क  मांग व मू य बढ़ 
जाते ह । अत: यापा रक त ठान  के लए इनका अ ययन अ य त आव यक हो जाता है । 
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उपयु त वणन से च य प रवतन तथा आतव (मौसमी) प रवतन म अ तर प ट हो जाता 
है । च य प रवतन  क  अव ध एक वष से अ धक क  होती है । यह सामा यत: 10 या 12 वष तक 
क  होती है जब क मौसमी प रवतन क  

अव ध एक वष से कम होती है । मौसमी प रवतन  म अव ध और म दोन  म नय मतता 
होती है तथा इनका म बहु त ह  नि चत रहता है जब क च य प रवतन  म येक चरण क  अव ध 
म प रवतन होते रहते ह । मौसमी प रवतन जलवाय ुव मौसम, र त- रवाज, फैशन, आदत म प रवतन  
के कारण उ प न होत ेह जब क च य प रवतन मु ा सार, उ पादन एव ं ब  क  मा ा, व तुओं 
क  मांग, सरकार  नी तय  आ द म प रवतन के कारण उ प न होते ह । 

11.4.2 अ नय मत प रवतन (Irregular Fluctuations) 

कई बार देव योग से अक मात ऐसे प रवतन होते ह िजनका पवूानमुान या मापन वै ा नक 
ढंग पर अस भव है । ये यवसाय म कसी भी नि चत म म घ टत नह ं होते ह । ये दो कार 
के होते ह - (i) जो केवल अगर (Chance) के कारण कभी एक दशा तो कभी दसूर  दशा म हो जाते 
ह, और (ii) जो आकि मक कारण , जैसे-यु , हड़ताल, बाढ़, चुनाव आ द से अ नय मत प से उ प न 
होते ह । 

इस कार के अ नय मत या दैव प रवतन क  मापन व ध यह है क कसी भी ेणी का 
व लेषण करके उसके नय मत प रवतन , विृ त,अ पकाल न प रवतन आ द को समा त करने के 
बाद जो प रवतन शेष रहते ह, उ ह दैव प रवतन कहा जाता है ।  

11.5 काल ेणी का वघटन या व लेषण 
 (Decomposition or Analysis of Time Series)  

उपयु त व लेषण से प ट हो जाता है क एक काल ेणी के मलू समंक (O) चार घटक  
से मलकर बनते ह । 

(1) द घकाल न विृ त (T= TREND) 
(2) च य उ चावचन या उतार-चढ़ाव (C=CYCLICAL) 
(3) मौसमी उ चावचन या उतार-चढ़ाव (S=SEASONAL) 
(4) अ नय मत उ चावचन या उतार-चढाव (I=IRREGULAR) 

इन सबका अलग-अलग अ ययन करना ह  काल ेणी का व लेषण या वघटन कहलाता ह 
। इन चार  संघटक  का दो मॉडल  म अ ययन कया जा सकता है । 

11.5.1 योगा मक मॉडल (Additive Model) 

इस मॉडल म यह माना जाता है क मूल समंक (O) चार  संघटक  का योग होता है - 
 सू ानसुार : O = T + S + C + I (1) 
(1) द घकाल न उपन त : T = O – S – C - I (i) 
(2) च य एव ंअ नय मत प रवतन: O – T - S = C + I  (ii) 
(3) अ पकाल न उ चावचन - इ ह ा त करने के लए आप मूल समकं  (O) म से द घकाल न 
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विृ त को घटा द िजए तो अ पकाल न उ चावचन रह जाएंगे  
  O – T = S + C + I (iii) 
(4) अ नय मत प रवतन - इसके लए आपको अ पकाल न उ चावचन  (O-T) म से मौसमी और 

च य उ चावचन  को घटाना होगा  
  O – T - S - C = I (iv) 

11.5.2 गणुा मक मॉडल (Multiplicative Model) 

योगा मक मॉडल म हम यह मान लेते ह क सभी संघटक एक दसूरे से वतं  है और एक 
संघटक का दसूरे पर कोई भाव नह  ंपडता पर त ु यवहार म येक संघटक एक दसूरे पर नभर 
करता है । इसके अ तगत मूल समकं सभी संघटक  के गणुनफल के प म होते ह । इसम यह माना 
जाता है क अ पकाल न वचरण द घकाल न उपन त के फलन है ।  

  O = T x S x C x I .........................(2) 
(1) द घकाल न विृ त ( ) OT

S C I


 
 .......................(i) 

(2) च य एव ंअ नय मत प रवतन OC I
T S

 


 .......................(ii) 

(3) अ पकाल न उ चावचन OS C I
T

    ..........................(iii) 

(4) अ नय मत उ चावचन  OI
T S C


 

 .......................(iv) 

गणुा मक मॉड़ल म यह माना जाता है क येक संघटक एक-दसूरे पर नभर करता है जब क 
योगा मक मॉडल म सभी संघटक एक दसूरे से वतं  है और एक संघटक का दसूरे पर कोई भाव 
नह ं पड़ता । यवहार म ऐसा कम होता है, यवहार म एक सघंटक का दसूरे पर कुछ न कुछ भाव 
अव य पड़ता है, इसी लए तो गणुा मक मॉडल का उपयोग काल ेणी व लेषण के लए अ धक उपयोगी 
माना जाता है । कुछ दशाओं म जहा ंसभी संघटक वतं  हो योगा मक मॉडल वारा काल ेणी व लेषण 
कया जाता है । 

काल ेणी के व लेषण के लए यह आव यक है क समकं  म सजातीयता हो एव ंवे तलुनीय 
ह  । य द समकं वजातीय ह एव ंअतलुनीय है तो उनम कुछ ारि भक समायोजन कर लेने चा हए 
। इन समायोजन  के कई तर के हो सकत ेह जैसे कैले डर प रवतन  के लए समायोजन, िजसम एक 
माह तथा दसूरे माह के दन  म अ तर-फरवर  28 या 29 दन क  तथा माच 31 दन का होता है 
। इनका समायोजन करने के लए हम समकं  के योग को माह के दन  क  सं या से 365 366 भाग 

देकर हम त दन या मा य मू य नकाल लगे, फर औसत मलू को 
365
12

 या 
366
12

 से गणुा करगे। 

यह मा सक मू य होगा । जनसं या प रवतन के लए भी हम समायोजन करना होगा । इसके लए 
कुल समकं  म जनसं या का भाग देकर त यि त उ पादन या मू य आ द ात कये जात ेह । 
मू य  म प रवतन होने से वा त वक ब  या आय म प रवतन हो जाते ह । इसके लए हम मू य 
प रवतन  के लए समायोजन करना होगा । वा त वक आय क  जानकार  मु ा के प म आय म मू य  
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का भाग देकर ह  क  जा सकती है । इनके अलावा य द और कोई अ तर हो जैसे प रभाषाओं म अ तर, 
भौगो लक दशाओं म अ तर, आंकड संकलन क  व ध म अ तर आ द तो इ ह भी उ चत प से 
समायोिजत कर लया जाता  

11.6 सुद घकाल न विृ त या उपन त का मापन  
 (Measurement of Long term Trend)  

विृ त श द का साधारण बोलचाल म बहु त अ धक योग कया जाता है । उदाहरण के लए 
हम ाय: जनसं या क  बढ़ती हु ई विृ त क मत  क  बढ़ती हु ई विृ त क  बात करते ह । इस विृ त 
को द घकाल न विृ त भी कहा जाता है । यह उ पादन, ब , आय, रोजगार क  मूलभूत विृ त है 
क समय अव ध म या तो बे घटते ह या इनम वृ  होती है । विृ त के वचार म अ पकाल न 
उतार-चढाव शा मल नह ं होते । 

विृ त क  अथ भ ल-भां त समझने के लए यह जानना आव यक है क द घकाल श द का 
उ चत अथ जाना जाये । द घकाल कतना समय होता है इसका कोई प ट उ तर नह  ं दया जा सकता 
। एक यापार  के लए व य के अनमुान के लए उपन त का पता लगाने के लए, कम से कम 7-8 
वष  के व य के समकं होने चा हए । दसूर  तरफ य द कसी डा टर के पास क ह ं क टाणुओं के 
बढ़ने के येक 5 मनट के समंक 6 घ ट  के उपल ध है तो वह समय उन क टाणुओं क  विृ त 
जानने के लए द घकाल न समय है िजसम आसानी से उपन त को ात कया जा सकता है । िजतना 
अ धक द घकाल होगा, उपन त का उतना ह  सह  ान होगा । 

दसूरा यह आव यक नह ं क बढ़ने क  विृ त या घटने क  विृ त एक ह  दशा म हो । यह 
बढ़ सकती है, फर घट सकती है और पनु: बढ़ सकती है । हम सामा य वृ त क  ओर यान देना 
चा हए । 

द घकाल म कसी ेणी म बढ़ने या घटने क  विृ त को ह  द घकाल न विृ त या उपन त 
कहते ह। कसी ेणी म अ पकाल म जो प रवतन होत ेरहते ह उ ह अ पकाल न उतार-चढाव कहत े
ह । इन अ पकाल न प रवतन  क  गीत ती  हो सकती है अथवा धीमी । प रवतन दोन  दशाओं म 
होते रहते ह। अ पकाल म इनके प रवतन  म नय मतता पाई जा सकती है अथवा अ नय मतता । 
कसी एक नि चत अव ध म नय मत प से प रवतन कसी असामा य या अ या शत या दै नक 
या संयोगवश कारण  से (जैसे बाढ़, भूक प अथवा अकाल आ द) होते ह तो इ ह दै वक या अ नय मत 
प रवतन कहत े 

11.6.1 विृ त का नधारण (Determination of Trend) 

काल ेणी के व भ न संघटक  पर वचार और व लेषण करने के बाद आइए अब हम इस 
बात पर वचार कर क द घकाल न व अ पकाल न विृ त का माप कैसे होता है । 

इसक  सहायता से आप भूतकाल न वृ  या ास का पता लगा सकगे । यह आपको भावी 
पवूानमुान लगाने म भी सहायक होगी जो क यावसा यक नयोजन म सहायक होते ह तथा विृ त 
व लेषण वारा आप अ य घटक  को पथृक कर च य तथा अ पकाल न उतार-चढ़ाव  का अलग से 
अ ययन और व लेषण कर सकगे । अब हम इ ह मापने क  कुछ मखु माप  का वणन करगे । 
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(1) मु त ह त र त (Free-Hand Curve Method) 
सारणी -11.1 

भारत को मल  बा य सहायता 
वष 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 
बा य सहायता (करोड़  म) 1164 1658 1574 1355 1231 1494 1693 1812 2160 2250 

उपयु त ता लका को सलं न ाफ पर दया गया है । 
आप देखगे क इस व ध म वष  का OX अ  तथा यय को OY पर दखाया गया है । 

फर अकं  को रेखा- च  पर अं कत कया जाता है और इसके बाद सभी अकं  के बीचोबीच एक सव पयु त 
व  (Smooth Curve) खींचा जाता है । यह व  ह  मु त ह त विृ त व  है । 

आप देखगे क यह व ध सबसे सरल है । इसक  सहायता से उपन त रेखा को शी तापवूक 
जाना जा सकता है । इसम ग णत स बि धत ज टलताएं भी नह ं है । पर तु यि त न ट र त होने 
के कारण प पात क  अ धक सभंावना है । दो सं या शा ी कभी भी एक जसैी व  रेखा नह ं खीचं 
सकते ह । 

 
रेखा च  11.3 

(2) अ म यक र त (Semi-Average Method) 
स पसन तथा का का के अनसुार अ  म यक श द का अथ है ेणी के येक आधे भाग 

(पवूा  तथा उ तरा ) के मू य  का समाना तर मा य । इस व ध म काल ेणी को दो बराबर भाग  
म बांट लया जाता है । फर येक आधे भाग के समंक  का समाना तर मा य नकाल कर उस भाग 
के म यका समय ब द ुके स मखु रख दया जाता है । इसके बाद नधा रत दोन  मा य  को रेखा च  
पर दोन  भाग  के म यका ब दओंु के ऊपर अं कत करके मला दया जाता है । इस कार मलाने 
से जो रेखा तैयार होती है उसे अ  म यक व ध वारा तैयार क  गई विृ त रेखा (Trend Line) 
कहते ह ।  
उदाहरण : न नां कत समंको से अ म यक र त से विृ त रेखा का नधारण क िजए ।  

वष (X) 2004 2005 2006 2007 2008 2009 
उ पादन (Y) (टन  म) 9771 11744 11012 12550 15741 20281 
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हल- अ म यक र त वारा द घकाल न विृ त का प रगणन । 
वष उ पादन (टन  म) अ  योग अ  मा य मा य का वष 

2004 9771 32527 32527 10842
3

  2005 
2005 11744 
2006 11012 
2007 12550 48572 48527 16191

3
  2008 

2008 154741 
2009 20281 

उपयु त आकड़  को ाफ पेपर पर अं कत करके दो यु म बना ल (2005, 16191) इन दो 
ब दओंु के बीच सीधी रेखा खींच कर वृ त रेखा बनाएं । 
उदाहरण: न न समंक  से अ म यक र त वारा उपन त अथवा विृ त नका लए ।  

वष (X) 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 
भारत के आयात (करोड़  म) 14293 15832 17134 19759 20063 22899 27693 

हल- चूँ क वष  क  सं या वषम है अत: बीच के वष को छोड़कर आधे ऊपर के मू य  एव ंआधे नीचे 
के मू य  का मा य ात करके उसे म यका वष के सामने रखा जाएगा बाद म रेखा च  पर अंकन 
कर विृ त रेखा ात क  जाती है ।  

वष आयात (करोड़  म) अ  योग अ  मा य मा य का वष 
1983 14293  

47259 
 

47259 15753
3

  1984 
1984 15832 
1985 17134 
1986 19759 छोड़ा गया वष   
1987 20063  

70655 
 

70655 23552
3

  1988 
1988 22899 
1989 27693 
इस व ध के भी कई गणु व दोष ह । यह र त भी थम र त क  भां त सरल है, प पात 

र हत है, पर त ुजब चरम मू य (Extreme values) है तो इस र त वारा दखाई गई विृ त ठ क 
नह ं होगी । समंक  क  विृ त लगभग रेखीय होने पर ह  यह व ध उपयु त हो सकती है । 
(3) चल मा य र त (Method of Moving Averages) 

इस व ध का योग यवहार म अ धक होता है । चल मा य नकालने से पवू यह नि चत 
करना होता है क मा य कतने वष  के मू य का लया जाये । यह यावसा यक च  क  अव ध पर 
नभर करता है । इसम एक वष के मू य को छोड़त ेजात ेह और अगले वष के मू य को औसत म 
सि म लत करत ेजात ेहै । 
उदाहरण - नीचे ता लका म भारत म कोयले के उ पादन के आँकड़ े दए गए ह । पाचँ वष य चल मा य 
क  गणना क िजए। 
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वष  
 

1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 

भारत म कोयले 
का उ पादन 
(हजार टन म) 

50 36 43 45 39 38 33 42 41 34 40 

हल-  
वष 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 
भारत म कोयले 
का उ पादन 
(हजार तन म) 

50 36 43 45 39 38 33 42 41 34 40 

पचंवष य चल 
योग  

- - 213 201 198 197 193 188 190 - - 

पचंवष य चल 
मा य ( वृ त 
मू य) 

- - 42.6 40.2 39.6 39.4 38.6 37.6 38.0 - - 

ा त मू य  को ाफ बनाकर द शत कया जा सकता है । 
चल मा य ( वषम सं याय लेने पर) 

 
रेखा च  11.4 

उदाहरण- दए गए समंक  के आधार पर चार वष य चल मा य क  गणना क िजए ।  
वष  1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983 
उ पादन (टन  म) 3 4 8 10 9 11 13 14 12 

हल- जब चल मा य क  अव ध सम हो जैसे 4 वष 6 वष अथवा 8 वष तो चल मा य क  गणना 
करने के लए उसे के  म लाना पड़ता है । इस हेत ुआप पहले चार-चार वष  के चल योग ात क िजए 
फर इस योग को दसूरे व तीसरे वष के बीच म रख द िजए । फर अगला वष लेकर तीसरे व चौथे 
वष के बीच म रख द िजए । यह म परूा क िजए। अब पहल  जोड़ एव ंदसूर  जोड़ को पनु: जोड़े एव ं
उसे तीसरे वष के सामने रख द । यह म परूा कर इस कार अब योग 8 वष  का हो गया अत: ा त 
जोड़ म 8 का भाग दे एव ंचल मा य ात कर ।  
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वष उ पादन (टन म) चार वष य चल योग यु म  म चल योग चार वष य चल मा य 
1975 3    
1976 4    

  25   
1977 8 31 56 7 
1978 10 38 69 9 
1979 9 43 81 10 
1980 11 47 90 11 
1981 13 50 97 12 
1982 14    
1983 12    

आइए अब हम इस व ध के गणु व दोष  पर नजर डाल । यह व ध समझने म सरल है, 
उपन त ात करने क  लोचदार व ध है, प पात क  स भावना नह ं है । पर तु इसम एक उ चत और 
उपयु त अव ध को नि चत करना क ठन काय है । इसम सभी वष  के उपन त मू य को ात नह  ं
कये जा सकते । ग णतीय सू  के अभाव म इसे पवूानमुान के लए योग नह ं कर सकत।े ये अ नय मत 
उ चावचन  को पणूतया समा त नह ं कर सकत े। 
(4) यतूनम वग र त (Least Square Method) 

अब हम उस र त क  या या करगे जो विृ त को ान करने के लए सव तम मानी जाती 
है । इस र त के वारा ात विृ त से वा त वक समंक  के वचलन के वग का योग सबसे कम होता 
है । इस लए इसे यनूतम वग र त कहा जाता है । इसम वा त वक मू य (Y) दया हुआ होता है 
। उपन त मू य (Y) नकालते है । Y तथा Y के वचलन  का योग शू य होता है । अतः हम यह 
बताएंगे क उपन त मू य कस कार नकले जाते ह । 
सीधी रेखा वृ त (Straight Line Trend)  

इस व ध क  या या इस इकाई सं या 9 म यनूतम वग र त वारा तीपगमन समीकरण 
शीषक के अ तगत कर चुके ह । हम Y=a+bX एव ंX=a+bY समीकरण हल करके a एव ंb का 
मान नकालते ह । ा त समीकरण म X का मू य त था पत कर Y का स भा वत मू य ात 
करते ह अथवा समीकरण सं या X= a+bY म Y का मू य त था पत कर X का स भा वत मूल 
ात करत ेह । इस कार X क  Y तीपगमन रेखा X=a+bY म Y के मू य  को रखकर X के 

सव तम संग णत मू य ात करते ह । इसी कार Y क  X पर समीकरण Y=a+bX म X के मू य 
रखकर Y के संग णत मू य ात करते ह । इ ह ाफ पेपर पर अं कत कर तीपगमन रेखा ा त 
कर सकते ह । 

इसक  गणना हम य  व लघ ुर त से करगे । य  र त म वतं  चर-मू य  अथात 
समय ब दओंु को ाकृ तक सं याओं जैसे 1,2,3,4 .......................... सकेंता र दया जाता है । 
फर सू  के वारा उपन त मू य नकालगे ।  
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वष 1981 1982 1983 1984 1985 
मू य 8 10 15 13 14 

य  व ध वारा वृ त मू य  का प रकलन 
इस र त म वचलन नह ं लए जाते ह । मूल समकं  का सीधा योग कया जाता है ।  

वष 
 

मू य (Y) 
 

1981 से समय 
वचलन (X) 

वचलन  का वग 
(X2) 

उपन त मू य 
(XY) 

Y=7.5+1.5 X 
 

1981 8 1 8 8 7.5+1.5(1)=9.00 
1982 10 2 20 20 7.5+1.5(2)=10.50 
1983 15 3 45 45 7.5+1.5(3)=12.00 
1984 13 4 52 52 7.5+1.5(4)=13.50 
1985 14 5 70 70 7.5+1.5(5)=15.00 
N=5 60Y   15X   2 55X   195XY    

Y का X पर तीपगमन  
Y = a+bX 

Y Na b X   (1) 
2XY a X b X    (2) 

मू य त था पत करने पर 
5a+15b=60 (1) 
15a+55b=195(2) समीकरण न.ं 1 को 3 से गणुा करने पर 
15a+45b=180(1) 
15a+55b=195(2) 

   
  

 घटाने पर 15 1.5
10

b 
 


 

समीकरण न.ं 1 म 1.5 रखने पर 
या 5a+15(1.5)=60 या 5a+22.5=60 
या 5a=60-22.5 या 5a=37.5 

या
37.5 7.5

5
a  

 
अत: Y = 7.5 + 1.5 X 

नोट :- व याथ  संग णत मू य  के आधार पर X तथा Y के मू य  के यु म  को ाफ पेपर पर अं कत 
कर तीपगमन रेखाएं ात कर ल । 
लघ ुर त वारा सरल रेखा उपन त का आकलन- (जब वष वषम हो) 

इस र त से हम म य वष को आधार मानकर व भ न वष  से वचलन नकालगे । इन 
वचलन  का योग श द होगा। वषम वष  क  ि थ त म तो यह र त बहु त सरल है । 

न न समंक  से यनूतम वग र त वारा सरल रेखीय उपन त दान क िजए ।  
 



205 
 

वष 1976 1977 1978 1979 1980 
ट .वी. सेट  क  ब (हजार म) 4 6 7 8 10 

हल यनूतम वग र त वारा उपन त मू य  
वष (X) 

 
ट .वी. सेट  क  

ब  
(Y) (हजार  म) 

वचलन मू य ब द ु
1978 
(dx) 

(xy) 
 

(x2) उपन त मू य 
Y=7+1.4X 

 
1976 4 -2 -8 4 7.0+1.4(-2)=4.2 
1977 6 -1 -6 1 7.0+1.4(-1)=5.6 
1978 7 0 0 0 7.0+1.4(0)=7.0 
1979 8 +1 +8 1 7.0+1.4(1)=8.4 
1980 10 +2 +20 4 7.0+1.4(2)=9.8 

25, 35, 0, 14, 10 35eN y x xy x Y           

X का Y तीपगमन  
X = a+bX  

. (1)Na x b y    
2 (2)Na x b xy    

0( )Na b y   0( ) 10( ) 14a b   
Na y  10( ) 14b   

y
a

N


 

35
5

a 
 

7a   14
10

b 
 

1.4b   7 1.4X X   

ा त समीकरण म X के वचलन मू य  का मान रखकर संग णत मू य ात कए जाएंगे। 
ा त संग णत मलू नीचे ता लका म दए गए ह । इन मू य  के आधार पर तीपगमन रेखा दशाई 

गई है । (रेखा च  11.5)  
वष 1976 1977 1978 1979 1989 

उपन त मू य 4.2 5.6 7.0 8.4 9.8 

 
रेखा च  11.5 

उदाहरण - न न आंकड  से यनूतम वग र त वारा तीपगमन रेखा का नधारण क िजए एव ंवष 
1973 व 1975 के लए विृ त मू य  को ात क िजए ।  
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वष 1971 1972 1973 1974 1975 1976 
उपन त मू य 101 107 113 121 136 148 

हल- यनूतम वग र त वारा सरल रेखीय उपन त ात करने हेत ुलघरु त का योग करगे । यहा ँ
वष  क  सं या सम (even) है । अत: बीच के वष 1973 एव ं1974 के म य को Origin मान कर 
वचलन ात कए जाएंगे । इ ह पणूाक बनाने हेतु सभी वचलन  को 2 से गणुा कया गया है।  

वष उ पा दत 
बजल  
(Y) 
 

समय वचलन 
वचलन आधे म  

1973.5 

(xy) (x2) 
 

उपन त 
Y=a+bX 

 

1971 101 -2.5-5 -505 25  
1972 107 -1.5-3 -321 9  
1973 113 -0.5-1 -113 1 1x21+4.71(-1)=116.29 
1974 121 +.5+1 +121 1  
1975 136 +1.5+3 +408 9 121+4.71(3)=135.13 
1976 148 +2.5+5 +740 25  

6 726N Y    0X  330XY   2 70x   
Y a bX   

Y Na b X     
2XY a X b X     (1) 

चूँ क 0X   है अत: (2) 
Na y   

ya
N



  

(1) इसी कार 2Xy b X    
2

xyb
x



   

(2) 

समीकरण म मान रखने पर 
726 121
6

ya
N


  
 2

330
70

xyb
x


 
  

उपन त मू य Y = a + bX Y = 121 + 4.71 X 
उपन त मू य 1973 के लए 121 + 4.71 (-1) = 116.29 
उपन त व 1975 के लए 121 + 4.71 (3) = 135.13 
उपयु त उदाहरण  म b का मान ह  वकास दर (Rate of Growth) को बताता है । 
यनूतम वग व ध एक ग णतीय व ध होने के कारण सव े ठ र त मानी जाती है ।  
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11.7 अ पकाल न उतार चढ़ाव  का मापन 
 (Measurement of Short Term Fluctuations)  

काल ेणी म सुद घकाल न विृ त एव ंअ पकाल न उ चावचन  दोन  का ह  म ण होता है 
। य द चल मा य अथवा यनूतम वग र त वारा नकाले गये उपन त मू य  को आप मू य ेणी 
म से घटा द तो शेष बचता है उसे उ चावचन कहत ेह । इसका मापन कई कार क  व धय  वारा 
कया जा सकता है । 
(1) आतव मा य शाह या आतव वचरण सचूकाकं या मौसमी प रवतन 

ाय: हम देखते है क बहु त से त य ऐसे ह िजनम मौसम के अनसुार प रवतन होता रहता 
है । जब फसल कटकर आती है तो गेहू ं क  क मत कम हो जाती है । जुलाई-अग त म का पय  के 
दाम बढ़े रहते ह । मौसमी प रवतन या आतव वचरण हम दो कार से ात करगे । 

अ पकाल न प रवतन के मा य  वारा-इसम हम सरल समा तर मा य क  सहायता से मौसमी 
प रवतन का अनमुान लगाते ह ।  
क मत माह 

 जनवर  फरवर  माच अ ेल मई जून जुलाई अग त सत बर अ टूबर नव बर दसंबर 
1982 15 15 13 12 11 10 13 15 17 15 14 14 
1983 16 17 16 13 12 10 14 16 16 15 13 12 
1984 17 19 16 14 13 13 15 17 18 15 15 16 

 
माह क मत औसत क मत( वष य) मौसम प रवतन सचूकांक 

( वष य / औसत) 1982 1983 1984 
जनवर  15 16 17 48 16

3
  16 100 100

14.5
   

फरवर  15 17 19 =17 =117 
माच 13 16 16 =15 =103 
अ लै 12 13 14 =13 =90 
मई 11 12 13 =12 =83 
जून 10 10 13 =11 =76 

जुलाई 13 14 15 =14 =97 
अग त 15 16 17 =16 =110 
सतंबर 17 16 18 =17 =117 
अ टूबर 15 15 15 =15 =104 
नव बर 14 13 15 =14 =97 
दस बर 14 12 16 =14 =97 
    174  
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औसत
174 14.5
12

   

मौसम प रवतन सचूकांक=मा सक औसत मू य
वा षक औसत मू य

× 100 
मौसमी प रवतन के नदशांक  वारा आतव वचरण  
उदाहरण - सरल - मा य र त वारा मौसमी ात क िजए  

वष  ी म मानसून पतझड़ सद  
1984 30 81 62 119 
1985 33 104 86 171 
1986 42 153 99 221 
1987 56 172 129 235 
1988 67 201 136 302 

हल- मौसमी सचूकाकं क  गणना 
वष ी म मानसून पतझड़ शीत कुल मा य 

1984 30 81 62 119 292 292 73
4

  

1985 33 104 86 171 394 =98.5 
1986 42 153 99 221 515 =128.85 
1987 56 172 129 235 592 =148 
1988 76 201 136 302 706 =176.5 
योग 228 711 512 1048 2499 =624.8 
औसत 228/5=45.6 142.2 102.4 209.6 499.8 =125 
मौसम 
सूचकांक 

36.5 113.8 81.9 167.6 399.9 100 

हम आतव सचूकांक  को ात करने के लए मा य  का मा य नकालगे 
624.8 125

5
  फर 

इस 125 क  सहायता से मौसमी सचूकांक नकालगे, जैसे - ी म, के मौसमी सूचकांक 
456 100
125

  

=36.5 

मानसून के मौसमी सचूकाकं 
1422 100 113.8,
125

 
102.4 100 81.9
125

   

(2)  चल मा य  वारा आतव वचरण (Seasonal Variations through Moving 
Averages) 

यह र त थम र त से अ धक े ठ है, कारण क इसम च य उ चावचन  को छोड़कर शेष 
अ य सभी कार के ववरण  का व लेषण है । 
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वष 1 2 3 4 5 
ी म 30 33 42 56 57 

मानसून 81 104 153 172 201 
पतझड़ 62 86 99 129 136 

सद  (शीतकाल) 119 171 221 235 302 
हल चल मा य  वारा अ पका लक ऋतु न ठ व अ नय मत उ चावचन  का नधारण 
वष 
 

मौसम 
 

मूल 
समकं 
(O) 
 

चार –चार 
का चल 

योग आवत 
योग 

दो-दो का 
चल योग 
केि त 
योग 

चार-चार 
का चल 
मा य 
(T) 

अ पकाल न 
उ चावचन 
(O-T) 

 

आवत 
वचरण 
(S) 
 

अ पकाल न 
उ चावचन (I) 

 

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 =(C3 - C6) C8 C9(C3 - C6) 
1. ी म 30 -  - - - - 
 मानसून 81       
 पतझड़ 62 292 587 73 +11 -19 +8 
 शीत 119 295 613 77 +11+42 +68 -26 
2. ी म 33 318 660 83 -50 -75 +25 
 मानसून 104 342 736 92 +12 +25 -13 
 पतझड़ 36 394 797 100 -14 -19 +5 
 शीत 171 403 855 107 +64 +68 -4 
3. ी म 42 452 917 115 -73 -75 +2 
 मानसून 153 465 980 123 +30 +25 +5 
 पतझड़ 99 515 1044 131 -32 +19 -13 
 शीत 221 529 1077 135 +86 +60 +18 
4. ी म 56 548 1126 141 -85 -75 -10 
 मानसून 172 578 1170 146 +26 +25 +1 
 पतझड़ 129 592 1195 149 -20 -19 -1 
 शीत 235 603 1235 154 +81 +68 +13 
5. ी म 67 632 1271 159 -92 -75 -17 
 मानसून 201 639 1345 168 +33 +25 +8 
 पतझड़ 136 706 - - - - - 
 शीत 302 - - - - - - 

(*) इसे नकालने के लए अ  सारणी दे खए। 
कालम न.ं8 नकालने के लए हम न न सारणी बनाएंगे । यह औसत आतव वचरण है इ ह नीचे 
एक अलग ता लका म संग णत करके यहाँ ऋतु अनसुार लखा गया है ।  
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वष 1 2 3 4 5 योग 
 

मा य 

ी म - -50 -73 -85 -92 -300 -75 
मानसून - +12 +30 +26 +33 +101 +25 
पतझड़ -11 -14 -32 -20 - -77 -19 

सद (शीतकाल) +42 +64 +86 +81 - +273 +68 
(2) चल मा य अनपुात र त (Ratio-to- Moving Average Method) 

यह व ध गणुाना मक नदश पर आधा रत है । इसक  मा यता है क मौसमी वचरण 
द घकाल न उपन त के कारण है । इस व ध म पहले हम प रवतन क  अव ध नि चत करते ह त प चात ्

वह मा य (T) नकालते ह, इसके बाद 100O
T

  
 

वारा चल मा य अनपुात नकालत ेह । इसे हम 

न न उदाहरण वारा प ट करगे ।  
सारणी- चल मा य अनपुात व ध वारा आतव सचूकाकं नकालना । 
उदाहरण - न न समकं  से चल मा य-अनपुात र त वारा आतव वचरण सचूकांक प रक लत क िजए।  

वष 1 मैास 2 मैास 3 मैास 4 मैास 
1981 68 62 61 63 
1982 65 58 66 61 
1983 68 63 63 67 

हल चल मा य-अनपुात वारा आतव वचरण सूचकांक  का प रगणन  
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उपयु त चल मा य अनपुात अथात ्कोलम न.ं (C7) के न न सारणी म रखगे । 
मैा सक अव ध 

वष थम वतीय ततृीय चतथु  
1981 - - 96.63 101.20]  
1982 104.20 92.43 104.96 95.49  
1983 106.03 97.67 - -  
योग 210.23 190.10 201.69 196.6 योग= 

399.32/4=99.83 
औसत 210.3

2
 

=105.12 

190.1
2

 

= 95.05 

201.6
2

 

= 100.80 

196.6
2

 

= 98.35 

400 

संशो धत 
आतव 
सूचकांक 

105.12
99.83
100 

= 105.30 

95
99.05
100 

= 95.83 

100.8
99.83
100 

=100.97 

98.3
99.83
100 

= 98.52 

 

मा य  का मा य 
105.12 95.05 100.80 98.35 399.32 99.83

4 4
  

 

 
संशो धत सचूकाकं  का वकैि पक प रकलन (यहाँ संशोधन कारक 400/399.32=1) है । अत: 

मैा सक मा य ह  आतव सूचकांक है । पर त ुयोग 400 से अ धक अथवा कम होने पर सशंो धत 
आतव सचूकांक नकालने पड़त ेह इसक  व ध उपर प ट कर द  गई है । 
(4) विृ त अनपुात व ध (Ratio-to-Trend Method) 

काल ेणी क  यह व ध भी पणू वाल  व ध क  तरह गणुाना मक नदश पर आधा रत है 
तथा उपन त को उ चत मह व दान करती है । 
उदाहरण- विृ त अनपुात व ध वारा आतव सूचकांक क  गणना क िजए ।  

हल- 
वष योग 

I+II+III+V 
औसत 
X 

समय वचलन 
1986 से 

X2  उपन त मू य 

1984 70 17.5 -2 4 -35 28+6(-2)=16 

वष 1 मैास 2 मैास 3 मैास 4 मैास योग 
1984 15 20 18 17 70 
1985 17 26 25 22 90 
1986 20 29 27 24 100 
1987 27 38 34 31 130 
1988 40 46 43 41 170 
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1985 90 22.5 -1 1 -22.5 28+6(-1)=22 
1986 100 25 0 0 0 28+6(0)=28 
1987 130 32.5 1 1 32.5 28+6(1)=(34) 
1988 170 42.5 2 4 85 28+6x(2)=40 
N=5 560 Y=140 y=0 x2=10 xy=60 Y=140 

a= 
140 28

5
Y

N


 
 

60 6
2 10

xyb
X


  
  (वा षक वृ  पर) 

मैा सक वृ  पर =
6
4
=1.5 इसक  सहायता से उपन त मू य ात करगे । 2 और 3 तमाह  

का उपन त मू य 
1.5 0.7
2

   5 वारा 1 और 4 तमाह  का उपन त मू य ात करगे 6-1.5=4.5 

शेष रहा
4.5 2.25
2

   वारा  

तमाह  विृ त मू य  क  प रगणना (T) 
वष Ye (-)2.25 (-.75) +.75  कुल विृ त 

I II III IV 
1984 16 13.75 15.25 16.75 18.25 64 
1985 22 19.75 21.25 22.75 24.25 88 
1986 28 25.75 27.25 28.75 30.25 112 
1987 34 31.75 33.25 34.75 36.25 136 
1988 40 37.75 39.25 40.75 42.25 160 

      560 
सभी मैा सक मलू का योग = 580 
सभी मैा सक विृ त मलू  का जोड़ = 560 

विृ त अनपुात व मौसमी सचूकाकं क  गणना 
वष तमाह  

I II III IV 
1984 109.1 131.1 107.5 93.2 
1985 86.1 122.4 109.9 90.7 
1986 77.7 106.4 93.9 79.3 
1976 85 114.5 97.8 85.5 
1988 106 117.2 105.5 97.0 
योग 463.9 591.4 514.6 445.7 
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औसत 463.9 92.78
5

  118.28 102.92 89.14 

मौसमी सूचकाकं 92.78 100
100.78

  

=92.1 

118.28 100
100.78

  

=117.4 

102.92 100
100.78

  

=102.1 

89.14 100
100.78

  

=88.4 
1984 के सामने 1 तमाह  म 109.1 ात करने क  व ध:  

15100 100 109.091
13.75

O
T
   

 या 109.09 लगभग 109.1 
इसी कार से सभी वष  के सभी तमाह  के विृ त अनपुात ात कये जायगे । 100.78 

कस कार ा त कया । यह विृ त अनपुात  का मा य है :- 
92.78 118.28 102.92 89.14 403.12 100.78

4 4
  

   

यह व ध बहु त ल बी है िजसम गणनकाय बहु त अ धक है समय भी अ धक लगता है । 
(5) ृंखला मू यानपुात र त (Link Relative Method) 

इस र त के तपादक ो. काल पयसन थे । इस व ध म भी गणना काय बहु त ज टल है। 
(i) इस र त म सव थम ृंखला मू यानपुात नकालते ह । 

ृंखला मू यानपुात (LR) = च लत ऋतु मू य 
पछला मू य 

100 

(ii) ृंखला मू यानपुात  का समा तर मा य नकालते ह । 
(iii) ृंखला मू यानपुात  को ृंखला सचूकाकं म बदल दया जाता है । मरण रहे थम अव ध 

का सचूकांक सदैव 100 
होगा और आगे क  अव धय  के लए गणना सू  इस कार होगा: 

च लत ऋत ुका ृंखला सचूकांक =चालू ऋतु का औसत ृंखलानुपात ( )गत ऋतु का ृंखलानुपात  
(iv) थम ऋतु का ृंखला सचूकाकं ात करने हेत ुइस सू  का योग कर- 

थम ऋतु का संग णत ृंखला अनपुात (CR) =अं तम ऋतु का ( ) थम ऋत ुका ( )  
(v) थम अव ध के संग णत सूचकांक और 100 के अ तर को ऋतुओं क  सं या से भाग देकर 

त मौसम औसत अ तर (Correction factor or d) ात कया जाता है । इस अ तर 
के लए आतव ृंखला सचूकाकं  को न न ढंग से समायोजन कया जाता है । थम ृंखला 
म कोई संशोधन नह  ंहोगा । वतीय सूचकांक म त मौसम अ तर ( D )के बराबर, ततृीय 
सूचकांक म औसत अ तर के दगुने ( 2D ) और चौथे सचूकाकं म औसत अ तर तगनेु (

3D )के बराबर समायोजन होगा । इसी कार अं तम अव ध तक यह या दोहराएं । य द 
अ तर ऋणा मक है तो सशंोधन कारक को स बि धत सूचकाकं म जोड़ ेएव ंधना मक होने 
पर घटाएं । 

(vi) अ त म संशो धत ृंखला सचूकाकं  का समा तर मा य ात करे और उसे 100 मानकर येक 
आतव ृंखलानपुात को तशत म बदल ल । यह  आतव ृंखला सूचकांक है । 

उदाहरण- ृंखला मू यानपुात व ध से आतव वचरण सूचकाकं ात क िजए । 
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वष ी म मानसून पतझड़ शीत 
1984 20 40 60 80 
1985 30 30 440 90 
1986 40 60 30 120 
1987 50 50 70 150 

हल- मैा सक आतव वचरण सूचकांक  का आगणन ( ृंखला मू यानपुात व ध)  
वष ी म मानसून पतझड़ शीत 

1984 - 40 100 200
20

   60 100 150
40

   80 100 133.3
60

   

1985 30 100 37.5
80

   30 100 100
30

   =133.3 =225 

1986 44.5 =150 =50 =400 
1987 41.7 =100 =140 214.3 

कुल L.R. 123.6 550 473.3 972.6 
औसत L.R. 123.6 41.2

3
  550 137.5

4
  118.3 243.2 

 
 
ृंखला     

सूचकांक 
C.R. 

100 100 137.5 137.5
100




 

137.5 118.5 162.7
100




 

162.7 243.2 195.7
100




 
संशो धत 
C.R. 

100 137.5-1d 
135.5-15.75 
=121.75 

162.7-2d 
162.7-31.5 
=131.2 

395.7-3d 
395.7-47.25=34

8.45 
संशो धत 

आतव सचूकांक 
100 100
175.35

  

=57.03 

121.75 100
175.35

  

=69.43 

131.2 100
175.35

  

=78.82 

348.45 100
175.35

  

=198.72 
CR=CHAIN RELATIVE ृंखला अनपुात 
समायोजन ( 1d ) ( 2d ) तथा ( 3d ) के आधार पर कया जाता है । d का मान ात 

करने का तर का है – 
थम = मैा सक औसत ृंखला  अि तम अव ध पर आधा रत ृंखला (C.R.) 

100 
41.2 395.7 163

100
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d संशोधन कारक (Cf) त मैास = 
163 100 63 15.75

4 4


   

2d= 15.752=31.5 
3d= 15.753=47.25 
संशो धत आतव सचूकाकं का योग यहां 1004=400 आना चा हए । यहां भी यह 400 है 

। 175.34 ा त करने का तर का- 
100 121.75 131.2 348.45 175.35

4
  

  

गणन या क  शु ता क  जाँच का आधार यह है क संशो धत आतव सूचकांक  का योग 
100 गणुा ऋतओंु के बराबर होना चा हए । उपयु त उदाहरण म ऋतुओं क  सं या 4 है अतः योग 
1004=400 आना चा हए । उदाहरण म यह योग 57.1+69.4+74.8+198.7=400 है अत: 
प रगणन शु  है । 

11.8 सारांश (Summary) 
इस इकाई म आपने काल ेणी का अथ एव ंइसके मह व के बारे म जानकार  ा त क  । 

काल ेणी के व भ न संघटक  एव ंउनके वघटन या व लेषण करने के बारे म अ ययन कया । आपने 
व भ न व धय  वारा काल ेणी क  अ पकाल न एव ंद घकाल न विृ तय  के नधारण के बारे म 
अ ययन कया ।  

11.9 श दावल  (Glossary) 
विृ त/उपन त Secular Trend  

योगा मक मॉडल Additive Model 
गणुा मक मॉडल Multiplicative Model 
वतं  घर Independent Variable 

आ त घर Dependent Variable 
रेखीय Linear 
मु तह त र त Free Hand Method  
अ  म यक र त Semi Average Method 

11.10 स दभ थ (Reference) 
के.एल. नागर, सांि यक  के मूलत व 
शु ल सहाय, सांि यक  के स ा त सा ह य भवन, आगरा 
S.P. Gupta, Statistic Methods 
बी.एल. अ वाल, सांि यक  के स ा त एव ंअनु योग 
सुदामा सहं एव ंअ य, अथशा ीय ग णत एव ं ारि भक सांि यक  । 
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11.11 अ यासाथ न (Unit-end Question)  
1. अ  म यक र त से उपन त ात क िजए एव ंवष 1998 के लए विृ त मू य का अनमुान 

लगाइये ।  
वष  1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 
उ पादन (हजार टन म) 40  50 30 60 55 65 70 80 
2. न न ेणी से वष य चल मा य वारा उपन त मू य ात क िजए एव ंमू य समकंो तथा 

उपन त मू य  का ाफ पर दशन क िजए. (दशमलव ब द ुछोड दे) 

 
3. काल ेणी या है? इसके व भ न अंग एव ंमह व का वणन क िजए । 

  

वष  1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 
ब (हजार .म) 20  24 19 21 26 22 25 26 22 30 27 
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इकाई- 12 
सूचकांक (Index Number) 

इकाई क  परेखा 
12.0 उ े य 
12.1 तावना 
12.2 सूचकांक क  अवधारणा 

12.2.1 सूचकांक रचना करते समय यु त सावधा नयां  
12.3 सूचकांक क  रचना  

12.3.1 ले पेयर व ध (Laspeyer’s Method) 
12.3.2 पाशे व ध (Passche’s Method) 
12.3.3 फशर का आदश मलू सचूकांक 

12.4 समय उ ा यता पर ण (Time Reversal Test) या या तथा उदाहरण 
12.5 त व उ ा यता पर ण (Factor Reversal Test) 
12.6 उपभो ता मलू सचूकाकं  

12.6.1 समूह  यय र त 
12.6.2 पा रवा रक बजट र त 

12.7 मह व तथा उपयोग 
12.8 साराशं  
12.9 श दावल  
12.10 स दभ थ 
12.11 अ यासाथ न 

12.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई के अ ययन के बाद आप 

 समझ सकेग क सचूकाकं कसे कहते ह;  
 सूचकाकं  क  गणना करना सीख सकगे; 
 सूचकांक  के मह व एव ंउपयो गता से प र चत हो सकगे;  
 जान सकगे क फशर का सचूकाकं कस कार पर ण  पर जाता है;  
 उपभो ता मू य सूचकांक के अथ एव ंगणना व धय  से प र चत हो जाएंगे 

12.1 तावना (Introduction) 
ान सारण के सभी मा यम ट .वी. रे डयो, समाचार प , व भ न कार के सचूकाकं  का 

यापक योग करती ह । रा य आय, रा य उपभोग,सामा य मू य तर, सामा य रोजगार, यापार 
च , आ थक वकास दर, महंगाई, मजदरू  आ द सभी के तलुना मक अ ययन म सचूकाकं ह  सम त 
वषद या या का सं त एव ं व व त व प तुत करत ेह । नय मत आ थक वकास का ान 
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समयाव ध के आधार पर सापे  व प क  सु प ट झलक देता है । अथशा ी, उ यमी, समाज सधुारक, 
राजनेता, म संगठन, व त-वे ता, आ थक सं थान सभी के लए इन सूचकांक  क  बहु त उपयो गता 
है । इनके अनसुार ह  वह भ व य का व न संजोते ह, वतमान का च  च ण करते ह तथा अतीत 
क  तुलना मक समी ा करते ह । इसी कार म सूचकांक, चोट तथा यावसा यक बीमा रय  के समकं, 
सामािजक सरु ा समकं, उ पादकता समकं, औ यो गक प रवाद समंक इस कार के गरै मू य समंक 
है िजनका योग एव ंलोक यता नर तर बढ़ती ह  जा रह  है । सामािजक, आ थक तथा राजनै तक 
सम याओं के प ट करण हेत ुमलू सचूकाकं तथा गरै मलू सचूकाकं सभी का योग यापक तर पर 
होने लगा है । तुत इकाई म आपको सूचकांक  के अथ, उपयो गता एव ंइसक  गणना करने क  व भ न 
र तय  से प र चत कराया जाएगा । इस इकाई म फशर के आदश मूल सचूकांक एव ंउपभो ता मू य 
सूचकांक  क  गणना व ध प ट करने के बाद इकाई के अ त म साराशं, श दावल  एव ंस दभ थ  
क  सचूी द  गई है । व या थय  क  सु वधा के लए कुछ अ यासाथ न दए गए ह ।  

12.2 सूचकांक क  अवधारणा (Concept of Index Number)  
आप त दन सूचकांक  क  चचा समाचार प  तथा ान सारण के अनेक मा यम  म पात े

ह गे । जसेै शर र के तापमान को मापने हेतु तापमापक यं  सहायक होता है. उसी कार सचूकाकं कसी 
देश अथवा अथ यव था के आ थक प  का मापन करने म सहायक होते ह । वक सत तथा वकासो मखु 
सभी देश  क  आ थक-नाड़ी क  धड़कन सचूकाकं  क  सहायता से ह  ात होती है । प रवतन कृ त 
का सहज धम है; अत: सामािजक, आ थक, औ यो गक, यावसा यक तथा व तीय जगत म नर तर 
प रवतन होते रहते ह । व भ न आ थक े  म घ टत होने वाले उ चावचन  को सापे प म नापने 
क  व ध ह  सचूकाकं है । अब आप सरलता से आज के यगु म सूचकांक के योग तथा मह व का 
अनमुान लगा सकत ेह । आप इ ह ऐसी आ थक घटनाओं तथा प रवतन  का सापे  माप भी कह सकते 
ह िजनका य  सं या मक माप संभव नह ं । व भ न अथशा ी एव ंसांि यक  वे ताओं क  कुछ 
अ धकृत प रभाषाओं का भी एक वहंगम अवलोकन उपयोगी होगा । 
होरेस स ाइ ट के अनसुार, ''सचूकांक एक ऐसा सं या मक माप है, िजसके वारा समय, थान अथवा 
अ य वशेषता के आधार पर कसी चर मू य अथवा स बि धत चर मू य  के समूह म होने वाले 
प रवतन  को मापा जाता है ।'' 
पी गलं के अनसुार, “सूचकांक एक ऐसा सांि यक  माप है जो समय, भौगो लक ि थ त अथवा अ य 
कसी वशेषता के आधार पर कसी चर-मू य अथवा स बि धत चर मू य  म होने वाले प रवतन  को 
द शत करता है ।'' 
ा सटेन तथा काउडने के अनसुार, “सूचकांक स ब धी चर मू य  के आकार म होने वाले अ तर  का 

माप करने के साधन ह ।'' 
उपयु त प रभाषाओं के अवलोकन एव ंमनन से आपको प ट हो गया होगा क सचूकांक 

वशेष कार के मा य होते ह, िजनक  सहायता से काल ेणी तथा थान ेणी क  के य वृ त 
का मापन कया जाता है । 
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12.2.1 सूचकांक-रचना करते समय यु त सावधा नयां 

1. सूचकांक रचना का उ े य 
सूचकांक रचना का उ े य पणूतया प ट होना चा हए । हम सचूकाकं बनाने से पहले यह 

ात होना चा हए क कस कार के सूचकांक बनाए जा रहे ह? य द हमको जीवन नवाह सचूकाकं 
रचना करनी है तो यह प ट होना चा हए क कस वग के उपभो ताओं हेतु रचना करनी है । एक 
सू म ाह  मू य सूचकांक म केवल वे ह  व तुएं सि म लत क  जाएगी िजनके मू य म बहु त ती ता 
से प रवतन होते रहते ह इसके वपर त सामा य उ े य वाले सचूकांक  म अ धक व तुओं को सि म लत 
करने का यास कया जाता है । आधार वष का चयन, व तुओं क  सं या, गणुव ता त न ध मू य, 
मा य का चयन तथा भाराकंन का व प उ े य के अनु प ह  होता है । 
2. आधार वष का चयन 

आधार काल (वष) का चयन करते समय पणू सावधानी बरतनी चा हए । आधार वष सामा य 
वष हो िजसम कोई आ थक, राजनै तक, सामािजक, भौगो लक तथा अ य आकि मक घटना घ टत 
नह ं हु ई हो । आधार काल (वष) बहु त ाचीन भी नह  ंहोना चा हए । ि थर आधार वष का योग होगा 
अथवा ृंखला आधार र त यु त होगी, पणूतया प ट होना चा हए। यह भी स भव है क एक से 
अ धक वष  को भी (आधार वष) आधार काल हेतु सं हत कया जाता है । कभी-कभी ऐसी ि थ त 
भी होती है जब सम त वषा के समकं  का मा य लेकर आधार काल (आधार वष) नधा रत कया जाता 
है । 
3. व तुओं का चयन 

सूचकांक नमाण करत ेसमय सम त व तओंु का चयन एव ंसि म लत करना स भव नह  ं
है । अत: कौन सी व तु चयन क  जाए? सं या कतनी हो? गणुव ता का तर या हो? उनका वग करण 
कस कार अपे त है? इन सभी ब दओंु पर वशेष यान देना आव यक है । 
4. त न ध मू य  का चयन 

व तुओं के चयन प चात ्मू य के चयन का न उठता है । थोक मू य लये जाय अथवा 
फुटकर मू य । व भ न थान  पर च लत मू य  म ाय: अ तर पाया जाता है । अत: कस थान 
के मू य को त न ध मू य माना जाए। उपभो ता मू य सूचकांक रचना करते समय उस थान वशेष 
के मू य को ह  लेना चा हए । मू य ा त करने का साधन नि चत करते समय उसक  व वसनीयता 
पर बल देना परमाव यक है । मू य ा त करने क  अव ध भी मह वपणू होती है । ाय: सा ता हक 
मू य सचूकाकं  म एक नि चत दन के ह  मू य  का चयन कया जाता है । 
5. भाराकंन व ध 

व भ न व तुओं का भ न- भ न वग  के यवहार म अलग-अलग सापे क मह व होता है 
। उदाहरणाथ, अ न, नमक, बीड़ी कार, रे जरेटर, टेल वजन आ द । जब व भ न व तुओं से 
स बि धत भार  को यान म रखकर सूचकांक र चत होत ेह तो उन सचूकाकं  को पा रत सचूकांक कहते 
ह । भार आवं टत करने क  दो व धयाँ च लत है । 1. य  2. अ य  साथ ह  भार ि थर, अथवा 
प रवतनशील हो सकत ेह । ाय: सूचकांक रचना म प रवतनशील भार ह  अ धक लोक य है । सचूकाकं 
नमाण म भार या बहु त मह वपणू होती है । भार आवटंन उस वग वशेष को उससे स बि धत 
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मह व एव ंउपादेयता को प ट करते ह । जैसे मक तथा नधन वग के जीवन म जीवन नवाह 
क  व तुओं का अ धक मह व होता है अत: इस वग का सचूकांक नमाण करते समय जीवनोपयोगी 
ब च  को अ धक मार आवं टत कए जाएंगे। धनी वग क  आय का बहु त कम भाग जीवनोपयोगी व तुओं 
पर यय होता है । उनक  आय का बहु त बड़ा भाग वला सता तथा दशन भाव क  व तुओं पर यय 
होता है अत: धनी यि तय  के जीवन नवाह सचूकाकं रचना करते समय वला सता तथा दशन भाव 
क  व तुओं पर भार आवटंन अ धक होगा, जीवनोपयोगी व तुओं पर कम । 
6. उपयु त मा य का चयन 

गणुो तर मा य सचूकाकं संरचना हेतु सव े ठ माना जाता है । पर तु यवहार म ाय: 
समा तर मा य का ह  योग होता है । य क गणुो तर मा य सापे प से अ धक ज टल है । य द 
जनसं या, आ थक वकास दर अथवा अ य कसी ऐसी प रि थ त म जहां प रवतन दर म त 
(Compound) है उस ि थ त म गणुो तर मा य का ह  योग कया जाएगा। 
7. उपयु त सू  का चयन 

सूचकांक सरंचना के यावहा रक सू  अनेक ह पर तु फशर के (आदश सचूकाकं नमाण करने 
के) स ा त का ह  अ धक योग होता है । सरलता तथा अ धक से अ धक चर  का योग करते हु ए, 
समा तर मा य तथा गणुो तर मा य के नि चत व प का योग होता है । य य प फशर के सू  
को सव े ठ वीकारा गया है पर तु हर प रि थ त म इसका योग नह ं हो सकता।  

12.3 सूचकांक क  रचना (Construction of Index Number)  
येक अथ यव था म व भ न आय समूह होते ह । उनक  उपभोग वृ त तथा उपभोग मता 

म भी भ नता पाई जाती है । अत: सामा य सूचकांक सामा य मू य तर म होने वाले प रवतन के 
प रणाम व प व भ न वग  के रहन-सहन तथा आ थक ग त व धय  पर पड़ने वाले भाव क  या या 
नह ं करता अत: नदशांक नमाण करत ेसमय व भ न व तओंु के उपयोग अनपुात को भी अव य 
यान म रखना चा हए। 

द त सचूकाकं नमाण व धय  म से ले पेयर, पाशे तथा फशर क  सूचकांक नमाण व धय  
का यहां ववेचन कया जा रहा है । 

12.3.1 ले पेयर व ध (Laspeyre’s Method) या या तथा उदाहरण 

ले पेयर व ध के अ तगत आधार वष क  व तुओं के प रणाम को भार मान लया जाता है 
। च लत वष के मू य तथा आधार वष के व तुओं के प रणाम का गणुा करके इसम आधार वष के 
मूल तथा आधार वष क  मा ा के गणुनफल का भाग देकर 100 का गणुा कर दया जाता है । इस 
ग णतीय या से जो समकं ा त होगा वह ले पेयर व ध का भा रत सूचकांक होगा। इस या 
को इस कार सू ब  कया जाता है : 

सूचकांक (p01)= 1 0

0 0

100p q
p q





 

जहा ं p0= आधार वष का मू य 
q0=आधार वष क  मा ा 
p1=चालू वष का मू य 
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q1=चालू वष क  मा ा 
 = योगफल  

उदाहरण : 1 
न न ल खत आकड़  का योग करत ेहु ए ले पेयर व ध के अनसुार सचूकाकं क  रचना कर।  

व त ु आधार वष चाल ूवष 
(वतमान वष) 
मू य ( ) 

(p1) 

मा ा 
 
 

(q1) 

गणुनफल 
 
 

(p0q0) 

गणुनफल 
 
 

(p1q0) 

मू य ( ) 
 

(p0) 

मा ा 
 

(q0) 
अनाज 200 त ि वटंल 2 ि वटंल 250 3 कलो ाम 400 500 
घी 50 त कलो 4 कलो ाम 60 3 कलो ाम 200 240 
तेल 16 त कलो 6 कलो ाम 15 8 कलो ाम 96 90 
चीनी 5 त कलो 10 कलो ाम 6 12 कलो ाम 50 60 
चावल 4 त कलो 50 कलो ाम 5 6 कलो ाम 200 250 

     946 
0 0p q  

1140 
1 0p q  

ले पेयर व ध सचूकांक 1 0
01

0 0

100p qP
p q


 


 

= 
1140 100
946

  

= 
114000 120.5

946
  

01P  = 120.5 

12.3.2 पाशे व ध (Paasche’s Method) या या तथा उदाहरण 

इस व ध के अ तगत आधार वष के थान पर चाल ूवष (वतमान वष) क  व तुओं क  मा ा 
अथवा प रमाण (Quantity) को भार माना जाता है । इस व ध के अ तगत सचूकाकं नमाण सू  
इस कार है ।  

जहां : सूचकांक 1 1
01

0 1

100p qP
p q


 


 

1p = चाल ूवष का मू य 

1q  = चालू वष क  मा ा 

0p = आधार वष क  मा ा 
  = योगफल 

(अ) व भ न व तुओं क  वतमान क मत  ( 1p ) को वतमान वष क  व तुओं के प रमाण ( 1q )से गणुा 

करो और p1q1 ात कर ल िजए । 
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(ब) व भ न व तुओं क  आधार वष क  क मत  को वतमान वष क  व तुओं के प रमाण (q1) से गणुा 
करके p0q1 ात कर ल िजए । 

(स) अब आप p1q1 म p0q1 से भाग द िजए और भागफल को 100 से गणुा कर द िजए । 
उदाहरण-2 इस कार द त जानकार  के अनसुार पाश े व ध से सचूकांक रचना क िजए।  
व त ु आधार वष वतमान वष p1q1 p0q1 

मू य (p0) मा ा (q0) मू य (p1) मा ा (q1) 
गेहू ँ 150 3 250 2 500 300 

चावल 500 1 400 1 400 500 
चीनी 700 1 600 1 600 700 
दाल 800 1 500 1 500 800 
तेल 1600 1 2000 1 2000 1600 
     4000 

p1q1 
3900 
p0q1 

पाशे व ध 1 1
01

0 1

4000 100
3900

p qP
p q


  


` 

  = 
40 100
39

   

 = 102.56 लगभग 
ले पेयर तथा पाशे व धय  का अलग-अलग अ ययन करने के प चात ्अब एक उदाहरण क  

सहायता से सूचकांक नमाण करने क  इन व धय  का संयु त एव ंतलुना मक व लेषण कर । 
उदाहरण-3 न न ल खत क  सहायता से ले पेयर तथा पाशे व धय  से सूचकांक का नमाण क रये:-  
व त ु आधार वष चाल ूवष p1q0 p0q0 p1q1 p0q1 

(q0) (p0) 
Rs. 

(q1) 
 

(p1) 
Rs. 

गेहू ँ 15 क. 3 त क. 20 क. 4 त क. 60 45 80 60 
घी 6 क. 40 त क. 8 क. 50 त क. 300 240 400 320 
चीनी 8 क. 10 त क. 10 क. 12 त क. 96 80 120 100 
     456 365 600 480 
      p1q0  p0q0  p1q1  p0q1 

 
ले पेयस सूचकांक पाशे का सचूकाकं- 

1 0
01

0 0

 100p qp
p q


 


 1 1
01

0 1

100p qp
p q


 


 

456 100
365

   600 100
480
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456000
365

  60000
480

  

01 124.93p   01 125p   
ले पेयर तथा पाश े व धय  वारा भा रत सूचकांक  क  रचना करत ेसमय यह भल  कार 

अ ययन कर लया है क इन व धय  म ि थर भार  का योग होता है और सम त समंक  का भी 
पणू योग नह ं होता है । आप यावहा रक जीवन म ाय: यह देखते है क व तओंु के मू य म प रवतन 
होता रहता है । मू य प रवतन के प रणाम व प व तु क  मांग मा ा म भी प रवतन होता रहता है 
। इस कार सचूकाकं नमाण करने क  व धयां एकांगी तथा अपणू है । प रवतनशील भार  का योग 
ह  अ धक साथक है । अत: सूचकांक नमाण हेत ुऐसी व ध क  अ वेषणा क  गई िजसम सम त चर  
को यु त कया जा सके । 

12.3.3 फशर का आदश मू य सूचकांक 

ोफेसर इर वगं फशर ने सूचकांक रचना करने के 134 सू  का गहन अ ययन करने के प चात 
सूचकांक रचना हेत ुएक आदश सूचकांक सू  तपा दत कया । इस सू  वारा सरं चत सूचकांक को 
फशर का आदश सचूकाकं कह कर संबो धत कया गया । आदश सचूकांक रचना करते समय आप 
आधार वष तथा चालू वष दोन  म ह  यु त व तओंु के प रणाम  को भार के प म योग करत े
ह । इसक  रचना करते समय येक व त ुके आधार वष द त मू य p0 को तथा आधार वष के 
प रमाण को q0 से कट कया जाता है । चाल ूअथवा वतमान वष के मू य p1 तथा च लत वष 
क  मा ा q1 से कट क  जाती है । इसक  गणना व ध फशर क  आदश सूचकांक रचना सू  के अनसुार 
इस कार है। 

फशर का आदश सचूकाकं-  

1 0 1 1
01

0 0 0 1

100p q p qp
p q p q

 
  

 
 

फशर के उपयु त सू  म सभी त व  का समु चत योग कया जाता है । अब इस सू  के 
योग हेतु व ततृ जानकार  न न ल खत है :- 

0p  आधार वष क  येक व तु का मू य 1 0 1 0p q p q   का योग 

0q  आधार वष क  येक व तु का प रमाण  0 0 0 0p q p q   का योग 

1p  चालू वष का मू य 1 1 1 1p q p q   का योग 

1q  चालू वष म येक व तु का प रमाण 0 1 0 1p q p q   का योग 
उदाहरण-4 उपयु त फशर के आदश सचूकांक सू  के आधार पर न न ल खत समंक  क  सहायता 
से सचूकांक नमाण क िजए ।  

व त ु मू य मा ा 
आधार वष चाल ूवष आधार वष चाल ूवष 

अ 6 1 50 56 
ब 2 2 100 120 
स 4 6 60 60 
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द 10 12 30 64 
 हल-  फशर के आदश सचूकाकं क  रचना:  

व त ु आधार वष चाल ूवष p1q0 p0q0 p1q1 p0q1 
(p0) (q0) (p1) (q1) 

अ 6 50 10 56 500 300 560 336 
ब 2 100 2 120 200 200 240 240 
स 4 60 6 60 360 240 360 240 
द 10 30 12 64 360 300 768 640 
     1420 1040 1928 1456 
      p1q0  p0q0  p1q1  p0q1 

फशर का आदश सचूकाकं  

1 0 1 1
01

0 0 0 1

100p q p qp
p q p q

 
  

 
1420 1928 100
1040 1456

    

17111 100 1.34 100 134
9496

      

12.4 समय उ ा यता पर ण (Time Reversal Test) 
इस आशय है क य द आधार वष पर आधा रत करते हु ए चालू वष (Current Year) का 

सूचकांक ात कया जाये और इसी कार चाल ूवष पर आधा रत आधार वष (Base Year) का 
सूचकांक ात कया जाये तो इन दोन  का गणुनफल 1 आना चा हए । प ट है क दोन  सूचकांक 
एक दसूरे के यु म (Reciprocal) होने चा हए ।  
सू ानसुार :-  p01p10= 1 

अब इन तीक  का प ट करण इस कार है । 
p01 आधार वष के मू य  पर आधा रत चालू वष का मू य सूचकांक 
p10 चालू वष के मू य  पर आधा रत आधार वष का मू य सूचकांक 
इस कार समय उ यता पर ण सफल है य द :-  

p01p10= 1 0 0 0 0 11 1

0 0 0 1 1 0 1 1

1p q p q p qp q
p q p q p q p q
  

   
   

 

समय उ यता पर ण को आप न न ल खत बोध न क  सहायता से और भी भल  कार 
समझ लगे । त प चात ्फशर का आदश सूचकांक ात करने हेतु इस पाठ के अ त म द  गई व भ न 
अ यास माला म इस पर ण क  जानकार  एव ंअ यास क िजए । 
उदाहरण - 5 फशर के सूचकांक क  रचना क िजए एव ंस  क िजए क यह सचूकांक समय उ ा यता 
पर ण परूा करता है । 
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व त ु आधार वष चाल ूवष 
मू य (p0) मा ा (q0) मू य (p1) मा ा (q1) 

अ 8 50 12 60 
ब 3 150 5 200 
स 4 80 6 120 
द 12 40 15 60 
य 10 50 12 80 

हल- 
व त ु (p0) (q0) (p1) (q1) p0q0 p1q0 p0q1 p1q1 
अ 8 50 12 60 400 600 480 720 
ब 3 150 5 200 450 750 600 1000 
स 4 80 6 120 320 480 480 720 
द 12 40 15 60 480 600 800 960 
य 10 50 12 80 500 600 800 960 
      p0q0  p1q0  p0q1  p1q1 
     150 3030 3080 4300 

फशर का आदश सचूकाकं (Fisher’s Ideal Index No.) 

1 0 1 1
01

0 0 0 1

100p q p qp
p q p q

 
  

 
 

3030 4300 303 430100   = 100
2150 3080 215 308
303 100 1.9670 100 1.402 100 140.2
154

    

      

 

समय उ ा यता पर ण (Time Reversal Test) 
P01.P10=1; 

1 0 0 0 0 11 1

0 0 0 1 1 0 1 1

p q p q p qp q
p q p q p q p q
  

  
   

 

3030 4300 2150 3080 1 1
2150 3080 3030 4300


    


 

12.5 त व उ ा यता पर ण (Factor Reversal Test) 
अब तक आप फशर के आदश सचूकांक रचना तथा समय उ ा यता पर ण से सुप र चत 

हो चुके ह । त व उ ा यता पर ण का आशय है क य द मू य के थान पर मा ा तथा मा ा के 
थान पर मू य रखकर q01 रचना क  जाये तो उसका तथा मू य सूचकांक का गणुनफल, चालू वष 
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(Current Year) के सम त यय (p1q1) और आधार वष के कुल यय (p0q0) के अनपुात के 
समान होना चा हये । उदाहरणाथ य द 2008 म 2000 क  अपे ा मू य दगुने हो जाएं और प रमाण 
(Quantity) तीन गनुी हो जाए तो 2008 म कुल यय 2000 क  तुलना म 6 गनेु हो जाने चा हए 
। वय ं फशर का अ भमत है क ''िजस कार दो समय का पर पर प रवतन करने से असंगत फल 
ा त न हो ठ क उसी कार यह भी सभंव होना चा हए क मू य  तथा मा ाओं के त थापन करने 

पर भी असंगत फल ा त न हो अथात ्दोन  प रमाण आपस म गणुा करने पर वा त वक मू य अनपुात 
ा त हो ।'' 

त व उ ा यता पर ण के वषय म या लुन चाऊ (Ya-Lun-Chou) ने बताया क इसम 
क मत सूचकांक और मा ा सचूकांक का गणुनफल त संवाद  वा त वक मू य सचूकाकं के बराबर होना 
चा हए । फशर का सू  त व उ ा यता पर ण पर भी खरा उतरता है । 

सू  :  1 1
01 01

0 0

p qp q
p q





 (वा त वक मू य अनपुात ा त होना चा हए । ) 

1 0 1 1
01

0 0 0 1

p q p qp
p q p q

 
 

 
 तथा 0 1 1 1

01
0 0 1 0

p q p qq
p q p q

 
 

 
 

अत: अब त व उ ा यता पर ण हेत ुइस कार ात कर ल ।  

0 1 0 11 1 1 1
01 01

0 0 0 1 0 0 1 0

p q p qp q p qp q
p q p q p q p q

  
    

   
 

1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

p q p q p q
p q p q p q
  

 
  

 

फशर के सू  के याग से वा तव म यह आनपुा तक स ब ध भी ा त हो जाता है । िजस 
कार समय उ ा यता पर ण को एक उदाहरण क  सहायता से प ट कया उसी कार अब त व 

उ ा यता पर ण का अवलोकन कर ले।  
उदाहरण- 6 फशर के सचूकांक को गणना करके स  क िजए क यह सूचकांक त व उ ा यता पर ण 
पर खरा उतरता है ।  

 
 
 
 
 

हल- 

व त ु आधार वष चाल ूवष 
मू य मा ा मू य मा ा 

अ 8 4 16 8 
ब 10 5 20 10 
स 15 6 30 12 

व त ु (p0) (q0) (p1) (q1) p0q0 p1q0 p0q1 p1q1 
अ 8 4 16 8 32 64 64 128 
ब 10 5 20 10 50 100 100 200 
स 15 6 30 12 90 180 180 360 
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इस कार इस ा त जानकार  के अनसुार तब उ ा यता पर ण कया जा सकता है । त व 
उ ा यता हेतु व णत सू :  

0 1 0 11 1 1 1
01 01

0 0 0 1 0 0 1 0

p q p qp q p qp q
p q p q p q p q

  
    

   
 

688 688
172 172

   688
172

  जो सू  के अनसुार 1 1

0 0

p q
p q



 है, इस कार से त व उ ा यता 

पर ण प ट प से स  होता है । 
त व उ ा यता पर ण का व लेषण करते समय सन ्1983 ई. तथा सन ्1988 ई. के मू य. 

मा ा के प रवतन का गणुा मक स ब ध कट कया था । इस पर ण हेतु यु त उदाहरण का य द 
आप यान से मनन कर तो प ट होगा क आधार वष क  तलुना म च लत वष (Current Year) 
के मू य दगुने ह; और आधार वष (Base Year) क  तुलना म चाल ूवष का प रमाण भी दगुना है 

। इस कार दोन  अनपुात  का गणुनफल (22=4) चार है । यह  स ब ध 
688
172

म प ट स  होता 

है । इस पर ण म भी फशर का सू  पणूतया सह  स  होता है । 

12.6 उपभो ता मू य सूचकांक (Consumer Price Index) 
आप अपने दै नक जीवन म प ट प से देखते हो क भ न- भ न वग  के यि त व भ न 

कार क  व तुओं का भ न- भ न समय पर भ न- भ न अनपुात म उपयोग करत ेह । अत: मलू 
प रवतन का भाव भी अलग-अलग होता है । इस कार आप इसे सहज प से अ भ य त कर सकत े
ह कसी थान से स बि धत वग वशेष पर पड़ने वाले मू य प रवतन  के भाव का माप करने हेत ु
जो सचूकाकं बनाये जाते ह उ ह नवाह यय सचूकाकं कहत ेह । आप भल  कार जान गए है क 
नवाह एव ंसचूकाकं कसी वग के उपभो ताओं वारा उपभोग क  जाने वाल  ब च  के फुटकर मू य  
म होने वाले उतार-चढ़ाव मा मापन करने के उ े य से बनाए जाते ह । इसी लए आप इनको उपभो ता 
मू य सचूकाकं भी कह सकते हो । 

आप मजदरू  को तथा अ य नि चत वेतनभोगी (आय) वग को समय-समय पर मजदरू  तथा 
वेतन बढ़ाने के लए हड़ताल करते हु ए, नारा लगाते हु ए तथा अ य मा यम  का सहारा लेते हु ए देखत े
हो । आपने भी कभी सोचा है क यह सब ऐसा य  करते हे' ऐसा सब कुछ य  होता है? इसक  
अथपणू या या उपभो ता मू य सचूकांक  क  सहायता से ह  क  जा सकती है । आप हमारे समाज 
(मानव समाज) म इसके मह व को भल  कार से समझ लगे । आप इनक  सहायता से एक वग के 
उपभो ता के रहन-सहन के यय म होने वाले प रवतन  का पता चल जाता है िजसके आधार पर मू य 
नयं ण करके आव यकतानसुार राश नगं यव था क  जा सकती है । भ न- भ न कमचा रय  का 
महंगाई भ ता एव ं यनूतम मजदरू  क  रा श भी उपभो ता मू य सूचकांक के अनसुार ह  नि चत क  
जाती है । 

      p0q0  p1q0  p0q1  p1q1 
     172 344 344 688 
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इन सूचकाकं  को बनाते समय यह मान लया जाता है क िजस वग के उपभो ताओं हेतु इ ह 
बनाया जा रहा है उस वग के सभी उपभो ताओं क  आव यकताएं लगभग समान है । भारत म कृषक 
वग तथा ामीण मक के संदभ म यह एक सामा य बात है । यह भी आपको मानना होगा क उपभोग 
क  जाने वाल  व त ुतथा उनक  मा ा, आधार वष तथा चालू वष म भी पणूतया समान रह  है । य य प 
भारत म व भ न थान पर समान मू य नह ं पाए जाते पर तु समान मू य क  क पना क  जाती 
है । सचूकाकं नमाण म सि म लत व तुएँ उस वग के उपभोग का पणू प से त न ध व करत ेह 
। उपभो ता मू य सूचकांक औसत प से ह  स य होते ह । भारत म इन सचूकाकं  के नमाण म 
अनेक क ठनाई आती है । 

 उपभो ता मू य सूचकांक  क  रचना म क ठनाइया ँ
(अ) आप अपने दै नक जीवन म देखते है क उपभो ताओं के जीवन तर, आय, यवसाय तथा 

थान के अनसुार अनेक अ तर पाए जात ेह । इन भ नताओं के कारण एक उपभो ता मू य 
सूचकांक सभी थान तथा सभी उपभो ताओं हेत ु यु त नह ं कए जा सकते ह । 

(ब) आपको आय, यय तथा च भ नता क  समय-समय पर चचा क  है । अत: हम ाय: देखत े
ह क प रवार का आकार उपभो ताओं क  च, यय-अनपुात आदत, उपभोग विृ त तथा 
अ य प रि थ तयां भ नता लए हु ए होती है। इस कार कसी व तु के मू य प रवतन का 
उस वग के सभी उपभो ताओं पर एकसा भाव नह ं पड़ता । य द मांस तथा अ डा का मू य 
बढ़ जाए तो उस थान के शाकाहार  उपभो ताओं पर कोई भाव नह ं पडेगा ।  

(स) आप यह भल  कार देखते हो क हम अपने उपयोग हेत ु थानाप न व तओंु का योग भी 
करत ेह । अत: व तुओं क  क म तथा प रणाम म समय और मू य के साथ अ तर आ 
जाता है । प रणाम व प इनसे तलुना मक व लेषण स भव नह ं हो पाता । य द गेहू ं का 
मू य बहु त अ धक बढ़ जाएगा तो जौ, जार, बाजरा तथा अ य खा या न  का उपयोग होने 
लगेगा । 

(द) आपको यह प ट कया था क इनक  रचना फुटकर मू य  वारा होती है । ाय: देखते ह 
क फुटकर मू य  म व भ न थान पर बहु त अ तर पाया जाता है । इस कार के सचूकाकं 
व भ न उपभो ता वग तथा व भ न थान  के लए अलग-अलग बनाए जाते ह । 
अब उन चरण  क  भी जानकार  ा त कर ल िजनका उपयोग उपभो ता मू य सूचकांक रचना 
म कया जाता है  

(1) आप सव थम यह नि चत कर ल िजए क उपभो ता मू य सूचकांक क  रचना कस वग 
के लए कर रहे ह?  

(2) आप इस उपभो ता वग म से दैव- तचयन व ध अनसुार कुछ प रवार  का चयन कर ल िजए। 
त प चात ्आप इन प रवार  क  आय यय क  मद, व तुओं क  मा ा, प रवार का आकार, 
व तओंु का मू य आ द क  जानकार  ा त कर ल । आप अपनी सु वधानसुार उपभोग व तुओं 
को 5 मखु े णय  म वभािजत कर ल िजएगा – 
(अ) खा य साम ी (ब) व  (स) ईधन (द) मकान कराया (य) व वध यय 

(3) अब आप चय नत व तओंु के उन थान  से व व त सू  से फुटकर मू य ात कर लो । 
जहां से उस वग के उपभो ता इन व तुओं को खर दते ह । 
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(4) आपको भारांकन जानकार  पहले मल चकु  है । अत: अब मह व के आधार पर व भ न व तुओं 
का भा]र आवटंन कर ल । भार आवटंन आप दो कार से कर सकते ह। (अ) आधार वष म 
उपभोग क  गई व तु क  मा ा q0 अथवा (ब) आधार वष म येक व तु पर कए जाने वाले 
यय का मूल (p0q0) के अनपुात म । मा ा भार तथा मू य भार के आधार पर आप भा रत 
उपभो ता मलू सचूकाकं क  रचना कर सकते हो । 

12.6.1 उपभो ता मू य सूचकांक समहू  यय र त 

आपको उपभो ता मू य सचूकांक रचना क  दो व धय  का सहज ान आव यक है - (1) 
समहू  यय र त अथवा भा रत समूह  र त (Aggregative Expenditure Method or 
Weighted Aggregative Method) । इसक  रचना हेतु आप आधार वष म उपभोग क  गई व तुओं 
क  मा ा q0 और आधार वष के मू य  p0 को गणुा करके p0q0 ात कर लेत ेह । आधार वष क  
व तु क  मा ा तथा चालू वष (Current year) के मू य p1 का गणुा कर दो त प चात ्जोड़कर p1q0 

ात कर । अब आपको न न ल खत सू  का योग करना है 

चाल ूवष का सचूकाकं = चालू वष का समहू  यय 
आधार वष का समहू  यय

  100 अथवा 1 0

0 0

100p q
p q





 

एक उदाहरण देकर समहू  यय र त तथा पा रवा रक बजट र त से अलग-अलग उपभो ता 
सूचकांक रचना का अ यास कराया है । 
उदाहरण-7 

न न ल खत आकड़  क  सहायता से (अ) समूह  यय र त तथा (ब) पा रवा रक बजट र त 
का योग करते हु ए उपभो ता मू य सचूकाकं क  रचना क िजए । आप यह भी भल  कार प ट कर 
क दोन  व धय  वारा सचूकाकं  म कोई अ तर नह  ंआता है । 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

हल- (1) समहू  यय र त वारा उपभो ता सचूकाकं रचना  

व तुएं प रणाम आधार वष(1987) च लत वष(1988) 
मू य मू य 

चावल 6 ि वटंल Rs. 100 त ि वटंल Rs.120 
गेहू ँ 8 ि वटंल Rs. 80 त ि वटंल Rs.90 

बाजरा 1 ि वटंल Rs. 70 त ि वटंल Rs.70 
दाल 2 ि वटंल Rs. 120 त ि वटंल Rs.115 
घी 20 क. ा. Rs. 12 त क. ा. Rs.15 
चीनी 1 ि वटंल Rs. 100 त ि वटंल Rs.170 

व तुएं प रणाम (q0) आधार वष मू य (p0) चाल ूवष मू य (p1) p1q0 p0q0 
चावल 6 100 120 720 600 
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उपभो ता मू य सूचकांक  

 
आधार वष के प रमाण तथा चाल ूवष क  क मत गणुा करे 1 0 1 0( )p q p q  जोड़ लया 

गया है । इसी कार आधार वष का प रमाण तथा आधार वष मूल का गणुा करके 

0 0 0 0( )p q p q  जोड़ लया गया है त प चात ् 1 0p q  म 100 का गणुा करके 0 0p q का 

भाग दया गया है । इस कार उपभो ता मू य सूचकांक ा त कए गए ह । 
इ ह ं आकड  का योग करते हु ए इसी उदाहरण को पा रवा रक बजट र त वारा हल करके 

उपभो ता मलू सचूकाकं प रक लत कए गए ह । 

12.6.2 उपभो ता मू य सूचकांक पा रवा रक बजट र त (Family Budget Method) 

इस व ध म पहले मू यानपुात (R) ात कए जात ेह । मू यानपुात  का मार (W) से गणुा 

करके RW नकाले जात ेह । RW का योग ात कया जाता है एव ंइस योग  RW  म भार  

के योग  W  का भाग देकर सचूकाकं ात कया जाता है । 
उदाहरण-8 पा रवा रक बजट र त वारा उपभो ता मू य सचूकाकं रचना : 
व तुएं मा ा इकाई 

q0 
1987 म 
मू य 
p0 

1988 म 
मू य p1 

1

0

100p
p
  

R 

1 op q  R.W. 
(W) 

चावल 6 ि वटंल ि वटंल 100 Rs. 120 120 600 72000 
गेहू ँ 8 ि वटंल ि वटंल 80 Rs. 90 112.5 640 72000 

बाजरा 1 ि वटंल ि वटंल 70 Rs. 70 100 70 7000 
दाल 2 ि वटंल ि वटंल 120 Rs. 115 95.83 240 23000 
घी 20 क. ा. क. ा. 12 Rs. 15 125 240 30000 
चीनी 1 ि वटंल ि वटंल 160 Rs. 170 106.25 160 17000 
      w   w   

=221000 

1 0
01

0 0

100
p q

P
p q

 


2210 100
1950

 
22100 113.33
195

 

गेहू ँ 8 80 90 720 640 
बाजरा 1 70 70 70 70 
दाल 2 120 115 230 240 
घी 20 12 15 300 240 
चीनी 1 160 170 170 160 
    2210 

 p1q0 
1950 
 p0q0 
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उपभो ता मू य सूचकांक 221000 113.33
1950

RW
W

 


 

आप येक ि थ त म 1

0

100P
P

  करके R (Relative) ान कर ल िजए । p0Xq0 करके 

W (Weights) ात कर ल िजए । पनु: R X W करके R W क  संगणना कर लो । त प चात ्
सू  का योग कर पा रवा रक बजट र त वारा उपभो ता सू  का योग कर पा रवा रक बजट र त 
वारा उपभो ता मू य सूचकांक क  रचना कर ल िजए। 

अब आपने भल  कार समझ लया है क दोन  व धय  के योग से मू य सचूकाकं समान 
ह  आया है । आप थोड़ा यान देकर उपयु त व णत व ध का योग करत ेहु ए R (Relative) ात 
करने क  व ध और भल  कार समझ ल। 

येक व तु का 1

0

100p
p
  

चावल 
120 100 120
100

   

बाजरा 
70 100 100
70

   

घी 
15 100 125
12

    

गहू ँ
90 100 112.5
80

   

दाल 
115 100 95.83
120

   

चीनी 
170 100 106.25
160

   

अब तक व भ न कार के सूचकांक रचना के अनेक सू  प ट कए गए ह । अगले ख ड 
म हम सचूकाकँ  के महल एव ंउपयोग क  चचा करगे ।  

12.7 मह व तथा उपयोग (Importance and Uses)  
1. ज टल त य  को सरल बनाना 

सूचकांक ज टल त य  को िजनका नरपे  या य  माप स भव नह  ंहै, मापने क  सु वधा 
दान करता है उदाहरणाथ यापा रक या का मापन कसी एक त य वारा स भव नह  ंहै पर त ु

उ पादन, आयात, नयात, ब कंग, यातायात आ द के व लेषण से यापार ग त व धया ंर चत एव ं
संचा लत क  जाती है िजससे इस े  म होने वाले प रवतन, क  विृ त का आभास हो सकता है । 
2. तुलना मक अ ययन को स भव बनाना 

तुलना मक अ ययन सूचकांक क  सबसे बडी उपलि ध है । इसके वारा तलुना मक अ ययन 
करके कसी समय अथवा थान के आधार पर घटनाओं क  तुलना सहज प म क  जा सकती है । 
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आप भल  कार से अब तक समझ चके हो क नरपे  मू य  के आधार पर तलुना करना स भव 
नह ं होता है । सचूकाकं व तुत: इस नरपे  माप के थान पर सापे क माप को सभंव बनाते ह । 
3. सामा य मू य  म प रवतन का अ ययन : 

आपने मलू सूचकांक  क  रचना करत ेसमय देखा था क इसके मा यम से मू य तर तथा 
मु ा क  य शि त म होने वाले प रवतन  क  मापन स भव हो जाता है । इ ह ं के आधार पर सरकार 
समय-समय पर मू य  म ि थरता लाने हेतु अपनी आ थक नी तय  म वां छत प रवतन करती है । 
4. वेतन. महंगाई भ ता तथा अ य सु वधाओं व प रवतन हेत ुसहायक 

आपने य  ह  सूचकांक बढ़ने का समाचार पढ़ा, आशा लगाने लग जाते हो क महंगाई भ त े
क  अगल  क त मलेगी, य द नह ं मलती है तो आप आ दो लत हो उठते हो । अत: इन उपभो ता 
मू य सचूकाकं  क  सहायता से कमचा रय  क  महंगाई भ ता, मजदरू  को यनूतम मजदरू  आ द 
नधारण करने म सहायता मलती है । 
5. उ पादन प रवतन क  जानकार  ा त होतीं है 

आप भल  कार जान गए ह क उ पादन म वृ  अथवा ास क  जानकार  भी सचूकाकं  
से ा त होती है । अत: 

यह नि चत करना सरल हो जाता है क कन उ योग  को सहायता द  जाए, कन उ योग  
को ो साहन दया जाए तथा कन उ योग  को संर ण दया जाए । 
6. भावी विृ तय  को ओर सकेंत करना 

भूतकाल के स दभ म सचूकांक वतमान का व लेषण करते ह । इसी कार भूतकाल के अनभुव 
तथा वतमान ान के आधार पर भ व य म पवूानमुान लगाने म सहायक स  होते ह ।  

12.8 सारांश (Summary)  
इस इकाई के अ तगत आपने सूचकांक क  प रभाषा सरंचना पवू यान रखने के ब द ुतथा 

स भा वत क ठनाइय  के बारे म जानकार  ा त क  । ले पेयर एव ंपाशे वारा तपा दत सू  क  
या या करत ेहु ए अपे त उदाहरण  क  सहायता से आपको सूचकांक संरचना का ान कराया गया 
है । इसके प चात ् फशर के आदश सूचकांक सू  क  या या करत ेहु ए आपको सूचकांक सरंचना के 
फशर का आदश सू  भी प ट कया । आपको यह भी प ट कया था क फशर का सू  आदश 
सूचकांक रचना म कस कार साथक है । द त सम त आंकड  का योग और गणुो तर मा य का 
उपयोग इस सू  वारा र चत सचूकांक क  व वसनीयता था पत करता है । फशर का सू  समय 
उ ा यता पर ण एव ंतल उ ा यता पर ण पर भी खरा उतरता है । इस इकाई म आपने उपभो ता 
मू य अथवा जीवन नवाह सचूकांक  क  रचना करना भी सीखा ।  

12.9 श दावल  (Glossary) 
भार Weight 
प रमाण / मा ा Quantity 
योग   
सूचकांक Index Number 
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वतमान / चाल ूवषा / च लत वष Current Year  
आधार वष Base Year 
समय उ ा यता पर ण Time Reversal Test 
त व उ ा यता पर ण Factor Reversal Test 
उपभो ता मू य सूचकांक Consumer Index Number 
मू य भार Value Weight 
मा ा मार Quantity Weight 
समहू  यय र त Aggregative Expenditure Method 
भा रत समूह  र त Weighted Aggregative Method 
थोक मू य सूचकांक Wholesale Price Index Numbers 
ि थर भार समंक Fixed Base Index Number 
मू यानपुात भार Price Relative Weight 

12.10 स दभ थ (References)  
S.P. Gupta, Statistical Methods. 
एस.पी. सहं, सांि यक , एस. च द, नई द ल  । 
शु ल एव ंसहाय, सांि यक  के स ा त, सा ह य भवन आगरा । 
के.एल.नागर, सांि यक  

12.11 अ यासाथ न (Unit-end Questions) 
1. न न ल खत समंक  क  सहायता से ले पेयर तथा पाशे सचूकांक तैयार क िजए ।  

व त ु आधार वष चाल ूवष 
 मू य मा  मू य मा  
A 6 40 7 30 
B 4 45 5 50 
C 2.5 90 1.5 40 

2. सन ्2007 तथा सन ्2008 क  उपभोग क  जाने वाल  व त ुएव ंमू य दये ह । सन ्2007 
के आधार पर सन ्हेतु ले पेयर व ध से सचूकांक बनाओ ।  

व त ु 2007 2008 
मा ा मू य मू य मा ा 

अ 15 12 15 10 
ब 25 8 10 14 
स 30 16 12 18 
द 20 15 10 12 
य 10 24 26 20 
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फ 40 8 12 30 
 ि वटंल . त ि व ं . त ि व ं ि वटंल 

3. सूचकांक कसे कहत ेह? इनक  सरंचना पवू कौन-कौन से ब दओंु पर वशेष यान देना 
आव यक है । 

4. सन ्2008 तथा सन ्2009 के आँकड़ े दये गए ह । 2008 के आधार पर फशर के आदश 
मू य सचूकाकं सू  वारा सन ्2009 के सचूकाकं ात क िजए । 

व त ु मू य ( .) प रमाण मू य ( .) प रमाण 
गहू ँ 150 .ि व ं 5 ि वटंल 180 .ि व ं 4 ि वटंल 
चावल 350 .ि व ं 2 ि वटंल 400 .ि व ं 3 ि वटंल 
तेल 1500 .ि व ं 0.2 ि वटंल 2000 .ि व ं 0.3 ि वटंल 
चीनी 500 .ि व ं 3 ि वटंल 700 .ि व ं 4 ि वटंल 
गड़ु 250 .ि व ं 5 ि वटंल 200 .ि व ं 4 ि वटंल 

5. न न ल खत आँकड़  क  सहायता से पाश ेतथा ले पेयर तथा फशर सू  का योग करत े
हु ए 2005 हेत 2000 को आधार वष मानते हु ए सचूकाकं बनाओ । 

व त ु सन ्2000 सन ्2005 
मू य ( .) मा ा (ि वटंल म) मू य ( .) मा ा (ि वटंल म) 

अ 200 5 150 8 
ब 130 12 150 15 
स 80 25 100 30 
द 65 8 50 5 
य 44 15 10 10 

6. सन ्1985 को आधार वष मानकर 1986 तथा 1987 के भा रत मू य सचूकाकं तैयार क िजए। 
वग भार मू य ( पये म) 

1985 1986 1987 
अ 4 20.00 24.00 21.00 
ब 3 1.25 1.50 1.00 
स 2 5.00 8.00 8.00 
द 1 2.00 2.25 2.12 

7. न न ल खत जानकार  के आधार पर चालू वष 1988 के उपभो ता सचूकाकं तैयार क िजए। 
मद भार आधार वष मू य चाल ूवष (1988) मू य 
बीड़ी 23 0.05 0.24 

पान-सुपार  21 0.50 3.60 
साबनु 12 0.50 1.60 
धोबी 23 0.04 0.16 
नाई 21 0.05 0.12 
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इकाई - 13  
आ तरगणन- वपद व तार व ध 

(Interpolation-Binomial Expansion Method) 
इकाई क  परेखा 
13.0 उ े य 
13.1 तावना 
13.2 आ तरगणन एव ंबा यगणन का अथ तथा प रभाषा 
13.3 मा यताएँ 
13.4 आ तरगणन एव ंबा यगणन क  आव यकता य  होती है? 
13.5 ा त अनमुान  क  शु ता को भा वत करने बाले तब 
13.6 आ तरगणन तथा बा यगणन क  व धया ँ

13.6.1 ब द ुरेखीय व ध 
13.6.2 य  वपद व तार व ध 
13.6.3 यटून क  व धयाँ 
13.6.4 ला ज क  र त 

13.7 य  वपद व तार व ध क  गणना सू  
13.8 साराशं 
13.9 श दावल  
13.10 संदभ थ 
13.11 अ यासाथ न  

13.0 उ े य (Objectives) 
इस इकाई के अ ययन के उपरा त आप :  

 जान सकेग क आ तरगणन एव ंबा यगणन से हमारा या अ भ ाय है एव ंइसक  आव यकता 
य  होती है?  

 उन मा यताओं से भी प र चत हो जाएग िजनके आधार पर आ तरगणन एव ंबा यगणन क  
या स प न क  जाती है; एव ं

 आ तरगणन एव ंबा यगणन क  व भ  र तय  का प रचय ा त कर य  वपद व तार 
व ध क  सहायता से गणना या करना सीख सकग ।  

13.1 तावना (Introduction)  
सांि यक य आँकड़ो का संकलन एक समय सा य एव ंखच ल  या है । सांि यक य 

अनसु धान म ाय: ऐसी ि थ त मलती है जब दो ल बी अव धय  के बीच म आंकड नह ं मलत ेह 
। ऐसी ि थ त का सामना होने पर अनसु धानक ता को आ तरगणन या करनी पडती ह । इसके 
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साथ ह  कभी-कभी उपल ध आँकड  के आधार पर भ व य क  त थ के लए भी आँकड़  का अनमुान 
लगाने क  आव यकता होती है ऐसी ि थ त म बा यगणन का सहारा लेकर अनमुान लगाया जाता है 
। समकं अपणू होने अथवा समंक न ट होने क  ि थ त म भी यह व ध हम सहारा देती है एव ंहम 
उपल ध समकंमाला के ात चर मू य  के आधार पर अ ात मू य  का नधारण एव ंभ व य के मू य  
के लए पवूानमुान लगा सकते ह । उदाहरण के लए भारत म जनगणना त दस वष बाद होती है 
जैसे 1991, 2001 आ द अब अगल  जनगणना वष 2011 एव ं2021 म होगी । य द हम वतमान 
वृ  के आधार पर यह जानना चाहे क वष 2015 म भारत क  अनमुा नत जनसं या या होगी? 
तो हम बा यगणन वारा यह पवूानमुान लगा सकते ह । य द हम ात आँकड़  के बीच कसी वष 
के लए जनसं या के आँकड़  क  आव यकता हो जसेै 1985 म अथवा 1989 म जनसं या कतनी 
रह  होगी तो हम आ तरगणन सू  का योग करके संभा वत अनमुा नत जनसं या ा त कर सकत े
ह । इस इकाई के ख ड 13.2 म सव थम हम आ तरगणन एव ंबा यगणन क  प रभाषा ततु करेग 
एव ंइसके प चात ्उन मा यताओं क  चचा करगे िजनके आधार पर यह या स प न होती है । ख ड 
13.4 म आ तरगणन एव ंबा यगणन से ा त अनमुान  क  शु ता को भा वत करने वाले त व  का 
अ ययन करगे । इसके प चात ्आ तरगणन एव ंबा यगणन क  व भ  व धय  क  जानकार  ा त 
कर हम वपद व तार व ध के सू  का उपयोग करना सीखगे । इकाई के अ त म हम सारांश श दावल , 
संदभ थ  क  सचूी एव ंअ यासाथ न दगे । 

13.2 आ तरगणन एव बा यगणन का अथ एवं प रभाषा (Meaning and 
Definition of Interpolation and Extrapolation)  
दये हु ये समकं के आधार पर वशेष सांि यक य व धयो वारा समकंमाला के बीच म कसी 

अ ात मू य के लए सव तम स भा य अनमुान लगाने क  या को आ तरगणन एव ंसमंकमाला 
के बाहर ि थत कसी भावी अव ध के लए अनमुान लगाना बा यगणन कहा जाता है । इस लए हम 
कह सकत ेह ात मू य के आधार पर अ ात मू य का नधारण करना आ तरगणन या है एव ं
समकं ेणी बाहर के लए अनमुान लगाना बा यगणन है । मरण रहे सू  बह  होता है िजससे 
आ तरगणन भी कया जाता है एव ंबा यगणन भी कया जाता है । यह अनमुान कुछ वशेष मा यताओं 
के आधार पर लगाए जाते ह िजनका वणन हम 13.3 म करगे । अब हम आ तरगणन एव ंबा ागणन 
क  कुछ प रभाषाओं का अ ययन करगे । 

शु ल एव ंसहाय के अनसुार, ''आ तरगणन एव ंबा ागणन का अथ कुछ क पनाओं या 
मा यताओं के आधार पर अ धकतम स भा य अनमुान ा त करना है ।'' 

हारपर के अनसुार,''आ तरगणन से आशय एक ऐसे मू य को इ त करना है जो दो चरम 
ब दओंु के बीच ि थत हो। बा यगणन से आशय एक ऐसे मू य को ात करना है जो दो चरम ब दओंु 
(सीमाओं) के बाहर ि थत हो ।''  

हरच लखते ह, ''द  हु ई दशाओं म सव तम स भा य अनमुान का आँकलन करना है । एक 
पछले मू य का अनमुान लगाने क  तकनीक आ तरगणन कहलाती है जब क भ व य के लए स भा य 
अनमुान लगाना बा ागणन कहलाता है।''  
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13.3 मा यताएं (Assumptions) 
आ तरगणन एव ंबा ागणन सू  का नमाण कुछ मा यताओं के आधार पर कया गया है 

जो यहाँ द  जा रह  है । य द हमारे समंक अथवा आँकड़ ेभी उन मा यताओं पर खरे उतरते ह तो ा त 
अनमुान सट क एव ं व वसनीय ह गे । य द समंक ेणी उ त मा यताओं पर खर  नह ं उतरती है तो 
ा त अनमुान क  व वसनीयता स देहा पद रहेगी । 

(1) उ चावचन र हत ेणी सव थम मा यता ेणी क  बनावट के बारे म है । हमारे पास जो समंक 
उपल ध है वे नर तरता अथवा नय मतता लए हुये है । दो अव धय  के म य कोई आकि मक 
उ चावचन नह ं है अथात ्अचानक अ य धक वृ  एव ंकमी नह ं है । दसूरे श द  म उपल ध 
आँकड़ ेसर लत व  के प म है । 

(2) आ तरगणन कया जाने वाला वष सामा य वष (Normal Year) है इस वष कोई अकाल 
अथवा बाढ़ यु  अथवा महामार  न फैल  हो । य क य द वष म असामा य घटना घ टत 
हु ई होगी तो समंक मू य  के भा वत होने का खतरा होता है । ऐसी अव ध के लए अनमुान 
क  व वसनीयता स देहपणू बनी रहेगी । 

(3) प रवतन  क  नय मतता आ तरगणन एव ंबा यगणन करने के लए समकं ेणी के लए 
यह ज र  है क वह नय मतता लए हु ए हो अथात नय मत ग त से बढ़ रह  हो अथवा गर 
रह  हो । हम अ नय मत एव ंअसमान प रवतन  का अनमुान लगाने म असमथ ह । 

(4) समकं े णय  अथवा पद े णया ंऐसी हो िजनम आपस म कोई स ब ध हो । अथात एक 
चर वतं  हो एव ंदसूरा चर उस पर आ त हो । 

13.4 आ तरगणन एवं बा यगणन क  आव यकता य  होती है? 
अब न उठता है हम आ तरगणन अथवा बा यगणन करने क  आव यकता क  या है? 

आ तरगणन एव ंबा यगणन का अ य धक यावहा रक मह व है इसके न न ल खत कारण ह :  
(1) समकं  का अभाव या अपया तता हमार  च िजस वषय के अ ययन म है उसके लए य द 

समकं  क  कमी है, समंक अपया त है, अथवा समंक  क  गणना ह  नह ं क  गई हो तो या 
कर । भूतकाल म जाकर हम समंक  को तो अब इक ा नह ं कर सकत ेऐसी ि थ त म एक 
ह  उपचार है आ तरगणन अथवा बा यगणन करके उन, भतूकाल न समंक  के लए सवा धक 
व वसनीय आँकड़  का अनमुान ा त कर लया जाए । 

(2) समकं  का खो जाना अथवा न ट हो जाना ाय: यह भी होता है क कसी अनसु धान म 
काय करत ेसमय कुछ समकं इक े करना भलू गए अथवा इक े कए हु ए समकं खो गए ह, 
न ट हो गए हो ऐसी दशा म अनसु धानक ता के पास एक वक प तो यह है क वह पनु: 
अनसु धान करने के लए अपने े  म जाकर आँकड़ इक े करे । यह अ य धक खच ल  एव ं
समय सा य या है । अत: खोए हु ए समंक  के लए आ तरगणन कर अनमुान लगाना 
अ नवाय हो जाता है । 

(3) म यवत  वष  के लए समकं ा त करना आ तरगणन एव ंबा यगणन क  तावना लखत े
समय हम इस ब द ुको प ट कर चुके ह । आ तरगणन व ध का योग म यवत  वष  
के लए आँकड़ ा त करने के लए कया जाता है । उदाहरणाथ हमारे देश म जनगणना येक 
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दस वष के बाद होती है । य द इस बीच कसी वष के लए आँकड़  क  आव यकता हो तो 
आ तरगणन करके ह  ा त कए जा सकते ह । 

(4) सरकार एव ंराजनी त  के लए उपयोगी सरकार  एव ंराजनी त  के लए इनका बहु त मह व 
है य क इसी आधार पर वे अपनी योजनाएं बनाते ह । सरकार के लए व भ  े  के लए 
नी त नधारण के लए, कर लगाने के लए भी समकं  क  आव यकता होती है । ठ क इसी 
कार य द सरकार कसी भी े  के लए पवूानमुान लगाना चाहे तो बा यगणन करना 

आव यक है । 
(5) उ योगप तय  एव ं यापा रय  के लए आज के तयोगी यगु म केवल जाग क उ योगप त 

एव ं यापार  ह  लाभ कमा सकते ह इस काय के लए उ ह देश क  आ थक नी त, मु ा सार, 
उ पादन, वदेशी यापार एव ंकरारोपण के े  म उपल ध आँकड़  का अ ययन एव ंपवूानमुान 
लगाने पड़ते ह । य द पवूानमुान सह  सा बत हो तो लाभ होगा अ यथा हा न हो सकती है। 

(6) ि थ त स ब धी मा य का नधारण एक अखि डत ेणी म अथवा वगा तर  बाल  ेणी म 
बहु लक तथा म यका के मू य  का नधारण करने के लए आ तरगणन या का योग होता 
है । 

(7) तुलना मक अ ययन अलग-अलग देश  के आँकड़ तलुना यो य बनाने के लए आ तरगणन 
करना पड़ता है । उदाहरणाथ भारत क  जनगणना 2001 म हु ई जब क अमे रका म वष 2000 
म हु ई तो तलुना करने के लए भारत क  जनसं या का वष 2000 के लए आ तरगणन करना 
पड़गेा ।  

13.5 ा त अनुमान  क  शु ता को भा वत करने वाले त व (Factors 
Affecting Accuracy of the Interpolated Figures)  
आ तरगणन अथवा बा यगणन से ा त आँकड़ मा  अनमुान होते ह । यह आशा रखना क 

वे वा त वक अथवा ात समंक  क  भां त पणूत: शु  ह गे, ठ क नह  है । आ तरगणन का काय कुछ 
मा यताओं के अ तगत कया जाता है । अत: हम यह मान लेते ह क ये स भा य अथवा यथो चत 
प से प रशु  ह गे । ऐसी ि थ त म ये मा यताएँ ह  उनक  शु ता का आधार है । य द मा यताएँ 

ठ क एव ंशु  ह तो पणू आशा है क आ तरगणन मू य व वसनीय एव ंशु  ह गे। डा. बाऊले के अनसुार 
आ तरगणन क  शु ता न नां कत त व  पर नभर करती है :  

(1) स भा य उ चावचन  के स ब ध म जानकार  होना इस स ब ध म यह आव यक है क हम 
मू य  के उ चावचन के बारे म पणू जानकार  हो । समंकमाला का अवलोकन हम यह जानकार  
देता है । य द हम यह अनभुव करते है क उ चावचन नय मत है तो अनमुा नत मू य यथा 
स भव काफ  हद तक शु  ह गे । 

(2) स बि धत घटनाओं का परूा ान होना आ तरगणन अथवा बा यगणन करते समय 
स बि धत घटनाओं का परूा ान होना आव यक है । य द हम उपल ध समंक  पर भाव 
डालने वाले वशेष त य  या घटनाओं क  यथे ट जानकार  होने पर शु ता के अ धक नकट 
पहु ँचा जा सकता है । यह जानकार  होने पर आ तरग णत मू य  म आव यक संशोधन कर 
उ ह अ धक व वसनीय बनाया जा सकता है । 
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(3) आ तरगणन एव ंबा यगणन क  उ चत र त का चुनाव आ तरगणन एव ंबा यगणन क  कई 
व धयाँ ह । इन व धय  का वणन ख ड 13.6 म कया गया है । इन व धय  म से कुछ 
अ धक व वसनीय है तो कुछ कम तथा कसी प रि थ त म कोई एक र त अ धक उपयु त 
है तो कसी प रि थ त म दसूर  र त । यह आव यक है क हम सह  व ध का उपयोग कर 
आ तरगणन अथवा बा यगणन कर । इस कार उपयु त सभी त व ा त अनमुान  क  शु ता 
तर को भा वत करता है । 

13.6 आ तरगणन तथा बा ागणन का व धयां 
 (Method of Interpolation and Extrapolation)  

आ तरगणन अथवा बा यगणन क  र तय  को न न चाट वारा दशाया जाना उ चत होगा। 

 
अब हम इन व धय  क  जानकार  ा त करगे : 

13.6.1 ब दरेुखीय व ध 

यह आ तरगणन अथवा बा यगणन करने क  सबसे सरल व ध है । x अ  (horizontal 
axis) पर समय को द शत कया जाता है । यह वतं  चर मलू होता है । आ त चर मू य  को 
y अ  (vertical axis) पर रखा जाता है । य द ेणी म मू य  के साथ-साथ आविृ त द  गई हो 
तो मू य  को ै तज रेखा (x अ ) पर एव ंआविृ त को उद  रेखा l (y अ ) पर द शत करते है 
फर माप नि चत करके ब दओंु को अं कत करते ह । इस कार मू य  का अथवा आविृ तय  का 
एक व  बनता है । अब x िजस मू य अथवा समय ब द ुके लए आ तरगणन करना हो उस ब द ु
से व  पर एक ल ब डाला जाएगा यह ल ब व  को िजस ब द ुपर काटता है उस पश ब द ुसे 
y अ  पर एक ल ब डाला जाएगा। यह ल ब िजस मू य को द शत करता है वह  x के लए y का 
स भा य अथवा आ तरग णत मू य है । जब बा यगणन करना हो तो उसी ग त या म से व  को 
आगे तक बढ़ाया जाता है एव ंइसके बाद x तथा y अ  पर ऊपर बताई गई व ध के अनसुार ल ब 
डालकर स भा वत मू य का अनमुान लगाते ह । आ तरगणन या अ धक शु  मू य  का गणन कर 
सकती है बा यगणन के लए अ य धक सावधानी क  आव यकता होती है । 
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13.6.2 य  वपद व तार व ध 

इस सू  का योग करने से पवू व याथ  यह जाचँ ले क समंक ेणी न नां कत शत परू  
करती है : 

(i) वतं  घर (x) अथात ्समय ेणी के मू य समान अ तर के हो । अथात x ेणी का वग 
व तार (class interval) एक समान हो। जैसे x ेणी के मू य इस कार हो - 
1951,1961,1971,1981,1991,2001 अथवा 10,20,30,40,50 अथवा 0-10, 
10-20, 20-30, 30-40, 40-50 आ द । 

(ii) दसूर  शत यह है क इन समान अ तर वाले मू य  म से ह  अथवा वग व तार म आने वाले 
कसी मू य को ात करना हो जसेै ऊपर दए गए मू य म 1991 के लए मू य ात करना 
है तो इस सू  का योग होगा। 
इस कार उन अव थाओं के लए जहा ँx मू य  का वग व तार समान प से बढ़त ेअथवा 
घटते म म हो एव ंइसी म का कोई एक मू य अ ात हो तब वपद व तार व ध का 
योग कर मू य आ तरगणन अथवा बा यगणन कया जा सकता है ।  

13.6.3 यटून क  व धया ँ

इस र त का योग करने क  न नां कत शत ह - 
(i) x ेणी समान अ तर से बढ़ती हो । 
(ii) x के िजस पद के लए y ेणी का जो पद ात करना है वह नय मत मू य  म से एक न 

होकर उनसे भ न हो उदाहरणाथ ऊपर दए गए उदाहरण म 1991 का मू य अ ात न होकर 
1995 का मू य अ ात हो एव ंउसका नधारण करना हो । 
यटून क  मखु र तयाँ न न ल खत ह . 
यटून - गॉस अ गामी र त एव ं यटून गॉस वलोमगामी र त । 
यटून - गॉस अ गामी र त का उपयोग वह  कया जाता है जहाँ आ तरगणन क  जाने वाल  

सं या ेणी के म य म म ि थत हो । यटून - गॉस क  वलोमगामी र त का योग तब 
कया जाता है । जब आ तरगणन क  जाने वाल  सं या णेी के अि तम भाग म पड़ती है। 

13.6.4 ला ज का व ध 

आ तरगणन के लए उपयु त व णत व धय  के योग क  शत  पर नजर डालने पर यह प ट 
होता है क वगा तर असमान होने पर आ तरगणन तथा बा यगणन या नह ं हो सकती । इस हेतु 
ा स के स  ग णत  ला ज (Lagrange) ने एक सू  दया जो आ तरगणन तथा बा यगणन 

क  सावभौ मक र त है । यह सू  उ ह ं के नाम से ला ज व ध के प म जाना जाता है । सै ाि तक 
प से यह सू  कसी भी प रि थ त म योग म लाया जा सकता है । यवहार म इस र त का योग 

उ ह ं प रि थ तय  म कया जाता है जहाँ x ेणी का वग व तार असमान हो । 
आ तरगणन क  अ य र तय  म परवल यक व  (Parabolic Curve) व ध है । यह भी 

एक सावभौ मक व ध है पर त ुज टल गणन या के कारण इसका योग कम होता है । यह र त 
इस क पना पर आधा रत है क दो समकंमालाएँ एक दसूरे से स बि धत है और जब एक ेणी के 
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मू य ात है तो उससे स बि धत दसूर  ेणी के मू य भी ात कए जा सकते ह । सबसे पहले हम 
यह तय करना होता है क परवल यक व  का घाताकं (Power) कतना होगा यह पद  क  सं या 
पर नभर होता है । इसका नयम (n-1) है अथात ्िजतने पद हो उनसे एक कम करके परवल यक 
व  का समीकरण लख लया जाता है । ात मू य 5 होने पर चतथु घात का समीकरण हल करके 
आ तरगणन कया जाता है ।  

13.7 य  वपद व तार व ध का गणना सू  (Binomial 
Expansion Method) 

तुत इकाई का उ े य, आ तरगणन क  सभी व धय  से आपका प रचय करवाना नह ं है। 
यहाँ हमारा उ े य केवल य  वपद व तार व ध का योग करना सीखना है अत: हम इस इकाई 
म गणन या के लए केवल एक ह  सू  का अ ययन करगे । इसक  या व ध इस कार है :  

(i) सव थम X ेणी के मू य  को मानसुार x0, x1, x2, x3 आ द सकेंता र  वारा द शत 
कर ल और इस कार Y ेणी के मू य  को y0, y1, y2, y3 आ द सकेंता र  से द शत 
कर ल ।  

(ii) िजतने पद  का न हो उसी म का वपद व तार लखना होगा । अि तम y इस बात 
का योतक होगा । उदाहरणाथ य द Y ेणी के 5 मू य ात है तो y5 अथात (y-1)5 का 
व तार लखगे । सव थम अि तम म y को लखा जाता है फर अवरोह  म म y के 
मूल लख लए जाते है िजससे अ त म y0 आ जाय । यह र त यह मानकर के चलती है 
क N णेी के पद  वाल  ेणी का Nवॉ मुख अ तर श द होगा अथात (y-1)n=0 

(iii) y का थम मू य धना मक लखत ेहु ये म से ऋणा मक व धना मक च ह लगाए जाएंगे 
। इनका मुख अ तर शू य होगा - 
y5-y4+y3-y2+y1-y0=0 

(iv) व भ न y मू य  का अकंा मक गणुक नकालने के लए पहले वाले y का गणुक 1 होगा 
आगे के y मू य  के लए y का गणुक न न सू  से ा त होगा - 

y के पछले अंक का अंकातक गणुक x पछले y का अ त म लखा लेख पछले
पछले y समीकरण म म सं या

 

जैसे - (y-1)5 के वपद व तार म पहला पद y5 का गणुक 1 होगा, y4 का गणुक 
1 5 5

1


  

होगा । 

y3 का गणुक 
5 4 10

2


  होगा । y2 का गणुक 
10 3 10

3


  होगा । y1 का गणुक 

10 2 5
4


   

होगा एव ंy0 का गणुक 
5 1 1

5


  होगा । 

अथात ्
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Y5-5y4+10y3-10y2+5y1-y0=0 

नीचे सारणी म कुछ ात मू य  के वपद व तार दए जा रहे ह - 
सारणी 13.1 

ात वपद व तार 
4 4

0 =y4-4y3+6y2-4y1+y0=0 
5 5

0 =y5-5y4+10y3-10y2+5y1y0=0 

6 6
0 =y6-6y5+15y4-20y3+15y2-6y1-y0=0 

7 7
0 =y7-7y6+21y5-35y4+35y3-21y2+7y1-y0=0 

उदाहरण -1 न नां कत सारणी म अ ात मू य का नधारण क िजए ।  
X 20 25 30 35 40 45 
Y 60 66 ? 72 75 80 
 Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 

हल - 
(i) सव थम x अ  का वग व तार समान है एव ंएक वग क  स बि धत y मू य अ ात है 

अत: वपद व तार व ध का उपयोग कया जाएगा । ' 
(ii) Y मू य  को म से y0y1y2y3y4y5 वारा दशाया जाएगा । 
(iii) y2 का मूल अ ात है । 
(iv) y5 है अत: (y-1)5=0 का व तार कया जाएगा । 
(v) y5 को सव थम लखकर अवरोह  म से y मू य लख ल एव ंधना मक एव ंऋणा मक च ह 

लगा ल । बाद म y के अंका मक मू य  का नधारण करले इसके लए सारणी 13.1 देख। 
y5 - 5y4 + 10y3 - 10y2 + 5y1 - y0 = 0 
मू य रखने पर - 
80 - 5 (75) + 10 (72) - 10y2 + 5 (66) – 60 =0 
or 80 - 375 + 720 10y2 + 330 - 60 = 0 

-10y2 + 695 =0 
-10y2 = -695 

ऋणा मक नर त हो जाएग 
10y2 = 695 
y2 = 695/10 695 

अत: अ ात मलू y2 = 69.5 होगा । 
उदाहरण -2 

माता क  आय ुएव ं त म हला ब च  क  सं या नीचे सारणी म द  गई है । 30-34 वष क  
माताओं क  औसत स तान  क  सं या का अनमुान लगाइए ।  
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माता क  आय ु(वष) 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 
ब च  क  सं या 0.7 2.1 3.5 ? 5.7 5.8 

हल- 
माता क  आय ु(वष) 15-19 20-24 25-29 30-34 35-39 40-44 
ब च  क  सं या 0.7 2.1 3.5 ? 5.7 5.8 
 y0 y1 y2 y3 y4 y5 

Y5 - 5Y4 + 10Y3 - 10Y2 + 5Y1 - Y0 =0 
By substituting Values, we get 
5.8 - 5(5.7) + 10Y3 - 10(3.5) + (2.1) - 0.7 = 0 
or 5.8 - 28.5 + 10Y3 - 35 + 10.5 - 0.7 = 0 

10Y3 - 47.9 = 0 
10Y3 - 47.9 

3 47.9 4.79
10

Y    

अतः 30-34 वष क  माताओं क  स भा वत औसत संतान  क  सं या 4.79 होगी ।  

बोध न -1 
1.  आ तरगणन एवं बा यगणन का या अथ है । 
2.  आ तरगणन से ा त अनुमान  क  शु ता के लए आव यक शत  नाम ल खए ।  
3.  (y-1)8 के लए वपद व तार सू  ल खए ।  
उदाहरण -3 

न नां कत समंको से 1985 के लए उ पादन का अ तरगणन क िजए –  
वष 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 
उ पादन (हजार टन म) 100 120 150 180 210 - 320 
 Y0 Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 
(Y-1)6 = 0 
= Y6 - 6Y5 + 15Y4 - 20Y3 + 15Y2 - 6Y1 + Y0 = 0 
320 - 6Y5 + 15(210) - 20(180) + 15(150) - 6(120) + 100 = 0 
320 - 6Y5 + 3150 - 3600 + 2250 - 720 + 100 = 0 
- 6Y5 = -1500 (ऋणा मक च ह नर त हो जाएंगे ।) 
6Y5 = 1500 

5 1500
6

Y   

Y5 = 250 (हजार) 
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13.8 सारांश (Summary)  
सांि यक य अनसु धान म समकं  क  आव यकता को परूा करने के लए अनसु धानक ता 

को अनेक बार आ तरगणन या का सहारा लेना पड़ता है । वशेषकर य द बीच के वषा के लए िजनके 
लए समंक इक े ह  न कए गए हो । जैसे जनगणना वष  के बीच के वष  के लए समंको क  ज रत 
हो तो आ तरगणन व बा यगणन कुछ मा यताओं के आधार पर कया जाता है एव ंइससे ा त अनमुान 
यथो चत प से शु ता के नजद क होते ह । यहाँ हमने वपद व तार व ध वारा आ तरगणन करने 
क  या का व तार से अ ययन कया ।  

13.9 श दावल  (Glossary)  
आ तरगणन – Interpolation 
बा यगणन - Extrapolation 
वपद व तार – Binomial Expansion 

उतार चढाव - Fluctuation 
परवलयक व  – Parabolic Curve 

13.10 संदभ थ (References)  
एस. पी. सहं - सांि यक  स ा त एव ं यवहार, एस. च द, नई द ल  ।  

13.11 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
(i) 1961 म चावल उ पादन का मू य अ ात है आ तरगणन वारा ात क िजए ।  

वष 1911 1912 1913 1914 1915 1916 1917 1918 1920 
उ पादन (हजार टन म) 76.6 78.7 78.2 77.7 78.7 ? 80.6 77.6 78.7 

उ तर 80.5 
(ii) आ तरगणन हेत ुउपयु त सू  का चुनाव कर अ ात मू य का नधारण क िजए ।  

Y 10 20 30 40 50 
Y 25 30 - 38 48 

उ तर 33.17 
(iii) न न ेणी म आ तरगणन वारा अ ात मान का नधारण क िजए ।  

वष 1991 1992  1993 1994 1995 
जनसं या (हजार  म) 125 130 - 180 210 

उ तर 150.8 
(iv) न नां कत समंक  से वष 2003 के लए स भा वत मू य ात क िजए ।  

वष 2001 2002 2003 2004 2005 
मू य 24  64 - 216 343 

उ तर 125.5 
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इकाई - 14  
सार णक (Determinants)  

इकाई क  परेखा 
14.0 उ े य 
14.1 तावना 
14.2 सार णक क  संक पना 
14.3 सार णक का मू य नकालना 
14.4 सार णक के गणुधम 
14.5 ै मर के नयम वारा यगुपत समीकरण  का हल 
14.6 साराशं 
14.7 श दावल  
14.8 स दभ थ 
14.9 अ यासाथ न  

14.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई के अ ययन के बाद आप: 

 सार णक क  संक पना को समझ सकगे । 
 सार णक व मै स के अंतर को समझ सकगे । 
 सार णक के मु य गणुधम  को जान सकगे । 
 सार णक का मू यांकन कर सकगे । 
 सार णक का योग करके रै खक समीकरण नकाय  का अन य हल ात कर सकगे ।  

14.1 तावना (Introduction)  
येक वग-मै स A से स बि धत एक सं या होती है िजसे मै स का सार णक कहा 

जाता है । इसे कमज det A अथवा च ह A  से सू चत कया जाता है । जहा ं सीधी रेखाओं 

का ता पय का 'सार णक' (The determinant of) होता है । एक मै स का कोई सं या मक मू य 
नह ं होता जब क एक मै स का सार णक एक सं या होती है । सार णक केवल वग मै स (Square 
Matrix) के लए ह  प रभा षत होते ह । इस इकाई म हम जानगे क सार णक या है? सार णक 
व मै स म अतंर को समझगे और सार णक का योग रै खक समीकरण नकाय  को हल करने के 
लए करगे । यगुपत समीकरण  के समु चय म अ धक समीकरण  के होने पर बीजग णत क  सामा य 
व धय  से हल करना क ठन हो जाता है । अत: ऐसे समीकरण  का हल सार णक क  वशेष व ध 
से कया जाता है ।  
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14.2 सार णक क  संक पना (Concept of Determinates)  
सार णक केवल वग-आ यहू  के लए ह  प रभा षत होते है, जैसे 2  2, 3  3, 4  

4 तथा n  n आयाम के आ यहू  (मै स ) के लए ह  सार णक ात कये जा सकते ह ।  

एक 2  2 मै स A ल िजए 11 12

21 22

a a
A

a a
  

इसके साथ जो सार णक जुडा हुआ है वह इस कार है: 11 12

21 22

a a
A

a a
  कची गणुा (Cross 

Multiplication) करके इसे खोला जाता है । 
a11a12 - a21a22 इसे हल कर सं या मक मान ात कया जा सकता है ।  

य द 
3    4
0 1

A  
   

 है तो इसका सार णक इस कार लखा जाएगा 
3    4
0 1

A 


 

कची गणुा करने पर  
(3) (-1) - (0) (4)  
-3 -0 
० - 3 
= -3 
उ तर = -3  

य द 
-1    0
6   10

A   ह तब 
-1    0

(10) 0(6) 10
6   10

A        उ तर = -10 

इस कार A  ा त करने के लए A के मु य वकण के दो अवयव  को गणुा करके उसम 

से अ य दो अवयव  को तरछा करके घटाया जाता है । यहा ंमै स A का आयाम 2  2 होने से 
यह वतीय म का सार णक कहा जायेगा।  

यहां - रेखाओं वारा जोड़े गये अवयव  का गणुन धना मक पद  और...... रेखाओं वारा जोड़े 
गये अवयव  का गणुन ऋणा मक पद  को दशाता है । यहां यह यान रख क उ च म के मै स  
के लए यह नयम लाग नह ं होता है। 

अब हम सार णक को न न कार से प रभा षत कर सकते है'- 
n  n रा शय  (a11, a12, a13........ ann) को दो समाना तर ऊ वाधार का ल बवत रेखाओं 

के म य वग अकंायत (Square array) म लखे गये म व यास को n को ट का सार णक कहत े
ह तीक प म:-  

n

11 12 1n

21 22 2n

n1 n2 n

a    a    a
a    a    a
a    a    a

ija A   जहां i, j = 1, 2,.....n है  

यहां aij ' s सार णक A के अवयव ह; पादांक i, पिं त का और वतीय पादांक j त भ 
का अ भसचूक है । 
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n म के एक सार णक ijA a  जहां i, j = 1, 2,......n है, का मू य, n! पद  का 

बीजग णतीय योग होता है ।, n! पद  म सभी सभंव एव ंभ न संयोग (all possible and distinct 
combinations) आ जाते ह जो इस कार से चय नत कये जाते ह क येक पद म एक अवयव 

येक पिं त से और एक अवयव येक त भ से हो । i को बढ़ते हु ए म म रखने पर जहा ंj के 
म म उलटाव क  सं या सम होती है पद का च ह धना मक और असम होने पर ऋणा मक होता 

है । इस नयम का उपयोग करके 33 से बडे म म मै स का सार णक ात करना क ठन है 
। जसेै 4  4 म के मै स का सार णक 41=24 पद  का बीजग णत योग होगा और येक पद 
4 अवयव  का गणुनफल होगा।  

3  3 म से बडे मै स का सार णक सामा यतया एक दसूर  प त िजसे सहख ड  से 
व तार (expansion by factors) कहा जाता है, वारा ात कया जाता है । 

जैसे 3  3 म के मै स के सार णक को सह ख ड  से व तार करके न न कार से 
लखा जा सकता है:- 

A  a11(a22 a33 - a23 a32) - a12(a21a33 - a23a31) 
+ a13(a21 a32 - a22 a31)  

22 23 21 23 21 23
11 12 13

32 33 31 33 31 33

a    a a    a a    a
a    a a    a a    a

a a a    

यहां आप यह यान द क योग म येक सार णक A मै स के स मै स का सार णक 
है जो उस अवयव वाल  पिं त और त भ को छोड़ने पर ा त होती है । 

उदाहरणाथ- 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

 म a11 क  लघ ुसार णक M11 इस सार णक क  थम पिं त तथा त भ 

को छोड़ने पर  
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

 या 22 23

32 33

a    a
a    a

 होती है । 

यापक प से कह तो अवयव aij क  उप-सार णक (Minor) द  हु ई सार णक क  ith पिं त 
jth त भ छोड़ने पर ा त होती है । 

इसी कार a12 अवयव का उपसार णक थम पिं त एव ं वतीय त भ को नर त करके 
ा त कया जाता है । 

अथात-्  

a12 का उपसार णक = 22 23

32 33

a    a
a    a
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अवयव a13 का उपसार णक थम पिं त एव ंततृीय त भ को नर त करके ा त कया 
जाता है । अथात ् 

a13 का उपसार णक = 22 23

32 33

a    a
a    a

 

उपसार णक को संगत शीष अ र  से द शत करने पर 
11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

a A a a a A    

( थम पिं त लेने पर) 

11 11 12 12 13 13A a A a a a A    
उपसार णक से नकट स ब ध रखने वाल  अवधारणा सहख ड (Cofactor) है । य द 

उपसार णक को उनके च ह  के साथ लखा जावे तब वे उस अवयव के सहख ड कहलात ेह । उदाहरणाथ, 
a11 का सहख ड (+A11), a12 का सहख ड (-A12) तथा a13 का सहख ड (+A13) है । सहख ड के 
नशान लगाने का नयम यह है क उपसार णक म i और j का जोड़ (even) सम हो तो उपसार णक 
व सहख ड का नशान एक-सा होगा । य द वषम हो जैसे 3,5,7 आ द तो सहख ड का नशान 
उपसार णक के नशान से उलटा होगा । 

य द हम उपसार णक को 
ijM
 से और सहख ड को 

ijC
 से सू चत कर तो 

i + j सम होने पर 
ijC
=

ijM
 

i + j वषम होने पर 
ijC
= - 

ijM  

अथवा कैलर ijC = (-1)i+j
ijM  सहख ड को Signed minor भी कहा जाता है । 

n  n मै स ( ijC )1 (सहख ड मै स का ासंपोज) को मै स A का सहख डज 

(Adjoint) कहा जाता है और adj A वारा बताया जाता है । 
सहख ड  से व तार क  इस प त को ला लेस व तार (Laplace expansion) कहा जाता 

है । यह व ध 4  4 म के सार णक म भी यु त क  जा सकती है । 
ग णतीय सू  के प म इस व ध को न न कार से लखा जा सकता है । 
पिं त i से व तार करने पर 

1

n

ij ij
i

A a C


 कसी भी पिं त के लए i = 1, 2,........n  
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ला लेस व तार कसी पिं त या त भ से कया जा सकता है । सबसे समान प रणाम ा त 
होते ह । 

सार णक सार म न न ल खत ल ण पाये जाते ह- 
(1) सार णक सार के दाय प  म येक पद उतने ह  अवयव  का गणुनफल है िजतना क उस 

सार णक का म है ।  

11 12
11 22 21 12

21 22

a    a
a    a

a a a a   

यहां येक पद दो-दो अवयव ह । 
इस कार ततृीय म का सार णक : 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 23 32 11 12 21 33

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

a a a a a a a a a a a a a a a a a a     

 
(2) सार णक- सार के दाय प  के येक पद म सार णक A क  येक पिं त से एक ओर केवल 

एक अवयव है तथा येक त भ से भी एक ओर केवल एक अवयव है । अथात,् एक अवयव 
एक ह  पद म पनु: नह ं आता। 

(3) 2  2 सार णक सार म पद  क  सं या 2! = 2 तथा 3  3 सार णक सार म पद  
क  सं या 3! = b है तथा सभी पद भ न है । इस कार n  n सार णक सार म n! 
पद ह गे । 

(4) आधे पद  का च ह धना मक तथा आधे पद  का च ह ऋणा मक है ।  
(5) सामा यत: n2 अवयव n वीं म के सार णक म यवि थत ह गे । 

14.3 सार णक का मू य नकालना (Solving Determinants) 
सार णक क  संक पना म आप जान चकेु ह क येक सार णक का एक सं या मक मू य 

होता है । कसी भी सार णक को ला लेस व तार प त से वतीय म के सार णक  म व तार कर 
इसका मू य ात कया जा सकता है । 

वतीय म के सार णक का मान 

य द मै स 11 12

21 22

a    a
a    a

A   ह तो DetA = 11 12
11 22 21 12

21 22

a    a
a    a

A a a a a    होता है 

अथात ् वतीय म के सार णक का मान उसके मु य वकण के अवयव  के गणुन (Product) 
तथा इसके वपर त वकण के अवयव  के गणुन का अ तर होता है । 
उदाहरण-1 

1.1 य द 
7   -3 1    0

;
9    9 0    1

A B   है तो A B  

तथा A B ात क िजए । 
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हल- 
7   -3

(7 4) (9 3) 28 27 55
9    4

A          

1    0
(1 1) (0 0) 1 0 1

0    1
B          

अत: A B =55-1=54 
तथा A B =551=55 

1.2 य द A = 
3     4
-2   -3

 है तो 2A  ात क िजए । 

A2 = A  A = 
3     4
-2   -3


3     4
-2   -3

 

(3 3) (4 2)        (3 4) (4 3) 1    0
( 2 3) ( 3 2)    ( 2 4) ( 3 3) 0    1
     


         

 

2 1    0
(1 1) (0 0) 1 0 1

0    1
A          

1.3 य द 
1    0
0    1

A  
  
 

 तथा 
7    -3
9    4

B  
  
 

 तो AB ात क िजए । 

हल - 
(3 3) (4 2)        (3 4) (4 3) 7   -3
( 2 3) ( 3 2)    ( 2 4) ( 3 3) 9    4

AB
        

                
 

7     -3
(7 4) ( 3 9) 28 27 55

9      4
AB           

ततृीय म के सार णक के मान 
माना क 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

A   

यह ततृीय म का सार णक है । इसके थम पिं त के अवयव  a11,a12 तथा a13 के वारा 
सार णक का सार करने पर हमको न नां कत मान ा त होता है । 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a    a    a
a    a    a
a    a    a

22 23 21 23
11 11

32 33 31 33

a    a a    a
a    a a    a

a a 
 

21 23
13

31 33

a    a
a    a

a  

11 22 33 32 23 12 21 33 31 23 13 21 32 31 22( ) ( ) ( )a a a a a a a a a a a a a a a       

11 22 33 11 23 32 12 21 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31a a a a a a a a a a a a a a a a a a       
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इस कार  
4    2   1

1     0 3    0 3    1
3    1   0 4 2 1

2     4 5    4 5    2
5    2   4

A      

( थम पिं त से व तार करने पर) 
4(4 0) 2(12 0) 1(6 5)A        

= 16 – 24 + 1 
= - 7 

उदाहरण-2 

2.1 मै स 
3  0  -2
6  -8  1
0   3  4

A
 
   
  

 का सार णक ात क िजए । 

हल – 
3  0  -2
6  -8  1
0   3  4

A
 
   
  

 

थम त भ से व तार करने पर- 
-8   1 0   -2 0   -2

3 6 0
3    4 3    4 -8   1

A     

= (-32 -3) - 6(0+6) + 0(0-16) 
= -105 -36+0 
A = -141 

2.2 य द 
2  3  1 1  1    0
-1  2 3 2  0    3
2   0  1 -1  2  -1

A B
   
       
      

तो BA  ात क िजए । 

हम जानते ह BA  = .B A  
1    1     0

0   3 2   3 2   0
2    0     3 1 1 0

2    -1 -1    -1 -1   2
-1    2   -1

B      

( थम पिं त से व तार करने पर) 
= 1(0-6)-1(-2+3)+0(4-0) 
= -6-1+0 
= -7 
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2    3     1
2    3 -1   3 -1   2

-1   2     3 2 3 1
0    1 2    1 2     0

2    0     1
A      

= 2(2-0)-3(-1-6)+1(0-4) 
= 4+21-4 
= 21 
BA = .B A = -721= -147 

2.3 य द 
2    3   4
1    0    4
2    3    1

A   तथा 
4    -3   2
1    3    0
2    -1    3

B   

तो AB  का मान ात क िजए । 
हल – 

हम जानते ह क AB  = .A B  
2    3    4

1    4 2    4 2   2
1    0    4 3 0 3

2    1 2    1 1    4
2    3    1

     

( वतीय त भ से व तार करने पर) 
= -3(1-8)+0-3(8-4) 
= 21=12 
A = +9 

4    -3    2
-3    2 4    2 4   -3

1    3     0 1 3 0
-1    3 2    3 2    -1

2    -1    3
B       

( वतीय पिं त से व तार करने पर) 
= -1(-9+2)+3(12-4)-0 
= 7+24 
B =31 

AB  = .A B =931=279 
नोट: िजस पिं त या त भ म सबसे अ धक शू य ह  उस पिं त या त भ से व तार करना 

सु वधाजनक होता है।  

14.4 सार णक क  वशषेताएं (Properties of Determinants) 
मेय-1 य द सार णक म पिं तय  को त भ  म और त भ  को पिं तय  म प रव तत कया जावे 

तो सार णक का मान अप रव तत रहता है । जैसे : 
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1 2 3 1 1 1

1 2 3 1 1 1

1 1 11 2 3

a     a     a a     a     a
b     b    b b     b    b

    b     bc     c     c b
  

2    1    5 2    3    4
3    2    6 1    2    3
4    3    7 5    6    7

  

मेय-2 य द सार णक म दो पिं तय  या त भ  को पर पर अ तप रव तत कर दया जाय तब सार णक 
का सं या मक मान वह  रहता है, पर त ु च ह म प रवतन हो जाता है । जसेै: 
कालम दो को कालम एक म बदलने पर च ह ऋणा मक हो जाएगा ।  

11 12 13 12 11 13

21 22 23 22 21 23

31 32 33 32 31 33

a     a     a a     a     a
b     b    b ( )     a    a
c     c     c     a     a

a
a

   

इसी कार पिं त एक को पिं त दो म लखने पर च ह प रव तत हो जाएगा । 
11 12 13 21 22 23

21 22 23 11 12 13

31 32 33 31 32 33

a     a     a a     a     a
    a    a ( )     a    a
    a     a     a     a

a a
a a

   

सं या मक प म- पिं त एक को पिं त दो म लखने पर ऋणा मक च ह लगाया गया है । 
1    2    3 2    3    4
2    3    4 ( ) 1    2    3
3    1    4 3    1    4

   

1    2    6
3    5    1 1(0 4) 2(0 1) 6(12 5) 4 2 42 40
1    4    0

A              

थम एव ंततृीय पिं त को पर पर बदलने पर मान 40 ह  रहा पर त ुयह ऋणा मक हो जाएगा। 
1    4    0
3    5    1 1(30 2) 4(18 1) 0(6 5) 28 68 40
1    2    6

A             

मेय-3 य द कसी त भ (या पिं त) को नकट के त भ (या पिं त) के आगे खसकाया जाता है 
तो सार णक का सं या मक मान वह  रहता है पर तु छलांगे गये त भ  (या पिं तय ) क  
सं या वषय होने पर च ह बदल जाता है।  
1    2    6
3    5    1
1    4    0

=40 है जब क एक पिं त छलांग लगाने पर मान ऋणा मक एव ंदो पिं त क  

छलांग लगाने पर मान धना मक हो जाएगा । 
2    1    6
3    5    1
4    1    0

= -40 
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2    6    1 3    5    1
5    1    3 40 1    4    0 40
4    0    1 1    2    6

   

मेय-4 य द सार णक क  कसी पिं त या त भ के सभी अवयव  को कसी अ दश (Scalar) से 
गणुा कया जाय तो सार णक के मान म उस रा श का गणुा हो जाता है ।  

A 
1    2    6
3    5    1
1    4    0

= 40 

थम त भ को 5 से गणुा करने पर-  
1 5    2    6 5    2    6
3 5    5    1 15   5   1 40 5 200
1 5    4    0 5    4    0


    


 

उप मेय- 
इसी वशेषता के आधार पर हम सार णक क  कसी भी पिं त या त भ से कसी सं या 
को उभय न ठ (Common Factor) ले सकते ह जैसे- थम पिं त से 5 उभय न ठ लेने 
पर  
5    10    30 1    2    6
3      5     1 5 3    5    1
1      4     0 1    4    0

  

थम पिं त से 5 एव ं वतीय पिं त से 2 उभय न ठ (Common Factor) लेने पर  
5    15 1    3

5 2
2     4 1    2

   

नोट:  मै स एव ंसार णक से उभय न ठ लेने म मूलभूत अ तर है िजसे सदैव यान म रखा जाना 
चा हए । मै स म उभय न ठ सारे अवयव  म से लया जावेगा जब क सार णक म कसी 
पिं त या त भ से । इसी कार कसी मै स को कसी अ दश से गणुा करने पर उस मै स 
के सभी अवयव अ दश से गणुा हो जावगे जब क एक सार णक को अ दश से गणुा करने पर 
केवल कसी एक पिं त या त भ के अवयव अ दश से गणुा ह गे ।  
(अ दश एक ऐसा मै स है िजसका अवयव केवल एक वा त वक सं या है ।) 

मेय-5 य द कसी सार णक म कोई दो पिं तयां अथवा त भ सवसम हो तो उस सार णक का मान 

शू य होता है । जसेै- A 
2    3    1
1    3    5 0
2    3    1

   

थम पिं त तथा ततृीय पिं त सवसम है । इन दोन  को अ तप रव तत करने पर ( मेय 
2 से) 

A = -A 
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अथवा 2A = 0 
अथवा A = 0 

मेथ-6 य द कसी सार णक क  कसी पिं त (या त भ) के सभी अवयव शू य ह  तो उस सार णक 
का मान शू य होगा । 

य द 
1    3    -3
0    0     0 0 0 0 0
-1   4     2

A      

मेय 7 य द कसी सार णक क  एक पिं त (या त भ), दसूर  कसी पिं त (या त भ) का कोई 
गणुा हो तो सार णक का मान शू य होगा। 

2    3    1
0    3    5 0
4    6    2

A    

(ततृीय पिं त के सभी अवयव थम पिं त के संगत अवयव  से दगुने ह) 
मेय-8 य द सार णक का कसी पिं त (या त भ) के येक अवयव म अ य कसी पिं त (या त भ) 

के संगत अवयव  को कसी भी अचर रा श से गणुा करके जोड़ या घटा दया जाय तो सार णक 
के मान म कोई प रवतन नह ं होता । अथात ् 

1    2    3
2    4    6 1(48 0) 2(24 0) 3(4 24)
6    2  12

A         

( थम पिं त से व तार करने पर) 
= 48-48-60=-60 
त भ 1 को 2 से गणुा कर त भ 2 से घटाने पर (C2- 2C1) 

1   2-(1 2)  3 1    0    3
2   4-(2 2) 0 2    0    0
6   2-(6 2) 12 6  -10  12


 


 

थम पिं त से व तार करने पर 
= 1(0-0)-0(24-0)+3(-20-0) 
= 0-0-60 
= -60 

मेय 9 य द सार णक क  कसी पिं त या त भ का येक अवयव दो रा शय  के योग (अथवा अ तर) 
के प म हो तो सार णक को उसी म के दो सार णक  के योग (अथवा अ तर) के प म 
य त कया जा सकता है । जसेै- 

A 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

a +b    c   d a     c     d b    c   d
+b    c   d     c    d b   c   d
+b     c   d     c     d b    c   d

a a
a a
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इसी कार 
4-2    2    1 4    2    1 2    3    1
3-1    4    2 3    4    2 ( ) 1    4    2
5-3    3    3 5    3    3 3    3    3

    

मेय 10 दो आ यहू  (मै स ) के गणुनफल का सार णक उन आ यहू  के सार णक के गणुनफल 
के बराबर होता है अथात ् 
AB  = A B  

य द 
1     3   -3
2     0   1

1   4  -2 
A

 
   
  

 एव ं
-1    0   2
3    -2  -2
1     0    -1 

B
 
   
  

 तब 

5    -6    -1
-1    0    3
11    -8   -8 

AB
 
   
  

अत: AB = 
5    -6    -1
-1    0    -3
11    -8   -8 

AB
 
   
  

 

= 5(0+24)+6(8-33)-1(8-0) 
= 120 – 150 - 8  
= -38  

1    3    -3
2    0    1 1(0 4) 3( 4 1) 3(8 0) 4 9 24 19
-1    4   -2

A                

-1    0      2
3     -2    -2 1(2 0) 0( 3 2) 2(0 2)
1      0    -1

B           

= -2-0+4 
= 2 
अत: AB  = A B =(-19)(2)= -38 

मेय 11 एक वकण मै स (Diagonal Matrix) का सार णक इसके वकण के अवयव  के गणुनफल 
के बराबर होता है ।  

य द A
-2    0    0
0     3    0
0     0    5

 
   
  

 है तब 
-2    0    0
0     3    0
0     0    5

A
 
   
  

 

2(15 0) 0 0 30A         अथवा -2  3  5 = - 30 
सार णक  के उपयु त गणुधम  का उपयोग करके सार णक का मान ला लेस व तार कये 

बना भी ात कया जा सकता है । ऐसी सम याओं के कुछ उदाहरण  वारा हम सार णक का मान 
ात करना सीखगे । 

उदाहरण-3 
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3.1  न न ल खत सार णक  का मान ात क िजए । 
9     12    15

( ) 10    13   16
11    14   17

a   
1    1   1

( ) 1    2   3
1    3   6

b   
2    5   8

( ) 3    6   9
4    7  10

c   

हल-  
(a) उपयु त सार णक के थम तथा वतीय, वतीय तथा ततृीय त भ  के अवयव  का अ तर 

3 है अत: ततृीय त भ म से वतीय त भ के संगत अवयव  को घटाने पर (C3 - C2 
से) ।  

9     12    15-12 9     12   3
10    13   16-13 10   13   3
11    14   17-14 11   14   3

  

पनु: वतीय त भ म से थम त भ के संगत अवयव  को घटाने पर (C2 - C1 से) । 
9      12-9     3 9     3   3
10    13-10   3 10   3   3 0
11    14-11   3 11   3   3

   

मेय 5 के अनसुार य द कसी सार णक म कोई दो पिं तया ंया त भ सवसम हो तो उस 
सार णक का मान शू य होता है । उपयु त सार णक के त भ वतीय एव ंततृीय सवसम ह; अत+ 
सार णक मान शू य है । व तार करके हल करने पर भी यह ह  प रणाम ा त होगा । 

(b) माना क 
1    1   1
1    2   3
1    3   6

A   

त भ 3 म से त भ 2 के संगत अवयव  को घटाने पर (C3 - C2) 
1    1   1-1 1    1   0
1    2   3-2 1    2   1
1    3   6-3 1    3   3

A    

त भ 2 म से त भ 1 के संगत अवयव  को घटाने पर (C2 - C1) 
1    1-1   0 1    0   0
1    2-1   1 1    1   1
1    3-1   3 1    2   3

A    

थम पिं त से व तार करने पर 
A =1(13-21)-0+0=1(3-2) 
A =1 
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(c) माना A =
2    5    8
3    6    9
4    7   10

 

C3-C2 
2    5    8-5 2    5   3
3    6    9-6 3    6   3
4    7  10-7 4    7   3

A     

C2-C1 
2    5-2    3 2    3   3
3    6-3    3 3    3   3 0
4    7-4    3 4    3   3

A     

मेय 5 के अनसुार कोई भी दो त भ सवसम हो तो सार णक का मान शू य होगा । 
3.2 स  क िजए क- 

2 2 2

1   1   1
a   b   c ( )( )( )
a  b  c

a b b c c a     

हल : द  हु ई सार णक को   से य त करने तथा त भ 1 म से त भ 2 के संगत अवयव 
घटाने पर (C1-C2) 

=

2 2 2 2

1-1    1   1
a-b    b   c
a -b  b  c

 

त भ 2 म से त भ 3 के संगत अवयव घटाने पर (C2-C3) 

=
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

  0       1-1     1   0         0         1
 a-b     b-c     c  a-b     b-c          c
a -b  b - c   c a -b  b - c   c c





 

थम त भ से (a- b) और वतीय त भ से (b- c) को उभय न ठ (Common) लेने 
पर  

=(a-b) (b-c) 
2

  0      0      1
  1      1      c
a+b  b+c   c

 

पिं त 1 के अनसुार व तार करने पर  
=(a-b) (b-c)[ (b-c)- (a+b)] 
= (a-b) (b-c) (c-a) 
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इस कार स  होता है क =(a-b) (b-c) (c-a) 
3.3 स  क िजए क- 

2 2

2 2

2 2

  0       ab    ac  
a b     0      bc
a c     b c     0

= 2a3b3c3 

हल: द  हु ई सार णक को = 
2 2

2 2

2 2

  0       ab    ac  
a b     0      bc
a c     b c     0

 

से य त कर तथा थम त भ से a2, वतीय त भ से b2, एव ंततृीय त भ से c2 
उभय न ठ लेने पर  

=a2b2c2
0   a    a
b   0    b
c    c    0

 

थम पिं त से a, वतीय पिं त से b एव ंततृीय पिं त से c उभय न ठ लेने पर-  

=a3b3c3
0   1   1
1   0   1
1   1   0

 

वतीय त भ से ततृीय त भ के संगत अवयव घटाने पर (C2-C3) 

=a3b3c3
0   0   1
1   -1  1
1    1  0

 

सार णक का थम पिं त से व तार करने पर 
=a3b3c3[0-0+1(1+1)] 
=2a3b3c3 

3.4  स  क िजए- 
2 2    2

2 2 2 3

2 2 2

(b+c)     a
b   (c+a)   b 2 ( )

  c    (a+b)

a
abc a b c

c
    

हल  द  हु ई सार णक को   से य त करने और C1-C3 तथा C2-C3 का योग करने पर – 
2 2    2

2 2

2 2 2 2

(b+c) - a 0       
   0       (c+a)    b

 (a+b)  c -  (a+b)

a

c
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2

2

2

( )  ( )     0                          a
      0                           (c+a+b)(c+a-b)       b
(c+a+b)   (c-c-b)         (c+a+b)(c-a-b)       (a+b)   

b c c b c a   

 

2 2( )( )a b a b a b       
       2

2 2

2

b+c- a 0           
( )    0       c+a-b     b

  c-a-b  (a+b)

a
a b c

c a b
 

 

 

ततृीय पिं त म से थम व वतीय पिं त के योग को घटाने पर (R3-R2+R2)] 
       2

2 2

b+c- a 0         a   
=(a+b+c)    0       c+a-b     b

-2b       -2a        2ab
  

थम एव ं वतीय त भ का मश a व b से गणुा करके दोन  त भ  से ततृीय त भ 
के संगत अव य जोड़ने पर-  

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

ab+ac-a           a                   a  
=(a+b+c) /    0+            c+a-b +b            b

-2ab+2ab       -2ab+2ab        2ab

ab+ac     a             a  
=(a+b+c) /  b              b

0         

ab

ab bc ab



 

2

 0            2ab

2 ( )abc a b c  

 ततृीय पंि त से व तार करने 

14.5 ै मर के नयम वारा युगपत समीकरण  का हल (Cramer’s 
Rule)  
अथशा  के कई मॉडल  के व लेषण म यगुपत एक रेखीय समीकरण  के समु चय को हल 

करना होता है । जसेै-जैसे चर  क  सं या तथा तदनसुार समीकरण  क  सं या म वृ  होती है, सम या 
ज टल होती जाती है । सार णक  के उपयोग से एक रेखीय समीकरण  के समु चय को हल करना बहु त 
सरल हो जाता है । सार णक उन समीकरण  के समु चय वारा ह  बन सकता है जहां चर  क  सं या 
समीकरण  क  सं या के बराबर हो । 

इस इकाई म हम यगुपत समीकरण  के हल क  व ध िजसे ै मर का नयम (Cramer’s 
Rule) कहते ह का अ ययन करगे । सव थम हम सरल सीधी रेखा समीकरण को हल करगे । 

1 1 1.......................

1 1 2

(1)
...............(2)

a b y c
a b y c
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सार णक क  व ध से हल इस कार लखा जा सकता है । 

1    1 1    1 1    1

1 2 1    1 1 2

1  

   b    b

y
a b a c a b
c a c a


 

 

इससे अ ात चर  के मू य सार णक का मू य ात कर नकाला जा सकता है । 
सामा य प म सू  इस कार होगा य द समीकरण  क  सं या तीन होगी । 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

a X a X a X K
a X a X a X K
a X a X a X K

  
  

  
 

12 2 131 12 1 11 12 1

2 22 23 22 2 23 21 22 2

1 32 33 32 3 33 31 32 3
1 2 3

                   
                 
                 

  

a K aK a a a a K
K a a a K a a a K
K a a a K a a a K

X X X
A A A

    

उपयु त अनपुात  म हर (denominator) चर  के गणुांक मै स का सार णक ह । अंश 
(numerator) गणुांक मै स का ऐसा सार णक है िजसम i वां त भ (i= 1, 2, 3) दायीं ओर के 
अचर मू य  के त भ वारा त था पत कर दया गया है । 

य द A =0 है तो एक रेखीय समीकरण  के समु चय का कोई अ नय हल नह  ंहै । 
ऊपर 3 यगुपत समीकरण  क  ि थ त म अन य हल ढंूढने क  या बताई गई है । n 

समीकरण  क  ि थ त म भी इसी कार क  या अपनाई जावेगी । 

1 2, ............ nX X X  अथात ्n अ ात मूल और n समीकरण दये हु ये ह । 
11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2 2

1 1 2 2 3 3 3

..............
...............

..............

in n

n n

n n n nn n

a X a X a X a X K
a X a X a X a X K

a X a X a X a X K

  
  

                    
  

 

माना क अ ात मू य 1 2, ............ nX X X  के गणुाकं का सार णक   है जसेै- 

11 12 12

21 22 23

1 2 3

  
  

Δ
:      :     : 

   n n n

a a a
a a a

a a a

  

य द हम i व त भ के थान पर समीकरण  के दायीं ओर के गणुांक  के त भ को 

त था पत करके बने सार णक को 1D  वारा बताय, तब- 
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1 2 3 1
1 2 3 1, , ,........ , n

nX X X X X
    

 
    

 

जहां ( 0)   
जैसे यगुपत समीकरण  का समु चय है- 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3
2 0
3 4 8

X X X
X X X
X X X

  
  

  
 

तब 
1       1       1  
2      -1     -1 =1(-1+4)-1(2+3)+1(8+3)
3       4       1

   

=+3-5+11
=9

 

1

3       1       1  
0      -1     -1 =3(1-4)-10+8)+1(0+8)
8       4       1

   

 
=9-8+8
=9

 

2

1       3       1  
2      0     -1 =1(0+8)-3(2+3)+1(16-0)
3       8       1

   

8 15 16
9

  


 

3

1       1       3  
2      -1     -0 =1(-8+0)-1(16-0)+3(8+3)
3       4       8

   

8 16 33
9

   


 

तब 1 2 3
1 2 3, ,X X X

  
 

  
 

अथवा 1 2 3
9 9 91, 1, 1
9 9 9

X X X       

उदाहरण -4 सार णक  का उपयोग करके नभ समीकरण  को हल क िजए- 
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(i) 2 9x y z    
2 3 14x y z    

2 3 11x y z    
(ii) 3 0x y z    

2 6
  3 8
x y
x y z
 
    

(iii) 3 5 7 13x y z    
4 12 6
  2 9 3 20
x y z

x y z
  
    

हल - सार णक 2 का मान  
1       1       2  

2    3 1    3 1    2
 (i) 1      2        3 1 1 2

3    1 2    1 2    3
2      3        1

7 5 2 4

    

        

1

9       1        2  
2    3 14    3 14    2

14      2        3 9 1 2
3    1 11    1 11    3

11      3        1
63 19 40
4

or x     

   
 

 

1

1       9        2  
14    3 1    3 1    14

1      14       3 1 9 2
11    1 2    1 2    11

2      11       1
19 45 34
8

or y     

   
 

 

3

1       1        9  
2    14 1    14 1    2

1      2         14 1 1 9
3    11 2    11 2    3

2      3        11
20 17 9
12

or z     

   
 

 

4 1
4

x
x

 
  

 
 

8 2
4

y
y
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12 3
4

z
z

 
  

 
 

 
नोट:  हल जांच x, y, और z का मू य सभी समीकरण  म त था पत करके '' क िजए, जैसे – 

2 1 2 2(3) 9x y z       
हल (ii) माना क अ ात रा शय  के गणुाकं का सार णक   

1       1        3  
2    0 1    0 1    2

1      2         0 1 1 3
3    1 1    1 1    3

1      3        1
2 1 3 4

63 19 40
0       1        3  

6    0 6    2
6      2         0 0 1 3

8    1
8      3         1

x

    

   
 

    
8    3

6 6 0   

 

1       1        3  
6    0 1    6

1       6         0 1 0 3
8    1 1    8

1      8          1
6 0 6 12

y    

     

1       1        0  
2    6 1    6

1       2         6 1 1 0
3    8 1    8

1       3         8
2 2 4

z    

      

12 3
4

12 3
4

4 3
4

x
x

y
y

z
z


  

 

 
  

 

 
   

 

 

हल (iii) माना क अ ात रा शय  के गणुांक का सार णक   
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3       5       -7  
1   -12 4    -12 4    1

4      1       -12 3 5 7
9    -3 2      -3 2    9

2      9        -3
      

3( 3 108) 5( 12 24) 7(36 2)
315 60 238

       
    

3      13   -17  
4      6      -12 3( 18 240) 13( 12 24) 7(80 12)
2     20      -3

34

y         

  

 
3      5    13  
4      1      6 3(20 54) 5(80 12) 13(36 2)
2     9      20

0

17 1
17

34 2
17

0 0
17

z

x
x

y
y

z
z

       




  




  




  



 

14.6 सारांश (Summary) 
दो समाना तर ल बवत ्रेखाओं के म य वग अकंायत म लखे गये म व यास को सार णक 

कहते ह। सार णक केवल वग आ यहू  के लये ह  प रभा षत होते ह । सार णक का मान ात कया 
जा सकता है । मान ात करने के लये सहख ड  से व तार क  प त अपनाई जाती है । सार णक 
के गणुधम  के आधार पर, जहां सभंव हो, बना व तार कये भी सार णक का मान ात कया जा 
सकता है । एक रेखीय यगुपत समीकरण  के समु चय का अन य हल सार णक व ध से ात कया 
जा सकता है । इस व ध को ै मर का नयम कहत ेह । 

14.7 श दावल  (Glossary) 
सार णक Determinant 
रै खक समीकरण Linear Equation 
समु चय set 
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लघसुार णक / उपसार णक Minor 
सहख ड Cofactor 
सहख डन Adjoint' 
हर Denominator 
अंश Numerator 
गणुांक Coefficient 

14.8 स दभ थ (References) 
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Ed. Chapter-3 
ल मीनारायण नाथरूामका, ''अथशा  म ग णत के योग' कॉलेज बकु हाउस, अ याय -11 

14.9 अ यासाथ न (Unit-end Questions) 

1. E-1 य द 
0       1        2  
0       2         0 
1       2         3

A   है तो A  का मान ात क िजए। 

E-2 य द 
1       1        2  
2       0        1 
1       2         0

A  है तो Adj. ात क िजए । 

E-3 
1       0        2  
3       -2       4 
-3       5       -1

A   म 

(i) अवयव 1, -2 तथा 4 के लघ ुसार णक ात क िजए ।  
(ii) अवयव 2. -2 तथा -3 के सहख ड ात क िजए । 

E-4 
0       1        2  
2       5       4 
3       0       -1

का सार कर मान ात क िजए । 

E-5 
a      b        c  
b      c       a
c       a       d

 का मान ात क िजए । 
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E-6 
a      b        c  
b      c       a
c       a       d

अवयव (), 1 और 7 के लघसुार णक एव ंसहख ड ात क िजए ।  

2. E-7 बना व तार कए स  क िजए क 
19      17     15  
9       8        7 0
1       1        1

   

E-8 द शत क िजए क 
3 3 3

1      1     1
a       b    c ( )( )( )
a      b    c

b c c a a b c      

 
E-9 सार णक के कन गणुधम  के आधार पर न न कार से लख सकते ह- 

9    18 9    18 9    27 1    3
(a) ( ) 18

27   26 0     2 4    2 2    1
b   

1  1  4 1  4  1
2a    2b

(c) 0( ) 2  0  1 0  1  2
a      b

1  2  2 2   2  1
d   

E-10 स  क िजए क- 

3

a+b+2c    a          b
  c         b+c+2a   b 2( )
  c           a         c+a+2b

a b c    

E-11 स  क िजए क- 
a-b  b-c   c-a
b-c  c-a   a-b 0
c-a  a-b   b-c

  

E-12 स  क िजए क 

3 3 3

      b       c
a-b  b-c   c-a 3
b+c  c+a   a+b

a
a b c abc     

3. E-13 यगुपत समीकरण  के न न समु चय  को सार णक व ध ( े मर का नयम) लाग ूकरके 
हल क िजए- 

(i)  7 0x y z    
10 2 8x y z    

2 3 1x y z    
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(ii)   6 3 2 7x y z    
2 4 3
2 2 1
x y z
x y z
  
  

 

(iii)  2 3 9x y z    
2 4x y z    

3   2 10x y z   
(iv)  1 2 34 5 7 15x x x    

1 2 3

1 2 3

3 2 6 8
7 6

x x x
x x x

  

  
 

हल एव ंउ तर 
E-1 0A   

E-2 adj. 
-2      0      1  
1       0      -1 
4      -1      -2

A   

E-3 

 

-2    4 1    2 1    0
( ) , ,

5     1 -3  -1 -3   5

3    -2 1    2 0    0
( )( ) , ( ) , ( )

-3    5 -3  -1 -2   4

i

ii   

 

E-4 26A    
E-5 3 3 33abc a b c    
E-6 

e    f d    f a    b
h    i g    i g    h

e    f d    f a    b
( ) ( )

h    i g    i g    h

Ma Ma Mf

Ca Ca Cf

  

     

  

E-7 1 22R R  करने पर थम व ततृीय पिं त समान है अत: मान श द है । 
E-8 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b      

1 2C C  एव ं 2 3C C
लेकर (a-b) व (b-c) उभय न ठ ल िजए । 

E-9 (a) सार णक क  कसी पिं त के येक अवयव को कसी अचर रा श से गणुा 
कर कसी अ य पिं त के संगत अवयव  म से घटाने पर सार णक का मान 
अप रव तत रहता है । 

2 1( 3 )R R  
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(b) थम पिं त से 9 एव ं वतीय पिं त से 2 उभय न ठ लेने पर, य क 
सार णक क  कसी पिं त या त भ से कोई भी अचर रा श उभय न ठ के 
प म बाहर ल  जा सकती है । 

(c) एक पिं त दसूर  पिं त का कोई गणुा होने पर सार णक का मान शू य होता 
है । 1 2( 2 )R R  

(d) सार णक के कसी त भ को नकट के त भ के आगे खसकाया जाय 
तो सार णक का सं या मक मान वह  रहता है पर तु छलागं गये त भ  
क  सं या वषम होने पर च ह बदल जाता है । 

E-10 1 2 3( ) )( )i C C C ii   थम त भ से 2 ( )a b c   कॉमन ल (iii) 2 1R R , 

एव ं 3 1R R
 कर (iv) थम पिं त से सार कर । 

E-11 (i) 2 3C C  कर (ii) 3C
 म -1 का भाग देकर -1 उभय न ठ ल (iii) थम एव ं

ततृीय त भ सवसम होने स मान शू य होगा । 
E-12 (i) वतीय पिं त से थम पिं त के संगत अवयव घटाय (ii) ततृीय पिं त म वतीय 

पिं त के संगत अवयव जोड़े (iii) थम पिं त से व तार कर । 
E-13 (i) x=1, y=3, z=4 (ii) x=0, y=1, z=1 (iii) x=1, y=2, z=3 (iv)    

असंगत, हल नह ं । 
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इकाई -15 
यगुपत समीकरण (Quadratic Equations)  

इकाई क  परेखा 
15.0 उ े य 
15.1 तावना 
15.2 यगुपत समीकरण 

15.2.1 यगुपत समीकरण का उदाहरण 
15.2.2 रेखा च  व ध 
15.2.3 बीजग णतीय व ध 
15.2.4 बीजग णतीय व ध का व तार 

15.3 मै स व ध 
15.4 क यटूर का योग 
15.5 अथशा  म योग 
15.6 साराशं 
15.7 श दावल  
15.8 स दभ थ 
15.9 अ यासाथ न 
15.10 अ यास न  के उ तर  

15.0 उ े य (Objectives) 
इस इकाई का उ े य व या थय  को समीकरण के बारे म जानकार  दान करना है । इस 

इकाई के अ ययन के बाद आप: 
 समीकरण वारा सम याओं को हल करने क  व ध ात कर सकगे; 
 वपद य समीकरण को हल कर सकगे; 
 वघातीय समीकरण को हल करने क  व धयां ात कर सकगे; 
 अथशा  म समीकरण का योग कर सकगे ।  

15.1 तावना (Introduction)  
बीजग णत समीकरण का ारि भक ब द ुहै जहां साधारण सम याएं, तक, मरण शि त 

एव ंती  गणना वारा हल क  जा सकती है वहां ज टल सम याओं को हल करने म समीकरण बहु त 
उपयोगी है । एक सामा य उदाहरण ल । वह कौन सी सं या है िजसम तीन जोड़ा जाय तो योग 8 
हो जायेगा. आप शी  जवाब दगे क वह सं या 5 है िजसम य द तीन जोडा जाय तो उ तर 8 होगा। 

इसी सम या को एक समीकरण के प म ततु कया जा सकता है माना क X वह अ ात 
सं या है िजसे जोड़ने पर उ तर 8 है । तो समीकरण के प म- 
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3 + X = 8 
अथवा पा तरण करने पर  

X = 8-3 
X = 5  

इसने हम एक ऐसी व ध दान क  है िजससे हम इस कार क  कोई भी सम या, समीकरण 
बनाकर हल कर सकते ह । अथात समीकरण वह व ध है िजससे अ ात सं या बना वशेष प र म 
के ात क  जा सकती है । 

समीकरण का योग न केवल क ठनाई को सरल बनाता है पर हम सोचने का नया तर का 
भी दान करता है । इस इकाई म हम सरल समीकरण का योग करगे य क अथशा , वा ण य 
आ द म सरल समीकरण भी अनेक यवहा रक न  को हल करने क  मता दान करते ह ।  

15.2 युगपत समीकरण (Quadratic Equations) 

15.2.1 यगुपत समीकरण का उदाहरण 

यगुपत समीकरण म दो चर होते ह तथा ये दोन  ह  घर उस व श ट मू य को बतलाते ह 
जो दोन  ह  समीकरण  को संतु ट करता है । उदाहरण के लए न न समीकरण यगुपत समीकरण 
को बतलाता है । 

3 X + 2 Y = 7 .......................(1)  
 X + Y = 3 ........................(2) 

समीकरण X = 1 तथा Y = 2 वे व श ट मू य है जो दोन  ह  समीकरण यु म को एक 
साथ संतु ट करत ेह । य द X एव ंY का अ य कोई मू य लया जाये तो समीकरण संतु ट नह  ंह गे 
। उदाहरण के लए X=2 एव ंY=1 लया जाये तो समीकरण सं या 2 (eq....2) तो परूा होगा पर 
समीकरण 1 (eq........1 का मू य-  

3(2) + 2(2) =6+2 = 8 
हो जायेगा । अत: समीकरण 1 परूा नह ं होगा । 

इसी कार X = 2 एव ंY=
 
 लया जाये तो 3 (2) + 

12
2

 
 
 

=6+ 1 = 7  

अथात ्समीकरण सं या 1 परूा होगा पर समीकरण सं या 2 म यह  मू य रखने पर 2 
12 2.5
2

   
 

 होगा । अत: समीकरण सं या 2 क  सतंुि ट नह ं हो पायेगी । इस कार यगुपत 

समीकरण का हल करने म हम उन दो व श ट मू य  को ा त करत ेहै जो दोन  ह  समीकरण  को 
संतु ट कर सके । इससे पवू क  हम यगुपत समीकरण  क  ग णतीय वशेषताओं का अ ययन करे 
हम उनके हल करने क  दो व धय  का अ ययन करते ह । 

(1) रेखा च  व ध 
(2) बीजग णतीय व ध  
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15.2.2 रेखा च  व ध 

इसम दोनो समीकरण  म दये गये X व Y गणुांक (Coefficients) को कि पत मू य देकर 
ाफ पेपर पर दो रेखाएं बनायी जाती है । इन दोन  रेखाओं का मलन ब द ु(Intersection Points) 

ह  X एव ंY के मू य को बतलाता है जो समीकरण को संतु ट करते है । इसे न न उदाहरण वारा 
प ट कया गया है ।  

3X + 2Y = 7....................(1)  
X + Y = 3....................(2) 

यहां हम X एव ंY कि पत मू य लेते ह जो समीकरण सं या 1 को संतु ट करता है । 
X= 0 1 2 3 2.33 -  
Y = 3.5 2 0.5 -1 0 4  

इसी कार समीकरण सं या 2 म X एव ं7 के व भ न मू य  का उपयोग करने पर- 
X = 0 1 2 3 4 -1  
Y = 3 2 1 0 -1 4  

उपयु त ब दओंु को रेखा च  पर तुत करने पर न न ल खत च  बनता है । 

 
रेखा च  15.1 

इस रेखा च  म X=1 तथा Y=2 पर दोन  रेखाएं आपस म काट रह  है यह सा य ब द ु
(Equilibrium Point) X तथा Y के उन मू य  को बतलाता है जहा ंदोन  समीकरण संतु ट होते 
ह । 
 रेखा च  व ध का व तार 

य द हमारे पास दो के थान पर तीन समीकरण हो तब भी X, Y एव ंZ का सा य मू य 
ा त कया जा सकता है । उसक  व ध दो समीकरण के समान ह  है । 

6
2X 2 3 15
3 2 7

X Y Z
Y Z

X Y Z
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दो समीकरण  क  तरह ह  इसम हम X, Y एव ंZ के कि पत मू य ले सकते ह पर इसम 
आयामी च  बनाना होगा। अत: यवहार म आयामी च  बनाने म क ठनाई होने के कारण तीन 

या अ धक चर (Variables) वाले समीकरण  को बीज ग णतीय व ध वारा हल करना अ धक आसान 
है । 

15.2.3 बीजग णतीय व ध 

बीजग णतीय व ध वारा यगुपत समीकरण को हल करना आसान है । सव थम हम दो घर  
म व त यगुपत समीकरण को हल करते ह । 
उदाहरण-1 

3X + 2Y = 17..:....................(1) 
2Y + 4Y = 22.......................(2)  
उपयु त समीकरण  को हल करने के लये हम सव थम कसी एक घर के गणुांक  के समान 

मू य लेकर उ ह घटा लेते ह । इस कार शेष एक चर रह जायेगा िजसम समीकरण आसानी से हल 
हो जायेगा । 

उदाहरण के लए समीकरण थम को 2 से गणुा करने पर एव ंसमीकरण वतीय को ३ से 
गणुा करने पर दोन  ह  समीकरण  म 6X आ जायेगा और फर घटाने पर X शू य रह जायेगा तथा 
Y मू य ात कया जा सकेगा । स पणू समीकरण eq. 1 को 2 से तथा समीकरण eq. 2 को 3 
से गणुा करने तथा घटाने पर- 

6 4 34
6X 12 66
-         -        -

         -8Y=-32
             Y=4

X Y
Y

 
 

च ह बदल जाएंगे 

इस कार Y = 4 मू य ा त हुआ । इस मू य को समीकरण 1 म रखने पर-  
3( ) 2(4) 17
3 8 17
3 17 8
3 9

3

X
X
X
X

X

 
 
 



 

इस कार X = 3 तथा Y = 4 मू य ा त हुआ । 
अब हम इस मू य को समीकरण 2 म रखकर जाचं करगे क यह मू य सह  है या नह ं । 

समीकरण दो म X व Y के ात मू य रखने पर- 
2 4 22
2(3) 4(4) 22
6 1622

X Y 
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इस कार X = 3 तथा Y=4 व मू य ह जो दोन  ह  समीकरण  को ह  तरह संतु ट करत े
है । 

15.2.4 बीजग णतीय व ध का व तार 

जहां दो चर  को हल करने के लए दो समीकरण आव यक है वहां तीन चर  का सा य मू य 
ात करने लए तीन समीकरण आव यक है । 

उदाहरण-2 
3.X + 4Y + 6Z = 29...................... (1)  
5X + 2Y + 2Z = 15.......................(2) 
2X + 3Y + Z = 11 ........................ (3)  

व ध  
(i) थम दो समीकरण  को हल करके उनम एक घर नकाल द िजए इस कार दो चर  का 

समीकरण रह जायेगा।  
(ii) समीकरण सं या दो एव ंतीन को हल क िजए । उसम भी यह  चर नका लये जो पहले नकाला 

था इस कार एक अ य समीकरण ा त होगा । 
(iii) इन दोनो ह  समीकरण  को हल करने पर दो चर  के मू य ात कर सकगे । 
(iv) तीसरे चर का मू य ात करने के लये इन दो ात मू य  का त थापन कर । 
(v) सभी समीकरण  म इन तीन  मलू को रखकर जाचं कर । 

हल  
3X + 4Y + 6Z = 29...................... (1) 
5X + 2Y + 2Y = 15...................... (2) 
2X + 3Y + Z = 11 ...................... (3) 
थम व वतीय समीकरण को लेकर तथा वतीय समीकरण को 3 से गणुा करने पर तथा 

घटाने पर-  
3 X + 4Y + 6Z = 29  
15 X + 6Y + 6Z = 45 
 - -  

12 2 16.............(4)X Y     

अब समीकरण 2 व 3 को लेकर तथा समीकरण 3 को 2 से गणुा करने पर- 
5 2 2 15
4 6 2 22
-         -        -       -

4 7..............(5)
   2 7

X Y Z
X Y Z

X Y
Y Z

  
  

  
  

 



275 
 

अब समीकरण 4 को (-2) से गणुा करने पर तथा समीकरण 5 के साथ योग करने पर 
24 4 32

4 7

25 25..............(6)
1

X Y
X Y

X

 
  




 

 
तथा समीकरण 6 म X का मान रखने पर - 

24(1) 4 32
24 4 32
4 32 24
4 8

2

Y
Y

Y
Y

Y

 
 
 



 

X = 1 तथा Y=2 का मू य समीकरण सं या 1 म रखने पर- 
3(1) 4(2) 6 29
3 8 6 29
6 11 29
6 29 11
6 18

3

Z
Z

Z
Z
Z

Z

  
  
 
 



 

इस कार X= 1, Y = 2 तथा 2 = 3 ात मलू  को थम तीन समीकरण  म रखकर सह  
हल क  पर ा क  जा सकती है । 
वघाती समीकरण- 

य द कसी समीकरण का सामा य प ax2+bx2+c=0 तो यह वघाती समीकरण कहलाता 
है । इसम x के दो मू य ात होत ेह तथा यह  दोन  उसके मूल (Roots) कहलात ेह । 

इस समीकरण को हल करने के लये इन समीकरण  क  न न वशेषता का योग कया जाता 
है । b गणुांक को दो भाग  म इस कार वभािजत कया जाता है क उनका योग b तथा गणुा ac 
के बराबर हो । 
उदाहरण-3 

215 14 3 0X x    
ax2+ bx + c = 0 क  भां त एक वघाती समीकरण है । इसम a=15, b = 14 तथा 

c= 3 है । इस व ध के अनसुार 14 के दो भाग इस कार से ह  क उनका योग 14 तथा गणुा 45 
(15x3) हो । 45 के कारक न न है । इसके लए हम व भ न सं याओं का जोड़ व गणुा करके देखत े
ह जसेै 1583 पर इसका योग अथवा बाक  हम 14 दान नह ं करती है । एव ं5 x 9 इसका योग 
14 है । अतः + 5 एव ं+9 को b के थान पर त था पत करने पर समीकरण पनु: लखा जा सकता 
है। 
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2

2

15 14 3 0
15 5 9 3 0

5 (3 1) 3(3 1) 0
(5 3)(3 1) 0

X x
X x x

x x x
x x

   

    
   

   

 

( थम दो पद  म से 5x उभय न ठ लेने पर एव ंबाद के दो पद  म से 3 म से उभय न ठ 
लेने पर, अब हम एक-एक 

े ट को बार -बार  से लगे ।  
य द 5 3 0x    तो 3

5x   
य द 3 1 0x    तो 1

3x    
अतः समीकरण के दो मू य 1

5x  - एव ं 1
3x   ह । 

य द ये दोनो मू य मलू समीकरण म रख जाय तो-  
2

2

15 14 3 0

3 315 14 3 0
5 5
9 4215 3 0
25 5

27 42 3 0
5 5
15 3 0
5
3 3 0

x x  

          
   
     
 

   


  

   

 

इसी कार 
1

3
x 
  का मू य रखने पर । 

23 315 14 3 0
5 5

15 14 3 0
9 3

15 42 3 0
9

1 3 0
3

27 0
9

3 3 0

x
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इस कार दोन  ह  मूल 1
1

5
x 
  तथा 1

1
3

x 
  इस समीकरण को सतंु ट करते ह । सू  

वारा वघात समीकरण का हल कारक व ध ज टल है तथा इसम काफ  अनमुान लगाना होता है 
पर तु य द हम न न सू  का योग कर तो समीकरण का हल आसान है- 

2 4   =X
2

b b ac
a

 
  

  का थम अ ात मूल  

2

=       =X
2

b b ac
a

 
  

 का वतीय अ ात मू य  

हम 15 x2 + 14 x +3=0 समीकरण को पनु: लेते ह तथा सू  व ध से हल करते ह- -  
214 (14) 4(15)(3)

2(15)


  
  

14 196 180
30


  

  

14 16
30


 

  

14 4 10 1
30 30 3


   

    

214 (14) 4(15)(3)
2(15)


  

  

14 16
30


 

  

14 4 18 3
30 30 3


   

    

इस कार 
1

3



  तथा 

3
5




  ये दोन  ह  समीकरण  को संतु ट करते ह । 

उदाहरण-4 
26 2 0x x    

सू  का योग करने पर 
 

2

(6),   b=(-1)

4
2

a

b b ac
a





 


 

2(1) ( 1) (4)(6)( 2)
2(6)

1 1 48
12
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1 49 1 7 8 2 or =

12 12 12 3
 

 
    

2( 1) ( 1) (4)(6)16( 2)
2(6)

1 49 1 7 6
12 12 12

1
2





    


  
  

 

 

2 1,
3 2

     इन दोन  मू य  को समीकरण म रखने पर-  

26 2 0x x    
22 26 - 2 0

3 3
    
 

 

4 26 2 0
9 3

    
 

 

24 2 2 0
9 3
    or 24 6 18 0

9
 

  

24 24 0
9


  0 0  

इसी कार 
1
2

x    मू य त था पत करने पर-  
21 16 2 0

2 2
        

   
 

1 16 2 0
4 2

     
 

 or 3 1 2 0
2 2
    

3 1 4 0
2

 
  

4 4 0
0 0
  


 

इस कार दोन  ह  मू य समीकरण  को संतु ट करते ह । 
बोध न-1 
1. 3 2 9X Y   2. 3 2 120X Y   
 9 4 21X Y    5 3 190X Y   
3. 10 5 80A B   4. 10A + 7B = 12 
 6 10 132A B    6A + 5B = 8 
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5. 3 15X   6. 24 10 13X Y   
 3 5 25X Y    5316 7

6
X Y   

7. 0.4 0.2 5
1.2 0.4 14

X
X Y
 
   

8.
 

2 3 8
4

6 2 2 16

X Y Z
X Y Z
X Y Z

  
  
  

 

9. 5 20
2 2 4
3 2 4

X Y Z
X Y Y
Y Y

   
  
 

 

10. 30
2 3 45
3 3 3 90

X Y Z
X Y Z
X Y Z

  
  
  

 

11. 4 5 3 13
6 4 3
18 4 0

A B Z
A B Z
A B Z

  
   
  

 

  

 

15. मै स व ध (Matrix Method) 
समीकरण को हल करने क  मै स व ध भी च लत है । इस इकाई म हम केवल उसक  

परेखा दान क  रहे ह। 
उदाहरण-1 

3 6 24
2 01

X Y
X Y
 
 

 

इसे मै स प म द शत करने पर  
इस सार णक का मान ात करने पर (यह D  कहलाता है) 
(3)( 1) (2 6) ( 3) (12)

15D
     

 
 

य द उपयु त समीकरण को न न कार से लखा जाए- 
aX + bY = K1 

cX + dY = K2 

यहां 3, 6, 2a b c    व 1d    है तथा 15D    है । 
न न दो सू  वारा वपद य समीकरण आसानी से हल हो सकत ेह। 

1 2

2 1

dk bkX
D

ak ckY
D







 

अत: उपयु त मूल रखने पर  
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1
( 1)(24) (6)(1)

15
24 6 30 2

15 15

X  



  

  
 

 अथात ् 1 2X   है । 

(3)(1) (2)(24)
15

3 48 45 3
15 15

Y 



 

  
 

 अत: Y= 3 है। 

व याथ  वय ंपर ा कर सकते है उपयु त समीकरण  म X=2 व Y=3 का मान रखने पर 
समीकरण के दाय और रखे हु ए मलू संतु ट कये जा सकते ह । 

उपयु त उदाहरण 2 x 2 के सार णक पर आधा रत ह । य द 3 x 3 अथवा उससे बड़े सार णक 
हो तो क यटूर वारा ये आसानी से हल कये जा सकते ह ।  

15.4 क यूटर का योग (Uses of Computer) 
य द बडे आकार के सार णक हो तो क यटूर का योग करना चा हये इसके लए ग णत एव ं

सांि यक  के वशेष सॉ टवेयर आत ेह । इनका योग वशेष आव यकताओं जैसे आ थक अनसुधान, 
मॉडल नमाण सामा य संतलुन आ द के लये कया जाता है ।  

15.5 अथशा  म योग (Uses in Economics)  
आ थक एव ं यावसा यक सम याओं म यगुपत समीकरण के कई यावहा रक योग है । इससे 

अ ात मू य  को ा त कया जा सकता है । 
उदाहरण-1 

अ खल इलेि क स ने X ेणी का ब ब 5 पये एव ंY ेणी का ब ब 8 पये म बेचा तो 
उसे 200 पया ा त होता है जब क वह X ेणी का ब ब 6 पये एव ं ेणी का 10 पये म बेचा 
तो 248 पये ा त होत ेह, बताइये X एव ंY ेणी के ब ब  क  सं या या है?  
हल- 

माना क वह X ेणी के X ब ब तथा Y ेणी के Y ब ब बेचता है । तो समीकरण इस 
कार बनेगा- 

5X+8Y=200 
6X+10Y=246 

उपयु त दोन  समीकरण  को हल करने पर हम X = 16 तथा Y = 15 ात होगा । इस 
कार वह X ेणी के वह 16 ब ब तथा Y ेणी के 15 ब ब ा त करेगा । 

उदाहरण-2 
A, B एव ंC तीन आकार के ब नयान ह । दकुानदार अलग-अलग ाहक  से अलग-अलग 

क मत लेता है । शाम को व भ न बल  के आधार पर न न जानकार  ा त हु ई- 
क मत A क मत B क मत C ा त रा श 

10 15 12 750 
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12 12 10 670 
5 6 8 395 

उपयु त आधार पर बतलाइये क उसको A, B एव ंC कार के कतने ब नयान बेचे । अपने 
उ तर का मलान ा त रा श से कर । य द इन सं याओं को समीकरण बनाकर हल कया गया तो 
A=15, B=20 तथा C=25 ा त होगा ।  
उदाहरण-3 

दो अंक  का योग 80 है । य द बडी सं या छोट  सं या क  4 गनुा से 5 गनुा अ धक है तो 
सं याएं ात क िजए । हल- इसे दो कार से हल कया जा सकता है । 
थम व ध-  इसम हम छोट  सं या को X मानत ेह तब बडी सं या (80-X) x होगी । तथा छोट  

सं या 
एव ंबडी सं या का स ब ध इस कार होगा । 

(80 ) 4 5
80 4 5
      -X-4X=5-80
5X=-75
X=15

X X
X X
  
  

 

दसूर  व ध य द छोट  सं या X तथा बड़ी सं या Y है तो न के अनसुार- 
X+Y=80
Y=4X+5

 (या -4X+Y=5 ) 

दोन  समीकरण का हल करने के लए थम समीकरण को 4 से गणुा करते है तथा योग करने 
पर-  

4X+4Y=320
-4X+Y=5

    5 325
        Y=65

Y 

 

तथा थम समीकरण म Y= 65 मू य रखने पर Y = 15 होगा । अत: बडी सं या 65 तथा 
छोट  सं या 15 होगी ।  

15.6 सारांश (Summary)  
 
 
 
 

15.7 श दावल  (Glossary) 
समीकरण Equation 
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यगुपत समीकरण Simultaneous Equation 
सार णक Determinants 
मै स Matrix 
अ ात मू य Unknown Values 
गणुांक मू य Coefficients 
सा य ब द ु Equilibrium 

15.8 स दभ थ (References) 
Stafford, Mathematics For Economists 
मेहता एव ंमदनानी, अथशा  म ग णत के योग, नवीनतम सं करण ।  

15.9 अ यासाथ न (Unit-end Questions)  
1. रेलवे म आधा ट कट होने पर कराया आधा होता है पर आर ण शु क समान है । य द कोटा 

से उदयपरु का परूा ट कट (आर ण स हत) 160 पया तथा एक परूा व एक आधा ट कट 
आर ण स हत 230 पया है तो परेू ट कट क  दर, आधे ट कट क  दर तथा आर ण चाज 
ात क िजए । 

2. 20 पये एव ं10 पये नोट  से बने हु ए एक बडंल म कुल 100 नोट ह, य द नोट  का कुल 
मू य 1800 पये है तो 20 पये एव ं10 पये के नोट  क  सं या ात क िजए । 

3. य द चार कुस  व पाँच टेबल क  क मत 1400 पये तथा 2 कुस  व 3 टेबल क  क मत 800 
पये है तो 5 कुस  व 2 टेबल क  या क मत होगी । 

4. य द बड़ी सं या म 5 घटा दये जाय तो वह छोट  सं या का 5 गनुा हो जाती है तथा य द 
छोट  सं या म 5 जोड़ दये जाये तो बडी सं या 4 गनुा रह जाती है । छोट  एव ंबडी सं या 
का मलू ात क िजए । 

5. दो अंक  क  एक सं या को दोन  अंक  क  जोड़ को 6 से गणुा कर तथा एक जोड़ कर ा त 
कया जा सकता है या दोन  अंक  के अ तर को 37 से गणुा कर तथा व जोड़कर ा त कया 
जा सकता है तो दोन  अंक ात क िजए । 

6. 12 कताब  व 8 कॉ पय  क  क मत 68 तथा 10 कताब  व 10 कॉ पय  क  क मत 60 पया 
है । एक कताब व एक काँपी का मू य ात क िजए । 

7. A एव ंB 120 कलोमीटर दरू है । य द दो बस वपर त दशा से आती है तो 4 घ टे म 
मलती है तथा समान दशा म जाती है तो 12 घ टे म मलती है । दोन  बस  क  गीत ात 
क िजए । 

8. 2X +5X+4=0  
9. 2-3X -10X-8=0 
10. 2-3X -36=0  
11. 23X +5X+2=0  
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12. A Two Digit Number Is Four Times The Sum And Three Times The 
Product Of Its Digit Find The Number. 

15.10 बोध न  के उ तर (Answers to SAQ’s)  
बोध न-1 

1. X=1  Y=3 2. X=20  Y=30 
3. A=2  B=12 4. A=1/2  B=1 
5. X=5   Y=2 6. X=1/3  Y=1/2 
7. X=10   Y=5 8. X=2  Y=3 Z=5 
9. X=4  Y=4 Z=4 10. X=5 Y=10  Z=15 
11. A=1/2  B=1 C=2     

अ यासाथ न- 
1. परूा कराया 140, आधा कराया 70 तथा रजवशन 20 पया । 
2. 20 पये के नोट 90 तथा 10 पये के नोट 20 ह ।  
3. 900 पया। 
4. बड़ी सं या 80 तथा छोट  सं या 15 है । 
5. 75  
6. कताब = 5 पया, काँपी 1 पया। 
7. 10 कलोमीटर तथा 20 कलोमीटर त घ टा। 
8. 4, 1L B     
9. 1 2X =6,X =4   
10. 1 2X =-3,        X =-2  
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इकाई -16  
ग णतीय एव ं या मतीय पदमाला : जोड़ एव ंपद नधारण 

(Arithmetical and Geometrical Series : Sum and Term 
Determination)  

इकाई क  परेखा 
16.0 उ े य 
16.1 तावना 
16.2 अंक ग णतीय पदमाला 

16.2.1 अंक ग णतीय पदमाला के उदाहरण 
16.2.2 ेणी का नि चत पदसं या पर योग 
16.2.3 सामा य अ तर ात करना 
16.2.4 पद  क  सं या ात करना 
16.2.5 यवहा रक योग 

16.3 या मतीय पदमाला 
16.3.1 या मतीय पदमाला का उदाहरण 
16.3.2 ेणी का नि चत पद  पर योग 
16.3.3 सामा य अ तर ात करना 
16.3.4 पद  क  सं या ात करना 
16.3.5 यावहा रक योग 

16.4 साराशं 
16.5 श दावल  
16.6 स दभ थ 
16.7 अ यासाथ न 
16.8 अ यास न  के उ तर  

16.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई को प ने के प चात आप : 

 अंक ग णतीय पदमाला का ान ा त कर सकगे । 
 अंक ग णतीय पदमाला के नि चत पद  का मान ात कर सकगे । अकं ग णतीय पदमाला 

का योग ात कर सकगे। 
 पद  क  सं या ात कर सकगे । 
 या मतीय पदमाला का ान ा त कर सकगे । 
 या मतीय पदमाला के पद  क  सं या तथा कसी नि चत पद का मान ात कर सकगे । 
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 या मतीय पदमाला का योग ा त कर सकगे । 
 अंक ग णतीय एव ं या मतीय पदमाला के यावहा रक योग तथा अथशा  म उपयोग कर 

सकगे । 

16.1 तावना (Introduction) 
ग णत के लए कसी ेणी (Series or Progressing]) का ान सदैव से च का वषय 

रहा है । ेणी कई कार क  हो सकती है । जैसे अंकग णतीय, या मतीय तथा हरा मक आ द । येक 
ेणी के अंक पद म एव ंमान के नि चत स ा त होते ह । इनम अंक ग णत ेणी क  गणना आसान 

है पर त ु या मतीय ेणी के लए लघगुणुक के ान क  आव यकता हो सकती है । 
इन े णय  के कई ' यावहा रक योग है, उनम से कुछ योग  क  हम आगे चचा करगे । 

16.2 अंक ग णतीय पदमाला (Arithmetical Progression) 
य द कोई पदमाला कसी नि चत मा ा म घटती या बढ़ती है तो वह अंक ग णतीय पदमाला 

कहलाती है । 
उदाहरण के लए- 

a a+d a+2d a+3d 

16.2.1 अंक ग णतीय पदमाला के उदाहरण 

एक अंक ग णतीय ेणी है िजसका समान अ तर d है । उदाहरण के लए 
5 8 11 14 17 
उपयु त ेणी का थम पद a = 5 है तथा सामा य अ तर (8-5) अथात ्d = 3 है । इस 

ेणी म येक पद म समान अ तर (d) जुडता जाता है । अंक ग णतीय ेणी म हम तीन न  
का उ तर खोजते ह । 

16.2.2 ेणी ंका नि चत पद सं या पर योग 

ेणी के नि चत पद सं या तक का योग कतना है? इसको ात करने के लए हम न न 

सू  का योग करते ह-  2 ( 1)
2
nS a n d    

इसम S = पदमाला का योग तथा n= पद  क  सं या है तथा a थम पद एव ंd सामा य 
अ तर है । 

अथवा ( )
2
nS a    

यहाँ  = अं तम पद है िजसका मान ( 1)a n d    के बराबर होता है । 
उदाहरण-1 

5 16 11 14 17 20 23 
इस ेणी का योग क िजए- 

हल   2 1
2
nS n n d      यहाँ 5, 3, 7a d n    है। 
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इन मू य  को रखने पर 
7 [2(5) (7 1)3]
2

S   
 

7 [10 (6)3]
2

S  

 7 [10 18]
2

S     
7 [28] 98
2

S  
 

य द साधारण व ध से उपयु त सं याओं का योग कर तो यह  उ तर ा त होगा । 
उदाहरण-2 

एक ेणी म थम पद 7 तथा समान अंतर 2 है । य द कुल पद 11 ह तो योग ात क िजए। 
हल  

[2 ( 1) ]
2
nS a n d  

 
11[2(7) (11 2)2]
2

S   
 

11[14 (10)2]
2

S  
 

11[14 (20)]
2

S  
 

11[34]
2

S 
 

374 187
2

S  
 

व याथ  न न ेणी का योग कर इसक  उ तर क  पर ा कर सकते ह। 
7 9 11 13  ................... 187 

उदाहरण -3 
एक ेणी का थम पद 4 है तथा सामा य अ तर 2 है, य द ेणी म कुल पद 9 है तो अं तम 

पद कौन-सा होगा? 
हल ेणी म a = 4, d = 2 तथा n = a है । अं तम पद को ात करने के लए – 

( 1)a n d    
4 (9 1)2    
4 (8 2)2    

4 16 20    
अतः अं तम पद 20 है । व याथ  इस ेणी को वय ं लखकर उ तर क  पर ा कर सकत े

ह । 

16.2.3 सामा य अ तर ात करना 

सामा य अ तर ात करना, य द दो पद  का मान दया गया है तो सामा य अ तर ात 
कया जा सकता है ।  
उदाहरण-4 

य द कसी अंकग णतीय ेणी म 7 द पद का मान 24 तथा 10 व पद का मान 29 है तो 
सामा य अ तर ात, क िजए- 
हल इस ेणी म 7 बा पद - 7 (7 1) 24a d     

तथा 10 वां पद 10 (10 1) 29d     
थम समीकरण म से वतीय समीकरण घटाने पर 
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6 24
29

a d
a ad
 
 

 

-     -    -
3 5d 

 घटाने पर च ह बदल जाएंगे (ऋणा मक च ह दोन  तरफ हट जाएंगे ।) - 

5
3

d   

इस मू य को समीकरण म रखने पर-  
56 24       a + 10  = 24
3

a    
 

 

a  = 24 - 24  - 10
a = 14

 

अत: सामा य अ तर 
5
3
 तथा ेणी का थम पद 14 है । इस आधार पर पदमाला बनाई 

जा सकती है । 
इस कार ेणी न न कार से होगी-  

5 5 5 5 5 514, 14 + ,    14  ,14+ ,
3 3 3 3 3 3

2 1 2 114,  15 + ,  17+ ,  19, 20 + , 22 .........
3 3 3 3

2 1 2 114,  15 ,  17 ,  19,  20 ,  22 ........
3 3 3 3

  

   

16.2.4 पद  क  सं या ात करना 

य द कसी ेणी का थम पद, अं तम पद एव ंएक अ य पद दया गया हो तो ेणी के पद  
क  कुल सं या ात क  जा सकती है । उदाहरण के लए- 
उदाहरण-5 

61 68 75 ……………..29 
यहा ँ a = 61,   d= 7  तथा 1 = 299 
1=a+(n-1)d
229= 61 + (n-1)

 

299 61 7 7
299 61 7 7
175 7

25

n
n

n
n

  
  




 

इस कार इस ेणी म 25 पद ह । 
उदाहरण-6 

ेणी का थम पद 20 तथा अं तम पद 80 है । य द सामा य अ तर 3 है तो पद  क  सं या 
ात क िजए ।  
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1 ( 1)3
80 2 ( 1)3
80 20 3 3
80 17 3
3 63

21

a n
n

n
n

n
n

  
  
  
 



 

ेणी म 21 पद है । 

16.2.5 यवहा रक योग 

उपयु त ेणी का जीवन के यवहा रक े  जैसे अथशा , वा ण य व ान आ द म यापक 
योग है । 

उदाहरण-7 
य द मलूधन 5000 है तथा तवष 400 पया बढ़ता है तो 9 वष के अ त म कतनी रा श 

हो जायेगी । 
5000  d= 400     10

1 ( 1)
1 5000 (10 1)400
1 5000 (9)(400)
1 5000 3600

a n
a n d

 
  
  
 
 

 

इस न म हमने n = 10 माना है य क 9 वष के अ त म पद  क  सं या कुल 10 हो 
जायेगी । य द यह  न नव वष के ारंभ म कतनी रा श होगी, इस तरह पछूा जाता है तो ,=9 
ह  लखते । 
उदाहरण-8 

य द कोई रा श 500 पया तवष बढ़ती है तथा 8 वष के अ त म 6000 हो जाती है तो 
वष के ार भ म कतनी रा श थी । 

1 ( 1)
6000 ( 1)500
6000 (6)500
6000 3000
6000 3000

3000

a n d
a n
a
a

a
a

  
  
 
 
 



 

अत: ारि भक रा श 3000 पये थी ।  
बोध न -1 
1.  उपयु त आँकड़  के आधार पर स पूण ेणी ल खए । 
2.  समान अ तर कस कार ात करगे । 
3.  ग णतीय ेणी के योग ात करने का सू  ल खए । 
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4.  ग णतीय ेणी का n वां पद कैसे ात करगे । 
उदाहरण- एक क जो जयपरु से कोटा के रा ते म जयपरु से 200 कलोमीटर दरू खडी है । उसे जयपरु 
होते हु ए द ल  जाना है, य द जयपरु से द ल  क  दरू  350 कलोमीटर है तथा क त घ टे 50 
कलोमीटर चलती है तो येक घ टे म बह कतनी दरू  तय करेगी तथा अ त म द ल  कब पहु ँचेगी। 
हल क को कुल दरू  200 कलोमीटर (जयपरु से कोटा के बीच क  दरू ) व 350 कलोमीटर (जयपरु 

से द ल  अथात ्200 + 350 = 550 कलोमीटर क  दरू  परू  करनी है इसक  ेणी न न 
कार से होगी । 

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 
कुल 11 घ टे म यह दरू  तय होगी ।  

16.3 या मतीय पदमाला (Geometrical Series)  
हमने अकंग णतीय ेणी के बारे म पढ़ा है । इसी तरह या मतीय ेणी भी है । या मतीय 

ेणी एक नि चत गणुा से बढ़ती है । आपने एक राजा और शतरंज क  बसात पर गेहू ँके दाने क  
कहानी सुनी होगी । कहते ह क एक राजा ने स न होकर कसी यि त को अपना मनमाना इनाम 
लेने को कहा । उस यि त ने कहा क म 64 दन बराबर आपके दरबार म आऊँगा । पहले दन मझुे 
1 दाना, दसूरे दन 2 दाने, तीसरे दन 4 दाने, चौथे दन 8 दाने और पाचंव दन 16 दाने.............इस 
तरह हम दन तक लगातार दगुनी मा ा म गेहू ँके दाने देते रहे । अपना के कूलेटर उठाइये और आप 
पायगे क वह गनती म असमथ है । यह ेणी न न कार होगी । 

1, 2, 4, 8. 16, 32. 64, 128, 256, .................................... 

16.3.1 या मतीय पदमाला का उदाहरण 

अ य उदाहरण  वारा हम या मतीय ेणी को समझ सकत ेह- 
उदाहरण-9 

1, 3, 6, 12, 24, 48, 96............................. 
1 15 15 1530,15,  7 ,3 ,
2 4 8 16

......................... 

या मतीय ेणी को न न प म कट कया जा सकता है । 
2 2 n-1,  ar,  ar ,  ar ..........ara  

यहा ँa ारि भक पद r सामा य गणुक तथा n-1ar  अं तम पद एव ंn पद  क  सं या है । 

16.3.2 ेणी का नि चत पद  पर योग 

या मतीय ेणी के योग के लए न न ल खत सू  का योग कया जाता है । 
य द r का 'मू य 1 से कम हो (r < 1)  

n
(1 )S  = 

1

na r
r



 

य द r का मूल 1 से अ धक हो (r < 1)  
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n
( 1)S  = 

1

na r
r



 

उदाहरण के लए एक या मतीय ेणी के पद मू य न न कार ह-  
1 3 18 2433,  4 ,   6 ,    
2 4 8 16

 

इस ेणी का योग नकालने के लए हम 1r   सू  का योग करते ह य क दो पद  का 

गणुक 
11
2
 है । 

n
( 1)S  = 

1

na r
r



 यहा ँa = 3 1a = 
2
 तथा n = 5 है । 

53 2433 1 3 12 32               3 11
2 2

2113
63332                       21 16

2
633 9      = 39
16 16

n n

n n

n

S S

S S

S

              


 
    



 

व याथ  ेणी के पद  का योग कर उ तर का पर ण कर सकते ह । 
उदाहरण – 10 

एक या मतीय ेणी का थम पद 5, सामा य गणुक 
1
2
 तथा पद  क  सं या 6 है । योग 

बताइये ।  
हल यहा,ँ 1r   है अत: 

 1
1

n

n

a r
S

r





  
1a =5, r =  
2

तथा n = 6 है । 

615 1
2
11
2

nS

    
   


 
15 1
64nS     
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63 3155
31564 64                      21 1 64

2 2
315 315 315 27 = 2           =9
32 64 32 32

n n

n n

S S

S S

 
     

  

 

व या थय  से अपे ा है क बे  ेणी लखकर उसका योग कर । 

16.3.3 सामा य अ तर ात करना 

एक या मतीय ेणी का सामा य अ तर भी ात कया जा सकता है । 
उदाहरण-11 

एक ेणी का मुदा पद 40 तथा 7वां पद 160 है । ेणी के थम 8 पद ात क िजए । 
कसी ेणी का n पद का मान n-1ar  के बराबर होता है । 
अत: 7वां पद 7-1 6ar ar  
5वां पद 5-1 4ar ar  

अतः 
6

4

ar 160
ar 40




 

या 
6

2
4

ar 160 = 4  
ar 40

r   या r = 4 2  

अत: सामा य गणुक का मान 2 है य क 
4 4ar (2) 40

(16) 40     = a 2.5
a

a
 


 

इस कार a= 2.5, r = 2  ात होने पर न न या मतीय ेणी बनेगी । 
25. 5  10  20  40  80  160  320  

16.3.4 पद  क  सं या ात करना 

या मतीय ेणी म कतने पद है इसक  जानकार  के लए भी उपयु त सू  का योग होता 
है । पर इसम लघगुणुक क  जानकार  आव यक है । लघगुणुक (logarithms) ता लका क  सहायता 
से दो कार के न  का हल कया जा सकता है । 
A जब अं तम पद का मान दया हो तथा ओप ात करना हो । 
B जब योग दया हो तथा N ात करना हो । 
उदाहरण-12 

माना क थम पद 3 तथा अं तम पद 96 है य द गणुक r =2 है तो पद  क  सं या ात 
क िजए । 

उपयु त न म a = 3, r = 2 तथा nth' पद का माना 96 है । हम n पद  क  सं या 
ात करना है । 
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सु वधा के लए हम nth पद के मान Tn कहते ह, सू  के अनसुार-  
n

nT =ar  
या nlog  T  = loga + n log r  या nlog T  loga = n log r  
उपयु त मू य त था पत करने पर 

nlog T  log an =
log r


  
log 1.9823 - log 0.4771n =

log 0.3010
 

log 1.5052n =
log 0.3010

  n = 5 अथात ्पद  क  सं या ० है । 

व याथ  थम पद = 3, r = 2 एव,ं n = 5 मानकर इसक  स यता का पर ण कर सकत े
ह। य द हम योग (Sum) दया हुआ है तब भी पद  क  सं या ात क  जा सकती है । 

एक ेणी का योग 1820 है थम पद 5 है तथा r = 3 है । ेणी म कतने पद है । सू ानसुार-  

 

 
n

5 3 1( 1)S  =           1820=
1 3 1

5 3 1 1820 21820=         3 1
2 5

728 3 1                  728 =3

nn

n
n

n n

a r
r


 
 

 



 

या log  of 728 = n log 3 या 2.8621 = n (0.4771)  

या 
2.8621  = n.9989=6
0.4771

 

अथात ्इस ेणी म 6 पद है । इसक  पदमाला न नानसुार होगी- 
5, 15, 45. 135, 405, 1215, तथा इसका योग 1820 होगा । 

उदाहरण-13 
कोई बाज रा श (मूलधन स हत) हर पाचँ वष म दगुनी हो जाती है । 15 वष के अ त म 

वह रा श कतने गनुा 
होगी । 

3( 1) 1(2 1)S =          S = 
1 2 1

na r
r
 
 

 

 यहाँ n = 3 का योग कया गया है य क येक 5 वष के अनसुार 15 वष म यह 3 
बार गनी जायेगी । 

1(8 1)S = 
1


   S = 7  अथात ्रा श 7 गनुा होगी । 

माना क मूल रा श 100 पया है तो पहले मींच वष  म 200 पया, 10 वष प चात ्400 
पया तथा 15 वष  प चात ्800 पया होगी इसम 100 पया मूलधन तथा 700 पया बाज का 

होगा ।  
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16.4 सारांश (Summary) 
इस इकाई म हमने ग णतीय व या मतीय पदमाला को ात करने क  व धयाँ सीखी है । 

ग णतीय पदमाला के न न ल खत सू  का योग कया जाता है ।  = [2 1]
2
nS a n d   तथा 

अं तम पद ात करने के लए  1 1a n d    का योग कया जाता है । चूँ क a, n, d तथा 
S चार चर  का योग कया गया है । अत: इनम से कोई भी तीन मूल ात होने पर चौथा मूल ात 
कया जा सकता है । 

या मतीय पद माला के लए 
(1 )S = 
1

na r
r




 का योग तब कया जाता है जब r का मू य 

1 से कम हो । य द r का मू य 1 से अ धक हो तो न न सू  का योग कया जाता है- 
( 1)S = 

1

na r
r



। इन न  के हल करने म के कूलेटर का योग सम या को आसान बनाता है । य द लघगुणुक 
(Logarithms) का योग कया जाये तो ारि भक 3 अकं  तक शु  उ तर ा त कये जा सकते 
ह ।  

16.5 श दावल  (Glossary)  
ग णतीय ेणी या पदमाला Arithmetical Progression 
या मतीय पदमाला Geometrical Progression 

लघगुणुक Logarithmic Progression 
अनपुात Ratio  
समान अ तर Common Difference 

16.6 स दभ थ (Reference) 
W.T Stafford, Mathematics for Economists 
मेहता एव ंमदनानी - अथशा  म ग णत के योग ।  

16.7 अ यासाथ न (Unit-end Questions) 
1. पदमाला का योग क िजए । 

A 3, 8, 13, 18, 23   
B 300, 255, 200, 150, 100, 50  0, 
C 200, 500, 800, 1100, 1400, 1700  

2. अं तम पद का मान ात क िजए । 
A 20, 18, 16 ........................................6 वे पद का मान 
B 8, 20. 32 ......................8 व पद का मान 
C 5, 10, 15 .................................11व पद का मान 

3. पद सं या ात क िजए य द थम पद 4, समान अ तर 3 तथा अं तम पद 19 हो । 
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4. योग क िजए । 
A 3, 6, 12, 24, 48  
B 8, 24, 72, 216, 648,  
C 5, 10, 20, 40, 80, 160 
D 50, 25, 112 , 

2  

16 ,
4

 
25
8

  

5. य द कोई धन येक चार वष म दगुना हो जाता है तो 20 वष के अ त म कतने गनुा हो 
जायेगा । 

16.8 अ यास न  के उ तर (Answer to SAQs)  
न सं या 1- (A)65,  (B)1050, (C) 5700  
न सं या 2- (A)10, (B)92, (C) 55  
न सं या 3- 6 (4A)93   (4B) 968 (4C) 315 7 777(4D) 96  = 

8 8
 

न सं या 4- (A)93,
 

(B)968, (C)315, 7(D) 96  or 775/8
8

 

न सं या 5- 20 वष के अ त म मूलधन स हत 16 गनुा एव ंकेवल याज 15 गनुा हो जायेगा। 
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इकाई -17 
अवकलन (एक चर) Derivatives (Single Variable) 

इकाई क  परेखा 
17.0 उ े य 
17.1 तावना 
17.2 अवकलन का अथ 
17.3 अवकलन के मुख सू  

17.3.1 घातांक फलन का अवकलन 
17.3.2 ि थराकं का अवकलन 
17.3.3 गणुन या म अवकलन 
17.3.4 भागफल का अवकलन 
17.3.5 फलन का फलन- ृंखला नयम 
17.3.6 वलोम फलन 
17.3.7 अ प ट (अ नि चत) फलन का अवकलन 
17.3.8 उ च तर अवकलन 

17.4 साराशं 
17.5 श दावल  
17.6 स दभ थ 
17.7 अ यासाथ न 
17.8 अ यास न  के उ तर  

17.0 उ े य (Objectives)  
इस इकाई को पढ़ने के प चात आप : 

 अवकलन का अथ समझ सकगे । 
 अवकलन क  ग णतीय याओं यथा सामा य फलन ि थराकं. गणुन या भाग, वपर त 

फलन, (Inverse Function) ि थराकं, गणुन या भाग, वपर त फलन, अ त न हत 
फलन (Implicit Function) व फलन का फलन नयम  का योग कर सकगे ।  

17.1 तावना (Introduction)  
अवकलन (Differentiation) ग णत क  एक मह वपणू व ध है जो ान क  उन सभी 

शाखाओं (जसेै भौ तक शा  अथशा , इंजी नय रगं) म यु त होती है, जहाँ एक घर के प रवतन 
का स ब ध दसूरे घर से हो । उदाहरण के लए कसी व तु के उ पादन (y) का स ब ध उसके लए 
यु त म (x) पर नभर करता है । अवकलन के वारा हम y तथा x के प रवतन के म य स ब ध 
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था पत कर सकते ह । य द दो मू य नर तर बदलत ेह तो इस तरह के प रवतन से संबि धत न  
का हल कलन (Calculus) वारा खोजा जाता है । 

दसूरे श द  म इस व ध के वारा हम y = f(x) से स बि धत न  का उ तर दे सकगे 
। दो चर  के म य आपसी स ब ध को हम एक रेखा (सरल या व  रेखा) के वारा भी बता सकत े
ह । इस ि थ त म कई मह वपणू न उपि थत ह गे। जसेै x म प रवतन होने पर y म प रवतन 
क  दर या होगी y तथा x के स ब ध को दशाने वाले रेखा म उ चतम व न नतम ब द ुकौन से 
ह गे ।  

17.2 अवकलन का अथ (Meaning of Differentiation)  
माना क Y (व तु का उ पादन x ( म) के वारा कया जाता है, जैसे-जैसे हम x क  मा ा 

म वृ  करगे, Y व तु के उ पादन म भी वृ  होगी । यहाँ Y आ त घर तथा X वतं  चर है । 
माना क उ पादन व म न न कार ा व धक स ब ध है । 

Y = 3 x 
जब x म अ य त वृ  हो, (  x  0)   तक? क  मा ा म कतना प रवतन (  y)  होगा 

यह अवकलन वारा ात कया जाता है । 
उदाहरण y = 3x  फलन म प रवतन क  दर का अनपुात ात क िजए । 
हल - य द x क  मा ा म सू म तर प रवतन कया जाय म (  x  0)   

y = 3x
y +  3(x+  x)y  

 

y + 3x+3  xy   (चूँ क y = 3x है) अत: 
 y = 3
 x 



 

जब  x  0   तो 
 y
 x 



को
d y
d x 

 लखा जा सकता है । 

अत: म क  एक अ प इकाई म प रवतन के प रणाम व प उ पादन Y इकाइय  क  दर 
का अनपुात 3 होगा ।  

17.3 अवकलन के मुख सू  
अवकलन को या म हम कुछ मह वपणू सू  क  सहायता लेनी होती है । इसम घाताकं  

का अवकलन गणुन या भाग फलन, फलन का फलन अ नि चत है क सव थम घाताकं फलन के 
अवकलन को अ छ  तरह हल कर । इससे आगे के न हल करना अ धक सु वधा यु त रहेगा । 

17.3.1 घातांक फलन का अवकलन (Differentiation of a Power Function)  

य द y= an है जहाँ व कोई ि थराकं n घाताकं है इसका फलन lim 

n-1d y x 0 =( ) a
d x 

n   

उदहारण-1 
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(i) y = x  

(ii) 1-1 0d y =1x 1x 1x1 1 
d x 

    

(iii) -1 1 1 2
2

1 1=x 1x x or - 
x x

y        
23 2 3

1-2
3 1 3

 =  = x

2 2 x x
3 3

y x

 
 

3

2
3 x


 

(iv) 3y = 4x  
n-1d ylim  x 0 =( ) a

d x 
n 

 
(v) य द c =  कुल लागत फलन एव ंउ पादन क  मा ा है । लागत फलन 3c = q  है । 

c  का अवकलन लेने 

पर 2dc 3 q
dq 

 यह लागत म प रवतन क  दर है जो व तुत: सीमा त लागत है ।  

(vi) 23y = x
2

  

2-1
3

d y 3 3=(-2) x or
d x 2 x

   
   

-3(x  को 3

1
x

 भी लखा जा सकता है ।) 

17.3.2 ि थराकं का अवकलन (Differentiation of Constant) 

सू  कप म x का कोई पद नह ं तथा केवल ि थरांक हो तो अवकलन शू य होता है । 
y = f(x) = c     constant  

य द y = a  lim d y x 0 =0
d x 

   

उदाहरण - एक ि थरांक का अवकलन शू य होता है ।  

(i) d y=6 (6)=0
d x 

 

(ii) d y = 5 (5) = 0
d x 
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17.3.3 गणुन या म अवकलन (The Derivative of a Product) 

य द y चर दो या दो से अ धक गणुनख ड  का गणु है तो हम येक गणुनख ड को u, v, 
w इस तरह का सं त नाम देते ह । इसके प चात ् न न ल खत सू  का योग करते ह ।  

y = c f(x)  तो dy d= c f(x)
d x dx

 

1 2y = c f (x)    f (x)  (अथात ्y दो फलन  का गणुनफल है ।) 
इसको इस प म भी रखते ह जहाँ 1u = c f (x) एव ं 2v =  f (x)  ह 
dy dv du= u +v
d x dx dx

 

अथात ् थम गणुनख ड को ि थर रखकर दसूरे गणुनख ड के अवकलन से गणुा करगे तथा 
दसूरे गणुनख ड को ि थर रखकर थम गणुनख ड के अवकलज से गणुा करगे, फर दोन  पद  का 
योग करगे । 

उदाहरण-2 
2 2y = (3x  + 5x)(2x  + 3x)  

हल  माना क 
23x  + 5x =u  

22x  + 3x = v  
dy dv durks = u +v
d x dx dx

 

2 2 2 2

2 2

dy dv du= (3x  + 5x) (2x  + 3x) (3x  + 3x) (3x  + 5x)
d x dx dx
dy (3x  + 5x)(4x+3) (2x  + 3x)(6 5)
d x 

x



  
 

2 2 2 3 2 2(12x  +20x +9x +15x)+(12x +18x 10x +15x)  
3 224 57 30x x x   

य द आप उपयु त उदाहरण म पहले गणुनख ड  को आपस म गणुा कर तथा फर अवकलन 
कर तब भी यह  प रणाम ा त ह गे । 

4 3 2y =6x  + 19x +5x   (गणुा करने पर on multiplication)  
3 224 57 30dy x x x

dx
    

उदाहरण-3  
2(3 )(2 9 5)y x x x      

हल माना क (3 )u x   एव ं
2(2 9 5)v x x     

1 122 21(3 ) (4 x -9) + (2x -9x+5)
2

dy x x
dx
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3 31 1 1
2 2 2 2 2

31 1 1 1
2 2 2 2 2

3
2

3
2

1 9 5or = (12x+4x 9x 27)+ 2x x x
2 2 2

9 5or = (12x+4x 9x x +x x 27)
2 2

27 5 1or (12x+5x + -27)
2 2

27 5 1or = (12x+5x -27)
2 2

x
x

x
x





     
 

   



 

 

य द दो गणुनख ड  के थान पर दो से अ धक पद ह  तो न न ल खत या दोहराई जायेगी। 

2

 y = f(u,v,w)

(2 5)(3 6)( 2)

dy dw dv duuv uw vw
dx dx dx dx
y x x x

  

   

 

माना क 2 2dy d(2 5) (3x -6) ( 2) (2 5)( 2) (3x 6)
dx

dx x x x
dx dx

        

 2 d(3x 6)( 2) (2 5)
dx

x x     

2 2

3 2 2 2 3 2

3 2 3 2 3 2

3 2

d (2 5) (3x 6)(1) (2 5) ( 2)(6 ) (3x 6)( 2)(2)
dx

(6x 15 2 30 12 ) (12x 30x 24x 60 ) (6x 12x 12 24)
(6x 15x 12 30 12x 54x 6x 12x 12 24)
24x 81x 36 54

x x x x x

x x x
x x
x

        

           

          

   
 

17.3.4 भागफल का अवकलन (The derivative of a quatient) 

य द y फलन कसी भाग के प म हो तब भी उसका अवकलज कया जा सकता है । इसम 
अंश को u तथा हर को v के प म कट कया जाता है । सू  प म- 

 1

2

f (x)y=
f (x)

 अथात ्
u y =
v
 का प हो तो- 

2

du dvv -udy dx dx=
dx v

 

अथात ्हर (v) को अंश के अवकलन से गणुा कया जाता है, अंश को हर के अवकलन से 
गणुा कया जाता है तथा थम म से वतीय को घटाया जाता है फर v2 का भाग दया जाता है।  
उदाहरण-4 

(i) 5
5 2

xy
x
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2

2

2 2

(5 2) (5 ) 5 (5 2)

(5 2)
(5 2)(5) 5 (5)

(5 2)
25 10 25 10

(5 2) (5 2)

dy d dx x x x
dx dx dx

x
x x

x
x x

x x

   


 




 
 

 

 

(ii) 
2

3 2

3 5 
6 7 10

x xy
x x




 
 

2 2 2 2 3

3 2 2

3 2 2 3

3 2 2

4 2 2

3 2 2

(6 7 10 (3 5 ) (3 5 ) (6 7 10)

(6 7 10)
(6 7 10)(6 5) (3 5)(18 14 )

(6 7 10)
18 60 35 60 50   

(6 7 10)

d dx x x x x x xdy dx dx
dx x x

x x x x x x
x x

x x x
x x

      


 

     
 

   


 

 

(iii) 
2 5      y =f(t)
2 5

t ty
t





 

2 2

2

1
22

2

2 2

2

(2 5) ( 5 ) ( 5 ) (2 5)

(2 5)

5(2 5)(2 ) ( 5 )(2)
2
(2 5)

25(4 10 5  + -(2 10 )
2

(2 5)

d dt t t t tdy dt dt
dx t

t t t t t

t

t t t t t
t

t



    




   




  


  
2

2

25(2 10 5  + )
2

(2 5)

t t t
t

t

 



 

17.3.5 फलन का फलन- ृंखला नयम (Function of a Function-Chain Rule) 

अब तक क  अवकलन याओं म दो घर  के म य स ब ध का ह  नधारण हुआ है पर 
यवहा रक जीवन म तीन चर  के म य आपसी स ब ध भी हो सकता है । िजसम थम चर दसूरे 
से व दसूरा घर तीसरे से स बि धत हो । उदाहरण के लए सीमट का उ पादन प थर पर नभर है 
तथा प थर का उ पादन म पर नभर है । हम य द सीमट को Z, प थर Y तथा म को X माने 
तो यह कहा जा सकता है  
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( )
( )

Y f x
Z f y



 

हमारा उ े य Z व X के म य स ब ध था पत करना है िजसके लए सू  है- 
dz dz dy
dy dy dx

  

उदाहरण-5  
2 23 , 2y x z y    

हल   26 ,
6

dz dyy
dy dx x

 


सू  
dz dz dy
dy dy dx

  26( ) .6y x   

y का मू य त था पत करने पर- 
2 2 2 56( ) .6     6( ) .6 324dz dzy x y x or x

dy dy
        

इसक  स यता मा णत करने के लए हम मूल न y के मान म x का मान त था पत 
कर व फर अवकलन कर तो भी यह  उ तर ा त होगा । 

3 2 3 6 2 52 2(3 )  =-(27x )=54x    324dzz y x x
dx

      

उदाहरण -6  2 4(3 6 9)u x x    
हल इस उदाहरण म य य प u को x के प म य त: कट कया गया है पर हल को अ धक 

सु वधाजनक करने के लए हम 23 6 9x x   को Y मानते ह तब उपयु त समीकरण इस 
कार लखा जा सकता है । 

4

3

( )

4

6 6

u y
du y
dx
dy x
dx





 

 

34( ) .(6 6) ydz dz dy y x
dy dy dx

    का मलू रखने पर 

2 34(3 6 9) (6 6)x x x     

यवहार म इस कार के न  को हल करने के लए- 
du
dx

 (को ठक क  सं या को ि थर 

मानकर अवकलज लखते ह । 
उदाहरण- 7  (i) 3(2 5)z x   

 2 2 23(2 5) (2) 6(4 20 25) 24 120 150dz x x x x
dx

         

 (ii) 22 3y x   

अथवा 
1
22(2 3)x   माना क 2(2 3)x t  अत:  
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1
2

1
21

2
dyy t or t
dt

   एव ंको ठक का अवकलन 

4dt x
dx

 
1
2

2

1 2. .4 
2 2 3

dz dz dt xt or
dy dy dx x

 


 (t का मू य रखने पर) 

17.3.6 वलोम फलन (Inverse Function) 

दो चर रा शय  x व y म य द y = f (x) है तथा िजसे x के लए हल कया जा सकता 

है तथा x = g(y) है तथा िजसे y के लए हल कया जा सकता है तो 
dx
dy

 व 
dy
dx

 म वलोम स ब ध 

होगा । वलोम फलन का नयम तभी लाग ूहोता है जब दोन  फलन एक मू य बाले ह  । उपयु त 
त य  को न न उदाहरण से समझा जा सकता है । 
उदाहरण- X = Y -3  

इस फलन क  वशेषता है क x के येक मलू के साथ y का कोई मू य होगा । 
उदाहरण- y = x2 

इसम x y  है पर y का मलू धना मक भी हो सकता है तथा ऋणा मक भी अत: x व 
y के आपसी स दभ मूल समान नह ं होगा । वलोम फलन तभी ात कया जा सकता है तब एक य 
रेखांकन (One to One Mapping) हो । इस उदाहरण म ।  

1
2

1
2 21 12    x= ( ) ( )

2 2
dy dx dxx y Y x
dx dy dy

 
     

1 1
2 22 2 -1 01(2 ) (x )  = (x ) =(x)(x )=x 1

2
dx dx x
dx dy

    
 

  

अत: दो वलोम अवकलन  का गणुा 1 होता है । 

या 
1dx dx
dxdx dy
dy

   या 
1dx
dxdY
dy

   

इस व ध से हम क ठन अवकलन  को भी ात कर सकते ह  

उदाहरण- 8  (i)  28X y Y     23 2dx Y Y
dy

   

(ii) 3

1 1
3 2

dy
dxdx Y Y
dy
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17.3.7 लघगुणक य और चर घातांक  फलन  का अवकलज 

(Derivatives of Logarithmic and exponential Functions) 

नीचे कुछ Standard अवकलज दए गए ह । 
(i) ey Log x  

1dy
dx x

  

(ii) ay = Log x 
1

a
dy Log e
dx x

  

(iii) y e  
xdy e

dx
 

(iv) y a  

e
dy a Log a
dx

  

(v) 2 2 22 2dy dye e x e
dx dx

      (vi) 1 1 1 1( 1)x x x xdy de e e x e
dx dx

         

(vii) 3 3

(2 )ax bx c ax bx cdy e ax b e
dx

       

17.3.7 अ प ट (अ नि चत) फलन का अवकलन (Differentiation of Implicit Function) 

कुछ पद मू य संयु त होते ह अथात ्उनम x व y दोन  के ह  पद होते ह इ ह अ प ट या 
अ नि चत फलन कहा जाता है । जसेै 23 2 6x x xy x    

उ त फलन म x व y दोन  ह  पद एक साथ है । इनका अवकलन करत ेसमय x व y का 
फलन मानकर येक पद का अवकलन करते ह तथा संयु त पद  म जहाँ x व y दोन  ह  वहा ँProduct 

Rule का योग करते ह । जहा ँकेवल y के पद ह उनका y के स दभ म अवकलन कर आगे 
dy
dx

 

लखते ह । 

उदाहरण-9 
3 3 3 0x y axy     
3 3 3 0x y axy    

हल   
2 2

3 3 0

3 3 3 3

dy dy dyy a x y
dx dx dx

dy dyy ax x ay
dx dx

      
 

  
 

(अथात ्के पद  का अवकलन y के स दभ म कर उनके आगे 
dy
dx

 लखा है । अं तम पद 

म हमने 3a को समान मू य (Common) मानकर बाहर लखा है, तथा शेष xy का गणुनफल म 
अवकलन कया है । 

2 23( ) 3( 3 )dyy ax x ay
dx

     
2 2

2 2

3( 3 ) ( )
3( ) ( )

dy x ay dy x ay
dx y ax dx y ax
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उदाहरण- 10  x2+2xy+y3-xy2=0 
हल   x के सापे  अवकलन करने पर  

2x+2 3. 23 2 0dy dy dyx y y xy y
dx dx dx

      
 

 

2 22 3 2 2 2dy dy dyx y x x y y
dx dx dx

       

3 2(2 3 2 ) 2 2dyx y xy x y y
dx

       
2

2

2 2
(2 3 2 )

dy x y y
dx x y xy

  
 

 

उदाहरण- 11 6x3=y3 = 6x3-y3=0 
हल   x के सापे  अवकलन करने पर  

2 218 3 0dyx y
dx

   23 18 2dyy
dx

      

= 2 2

18 2 6 2
3

dy
dx y y

  
 


 

उदाहरण –12 x y a   

हल   
1 1 1
2 2 2 0x y a    (जहां a ि थराकं (constant) है) 

X का सापे  अवकलन करने पर 

1 1
2 21 1 0

2 2
dyy x
dx




  

1
2

1
2

11
2

11
2

x ydy x
dx xy x






  


 

17.4 सारांश (Summary)  
अवकलन व ध ान क  उन सभी शाखाओं म यु त होती है जहा ँएक चर के प रवतन का 

स ब ध अ य चर से हो। अवकलन का अथ वतं  चर म सू मतर प रवतन ( 0x  ) करने पर 
नभर चर म होने वाले प रवतन  का अनपुात है । 

Y=f(x); dy
dx

=f ’(x) 

क ह ं दो चर  के म य अवकलन के लए न न ल खत सू  का योग कया जाता है । 
(a) y=xn f’ (x)=nxn-1 
(b) y= c  f’ (x)=0 

(c) y=uv f’ (x) = u dv
dx

+v du
dx
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(d) y= u
x  

f’ (x) 2

dv duu v
dx dx

v


  

(e)  y=f(x), z=f(y)   ( ृंखला) 

,dz dz dy
dx dy dx


 

(f) ,dy dx
dx dy

=1    ( वलोम फलन) 

य द दो चर x व y एक ह  फलन म यु त है तो गणुा का नयम योग कर दोन  चर  का 
अलग-अलग फलन करगे। 

17.5 श दावल  (Glossary)  
अवकलन Differentiation  
अवकलज Derivative 
अ नि चत या अ त न हत फलन Implicit Function 
आ त चर Dependent Variable  
उ च तर अवकलन Successive Differentiation 
गणुनख ड factors 
घातांक Power  
चार Variable  
फलन का फलन Function of a Function  
व  रेखा Curve 
वलोम या वपर त फलन Inverse Function  
ृंखला नयम Chain Rule 

सरल रेखा Straight Line 
ि थराकं / अचर Constant  
वतं  घर Independent Variable  

कलन Calculus 
संयु त फलन Composite Function  
सीमा त Marginal  
के सापे  With Respect to  
वणता / ढलान Slope  
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17.7 अ यासाथ न (Unit-end Question) 

1. न न ल खत मू य  का dy
dx

 ात क िजए (Differentiation the following 

Functions)  
(i) y=2x3 (ii) y=-2x4 (iii) y=2 x 3

2
 

2. E.2. न न ल खत पद  का अवकलन क िजए । (Differentiation the following 
functions)  
(i) y=3x2-6x+7 (ii) y= 4 3 22 1 7 6 7

3 7 12 15 3
xx x x     

3. न न ल खत अवकलन क िजए । 
(i) y=(3x+4)(2x-5) (ii) y=(x5+x2) (x3+x) 
(iii) y=(3x5+6x2) (4x2-6x) (iv) y=

1 1 1
32 2 2(4 3 )(2 5 )x x x x   

4. न न ल खत का अवकलन क िजए । (Differentiation the followings) 
(i) Y=(2X+-3)(5X+2)(3X-4) (ii) (2X2-6x)(2X+1)(X-7) 

5. अवकलन ात क िजए (Differentiate the following) 

(i) Y=
3

2

3 5
4 6

x x
x x

   

(ii) y=
212 6 7
3 5

x x
x
 


 

6. अवकलन क िजए । (Differentiate the followings)  
(i) Z=3Y2;Y=(2x5) (ii) Z= 7Y3;Y=(3x2) 
(iii) Y=(2X25x+7) (iv)Y=(3X3+6x28x+3)3 

7. न न ल खत न  का x के स दभ म अवकलन ात क िजए । 
(i) x2y xy2+x3+y2=0 (ii) x2y x+y=0 
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17.8 अ यासाथ न  के उ तर (Answer to SAQs) 
न सं या 1. (i) 6x2 

 (ii) -8x3 (iii) 
1
23x =3 x  

न सं या 2. (i) 6x-6 
 
 

(ii) 3 28 3 7 6
3 7 6 15

xx x    

न सं या 3. (i) 12x-7 
 (ii) 8x7+6x5+5x4+3x2 
 (iii) 84x6-108x5+96x3-108x2 
 

(iv) 
7 5 5 1
2 2 4 47536 21 45

7
x x x x    

न सं या 4 (i) 90x2-146x+26 
 (ii) 16x3-114x2+128x+42 

न सं या 5 
(i) 

2 2 3

2 2

(4 6 )(9 5) (3 5 )(8 6)
(4 6 )

x x x x x x
x x

    


 

 
(ii) 

2 3

2

(3 5)(24 6) (12 6 7)
(3 5)

x x x x
x

    


 

न सं या 6. (i) 24x-60 
 (ii) -567x2+756x-252 
 (iii) 16x3-60x2+106x-70 
 (iv) 3(-3x2+6x2-8x+3)2(-9x2+12x-8) 

न सं या 7 
(i) 

2 2

2

3 2
2 2

y x xy
x y xy
 
 

 

 (ii) 2

1 2
1
xy

x



 

 
  
  
.  
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