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Ĥèतावना 
यह पèुतक वध[मान खलुा ͪवæवͪवɮयालय कोटा ɮवारा Ǔनधा[ǐरत पाɫयĐमानसुार èनातक èतर 
Ĥथम वष[ के ͪवɮयाͬथ[यɉ के उपयोग हेत ुĤèतुत है।  
 
इस पèुतक मɅ भौǓतक रसायन के मलूभतू ͧसƨातंɉ को सुĒाéय Ǿप मɅ तथा उदाहरणɉ ɮवारा 
समझाने का Ĥयास ͩकया गया है ताͩक ͪवषयवèत ुको सरलता से समझ कर £ानाज[न ͩकया जा 
सके। ͪवͧभÛन इकाइयɉ मɅ यथा सभंव समुͬचत ͬचğɉ एव ंसरͨणयɉ का समावेश ͩकया गया है 
िजससे ͪवषय कȧ रोचकता बनी रहे। मह×वपणू[ शीष[क एव ंपदɉ के अंĒेजी समानाÛतर शÞदɉ को 
उपयÈुत èथान पर कोçठक व शÞदावलȣ मɅ Ĥदͧश[त ͩकया गया है ताͩक संदभ[ ĒÛथɉ से सहायता 
लेने मɅ सुͪवधा रहे।  
 
गͨणतीय åय×ुपÛन एव ं संÉया×मक Ĥæनɉ का समुͬचत हल सरलतापवू[क समावेͧशत ͩकया है 
िजससे ͪवषय कȧ उͬचत åयाÉया कȧ जा सके ।  
 
Ĥ×येक इकाई मɅ बोध Ĥæन, अßयासाथ[ Ĥæन तथा इनके हल संकेत और भी Ǒदये गए हɇ।  
 
संÉया×मक मानो तथा लघगुणुक साǐरणी कȧ उपयोͬगता के मह×व को Úयान मɅ रखत ेहु ए पèुतक 
के अंत मɅ इनका समावेश ͩकया गया है।  
 
पèुतक के पǐरवध[न के ͧलए ͧश¢कɉ व ͪवɮयाͬथ[यɉ के सझुाव आमंǒğत है।  
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इकाई - 1 
गͨणतीय संकãपनाएँ (अ) 

Mathematical concepts (a) 
इकाई संरचना  

1.0 उƧेæय  
1.1 Ĥèतावना 
1.2 लघगुणक  

1.2.1 पǐरभाषा 
1.2.2 लघगुणुकɉ के Ǔनयम  
1.2.3 लघगुणक पƨǓत 
1.2.4 पणूा[श £ात करना 
1.2.5 अपणूा[श £ात करना (लघगुणक सारणी का Ĥयोग)  
1.2.6 ĤǓतलघगुणक  
1.2.7 संÉया×मक पǐरकलनɉ मɅ लघगुणकɉ का Ĥयोग 

1.3 वĐ खीचना 
1.3.1 फलन तथा फलन का मान  
1.3.2 समकोͨणक Ǔनदȶशाकं पƨǓत 
1.3.3 फलन का आलेख 
1.3.4 सरल रेखा का ढलान  

1.4 अवकलन 
1.4.1 अवकलज 
1.4.2 अवकलन के ͧलए ͪवͧभÛन मानक सूğ  
1.4.3 अवकलन के मलू Ǔनयम 
1.44 अèपçट फलनɉ का अवकलन 
1.4.5 लघगुणͩकय अवकलन  
1.4.6 उÍच Đम के अवकलज 

1.5 उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ फलन 
1.5.1 एक Ǒदçट वध[मान तथा ıासमान फलन 
1.5.2 फलन का उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ £ात करने कȧ ͩĐयाͪवͬध  

1.6 आंͧशक अवकलन 
1.6.1 समघातीय फलन 
1.6.2 समघात फलन के ͧलए आयलॅर का Ĥमेय 
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1.7 साराशं  
1.8 शÞदावलȣ 
1.9 संदभ[ Ēथं 
1.10 अßयासाथ[ Ĥæन 
1.11 उ×तरमाला 

1.0  उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई का उƧेæय 
 भौǓतकȧ रसायन मɅ ĤयÈुत गͨणतीय संकãपनाओं को पǐरभाͪषत करना है । 
 भौǓतकȧ रसायन मɅ ĤयÈुत गͨणत के अनĤुयोगɉ के बारे मɅ ͪवèतार से चचा[ करना । 

1.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ͪव£ान कȧ ͧभÛन-ͧभÛन शुƨ एव ंअनĤुयÈुत शाखाएं िजन मɅ गͨणत भी सिàमͧलत है 

काफȧ तजेी से ͪवकͧसत हो रहȣ है । सफलता का मलू मंğ गͨणत मɅ छुपा हुआ है । गͨणत के 
समंग Ǒदमागी कàÜयटुर मɅ गजब का èथान रखत ेहɇ । £ानाज[न का उƫाव भी तो यहȣ ंसे है । 
कुछ åयिÈत तो इस ͪवचारधारा के है ͩक यǑद कोई £ान गͨणत अथवा अंको पर आधाǐरत नहȣ ंहै 
तो वह £ान हȣ नहȣ ंकहा जा सकता । इस ͪवचारधारा कȧ पिुçट लॉड[ केिãवन के इस कथन से 
होती है ''आप िजस ͪवषय कȧ बात कर रहे है यǑद आप उसको माप सकते है तथा उसे अंको के 
Ǿप मɅ åयÈत कर सकते है तो आप उसके बारे मɅ कुछ जानत ेहै, ͩकंत ुजब आप उस ͪवषय का 
माप नहȣ ंकर सकते, उसे संÉयाओं मɅ åयÈत नहȣ ंकर सकते, तो आपका £ान अãप तथा 
असÛतोषजनक Ĥकार का है । यह £ान का Ĥारàभ हो सकता है, परÛत ुआप अपनी ͪवचारधारा 
मɅ एक ͪव£ान के èतर तक ĤगǓत नहȣ ंकर पायɅ है ।" 

1.2 लघुगणक (Logarithms)  
पǐरमेय संÉया कȧ घातɉ और उनके घातांक Ǔनयमɉ से तो आप भलȣ भांǓत पǐरͬचत है । 

कई बार हमɅ वहृत संÉयाओं का अÚययन करना होता है | एक संÉया×मक åयजंक मɅ वहृत 
संÉयाओं के गणुन, भाजन या पǐरमेय घातɉ का पǐरकलन करना पड़ सकता है | ऐसे पǐरकलनɉ 
के ͧलए लघगुणक बहु त हȣ लाभदायक ͧसƨ होत े है । वे कǑठन पǐरकलन को सरल बनाने मɅ 
हमारे सहायक होते है । लघगुणक कȧ दो Ĥणाͧलयाँ Ĥयोग मɅ लȣ जाती है । पहलȣ नेͪपǐरयन 
Ĥणालȣ है । (लघगुणक के अͪवçकार जॉन नेͪपǐरयन (1614 A.D.) थे तथा उÛहȣ ं के नाम से 
यह Ĥणालȣ Ĥचͧलत है ।) । दसूरȣ Ĥणालȣ 10 के आधार पर ͪवकͧसत हु ई (इसका ͪवकास हेनरȣ 
ǒĦकश (1615 A.D.) ने ͩकया) इसे साधारण लघगुणक कहत ेहɇ । 

हम पहले इस नई सकंãपना को Ĥèतुत करɅगे । ͩफर उन Ǔनयमɉ पर ͪवचार करɅगे 
िजनको लघगुणकɉ ɮवारा पǐरकलन करते समय Úयान मɅ रखना होगा । ͩफर हम लघगुणक ͪवͬध 
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के Ĥयोग के कुछ उदाहरण देगɅ िजससे यह èपçट होगा ͩक इस ͪवͬध से कǑठन पǐरकलन सरल 
हो जाते है । 

12.1 पǐरभाषा (Definition) 

यǑद एक धना×मक वाèतͪवक संÉया a, a  1 के ͧलए ax=b हो, तो b का लघगुणक 
a के आधार पर x होगा िजसे ǓनàनĤकार ͧलखा जायेगा  

Loga b=x  
जहाँ ͬचÛह 'log' (लॉग) लघगुणक के अंĒेजी पया[य 'logarithm' का सं¢ेप है । 
इस Ĥकार a, x तथा b मɅ घातांकȧय Ǿप (Exponential Form) ax=b को 

लघगुणकȧय Ǿप (logarithmic Form) मɅ loga b=x ͧलखा जाता है । 
उदाहरण 1. 1 
(i) 25=32 का लघगुणकȧय Ǿप - log232 = 5 
(ii) 53=125 का लघगुणकȧय Ǿप - log5125=3 

(iii) (81)1/4 =3 का लघगुणकȧय Ǿप – log813=  
(iv) 90 =1 का लघगुणकȧय Ǿप – log91=0 
इसी Ĥकार 
(i) Log9 का घातांकȧय Ǿप-91/2=3 
(ii) Log2 64=6 का घाताकंȧय Ǿप - 26=64 
(iii) Log10 0.01=-2 का घाताकंȧय Ǿप -10-2=0.01 इ×याǑद । 

बोध Ĥæन 1.2 (अ) 
1. Ǔनàन ͧलͨखत को लघुगणक के Ǿप मɅ ͧलͨखये: 
 (i) 34=81  (ii) 103=1000 
 (iii) 1281/7=2 (iv) 161/4=2 
 (v) 10-1=0.1  (vi) 10-5=0.00001 
2. Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक को घातांकȧय Ǿप मɅ ͧलͨखए: 
 (i) log5625=4 (ii) log3243=5 
 (ii)log4 1=0  (iv) log10(0.001)=-3 
नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ 

1.2.2 लघगुणकɉ के Ǔनयम (Lows of Logarithms) 

(1) Ĥथम Ǔनयम: गणुन सूğ (Product Formula): यǑद m तथा n धना×मक पǐरमेय 
संÉयाएँ हो तो loga(mm)=loga m+logan अथा[त ्दो संÉयाओं का गणुाओं का log, उन दोनɉ 
संÉयाओं के अलग-अलग log के योग के बराबर होता है । 

1
4
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(2) दसूरा Ǔनयम: भाग सूğ (Quotiet Formula): यǑद m तथा n धना×मक पǐरमेय 
संÉयाएँ है तो 

 
अथा[त ्दो संÉयाओं के अनपुात का लघगुणक उनके लघगुणकɉ के अÛतर के बराबर होता है । 
(3) तीसरा Ǔनयम : घात सूğ (Power Formula): यǑद m तथा n धना×मक पǐरमेय 

संÉयाएँ है तो 
Loga (mn) =nlogam 
अथा[त ्ͩकसी संÉया जो घात के Ǿप मɅ है का लघगुणक उस संÉया के घात तथा उस संÉया 

के लघगुणक के गणुनफल के बराबर होता है । 
(4) चतथु[ Ǔनयम: इकाई का लघगुणक (Logarithm of unity) वाèतͪवक धना×मक संÉया 

a के ͧलए 
loga1=0 
अथा[त ्इकाई का लघगुणक (ͩकसी भी आधार के ͧलए) शूÛय होता है । 
(5) पाँचवा Ǔनयम: समान आधार का लघगुणक (Logarithm of same base) वाèतͪवक 

धना×मक संÉया a के ͧलए 
Logaa=1 
अथा[त ्ͩकसी धना×मक संÉया का लघगुणक उसी संÉया के आधार पर इकाई के बराबर होता 

है । 
(6) छठा Ǔनयम: आधार पǐरवत[न सूğ (Base Change formula) यǑद m धना×मक 

पǐरमेय संÉया है तथा a और b धना×मक वाèतͪवक संÉयाएँ इस Ĥकार है ͩक  
a≠1, b≠1, तब loga अथवा logbm=logamxlogba अथा[त ्ͩकसी धना×मक पǐरमेय संÉया 

का, ͩकसी आधार पर लघगुणक का मान, उस संÉया के ͩकसी अÛय धना×मक संÉया के आधार 
पर लघगुणक तथा ɮͪवतीय संÉया का, Ĥथम संÉया के आधार पर लघगुणक के गणुनफल के 
बराबर होता है ।  

उÈत Ǔनयमɉ को Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा आप भलȣ भांǓत समझ सकɅ गे । 
उदाहरण 1.2 Ǔनàन का मान £ात कȧिजये । 
(i) log9 729 (ii) log27243  (iii) log10(0.0001) 
हल: (i) मान लȣिजए 

log9 729=x 
तब  9x=729 (लघगुणक से घाताकंȧ मɅ बदलने पर) 
या 9x=93  
या x=3 (घातांकɉ के Ǔनयम से) 
अत: log9 729=3  

(ii) मान लȣिजए 

log log loga a a
m m n
n
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log27243=x 
तब  27x=243  
या  27x=35  
या  (33) = 35  (एक हȣ आधार मɅ बदलने पर) 
या 33x = 35  
या  3x=5 
या 

  
अत:  27

5log 243
3

  

(iii) मान लȣिजए 
100log (0.0001) x  

तब 110 0.0001
10000

x     

या 10x= ଵ
ଵషర

 (घातांकɉ के Ǔनयम से) 

या x=-4  
अथा[त ् log10(0.0001)= -4  

उदाहरण 1.3: ͧसƨ कȧिजए log 72=3 log2+2log3 
हल : दͯ¢ण प¢ =3log2+2log3 

=log23+log32 

=log(23x32) 
=log(8x9) 
=log 72 
= वाम प¢ 

उदाहरण 1.4 : ͧसƨ कȧिजए 

 
हल: वामप¢ 16 16 81log 5log 3log

15 15 80
    

 

 
=log2 
= दͯ¢ण प¢ 

उदाहरण 1.5 : ͧसƨ कȧिजए loge(1+2+3)=loge1+loge2+loge3  
हल : दͯ¢ण प¢ =loge1+loge2+loge3 

5
3

x        

16 25 817 log 5log 3log log 2
15 24 80

  

7 5 316 25 81log log log
15 24 80
            
     

7 5 316 25 81log
15 24 80

X X
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=loge (1X2X3) 
=loge6 
=loge(1+2+3) { 6=1+2+3} 
= वाम प¢ 

उदाहरण 1.6 : ͧसƨ कȧिजए  

हल: वाम प¢ =  
12 9 27log log
7 4 7

X   
 

 

 

 
=log1 
=0= दͯ¢ण प¢ 

उदाहरण 1.7. ͧसƨ कȧिजए logbaXlogcbXlogac=1 
हल : सभी लघगुणकɉ को आधार e मɅ बदलने पर 

log log loglog , log , log
log log log

e e e
b c a

e e e

a b ca b c
b c a

    

अत: वाम प¢ = logbaXlogcbXlogac 

 
=1= दͯ¢ण प¢ 

बोध Ĥæन : 1.2 (ब) 
 1.Ǔनàन ͧलͨखत का मान £ात कȧिजए 
 (i)log39 (ii)log2256 (iii)log253125 
 (iv)log10 (10000) (v)log10(0.0000001) 
 2.Ǒदखाइए ͩक: 
 (i) log(360) =3log2+2log3+log5 
 (ii)5log3-log9=log27 

 (iii)  
नोट :-कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलानकर लेवे| 



12 9 27log log log 0
7 4 7
  

12 9 27log log log
7 4 7
 

12 9
7 4log 27

7

X 
 

  
 
 
12 9 7log
7 4 27

X X    

log log log
log log log

e e e

e e e

a b cX X
b c a



24 9 814log 16log 7 log log 5
725 10 82
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1.2.3 लघगुणक पƨǓत (System of Logarithms): 

अभी तक हमने यह पढ़ा है ͩक लघगुणक का आधार कोई भी राͧश अथवा संÉया हो 
सकती है । परÛत ुåयावहाǐरक Ǿप मɅ दो ͪवͧशçट पƨǓतया ँकाम मɅ लȣ जाती है । 

(i) Ĥाकृत अथवा नेͪपǐरयन लघगुणक (natural or naperian logarithms) : आधार 
e पर संÉयाओं के लघगुणक को Ĥाकृत अथवा नेͪपǐरयन (इस पƨǓत के जÛमदाता जॉन नेͪपयर 
के नाम पर) लघगुणक कहलात ेहै जहाँ e, एक अनÛत Įेणी का योग 

 
= 2. 7182818......  (अनÛत Įेणी का योग लगभग) 
उÍचगͨणतीय अÚययन तथा सैƨािÛतक Ĥæनɉ मɅ अͬधकतर लघगुणकɉ का आधार ' e ' 

ͧलया जाता है ͩकÛत ुयह पƨǓत Ĥायोͬगक परȣ¢णɉ तथा आंͩकक पǐरकलनɉ मɅ उपयÈुत नहȣ 
रहती है Èयोͩक e का मान एक Ǔनिæचत राͧश न होकर एक अपǐरमेय राͧश है। 

(ii) साधारण लघगुणक (common logarithms) : 
आधार 10 पर संÉयाओं के. लघगुणक को साधारण लघगुणक कहते हɇ । åयावहाǐरक 

आंͩकक पǐरकलनɉ मɅ आधार 10 उपयÈुत होता है । 
ǑटÜपणी: आंͩकक पǐरकलनɉ मɅ जब लघगुणक का कोई आधार åयÈत नहȣ ंͩकया गया हो 

तो इसे साधारण लघगुणक (अथा[त आधार 1० पर लघगुणक) हȣ मानना चाǑहये । 
साधारणतया Ĥæनɉ को हल करत ेसमय जǑटल गणुा, भाग, घात अथवा मलू आ जाते है 

िजÛहɅ सरल करने मɅ काफȧ समय, पǐरĮम तथा कǑठनाई होती है एव ंसाथ हȣ Ǔनिæचत Ǿप से 
यह नहȣ ंकहा जा सकता ͩक पǐरणाम अथवा हल पणू[ Ǿप से शुƨ है । अत: गͨणतीय आंͩकक 
ͩĐया को सरल व शुƨ बनाने एव ंसमय व Įम कȧ बचत करने हेत ुलघगुणकɉ का Ĥयोग ͩकया 
जाता है। 

Ĥाय: संÉया 10 को आधार मानकर संÉयाएँ ͧलखी जाती है: इसͧलए आधार 10 पर 
लघगुणकɉ का Ĥयोग करना अͬधक सुͪवधाजनक होता है । ͩकसी भी दȣ हु ई संÉया का लघगुणक 
10 कȧ वह घात है िजससे ͩक 10 उस Ĥèतुत संÉया के समक¢ हो जाते ।  

उदाहरणाथ[- 
Log10 = 1 Èयɉ ͩक 101=10 

Log100=2 Èयɉ ͩक 102=100 

Log100000=5 Èयɉ ͩक 105=100000 

Log1=0 Èयɉ ͩक 100=1 

Log 0.1= 1 Èयɉ ͩक 10-1=0.1 

Log 0.001= 3 Èयɉ ͩक 10-3=0.001 
जो संÉया 10 के ͪवͧभÛन घातɉ के Ǿप मɅ होती है उनके लघगुणक सरलता से £ात 

ͩकये जाते है परÛत ुअÛय संÉयाओं जैसे 39,513,2593 आǑद के लघगुणक £ात करने के ͧलए 
लघगुणक सरͨणयɉ कȧ सहायता लȣ जाती है । Ĥ×येक ͧभÛन संÉया के लघगुणक के दो भाग होत े
है । Ĥथम लघगुणक का वह भाग जो दशमलव ǒबÛद ु के पवू[ होता है, िजसे पणूा[श 

1 1 11 ......
1 2 3

e     
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(characterstic) कहत े है तथा ɮͪवतीय, लघगुणक का वह भाग जो दशमलव ǒबÛद ु के बाद 
होता है, िजसे अपणूा[श (mantissa) कहत े है । पणूा[श सदैव एक पणू[ संÉया (integer) (घन, 
ऋण व शूÛय) होती है और अपणूा[श कभी-भी ऋणा×मक नहȣ ंहोता और सदैव संÉया 1 से कम 
होता है । यǑद हमɅ ͩकसी संÉया n, का लघगुणक, log n के पणूा[श और अपणूा[श £ात हो जाये 
तो log n ĤाÜत करने के ͧलए हमɅ उÛहɅ केवल जोड़ना होता है । 

1.2.4 पणूा[श (characteristic) £ात करना- 

पणूा[श £ात करने हेत ु दो सूğ ĤयÈुत ͩकये जाते है । Ĥथम सूğ का Ĥयोग ऐसी 
संÉयाओं के लघगुणक का पणूा[श £ात करने हेत ु ͩकया जाता है जो इकाई (एक) या इकाई से 
अͬधक होती है तथा ɮͪवतीय सूğ का Ĥयोग ऐसी संÉयाओं के लघगुणक का पणूा[श £ात करने 
हेत ुͩकया जाता है जो इकाई से कम होती है, जसेै 0.5, 0.003578, 0.9985 आǑद | 
Ĥथम सूğ : इकाई या इकाई से अͬधक संÉयाओं का पणूा[श :  

जो संÉयायɅ एक या एक से अͬधक होती है उनके लघगुणक का पणूा[श £ात करने का 
सूğ (n-1) है । जहा ँn दशमलव के पवू[ कुल अकंɉ कȧ संÉया है । इन संÉयाओं का पणूा[श सदैव 
एक धना×मक पणूाɍक (positive integer) 

होता है । उदाहरणाथ[- 
संÉया (Number) सूğ (formula) पणूा[श (characteristic) 

1 (1-1)=0 0 
2985 (4-1)=3 3 
573 (3-1)=2 2 

89.572 (2-1)=1 1 
8 (1-1)=0 0 

625.7895 (3-1)=2 2 
856080.532 (6-1)=5 5 

ɮͪवतीय सूğ. इकाई से कम संÉयाओं का पणूा[श 
एक से कम संÉयाओं के लघगुणक का पणूा[श £ात करने का सूğ (n+1) है । जहाँ 'n' 

दशमलव ǒबÛद ुके तुèत पæचात तथा Ĥथम अशूÛय अकं (1 से 9) के मÚय शूÛयɉ कȧ संÉया है । 
ऐसी संÉयाओं का पणूा[श सदैव ऋणा×मक पणूाɍक (negative integer) होता है । ऋणा×मक 
ͬचÛह इंͬगत करने हेत ुइन पणूा[शɉ के उपर ऋण का सकेंत बार (Bar) के Ǿप मɅ बना Ǒदया जाता 
है ताͩक उस ऋण के ͬचÛह को पणूा[श से पथृक रखा जा सके । Èयɉ ͩक अपणूा[श सदैव धना×मक 
होता है । 
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संÉया (Number) सूğ (formula) पणूा[श 
(characteristic) 

0.8 (0+1)=1  
0.07 (1+1)=2  
0.0030607 (2+1)=3  
0.00000785 (5+1)=6  
0.60589 (0+1)=1 1 

1.2.5 अपणूा[श (mantissa) £ात करना (लघगुणक सारणी का Ĥयोग) 

लघगुणक का वह भाग जो दशमलव ǒबÛद ु के बाद आता है, अपणूा[श कहलाता है । 
अपणूा[श लघगुणक सरͨणयɉ से देखा जाता है तथा यह सदैव धना×मक होता है । इसे £ात करत े
समय दशमलव ǒबÛद ुका संÉया पर कोई Ĥभाव नहȣ ंपड़ता है, जबͩक पणूा[श £ात करत ेसमय 
संÉया का वह Ǒहèसा जो दशमलव के पवू[ अथवा दशमलव के तुरÛत बाद शूÛयɉ कȧ संÉया पर 
Ǔनभ[र करता है । उदाहरण के ͧलए 825.6, 82.56, 8.256, 0.8256, 0.008256 आǑद संÉयाओं 
का अपणूा[श समान होगा, जबͩक इन संÉयाओं का पणूा[श ͧभÛन-ͧभÛन होगा । अपणूा[शं को 
लघगुणक सरͨणयɉ से Ĥाय: चार अंको कȧ संÉया तक हȣ £ात ͩकया जा सकता है । अत: ऐसी 
संÉयाओं िजनका अपणूा[श देखना अथवा £ात करना हो यǑद चार अंकɉ से बड़ी है तो उसका 
सिÛनकटन (approximation) चार अंको तक कर Ǒदया जाता है । 

Úयान दȣिजए ͩक इस सारणी मɅ ¢ैǓतज (horizontal) तथा ऊÚवा[धर (vertical)मɅ खाने 
बने हु ए है । ¢ैǓतज खाने 0 से 9 तक है तथा उसी के बगल मɅ पनु: 1 से 9 तक के खाने है । 
िजसे औसत अÛतर (mean difference) का खÖड कहत ेहɇ । लàबवत खाने मɅ Ĥ×येक पिंÈत, 
दो अंक वालȣ संÉया, जसेै 10,11,12. ........... 97,98,99 से आरàभ होती है । 

ͩकसी संÉया का सामाÛय लघगुणक £ात करने कȧ ͩĐया : लघगुणक सारणी के Ĥयोग 
से ͩकसी संÉया का सामाÛय लघगुणक का मान को अĒ ĤͩĐया ɮवारा £ात ͩकया जा सकता है।  

लघगुणक सारणी(LOGARITHMS TABLE)    मÚय अÛतर 
 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 123 456 789 

- - - - - - - - - - - - - - 
- - - - - - - - - - - - - - 
25 3979 3997 4014 4031 4048 4046 4082 4099 4116 41

33 
2 3 
5 

7 9 
10 

12 
14 
15 

26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 42
98 

2 3 
5  

7 8 
10 

11 
13 
15 

27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 44
56 

2 3 
5 

6 8 
9 

11 
13 
14 

- - - - - - - - - - - - - - 

1

2

3

6
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सव[ Ĥथम दȣ गई संÉया का पणूा[श इĤत ͩकया जाता है । त×पæचात दशमलव ǒबÛद ुकȧ 
उपे¢ा करके दȣ हु ई संÉया को Ĥथम चार अकंो तक (यǑद अंको कȧ संÉया चार से अͬधक हो तो) 
सिÛनकट करɅ । इस संÉया के Ĥथम दो अकंो को लघगुणक सारणी के Ĥथम ऊÚवा[धर खाने मɅ 
देखते हु ए सारणी के शीष[ मɅ ¢ैǓतज पिंÈत मɅ ͧलखा अकं Ĥèततु संÉया का तीसरा अकं के 
ऊÚवा[धर èतàभ मɅ उपिèथत संÉया को ͧलख लेते है । पनु: सारणी के शीष[ मɅ ¢ैǓतज पिंÈत मɅ 
औसर अÛतर (mean difference) मɅ Ĥèतुत संÉया का चतथु[ अंक के ऊÚवा[धर èतàभ मɅ 
उपिèथत संÉया को तीसरे अंक के संगत संÉया मɅ जोड़ कर योगफल £ात कर लेते है, यहȣ 
योगफल Ĥèतुत संÉया का अपणूा[श होता है अत: Ĥèतुत संÉया का पणूा[श के बाद दशमलव 
लगाकर अपणूा[श ͧलखकर जो संÉया ĤाÜत होती है वहȣ दȣ गई संÉया का लघगुणक का मान 
होता है । 

उदाहरणाथ[ मान ͧलिजए हमे log2.627 £ात करना है । सव[Ĥथम दȣ गई संÉया 
2.627 का पणूा[श 0 है को £ात करत ेहै । अब अपणूा[श £ात करने के ͧलए लघगुणक सारणी मɅ 
Ĥथम ऊÚवा[धर èतàभ मɅ उस पिंÈत को देͨखए जो 26 से Ĥारàभ होती है । इस पिंÈत मɅ, उस 
èतàभ कȧ संÉया पǑढ़ए, िजसके ऊपरȣ भाग पर 2 है । यह संÉया 4183 है । इस का अथ[ है ͩक 
log2.620=0.4183 परÛत ुहमɅ log2.627 इĤत करना है, इसͧलए हमारा उ×तर 0.4183 से 
थोड़ा अͬधक होगा । ͩकतना अͬधक होगा यह हम औसर अÛतर के खÖड से £ात करɅगे । Èयɉͩक 
हमारȣ संÉया मɅ चौथा अकं 7 है, अत: औसर अÛतर वाले खÖड मɅ, उस èतàभ मɅ िजसके ऊपरȣ 
भाग पर 7 है, (26 वीं) पिंÈत मɅ, संÉया पǑढ़ए । यहा ँहम देखते है ͩक संÉया 11 है । अत: 
4183 मɅ 11 का योग कर देते है और इस Ĥकार योगफल 4194 ĤाÜत होता है । इस योगफल 
को पणूा[श 0 के बाद दशमलव लगाकर ͧलख लेते है । अत: 

Log 2,627=0.4194 
इसी Ĥकार log(812.7) £ात करने के ͧलए सव[Ĥथम संÉया 8127 का पणूा[श 2 ͧलख 

लेते है, अब हम इस संÉया का अपणूा[श £ात करने के ͧलए 81 कȧ पिंÈत मɅ èतàभ 2 के नीचे 
देखते है और हमɅ (8। कȧ पिंÈत मɅ) 9096 ĤाÜत होता है । हम इसी पिंÈत मɅ आगे देखते है 
और औसत अÛतर के खÖड मɅ èतàभ 7 के नीचे औसर अÛतर 4 को 9096 मɅ योग करने से 
9100 ĤाÜत होता है इस 9100 को पणूा[श 2 के बाद दशमलव लगाकर ͧलख देते है । अत: 

Log (812.7) = 29100 

1.2.6 ĤǓतलघगुणक (antilogarithms) 

अभी तक हमने, एक दȣ हु ई धन संÉया n का लघगुणक log n £ात करने कȧ ͪवͬध 
पर अÚययन ͩकया है । अब हम इस के ͪवलोम का अÚययन करेगɅ, अथा[त यǑद log n Ǒदया 
हुआ हो, तो संÉया n £ात करने ͩक ĤͩĐया का अÚययन करेगɅ । 

''ͩकसी दȣ हु ई संÉया का ĤǓतलघगुणक वह संÉया है िजसका लघगुणुक दȣ हु ई संÉया 
है।'' 

यǑद log n=x, तो हम यह भी कह सकते हɇ ͩक n=antilog x (x का ĤǓतलघगुणक) 
। अत: यǑद x Ǒदया हो तो इसका ĤǓतलघगुणक £ात करने के ͧलए, हम ĤǓतलघगुणक सारणी 
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का Ĥयोग करत ेहै । इस सारणी को पɭने के ͧलए लघगुणक के अपणूा[श के चार अकंो का Ĥयोग 
ठȤक उसी Ĥकार ͩकया जाता है िजस Ĥकार चार अकंो तक सिÛनकǑटत संÉया का Ĥयोग अपणूा[श 
£ात करने हेत ुͩकया जाता है । लघगुणक के पणूा[श का Ĥयोग ĤाÜत पǐरणाम मɅ दशमलव ǒबÛद ु
Ǔनिæचत करने के ͧलए ͩकया जाता है । 

ĤǓतलघगुणक सारणी, लघगुणक सारणी जसैी हȣ होती है । ĤǓतलघगुणक सारणी मɅ 
Ĥथम ऊÚवा[धर èतàभ मɅ 0.00 से 0.99 तक कȧ संÉयायɅ होती है । इसके बाद दस èतàभ होत े
है िजनके शीष[ पर Đमश: 0 से 9 अंक ͧलखे होत े है । इनके बाद औसत अÛतर (mean 
difference) के भी èतàभ होते है िजनके शीष[ पर 1 से 9 अंक ͧलखे होत ेहै । ĤǓतलघगुणक 
£ात करने कȧ ĤͩĐया Ǔनàनͧलͨखत है:- 

(i) यǑद लघगुणक मɅ पणूा[श धना×मक है तो दशमलव ǒबÛद ुकȧ िèथǓत के ͧलए सूğ (n+1) 
होता है जहाँ n पणूा[श कȧ संÉया है । यǑद पणूा[श 2 हो तो 2+1=3, अथा[त दशमलव ǒबÛद ुके 
बायीं ओर 3 अंक होगɅ और यǑद पणूा[श 4 हो तो 4+1=5, दशमलव ǒबÛद ुके बाई और 5 अकं 
होगɅ । 

(ii) यǑद लघगुणक मɅ पणूा[श शÛूय है तो दशमलव ǒबÛद ुएक सÉंया (0+1=1)के बाद लगाया 
जायेगा । 

(iii) यǑद लघगुणक मɅ पणूा[श ऋणा×मक है अथा[त ् उस पर 'बार' (-) है तो दशमलव कȧ 
िèथǓत के ͧलए सूğ (n- 1) होगा, जहाँ n पणूा[श कȧ संÉया है । यǑद ऋणा×मक पणूा[श 3 अथा[त 
है तो 3 -1=2, अथा[त दशमलव ǒबÛद ुके बाद और Ĥथम अशूÛय अंक के पवू[ 2 शूÛय लगा देगɅ 
। यǑद ऋणा×मक पणूा[श 4 है तो 4 -1=3 होगा, अथा[त ्दशमलव ǒबÛद ुके तरुÛत पæचात अथा[त 
दायी ंओर तीन शÛूय ͧलखकर ͩफर अशÛूय अकं से शुǾ होने वालȣ संÉया ͧलखत े है । यǑद 
ऋणा×मक पणूा[श 1 हो तो 1 -1=0, अथा[त ्दशमलव ǒबÛद ुके तुरÛत बाद कोई शूÛय नहȣ ंहोगा । 

ĤǓतलघगुणक सारणी के Ĥथम èतàभ मɅ अपणूा[श के पǑहले दो अंको के अनसुार पिंÈत 
का चयन कर, उस पिंÈत मɅ उस संÉया का चयन करत ेहै जो संÉया अपणूा[श के तीसरे अंक के 
संगत शीष[ मɅ िèथत अकं के èतàभ मɅ िèथत हो । पनु: सारणी के शीष[ मɅ ¢ैǓतज पिंÈत मɅ 
औसत अÛतर मɅ Ĥèतुत अपणूा[श का चतथु[ अकं के ऊÚवा[धर èतàभ मɅ चयन कȧ गई ¢ैǓतज 
पिंÈत मɅ उपिèथत संÉया को तीसरे अंक के संगत संÉया मɅ जोड़ कर योगफल £ात कर लेते है 
। इस Ĥकार ĤाÜत संÉया, वांǓछत संÉया (desired number) ĤाÜत होती है । इस वांǓछत 
संÉया मɅ Ǒदये गये लघगुणुाकं के पणूा[श -के आधार पर दशमलव ǒबÛद ुका èथान Ǔनधा[ǐरत करत े
हु ए, Ǒदये गये लघगुणकȧय संÉया का संगत ĤǓतलघगुणक £ात ͩकया जाता है । उदाहरणा[थ मान 
लȣिजए, logx=2.4837 है । n £ात करने के ͧलए, पहले आप logx, का अपणूा[शं ले । इस 
उदाहरण मɅ अपणूा[श 0.4837 है । अब इसका ĤǓतलघगुणक सारणी मɅ से ĤǓतलघगुणक देͨखए । 
ĤǓतलघगुणक सारणी के Ĥथम èतàभ मɅ .48 कȧ पिंÈत मɅ èतàभ 3 के नीचे संÉया 3041 है 
और इसी पिंÈत मɅ, अंǓतम अकं 7 के ͧलए औसर अÛतर 5 है इस औसत अÛतर को संÉया 
3041 मɅ जोड़ने पर 3046 ĤाÜत होती है । अत: दȣ गई लघगुणक संÉया का अपणूा[श के संगत 
ĤǓतलघगुणक संÉया 3046 है । अब इस संÉया मɅ दȣ गई लघगुणक संÉया के पणूा[श 2 के 
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अनसुार दशमलव ǒबÛद ुका चयन (2+1=3), 3 अंक के बाद दशमलव ǒबÛद ुलगाकर अͧभçट 
संÉया x=304.6 ĤाÜत कर लेते है । 

लघगुणक तथा ĤǓतलघगुणक का Ĥयोग Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा आप भलȣ-भांǓत समझ 
सकɅ गे । 

उदाहरण 1.8 यǑद logx=0.9804 हो, तो x का मान £ात कȧिजए । 
हल. ĤǓतलघगुणक सारणी से, हम देखते है ͩक 98०4 कȧ संगत संÉया 9559 है । 

Èयɉͩक log x का पणूा[श 0 है, अत: x=9559 होगा । 
उदाहरण 1.9 : यǑद logx= .1352 हो, तो x का मान £ात कȧिजए । 
हल’: ĤǓतलघगुणक सारणी से, हम देखत े है ͩक 1352 कȧ संगत संÉया 1366 है । 

Èयɉͩक log x का पणूा[श अथा[त ऋणा×मक मɅ 2 है, अत: x=0.01366 
बोध Ĥæन 1.2 (स) 
1. Ǔनàनͧलͨखत के पूणा[श £ात कȧिजये: 
 (i) log12.70 (ii) log5834 (iii) log0.7253 
 (iv) log0.003892 (v) log0.00007316 
2. लघुगणक सारणी का Ĥयोग कर, Ǔनàनͧलͨखत संÉयाओं के लघुगणक £ात 

कȧिजए।  
 (i) 1234 (ii) 12.34 (iii) 248.5 
 (iv) 1.123 (v) 0.0012 (vi) 0.0004291 
 (Vii) 0.000013789 
3. Ǔनàनͧलͨखत मे से Ĥ×येक का ĤǓतलघुगणक £ात ͩकिजए। 
 (i) 0.6002 (ii) 2.9630 (iii)5.8683 (vi)1.7935 
 (v) 2 .5428 (vi) 4 .7782 
 नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर अÛत मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर 

लɅवे 

1.2.7 संÉया×मक पǐरकलनɉ मɅ लघगुणकɉ का Ĥयोग 

गͨणत कȧ जǑटल ͩĐयाओं जैसे- दो या दो से अͬधक संÉयाओं का गणुनफल, भागफल, 
ͩकसी संÉया कȧ घात (वग[, घनमलू आǑद) अथवा उपरोÈत सभी का ͧमĮण का मान, लघगुणक 
और ĤǓतलघगुणक सरͨणयɉ के Ĥयोग ɮवारा सरलता से £ात ͩकया जा सकता है । Ǔनàनͧलͨखत 
उदाहरणɉ ɮवारा आप संÉया×मक पǐरकलनɉ मɅ लघगुणकɉ का Ĥयोग करना भलȣ-भांǓत समझ 
सकɅ गे । 

उदाहरण 1.10 : लघगुणक सारणी कȧ सहायता से Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए: 

    
 

2

517 59.31
307
X



18 
 

हल : मान लȣिजए ͩक x= 
 

अब दोनɉ प¢ɉ का लघगुणक (आधार 10 पर) लेने पर  
=log{507x59.31}-log307 
=log517+log59.31-log307 
=2.7135+1.7732-2.4871    (लघगुणक सारणी से) 
Logx=1.9996 
x=antilog (1.9996) 

या x=99.91      (ĤǓतलघगुणक सारणी से) 
उदाहरण 1.11: लघगुणक सारणी कȧ सहायता से सरल कर मान £ात ͩकिजए: 
 

  

हल :मान लȣिजए, x=  
 

तो   
 
=log5.856+log0.007161-log0.06253 
=0.7676+ .8550- .7961 
=0.7676+(-3+.8550)-(-2+.7961) 

(यहȣ ंपणूा[श ऋणा×मक तथा अपणूा[श धना×मक है) 
=(-3+2)+(0.7676+.8550)-0.7961 
=-1+1.6226-0.7961 
=-1+0.8265 
Logx= .8265 
x=antilog ( .8265) 
x=0.6707 

उदाहरण 1.12: लघगुणक सारणी का Ĥयोग कर Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए: 

 

हल : मान लȣिजए, x=  

तो logx=log  

517 59.31
307
X

517 59.31log log
307
Xx    

 



5.856 0.007161
0.06253

X

5.856 0.007161
0.06253

X

517 59.31log log
307
Xx    

 

3 2

1

1

 
3

2
31.42 7.192

0.236
X

 
3

2
31.42 7.192

0.236
X

 

1/3

2

31.42 7.192
0.236

X  
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 21 log(31.42 7.192) log(0.236)
3

X   

 1 log(31.42 log 7.192) 2 log(0.236)
3

    

 1 1.4971 0.8568 2(1.3729)
3

    

   1 12.3539 2( 1 .3729) 2.3539 2 7458
3 3

        

log  1 3.6081 1.2027
3

x    

log(1.2027)x anti   

15.95x   
 
उदाहरण 1.13 लघगुणक सारणी का Ĥयोग कर Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए: 

3 1/3

2 1/4

(6.453) (0.0003462)
(9.374) (8.937)

X
X

 

हल : मान लȣिजए 
3 1/3

2 1/4

(6.453) (0.0003462)
(9.374) (8.937)

Xx
X

  

तो logx=log
3 1/3

2 1/4

(6.453) (0.0003462)
(9.374) (8.937)

X
X

 
 
 

 

   3 1/3 2 1/4log (6.453) (0.0003462) log (9.374) (8.937)X X   

3log (6.453) 1
3

 log(0.0003462) 2log (9.374) - 1
4
log (8.937)  

=3(0.8098) 1
3

 (4 .5393)-(0.9719) - 1
4
(0.9512) 

=3(0.8098) 1
3

 (6 2.5393)-2(0.9719) - 1
4
(0.9512) 

(ऋणा×मक पणूा[श 4 मɅ 3 का परूा-परूा भाग देने के ͧलये 2 जोडने व 2 घटाने पर 
ऋणा×मक पणूा[श 6 करने पर) 

=2.4294+ 2 +0.8464-1.9438-0.2378 
=3.2758+ 2 -2.1816 
=3.2758+ 4 - +0.1816 = 3.2758+5 +1-0.1816 

(अपणूा[श को धना×मक बनाने के ͧलए इकाई को जोडने व घटाने पर) 

=3.2758+5 +0.8184 

 2
1 31.42 7.192log
3 0.236

X    
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Logx=1+0.094=1.0942 
x=antilog(1.0942) 
 x=0.1234 

ǑटÜपणी: 
(1) अपणूा[श सदैव धना×मक हȣ होता है । 
(2) ͩकसी ऋणा×मक पणूा[श मɅ ͩकसी संÉया का भाग देना हो तो उस संÉया का ऋणा×मक 

पणूा[श मɅ सदैव परूा-परूा भाग जाना चाǑहये, यǑद भाग परूा-परूा नहȣ जा रहा हो तो सव[Ĥथम 
ऋणा×मक पणूा[श को इस Ĥकार ऋणा×मक मɅ समायोिजत ͩकया जाता है ताͩक भाग परूा-परूा 
जावे । 

उदाहरण 1.14. यǑद log 108 =0.3010 तथा log3=0.4771 हो तो log का मान 
£ात कȧिजए । 
हल : Èयɉͩक log 108=log(4X27)=log(22X33) 

=2log2+3log3 
=2x0.3010+3X0.4771 
=0.6020+1.4313 

 log 108=2.0333 

बोध Ĥæन 1.2 (द) 
1. लघुगणक सरͨणयɉ का Ĥयोग कर Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए: 

 (i) 8.253 4.637
2.185

X  (ii) 
3 2(73.56) (0.0371)
68.21

x  

 (iii) 
1/3(0.7634)

272.2 15.2X
 (VI) 

 

5

7
(71.24) 56

2.3 21
X

X
 

2. दशमलव के दो èथान तक शुƨ मान £ात कȧिजए:  

 

3 5

2 3

(3.7) 5.674( )
(7.452) 5.674

xi
X

 (ii) 
3

54

6 7
8 9

X
X

 

 (iii) 
2

3
2 3

(45.4)
(3.2) (5.6)x

 (iv) (1.23)
11.2 23.5x

 

3. यǑद log2=0.3010 और log3=0.4771 हो तो Ǔनàनͧलͨखत का £ात करो । 
 (i) log(0.0024)1/3 (ii)log 0.72 
4. 0.0007 का धनमूल £ात करो जबͩक Ǒदया हु आ है-  
  Log7

10=0.8451,  log10
8878=3.9483 

नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ । 
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1.3 वĐ खींचना (Curve Sketching) 

1.3.1 फलन तथा फलन का मान (Function and Value of the Function) 

यǑद दो चर x तथा y ͩकसी दȣ हु ई संͩĐया या Ǔनयम के तहत इस Ĥकार सàबिÛधत हो 
ͩक चर x के ͧलए चर y का एक Ǔनिæचत मान ĤाÜत हो तो y को x का फलन कहत ेहै तथा 
इसे y=f(x) से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है । इसे “y बराबर है फलन x का ''या'' y, x का फलन'' 
पढ़ा जाता है । यहा ँचर x को èवतÛğ चर तथा चर y को परतंğ चर अथवा आͬĮत चर कहा 
जाता है । उदाहरणाथ[ y=f(x)=5x2+6x-7 या y=f(x) जहा ँf(x)= 5x2+6x-7, एक फलन है । 
इस फलन मɅ चर x के ͪवͧभÛन मान रखने पर Ĥ×येक चर x के संगत f(x) अथवा y का मान 
ĤाÜत होता है । यहा ँचर x èवतंğ तथा f(x) अथवा y फलन अथवा परतंğ चर कहलाता है । अब 
यǑद इस फलन मɅ x=2 रखनɅ पर ƒ(2)=5(2)2+6x2-7=25 ĤाÜत होता है । यहा ँƒ(2)=25, चर 
x=2 के संगत फलन का मान कहलाता है । पनु: यǑद x=3 तो ƒ(3)=56, इसी Ĥकार x=-1 तब 
ƒ (-1)=8 आǑद । अत: Ĥ×येक चर x के संÉया×मक मान के संगत ƒ(x) का भी एक अɮͪवतीय 
संÉया×मक मान ĤाÜत होता है । ƒ(x) के इस संÉया×मक मान को चर x के संगत, परतंğ चर y 
भी कहा जाता है । इस Ĥकार èवतंğ चर x तथा परतंğ चर y के ͩĐͧमत यÊुम Đमश: (2,25), 
(3,56), (-1,-8) ĤाÜत होते है । 

1.3.2 समकोͨणक Ǔनदȶशाकं पƨǓत (Rectangular Co-ordinate System) 

समतल मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ुकȧ िèथǓत को हम दो बीजीय राͧशयɉ के यÊुम ɮवारा 
åयÈत करत े है इन राͧशयɉ को ǒबÛद ु के Ǔनदȶशाकं कहत े है । इनको Ĥाय: (x,y) से ǓनǾͪपत 
ͩकया जाता है । मान लȣिजए ͩक XOX' तथा YOY' परèपर लàब तथा ͩकसी लàबाई कȧ दो 
सरल रेखायɅ है जो परèपर ǒबÛद ुO पर काटती है । रेखा XOX' को X-अ¢ तथा रेखा YOY' 
को y-अ¢ कहत ेहै तथा दोनɉ रेखाओं का ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुo को ''मलू-ǒबÛद'ु' कहते है । Èयɉͩक 
दोनो अ¢ अनÛत लàबाई कȧ मानी जाती है अत: इस तØय को ͬचğ मɅ इनके ͧसरो पर तीर 
लगाकर åयÈत ͩकया जाता है । इन दोनɉ रेखाओं के यÊुम को Ǔनदȶशांक अ¢ (axes of 
coordinates) कहा जाता है तथा ये रेखा-यÊुम परèपर मकोण होने के कारण इसको समकोणा¢ 
(rectangular axes)भी कहत ेहै । इस पƨǓत को कातȸय पƨǓत (cartesion system) कहत े
है । अत: वह समतल िजस पर x अ¢ तथा y अ¢ िèथत होते है (परèपर लàब) कातȸय समतल 
(Cartesian plane) कहलाता है । इसे x-y तल (x-y plane) भी कहा जाता है । 
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ͬचğ 1.1 

समतल मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ुP कȧ िèथǓत जानने के ͧलए ǒबÛद ुP से x अ¢ पर 
लàब PM ͨखचीयɅ । लàबाई OM तथा लàब PM को ǒबÛद ुP का Đमश: भुज (abscissa) 
तथा कोǑट (ordinate) कहत े है । साधारणतया भुज OM को x तथा कोǑट PM को y से 
åयÈत ͩकया जाता है । x तथा y को एक साथ Đͧमत यÊुम (x,y) ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है 
तथा इसे ǒबÛद ुP के कातȸय Ǔनदȶशाकं (Cartesian coordinate) कहत ेहै । 

 
ͬचğ 1.2 

मूल ǒबÛद ुo से ox Ǒदशा मɅ x धना×मक तथा O से OX' Ǒदशा मɅ X ऋणा×मक माना 
जाता है । इसी Ĥकार मूल ǒबÛद ुO से OY कȧ Ǒदशा मɅ y- धना×मक तथा O से OY' Ǒदशा मɅ 
Y ऋणा×मक मान जाता है । Ǔनदȶश अ¢ XOX' तथा YOY' समतल को चार भागɉ मɅ ͪवभÈत 
करती है । ये चार भाग XOY1,YOX1,X1OY1,Y1OX है तथा यɅ Đमश: Ĥथम चतथुा[श (I), 
ɮͪवतीय चतुथा[श (II), ततृीय चतुथा[श (III) तथा चतथु[ चतथुाɍश (IV) कहलात े है । Ǔनदȶशांक के 
ͬचÛहɉ कȧ परàपरानसुार- 

(i) Ĥथम चतुथा[श मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके दोनɉ Ǔनदȶशांक भजु (x)तथा कोǑट (y) धना×मक 
होती है । 
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(ii) ɮͪवतीय चतथुा[श मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ुका भुज (x)ऋणा×मक तथा कोǑट (y) धना×मक 
होती है । 

(iii) ततृीय चतथुाɍश मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ु के दोनो Ǔनदȶशांक भजु (x) तथा कोǑट (y) 
ऋणा×मक होती है । 

(iv) चतथु[ चतथुा[श मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ुका भजु (x) धना×मक तथा कोǑट (y) ऋणा×मक 
होती है । 

 
ͬचğ 1.3 

अत: समतल मɅ ͩकसी ǒबÛद ुअथवा ǒबÛदओंु को अंͩकत करने के ͧलए सव[Ĥथम Ǔनदȶशकɉ 
को मापने के ͧलए कोई इकाई पमैाना (scale unit) Ǔनिæचत करना पड़ता है । ͩफर Ǒदये गये 
ǒबÛदओंु के Ǔनदȶशाकंो को इस इकाई पमैाना कȧ राͧश मɅ रखा जाता है । यǑद ͩकसी ǒबÛद ु के 
Ǔनदȶशांक (x1,y1) हो तो इस ǒबÛद ुकȧ िèथǓत Ǔनिæचत करने के ͧलए हम x अ¢ कȧ Ǒदशा मɅ x1 
इकाई कȧ लàबाई नापत े है । (x1 धना×मक अथवा ऋणा×मक के अनसुार Đमश: मलू ǒबÛद ुके 
दाँयी ओर अथवा बांयी ओर) तथा y अ¢ के समाÛतर y1 इकाई के बराबर लàबाई मापकर (y1 
धना×मक अथवा ऋणा×मक के अनसुार XOX1 के ऊपर अथवा नीचे कȧ ओर) Ǒदये हु ए ǒबÛद ुकȧ 
अͧभçट िèथǓत को Ĥदͧश[त करते है । Ǔनàन उदाहरण ɮवारा िèथǓत ओर èपçट हो जायेगी । 

उदाहरण 1.15 : Ǔनàन ǒबÛदओंु को कातȸय पƨǓत से Ēाफ पेपर पर अंͩकत कȧिजए- 
(i)(4,5) (ii)(-3,4) (iii)(-4,-3) (iv)(2,-3) (v) (6,0)  
हल: XOX1 तथा YOY1 दो परèपर लàब रेखाएँ ͨखचंत,े जहाँ XOX1 ¢ैǓतज तथा 

YOY1 ऊÚवा[धर हो । अब ͬचğानसुार या उͬचत पमैाना मानकर तथा दोनɉ परèपर लàब रेखाओं 
के ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुको मलू ǒबÛद ुO से अ¢ɉ पर Ǒदये गये ǒबÛदओंु कȧ दǐुरयɉ को नापत े हु ए 
ǒबÛदओंु को अंͩकत करते है । ǒबÛद ु(4,5) को अंͩकत करने के ͧलए OX कȧ Ǒदशा मɅ 4 इकाई 
तथा OY के समाÛतर Ǒदशा मɅ 5 इकाई कȧ दरूȣ को नापत े हु ए ǒबÛद ुP(4,5) कȧ िèथǓत को 
अंͩकत करत ेहै । इसी Ĥकार ǒबÛद ु(3,-2) को अंͩकत करने के ͧलए OX कȧ Ǒदशा मɅ 3 इकाई 
तथा OY' कȧ Ǒदशा मɅ 2 इकाई लेते हु ए ǒबÛद ुP4(3,-2) को अंͩकत करते है । इसी Ĥकार अÛय 
ǒबÛदओंु कȧ िèथǓत ͬचğ मɅ अंͩकत कȧ गई है ।  
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ͬचğ 1.4 

1.3.3 फलन का आलेख (Graph of a Function) 

Ǒदये गये ͩकसी फलन y=ƒ(x) को सÛतुçट करने वाले Đͧमत यÊुम (x,y) के ǒबÛदओंु 
को ͧमलाने पर ĤाÜत वĐ उस. Ǒदये गये फलन का आलेख कहलाता है । Ǒदये गये फलन ɮवारा 
ǓनǾͪपत आलेख बनाना उस वĐ का अनरेुखण (curve tracing) कहलाता है । åयावहाǐरक Ǻिçट 
से फलन के वĐ के सभी ǒबÛदओंु को £ात करना व अंͩकत करना सàभव नहȣ ंहोता है । अत: 
ͩकसी फलन का आलेख बनाने के ͧलए कुछ ͪवͧशçट ǒबÛदओंु को लेकर उन ǒबÛदओंु को उͬचत 
पमैाना मानकर समतल मɅ अंͩकत कर पɅͧसल से ͧमलाया जाता है । 

उदाहरण 1.16 : रेͨखय फलन ƒ(x)=3x-1 का आलेख बनाइये । 
हल : फलन ƒ(x) का मान सभी वाèतͪवक संÉयाओं x के ͧलए पǐरभाͪषत है अत: 

फलन ƒ(x) का ĤाÛत सभी वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है ƒ(x) के ĤाÛत से x के कुछ 
ͪवͧशçट मान लेकर इसके संगत y=ƒ(x)=3x-1 के मान £ात कर इन मानɉ को सारणी के Ǿप 
मɅ ͧलखत ेहै ।  

यǑद x= -2 -1 0 1 2 
तब y=ƒ(x)= -7 -4 1 2 5 
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ͬचğ 1.5 

सारणी मɅ Ǒदये गये Đͧमत यÊुम (x,y) के मानɉ को कातȸय पƨǓत मɅ संगत ǒबÛदओंु को 
अंͩकत कर इन ǒबÛदओंु को èकेल से ͧमलाने पर एक सरल रेखा ĤाÜत होती है । 

उदाहरण 1.17 : फलन y= ƒ(x)=2x2-2 का आलेख बनाइये । 
हल : फलन ƒ(x) का मान सभी वाèतͪवक संÉयाओं x के ͧलए पǐरभाͪषत है अत: 

फलन ƒ(x) का ĤाÛत सभी वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है । अब फलन ƒ(x) के ĤाÛत से 
x के कुछ ͪवͧशçट मान लेकर इसके संगत ƒ(x) के मान £ात कर इन मानɉ को सारणी के Ǿप 
मɅ ͧलखत ेहै-  

यǑद x= -3 -2 -1 0 1 2 3 
तब ƒ(x)= 16 6 0 -2 0 6 16 
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ͬचğ 1.6 

सारणी मɅ Ǒदये गये x तथा y के Đͧमत-यÊुम (x, y) के मानɉ को कातȸय पƨǓत मɅ 
संगत ǒबÛदओंु को अंͩकत कर इन ǒबÛदओंु को èवतंğ Ǿप से (free hand) ͧमलाने पर एक वĐ 
कȧ आकृǓत ĤाÜत होती है । (यह आकृǓत परवलय कहलाती है) 

1.3.4 सरल रेखा का ढलान (Slope of a Straight Line) 

उपर Ǒदये गये उदाहरण 1.16 मɅ फलन का आलेख एक सरल रेखा को ǓनǾͪपत करता है 
। Ǒदया गया फलन, èवतंğ x मɅ एक घातीय Ǿप मɅ है । अत: दो चरो x तथा y मɅ एक घातीय 
समीकरण का आलेख सदैव एक सरल रेखा ĤाÜत होती है । साधारणतया सरल रेखा का मानक 
समीकरण y=mx+c के Ǿप मɅ ͧलया जाता है, जहाँ m=tan , एव ंc, रेखा ɮवारा y-अ¢ पर 
काटे गये अÛत: खÖड कȧ लàबाई है । 

यहा ँ , रेखा ɮवारा x- अ¢ के साथ वामावतृ Ǒदशा (धना×मक) मɅ बनाया गया कोण 
होता है तथा tan  को उस सरल रेखा का ढलान कहत ेहै । सरल रेखा ɮवारा y- अ¢ पर काटे 
गये ǒबÛद ुकȧ मूल ǒबÛद ुo से दरूȣ को y- अ¢ पर अÛत: खÖड कहत ेहै । ͬचğ कȧ सहायता से 

सरल रेखा का ढलान, tan PMm
QM

   तथा दरूȣ OQ,Y- अ¢ पर काटे गये अÛत: खÖड को 

Ĥदͧश[त करता है । 
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ͬचğ 1.7 

ǑटÜपणी: 
(i) उपरोÈत समीकरण y=mx+c मɅ राͧशयाँ m तथा c अचर है िजनको उͬचत मान दे कर 

ͩकसी भी रेखा को इस समीकरण ɮवारा ǓनǾͪपत कर सकते है । 
(ii) एक घाती समीकरण को y=mx+c के Ǿप मɅ ͧलखने पर x का गणुाकं उस रेखा का 

ढलान (m) तथा अचर राͧश (c), y- अ¢ से काटे गये अÛत: खÖड को Ĥकट करती है । 
उदाहरण 1.18. सरल रेखा y=4x+3 का आलेख कȧिजए तथा इस सरल रेखा का ढलान 

तथा y- अ¢ पर काटे गये अÛत: खÖड £ात कȧिजए । 
हल : y=4x+3 मɅ चर x के संगत y के कुछ ͪवͧशçट मानɉ को सारणी मɅ रखने पर  
यǑद x= -2 -1 0 1 2 
तब y= -5 -1 3 7 11 

 
ͬचğ 1.8 
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सरल रेखा के आलेख कȧ सहायता से PM=8 तथा QM=2 अत: 
8tan 4
2

PMm
QM

    , रेखा का ढलान तथा OQ=3, रेखा ɮवारा ल.अ¢ पर काटे गये 

अÛत: खÖड कȧ लàबाई है । 
वकैिãपक ͪवͬध (Alternate method): 

Ǒदये गये सरल रेखा का (एक घातीय) समीकरण मɅ x- का गणुाकं 4 है तथा अचर पद 
3 है । अत: रेखा का ढाल 4 तथा y-अ¢ पर अÛत: खÖड 3 होगा । 
बोध Ĥæन 1.3 
1. Ǔनàनͧलͨखत फलनो का आलेख बनाइए: 
 (i) ƒ(x)=2x-5  (ii) ƒ(x)=x+2  (iii) ƒ(x)=x2-2x+1 
2. Ǔनàनͧलͨखत सरल रेखाओं का ढलान तथा y- अ¢ पर काटे गये अÛत: खÖड 
 £ात कȧिजए: 
 (i) y=3x+6 (ii) y=-4x+3 
 (iii) Y=5x-6 (iv) 3y=4x+5 
नोट - कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ । 

1.4 अवकलन (Differentiation) 
ͩकसी फलन के èवतंğ चर या चरɉ के मानो मɅ पǐरवत[न करने के फलèवǾप फलन मɅ 

आये ͪवचरणɉ का अÚययन अवकलन कहलाता है । अवकलन यािÛğकȧ, अथ[शाèğ, रसायन शाèğ, 
भौǓतक शाèğ, जीव ͪव£ान तथा उस सभी ͪवषयɉ कȧ भाषा है िजनमɅ पǐरवत[नशील राͧशयɉ से 
सàबÛध होता है । 

फलन (function): दो चरɉ x तथा y मɅ एक ͪवशेष Ĥकार का सàबÛध इस Ĥकार 
पǐरभाͪषत हो ͩक x का Ĥ×येक मान y के साथ एक अलग (अɮͪवतीय) सàबÛध बनाये तो इस 
सàबÛध को फलन कहते है । जैसे-y=3x+1 मɅ x के Ĥ×येक मान के ͧलए y का एक अलग मान 
होगा । यहा ँपर चर x कोई भी वाèतͪवक मान Ēहण करने के ͧलए èवतंğ है इसͧलए x को 
èवतंğ चर कहा जाता है । परÛत ुचर y का मान चर x पर Ǔनभ[र करता है इसͧलए चर y को 
परतंğ चर कहा जाता है । इन चरɉ मɅ परèपर सàबÛध को फलन के Ǿप मɅ Ĥकट करने के ͧलए 
बराबर ͬचÛह (=) के बायɅ प¢ (L.H.S) मɅ परतÛğ तथा दायɅ प¢ (R.H.S) मɅ èवतंğ चर को 
ͧलखा जाता है, िजÛहɅ सामाÛय संकेतन Ǿप मɅ y=ƒ(x) ɮवारा åयÈत करत ेहै ।  

फलन y=ƒ(x) का मान, èवतğं चर x का a=a पर £ात करने के ͧलए ƒ(x) मɅ x को 
a से ĤǓतèथाͪपत करने पर ĤाÜत होता है एव ंउसे सकेंत ƒ(a) से åयÈत ͩकया जाता है । जसेै 
ƒ(x)=3x+5 का x=2 पर मान ƒ(2)=11. 

कुछ ऐसे भी फलन होत े है िजनका मान एक £ात संÉया नहȣ होती है । जैसे ƒ(x)
2 4 , 2

2
x x
x


 


 का x=2 पर मान 0
0

y   है जो ͩक एक वाèतͪवक संÉया नहȣ ं है । इस 
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Ĥकार के फलन को Ǒदये गये x के मान x=2 पर अपǐरभाͪषत फलन कहत े है तथा ये फलन 
िजस मान या ǒबÛद ुपर अपǐरभाͪषत होते है, उस ǒबÛद ुया x के मान के बहु त Ǔनकटतम ǒबÛद ु
पर फलन का मान £ात करत ेहै । िजसे हम सीमाÛत मान कहत ेहै । 

उदाहरणाथ[, फलन ƒ(x)
2 4 , 2

2
x x
x


 


 पर ͪवचार कȧिजए । 

हम x=2 पर फलन कȧ सीमा £ात करना चाहेगे । हम 2 के अ×यतं Ǔनकट x के मानɉ 
के ͧलए ƒ(x) के मान का पǐरकलन करत े हु ए 2 के Ǔनकट बाई ओर कुछ ǒबÛद ु
1.9,1.95,1.99,1.999...... इ×याǑद है । इन ǒबÛदओंु पर ƒ(x) के मान नीचे सारणीबƨ है । इसी 
Ĥकार, 2 के अ×यतं Ǔनकट दाई ओर वाèतͪवक संÉयाएँ 2.1,201,2.001,2.0001....... भी है । 
इन ǒबÛदओंु पर भी फलन के मान नीचे सारणी मɅ Ǒदये है 

सारणी 1 : 2 के बाई ओर के Ǔनकट मानɉ के संगत ƒ(x) के मान  
X= 1.9 1.95 1.99 1.999 …..x2.0 
ƒ(x) 3.9 3.95 3.99 3.999 …..ƒ(x) 4.0 
सारणी 2 : 2 के दाई ओर के Ǔनकट मानɉ के संगत ƒ(x) के मान 
X= 2.1 2.01 2.001 2.0001 …..x2.0 
ƒ(x) 4.1 4.01 4.001 4.0001 …..ƒ(x) 4.0 
उपरोÈत दोनɉ सरͨणयɉ से हम Ǔनगͧमत करते है ͩक ƒ(x) का मान 4.0 कȧ ओर 

अĒसर होता है जब x का मान 2 कȧ ओर अĒसर हो, चाहे x का मान x=2 के बाई ओर से 2 
कȧ तरफ अĒसर हो अथवा x=2 के दाई ओर से 2 कȧ तरफ अĒसर है । अत: जब x का मान 
x=2 के बाई ओर से 2 कȧ तरफ अĒसर होता है तब ƒ(x) का मान 4.0 कȧ ओर अĒसर होने 
को x=2 पर ƒ(x) कȧ बाई प¢ कȧ सीमा (Left Hand Limit) कहत े है । तथा इसे 

2
lim
x 

ƒ(x)=4 से ǓनǾͪपत करते है । 
इसी Ĥकार, जब x,2 के दाई ओर से अĒसर होता है तो, ƒ(x) का मान 4.0 कȧ ओर 

अĒसर हो रहा है इसे x=2 पर ƒ(x) कȧ दाई प¢ कȧ सीमा (Right Hand Limit) कहत े है 
तथा इसे 

2
lim
x 

f(x) =4.0 

अत: यǑद ͩकसी फलन का ǒबÛद ुx=a पर ƒ(x) कȧ बाई प¢ कȧ सीमा तथा दाई प¢ 
कȧ सीमा अिèत×व मɅ हो तथा बराबर हो तो उनका समान मान हȣ उस फलन कȧ सीमा कहलाती 
है इस सीमा को åयापकत: lim

x
ƒ(x)=l, जहाँ, l, फलन कȧ सीमा हो, से ǓनǾͪपत करत ेहै । जब 

फलन के x=a पर सीमा का अिèत×व होता है तथा सीमा का मान फलन के मान को बराबर हो 
तो ǒबÛद ुx=a पर सतत ्फलन भी कहा जाता है । 
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1.4.1 अवकलज (Derivatives): 

माना ͩक y= ƒ(x) ,x का कोई सतत ्फलन है जहाँ चर x èवतंğ तथा चर y परतÛğ 
है । यǑद èवतंğ चर x के मान मɅ कोई èवेÍछ अãपवृͪ ƨ (arbitrary small increment) x 
अथवा  x (डेãटा x) कȧ जाए तो y के मान मɅ भी संगत वृͪ ƨ y अथवा  y होगी । 

तब अनपुात (ͧभÛन) 
y
x




 


या
y
x







को x के सापे¢ y कȧ औसत पǐरवत[न दर (average 

rate of change) कहत ेहɇ । अब यǑद x (या y ) छोटा होता हुआ शूÛय कȧ ओर अĒसर 
हो, तो y (या y ) भी छोटा होता हुआ शूÛय कȧ ओर अĒसर होगा । 

''x के सापे¢ y मɅ सीमातं पǐरवत[न कȧ दर 
0

lim


y
x




 को y का x के सापे¢ अवकलन 

कहत े है'' तथा इसे 
dy
dx

 ɮवारा åयÈत करते है । इसे x के सापे¢ y का अवकलन गणुांक भी 

कहत ेहै । अत: 
dy
dx

=
0

lim
x 

y
x




 पनु: यǑद y=ƒ(x) से ͩकसी फलन को åयÈत करे तो 

dy
dx

=
0

lim
x 

y
x


 0

lim
x 

( ) ( )f x x f x
x

 


 

इस Ĥकार 
dy
dx

 को 
d
dx

 ƒ(x) से भी åयÈत कर सकते है ।
( )df x

dx
 को ƒ’(x) या 

Dƒ(x) से भी åयÈत ͩकया जाता है  

ǑटÜपणी : (1) 
dy
dx

,y का x के सापे¢ अवकलन गणुांक का सकेंत है न ͩक dy मɅ dx से भाग 

देना । 

(2) y
x




 एक ͧभÛन हो सकती है अथात ्[ y एव ं x को अलग ͩकया जा सकता है । 

परÛत ु
dy
dx

 ͧभÛन नहȣ ंहै अथा[त ्dy व dx को अलग नहȣ ंͩकया जा सकता है । 

(3) 
0

lim
x 

( ) ( )f x x f x
x

 


 को ƒ(x) का x के सापे¢ Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन 

(Differentiation by first principle) अथवा पǐरभाषा से अवकलन भी कहत ेहै । 

1.4.2 अवकलन के ͧलए ͪवͧभÛन मानक सğू (Various Standard Formulae For 
Differentiation) 

(1)  y=xn   1ndy nx
dx


, जहाँ n कोई अचर है 

(2)  y=ex    dy
dx =ex 
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(3)  y=logex    dy

dx
1
x


 

(4)  y=ax   dy
dx =ax loga 

(5)  y=sinx   dy
dx =cosx 

(6)  y=cosx   dy
dx = sinx 

(7)  y=tanx   dy
dx =sec2x 

(8)  y=cosec x   dy
dx =-cosec xcot x  

(9)  y=sec x    dy
dx =sec x tan x 

(10) y=cot x    dy
dx =cosec2 x 

(11) Y=sin-1x  

  

dy
dx =

2

1
1 x

 

(12) Cos-1x  

  2

1
1

dy
dx x

 


 

(13) y=tan-1x  

  1x-
dy
dx =

2

1
1 x

 

(14) sec-1x  

  1x-
dy
dx =

2

1
1x x 
, x >0 

(15) Cosec-1x  

  1x -
dy
dx =

2

1
1x x 
, x >0 

(16) y=cot-1x  

  1x-
dy
dx = 2

1
1 x  

1.4.3 अवकलन के मलू Ǔनयम (Fundamental Rules for Differentation):- 

(1) अचर राͧश का अवकलन शूÛय होता है । अथा[त यǑद ƒ(x)=c जहाँ c अचर हो तो 
( ) 0df x

dx
  या 0dc

dx
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(2)  . ( ) . ( )d dc f x c f x
dx dx

 , जहा ँ c अचर है । अथा[त ् अचर राͧश x फलन का 

अवकलन, अचर राͧश तथा उस फलन के अवकलन के गणुनफल के बराबर होता है । 

(3)  ( ) ( ) ( ) ( )d d df x g x f x g x
dx dx dx

     

अथा[त ्दो फलनɉ का योगफल (अथवा अÛतर) का अवकलन उन फलनɉ के अवकलनɉ के 
योगफल (अथवा अÛतर) के बराबर होता है । 

(4)  ( ). ( ) ( ). ( ). ( )d d df x g x f x g x f x
dx dx dx

 अथा[त ् दो फलनɉ के गणुनफल का 

अवकलन, Ĥथम फलन x ɮͪवतीय फलन का अवकलन + ɮͪवतीय फलन x Ĥथम फलन का 
अवकलन के बराबर होता है । 

(5) 
 2

( ). ( ) ( ). ( )( )
( ) ( )

d dg x f x f x g xd f x dx dx
dx g x g x

 
 

 
 

अथा[त ्दो फलनɉ के भागफल का अवकलन 

=
हर x अंश का अवकलन −  अंश x हर का अवकलन

(हर)2  

(6) फलन के फलन का अवकलन अथा[त Įृंखला Ǔनयम:- 

यǑद y=f(t) तथा t=g(x) हो तो, .dy dy dt
dx dt dx

  

अथा[त ्यǑद y ͩकसी चर t का फलन है तथा चर t ͩकसी तीसरे चर x का फलन है एव ं
का तीसरे चर x के सापे¢ अवकलन, y के सापे¢ अवकलन तथा t का x के सापे¢ अवकलन के 
गणुनफल के बराबर होता है । इस Ǔनयम को Įृंखला Ǔनयम भी कहत ेहै ।  

उपर Ǒदये गये अवकलन के मानक सूğ तथा अवकलन के मूल Ǔनयमɉ का Ĥयोग करत े
हु ए ͩकसी भी फलन का अवकलन सरलता से £ात ͩकया जा सकता है । Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ 
से आप भलȣ-भाँǓत समझ सकɅ गे । 

उदाहरण 1.19 : Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का x के सापे¢ अवकलन £ात कȧिजए: 

(i)Y= 3

1
x

 (ii) y=x5/2 (iii) y=4x2-2x+5 

हल: (i) y= 3

1
x

 या y=x-3 

 
dy
dx

=
d
dx

(x-3)=-3x-3-1 1( )n nd x nx
dx

  
 
  

=-3x-4 

4

3dy
dx x

    

(ii) 
5 15/2 5/2 25( )

2
dy dy x x x
dx dx


     1( )n nd x nx

dx
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3/25
2

dy x
dx

   

(iii) 2 24 2 5 (4 2 5)dy dy x x x x
dx dx

        

2(4 ) (2 ) (5)d d dx x
dx dx dx

    

= 24 ( ) 2 ( ) 0d dx x
dx dx

   

= 4 2 2.1 0X x    
=8x-2 

उदाहरण 1.20 : यǑद 
2 2

2 2

a xy
a x





 हो तो 

dy
dx

 £ात कȧिजये । 

हल : Ǒदया हुआ 
2 2

2 2

a xy
a x





 

दोनɉ प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

=
2 2 2 2

2 2 2

( )(0 2 ) ( )(0 2 )
( )

a x x a x x
a x

    


  {a, एक अचर राͧश है 

 dy
dx

(a2)=0} 

=
2 3 2 3

2 2 2

2 2 2 2
( )

a x a x x
a x

   


 

2

2 2 2

4
( )

dy a x
dx a x


 


 

उदाहरण 1.21 : Ǔनàन फलन का x के सापे¢ अवकलन £ात कȧिजए: 

3 5 3

1
6 7 9x x 

 

हल : माना y=  
या   y=(6x5-7x3+9)-1/3 .........(1) 
पनु: माना  u=6x5-7x3+9  
तब  y=u-1/3 तथा u=6x5-7x3+9 ......(2) 
यहा ँy,u का फलन है तथा y,u का फलन है। 

1 11/3 4/331 1( )
3 3

dy d u u u
du du

        

 
 

2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 2 22 2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

dy dya x a x a x a xa xdy dy dx dx
dx dx a xa x

        
  

3 5 3

1
6 7 9x x 
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तथा 

5 3

4 2

4 2

(6 7 9)

6.5 7.3 0
30 21

d d x x
dx dx

x x
x x

  

  



 

 
अब Įृंखला Ǔनयम का उपयोग करने पर 

4/3 4 2

5 3 4/3 4 2

4 2 5 3 4/3

1. .(30 21 )
3

1 (6 7 9) .(30 21 )
3
1 (30 21 ).(6 7 9)
3

dy dy du u x x
dx du dx

x x x x

x x x x







   

    

    

 उ×तर 

 

वकैिãपक ͪवͬध- माना 
5 3

1
3 6 7 9

y
x x


 

 

या y=(6x5-7x3+9)-1/3 
दोनो प¢ɉ का म ्के सापे¢ अवकलन करने पर 

5 3 1/3

1
5 3 5 33

4
5 3 4 23

4
5 3 4 23

4 2 5 3 4/3

(6 7 9)

1 (6 7 9 1. (6 7 9)
3
1 (6 7 9) .(6.5 7.3 0)
3
1 (6 7 9) .(30 21 )
3
1 (30 21 )(6 7 9)
3

dy d x x
dx dx

dx x x x
dx

x x x x

x x x x

x x x x



 







  

     

     

    

    

उ×तर 

उदाहरण 1.22 : यǑद y=log(4x2-5x+3) है, तो dy
dx

 £ात कȧिजए ।  

हल : दोनɉ प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 
 

2{log(4 5 3)}dy d x x
dx dx

    

2
2

1 . (4 5 3)
(4 5 3)

d x x
x x dx

  
 

 
1(log )d x

dx x
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2

(4.2 5.1 0)
(4 5 3)

x
x x

 


    
{फलन का फलन सूğ का Ĥयोग करने पर} 

2

8 5
(4 5 3)

dy x
dx x x


 

 
  उ×तर 

उदाहरण 1.23 : यǑद y= (2x - 9) (3x2+ 2) (x3+7) है तो, £ात कȧिजए । 
हल: यहा ँपर Ǒदया गया फलन, तीन फलनɉ के गणुनफल के Ǿप मɅ Ǒदया गया है । जब 

कोई फलन दो से अͬधक फलनɉ का गणुनफल अथवा भागफल के Ǿप मɅ हो तो लघगुणुक कȧ 
सहायता से Ǒदये गये फलन का अवकलन सरलता से £ात कर सकते है । अत: Ǒदये गये फलन 
का लघगुणक लेने पर  
log y=log{(2x-9)(3x2+2)(x3+7)} 
  logy=log(2x-9)+log(3x2+2)+log(x2+7) 
दोनɉ प¢ɉ का Ĥ के सापे¢ अवकलन करने पर 

2 3

2 3
2 3

2

2 3

2

2 3

(log ) log(2 9) log(3 2) log( 7)

1 1 1(log ) (2 9) . (3 2) . ( 7)
(2 9) (3 2) ( 7)

1 (2.1 0 (3.2 0) (3 0).
2 9 (3 2) ( 7)

1 2 6 3
(2 9) (3 2) (

d d d dy x x x
dy dx dx dx

d dy d d dy x x x
dy dx x dx x dx x dx

dy x x
y dx x x x

dy x x
y dx x x x

     

      
  

  
   

  

   
  

2
2 3

2

7)

2 6 3(2 9)(3 2)( 7)
2 9 3 2 3 7

dy x xx x x
dx x x x

 
       

   
उ×तर 

उदाहारण 1.24 : यǑद y=5x4+e3x-log(3x2+2x+2)+sin(ax+b) है तो, £ात 
 हल : दोनɉ प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

4 3 2

3 3 2
2

3 3
2

3 3

(5 ) ( ) log(3 2 2) {sin( )}

15.4 . (3 ) . (3 2 2) cos( ). ( )
(3 2 2)

120 .3 .(3.2 2.1 0) cos( ).( .1 0)
(3 2 2)

(6 2)20 3
(3 2 2

x

x

x

x

dy d d d dx e x x ax b
dx dx dx dx dx

d d dx e x x x ax b ax b
dx x x dx dx

x e x ax b a
x x

dy xx e
dx x x

      

       
 

      
 


   


cos( )

2)
a ax b 

  
 उ×तर 

 

dy
dx
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1.4.4 अèपçट फलनɉ का अवकलन (Differentiation of Implicit Functions) 

जब कोई फलन ƒ(x,y) चरो x तथा y मɅ इस Ĥकार Ǒदया हुआ हो ͩक फलन मɅ से चरȣ 
को अलग नहȣ ं ͩकया जा सके, अथाrt Ǒदये गये ƒ(x,y)=0 को न तो हम y=ƒ1(x) तथा न हȣ 
हम x=ƒ2(y) के Ǿप मɅ ͧलख सकɅ , तो ऐसे फलन अèपçट फलन कहलाते है । अèपçट फलन मɅ 
èवतंğ व परतंğ चरो कȧ पहचान नहȣ ंकर सकत े। अत: अèपçट फलन को अवकलन करने के 
ͧलए y को x का फलन मान कर Ĥ×येक पद का x के सापे¢ अवकलन करते है । ĤाÜत पǐरणाम 
मɅ से के गणुाकंɉ को एकǒğत कर एव ंअÛय सभी पदो को प¢ाÛतर करके का मान £ात कर लेत े
है । 

 उदाहरण 1.25 : यǑद ax2+2hxy+by2+2gx+2ƒy+c=0 है, तो £ात कȧिजए । 
हल : Ǒदया हुआ है xa2+2hxy+by2+2gx+2ƒy+c=0 
Y को x का फलन मानते हु ए, x के सापे¢ अवकलन करने पर, 

n

n

d y
dx

 

2( ) (2 . ) ( 2) (2 ) (2 ) 0

.2 2 . . . .2 . 2 .1 2 . 0 0

2 2 2 2 2 2 . 0

(2 2 2 ) 2 2 2 0

d d d d d dyax hx y by gx fy
dx dx dx dx dx dx

dy dx dy dya x h x y b y g f
dx dx dx dx

dy dy dyax hx hy by g f
dx dx dx

dyhx by f ax hy g
dx

     


         
 

      

      

   

2( )
2( )

( )
( )

dy ax hy g
dx hx by f

dy ax hy g
dx hx by f

 
  

 
 

  
 

  

उ×तर   

उदाहरण 1.26 : यǑद ......y x x x      है, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

(2 1) 1dyy
dx

   

 हल : Ǒदया हुआ ......y x x x      
या y x y      { y एक अनÛत पदो के वग[मूल 

योग है एव ंअनÛत पदो मɅ एक पद 
कम कर देने पर भी फलन वहȣ 
रहता है ।} 

दोनो प¢ɉ का वग[ करने पर 
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Y2=x+y 
 दोनɉ प¢ɉ का, y को x का फलन मानते हु ए, x के सापे¢ अवकलन करने पर  

2( ) ( )

2 , 1

(2 1) 1

d dy x y
dx dx

dy dyy
dx dx

dyy
dx

 

  

  

 

1.4.5 लघगुणकȧय अवकलन (logarithmic differentiation) 

यǑद कोई फलन, िजसका अवकलन करना हो का Ǿप (फलन)फलन या फलन [ƒ(x)]Ø(x) 
अथा[त फलन कȧ घात फलन हो तो ऐसे फलनɉ का पǑहले लघगुणक ͧलया जाता है ͩफर अवकलन 
करते है । यह ĤͩĐया लघगुणकȧय अवकलन कहलाती है । 

उदाहरण 1.27 : यǑद? Y=xx है तो 
dy
dx

 £ात कȧिजए । 

हल : Ǒदया हुआ Y=xx  
दोनो तरफ लघगुणक (log) लेने पर 
Logy=logxx=xlogx 

दोनो तरफ x के सापे¢ अवकलन करने पर 

(log ) ( .log )d dy x x
dx dx

  

(log ). . (log ) log .

1 1. . log .1

1 (1 log )

(1 log ) (1 log )

(1 log ) (log log ){ log 1} (log )

x

x x x
e e e e e

d dy d dy x x x x
dx dx dx dx

dy x x
y dx x

dy x
y dx
dy y x x x
dx

dy x x x e x e x ex
dx

  

  

  

    

      

उ×तर 
 

उदाहरण 1.28 : यǑंद xy=ex-y है तो, Ĥदͧश[त कȧिजए ͩक 2

log
(1 log )

dy x
dx x




 

हल : Ǒदया हुआ xy=ex-y  
दोनो तरफ लघगुणक लेने पर 
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loge(xy)=loge(ex-y) 
log ( ) log
log

log
(log 1)

(1 log )

ey x x y e
y x x y

y x y x
y x x

xy
x

  
  

 
  

 


{logee=1} 

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर  

2

2

(1 log ). . (1 log )

(1 log )
1(1 log ).1 . 0

(1 log )

dy dyx x xdy dx dx
dx x

x x
dy x
dx x

  
 



    
  



 

2

2

1 log 1
(1 log )

log
(1 log )

x
x

dy x
dx x

 




 


  

बोध Ĥशन1.4 (क) 
 1.Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का अवकलन कȧिजए: 

  (i) 1y x
x

    (ii) xy xe  

  (iii) 3 23 2 1y x x x     

  (iv) 
2

2

1
1

xy
x





 

 2. Ǔनàन ͧलͨखत फलनɉ से dy
dx

 का मान £ात कȧिजए। 

  ( ) ( )n ni y ax b   ( ) ( )n nii y ax b   

  

2

2

1( ) log
1

x xiii
x x

  
   

 ( ) exiv y x  

  
2 2( ) 6 4 0v x y x y     

 3.यǑद y=ex+e हो तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 
1

dy y
dx y




 

नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मे Ǒदया गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेवे। 
 

(1 log )
dy d x
dx dx x

 
  

 



39 
 

यǑद y=f(x), पर x का फलन हो , तो y का x के सापे¢ अवकलन गणुाकं ୢ୷
ୢ୶
 होता है 

तथा वह अवकलन गणुाकं x का फलन होता है | यǑद ୢ୷
ୢ୶
 का ͩफर से x के आवेश ǓनǾͪपत करत े

है| इसी Ĥकार ɮͪवतीय Đम के अवकलज का पनु: x के सापे¢ अवकलन करने पर ĤाÜत 

पǐरणाम, ततृीय Đम का अवकलज कहलाता है तथा इसे 
3

3

d y
dx

 से ǓनǾͪपत करते है । इसी Đम 

मɅ बढ़त ेहु ए यǑद (n-1) वɅ अवकलज का पनु: x के सापे¢ अवकलन करने पर ĤाÜत पǐरणाम x 

वɅ Đम का अवकलज कहलाता है तथा इसे 
n

n

d y
dx

 से ǓनǾͪपत करते है । उपरोÈत अ पǐरणामɉ 

अथा[त ्
2 3

2 3, , ......
n

n

dy d y d y d y
dx dx dx dx

 आǑद को उ×तरोतर अवकलन गणुांक (Successive 

Differential Coefficients) भी कहत ेहै । यǑद y=ƒ(x) हो तो y का x के सापे¢ उ×तरो×तर 
अवकलन गणुांकɉ के अÛय संकेतन : 

  
या  1 2 3, , ,....... ny y y y  
या  2 3, , ,....... ndy d y d y d y  
या  ( )'( ), ''( ), '''( ),........... ( )nf x f x f x f x  इ×याǑद । 

उदाहरण 1.29 : यǑद y=x2ex हो, तो 
2

2

d y
dx

 £ात कȧिजए । 

हल : Ǒदया हुआ y=x2ex  
दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

2( . )xdy d x e
dx dx

   2 2. ( )
x

xde dx e x
dx dx

   

 2. .2x xx e e x   
2( 2 )xdy e x x

dx
    

पनु: X के सापे¢ अवकलन करने पर 

 2

2
2 2

2

2

2

.( 2 )

. ( 2 ) ( 2 ). ( )

.(2 2) ( 2 ).
{2 2 2 }

x

x x

x

x

d dy d e x x
dx dx dx

d y d de x x x x e
dx dx dx

ex x x x e
e x x x

    
 

    

   

   
2

2
2 { 4 2}xd y e x x

dx
   

 
उ×तर 

 

2 3

2 3, , ,.......
,

n

n

dy d y d y d y
dx dx dx dx
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उदाहरण 1.30 : यǑद y=(x2-1)n हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 
(x2-1)y2+2(1-n)xy1-2ny=0 

हल : Ǒदया हुआ y=(x2-1)n ……… (1) 
दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

2

2 1 2
1

( 1)

( 1) . ( 1)

n

n

dy d x
dx dx

dy n x x
dx



 

   
  

 2 1( 1) .(2 0)nn x x    
2 1 2 2 1

1
2

1 2 2

2 ( 1) 2 ( 1) .( 1)

2 ( 1) 2
( 1) ( 1)

n

n

y nx x nx x n x
nx x nxyy

x x

      


  

 

 {समीकरण (1) से} 

2
1( 1) 2 .............(2)x y nxy    (वė गणुन से) 

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ पनु: अवकलन करने पर 

   

 
 

2
1

2 2
1 1

2
2 1

2
2 1 1

2
2 1 1

2
2 1 1

2
2 1

( 1) 2

( 1). ( ) . ( 1) 2 ( . )

( 1) .(2 0) 2 . .1

( 1) 2 2

1 2 2 2

( 1) 2 2 2 0

( 1) 2(1 ) 2 0

d dx y nxy
dx dx

d d dx y y x n x y
dx dx dx

dyx y y x n x y
dx

x y xy n xy y

x y xy nxy ny

x y xy nxy ny
x y n xy ny

 

    

       
 

    

    

     

       
बोध Ĥæन : 1.4 (ख) 

1. Ǔनàन ͧलͨखत फलनɉ का ɮͪवतीय Đम का अवकलन £ात कȧिजए: 
 2( ) logi y x x  ( ) sin cosii y a x b x   

2. यǑद ax e axy Ae B   हो,तो कȧिजए ͩक y2-a2y=0 

3. यǑद  21 ,y x x m   ͧसƨ कȧिजए ͩक: 

 (1+x2)y2+xy1-m2y=0 
नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ ।
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1.5. उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ फलन (Maxima And Minima of 
Functions) 

1.5.1 एकǑदçट वध[मान तथा ıासमान फलन (Monotonically Increasing and 
Decreasing Function) 

एक Ǒदये हु ए अÛतराल मɅ एक फलन y=ƒ(x), एकǑदçट वध[मान कहलाता है यǑद चर x 
के बढ़ने से फलन भी बढ़ता है । यǑद Ǒदये हु ए अÛतराल मɅ x1,x2, चर x के दो मान इस Ĥकार 
है ͩक x1>x2 है तो ƒ(x1)>ƒ(x2) होने पर फलन y=ƒ(x) एकǑदçट वध[मान कहलायेगा । यǑद 
x1>x2 होने पर ƒ(x1)>ƒ(x2) हो तो फलन Ǔनिæचत Ǿप से वध[मान (Strictly increasing) 
कहलाता है । 

इसी Ĥकार यǑद x1>x2 होने पर ƒ(x1)<ƒ(x2) हो तो फलन उस अÛतराल मɅ एकǑदçट 
ıासमान कहलाता है अथा[त ् चर x के बढ़ने से फलन घटता है । यǑद x1>x2 होने पर 
ƒ(x1)<ƒ(x2) हो तो फलन Ǔनिæचत Ǿप से ıासमान (strictly decreasing) कहलाता है । 

 माना y=ƒ(x),x का एक फलन है । इस फलन का किãपत वĐ ͬचğ 1.9 मɅ Ĥदͧश[त 
है । 

 
ͬचğ 1.9 उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ 

कोई फलन, ǒबÛद ुx=a माना पर उिÍचçठ कहलाता है यǑद फलन का मान ǒबÛद ुx=a 
पर ƒ(a), ǒबÛद ुx=a के लघ ुसामीÜय मɅ दोनो ओर उन सभी मानɉ से बड़ा हो जो x के Ĥ×येक 
मान के ͧलए ƒ(x) Ēहण कर सकता है । ͬचğ 1.9 मɅ ǒबÛद ु p1,p2,p3,p4,p5 Đमश: 
x=a1,a2,a3,a4,a5 पर उिÍचçठ है । उिÍचçठ ǒबÛद ुके बायँी ओर फलन वध[मान तथा दाँयी ओर 
ıासमान होता है । इसी Ĥकार फलन, ǒबÛद ुa=b (माना) पर Ǔनिàनçठ कहलाता हे यǑद फलन 
का मान ǒबÛद ुx=b पर, ƒ(b), , ǒबÛद ुx=b के लघ-ुसामीÜय मɅ दोनो ओर उन सभी मानो से 
छोटा हो जो x के Ĥ×येक मान के ͧलए ƒ(x) Ēहण कर सकता है । ͬचğ 1 .9 मɅ ǒबÛद ुQ1, 
Q2, Q3, Q4, Q5 Đमश: x=b1,b2,b3,b4,b5 पर Ǔनिàनçठ है । Ǔनिàनçठ ǒबÛद ुके बाँयी ओर 
फलन ıासमान तथा दाँयी ओर फलन वध[मान होता है । 
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अवकलन के ɮवारा भी ͩकसी फलन का ͩकसी ǒबÛद ुपर उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ £ात 
ͩकया जा सकता है । ' 'यǑद फलन y=ƒ(x) का ͩकसी ǒबÛद ुx=x1 (माना) पर Ĥथम अवकलन 
का मान शूÛय हो जाए तो Ǒदया गया फलन ǒबÛद ुx=x1। पर उिÍचçठ अथवा Ǔनिàनçठ होता है 
तथा पनु: उसी फलन का ɮͪवतीय अवकलन का मान उसी ǒबÛद ुx=x1 पर यǑद ऋणा×मक हो 
जाए तो ǒबÛद ु x=x1 पर उिÍचçठ तथा यǑद ǒबÛद ु x=x1 पर धना×मक हो जाए तो फलन 
Ǔनिàनçठ होगा  
ǑटÜपणी : 

1. एक फलन के कई उिÍचçठ एव ंǓनिàनçठ ǒबÛद ुहो सकते है । 
2. उिÍचçठ एव ंǓनिàनçठ ǒबÛद ुको चरम ǒबÛद ु(extreme point) भी कहते है । 

1.5.2 फलन का उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ £ात करने कȧ ͩĐया ͪवͬध (Working Rule for 
Finding Maxima and Minima of a Function) 

ͩकसी Ǒदये गए फलन का उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ £ात करने के ͧलए Ǔनàनͧलͨखत 
ͩĐया-ͪवͬध काम मɅ लेते है । 

(i) Ǒदये गये फलन ƒ(x) को y के बराबर अथा[त ्y=ƒ(x) मान लȣिजए। 

(ii) सव[Ĥथम dy
dx

 (Ĥथम अवकलन) £ात करके उस Ĥथम अवकलन को शूÛय के 

बराबर रख कर समीकरण 
dy
dx

=0 को हल करके x के सभी सàभव मान £ात 

कȧिजए| 

(iii) 4
3

x   
2

2

d y
dx

 £ात कȧिजए तथा चरण (ii) मɅ ĤाÜत x के Ĥ×येक मान के 

ͧलए 
2

2

d y
dx

 का मान £ात कȧिजए । अब यǑद 
2

2

d y
dx

 का मान ऋणा×मक हो तो उस x के मान 

पर फलन उिÍचçठ होगा तथा यǑद 
2

2

d y
dx

 का मान धना×मक हो तो उस x के मान पर फलन 

Ǔनिàनçठ होगा अथा[त ्

यǑद 
2

2

d y
dx

 
 
 

 <0 

X=x1 पर फलन उिÍचçठ होगा तथा  

यǑद 
2

2

d y
dx

 
 
 

x=x1 >0 

तो x=x1पर फलन Ǔनिàनçठ होगा । 
ǑटÜपणी : फलन का उिÍचçठ या Ǔनिàनçठ ǒबÛद ु£ात करके, फलन का अͬधकतम 

अथवा Ûयनूतम मान £ात ͩकया जा सकता है । इसके ͧलए फलन y=ƒ(x) मɅ उिÍचçठ या 
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Ǔनिàनçठ ǒबÛद ुका मान रखने पर उस ǒबÛद ुके संगत अͬधकतम अथवा Ǔनàनतम मान £ात 
कर लेते है । 

उदाहरण 1.31 : फलन x3-2x2+6 के अͬधकतम तथा Ûयनूतम मान £ात कȧिजए । 
हल : माना y= x3-2x2+6  

23 4dy x x
dx

          ......(1) 

अब उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ के ͧलए 0dy
dx

  रखने पर  

3 2 4 0x x   
(3 4) 0x x    

0x  या 
4
3

x          ......(2)  

पनु: समीकरण (1) से 
2

2 6 4d y x
dx

 
        

......(3)  

ǒबÛद ुx=2 पर 
2

2
0x

d y
dx



 
 
 

पर 6.0 4 4 0      (ऋणा×मक)     ......(4) 

अत: ǒबÛद ुx=0 पर फलन उिÍचçठ होगा 
 ǒबÛद ुx=


पर 

2

2
4/3x

d y
dx



 
 
 

पर 
2

2
4/3x

d y
dx



 
 
 

 

 =4>0 (धना×मक)        ......(5) 
 अत: ǒबÛद ुx=4/3 पर फलन Ǔनिàनçठ होगा । 
पनु: फलन का अͬधकतम मान के ͧलए Ǒदये गये फलन मɅ x=0 रखने पर 

0( )]xf x    [x3-2x2+6]x=0 
( )]f x अͬधकतम=6        .......(6) 

तथा 
4
3

x  फलन का Ûयनूतम मान के ͧलए 

2 3  4/3( )]xf x   =[x3-2x2+6]x=4/3 

 =
3 24 42 6

3 2
       
   

 

ƒ(x}]Ûयूनतम = 
130
27

 उ×तर       .......(7) 
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 उदाहरण 1.32 : फलन 3 212 36 17x x x    का अÛतराल 1<x<10 मɅ उिÍचçठ 
तथा Ǔनिàनçठ £ात कȧिजए । 

हल : माना y=  

तब 2 23 24 36 3( 8 12)dy x x x x
dx

        ……….(1) 

 या 3( 2)( 6)dy x x
dx

    

अत: उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ के ͧलए 0dy
dx

  रख कर x के ͧलए हल करने पर 

3(x-2)(x-6)=0 
2x   अथवा x=6      ......(2) 

 यहा ँपर Ǒदये गये फलन का अͬधकतम तथा Ûयनूतम Ǒदये गये अÛतराल 1<x<10 मɅ 
£ात करने के ͧलए Ǒदये गये फलन मɅ x के मान 1,2,6 तथा 10 रखने पर Đमश: 

ƒ(1)=42, ƒ(2)=49, ƒ(6)=17 तथा ƒ(10)=17  
अत: उपरोÈत फलन के मानो से Ǒदये गये फलन का Ûयनूतम मान 17 तथा अͬधकतम 

मान 177 है । 

उदाहरण 1.33 : फलन y=sin2x-x -
2
 <x<

2


 के उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ ǒबÛद ु

£ात करत ेहु ए फलन का अͬधकतम तथा Ûयनूतम मान £ात कȧिजए । 
हल : Ǒदया हुआ y=sin2x-x 

 

(sin 2 ) ( )

cos 2 , (2 ) 1

2cos 2 1

dy d dx x
dx dx dx

dx x
dx

dy x
dx

  

 

  
    ….(1)

  

अब उिÍचçठ तथा Ǔनिàनçठ के ͧलए ୢ୷
ୢ୶

= 0 रख कर x के ͧलए हल करने पर 

 
2cos 2 1 0

1cos 2 cos
2 3

x

x 
 

  
  0{ cos 60 1/ 2  तथा 060 / 3}  

2
3

6

x

x





  

  
 

6
x 

   या 
6


       ......(2) 

3 212 36 17x x x  
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पनु: (1) से 

2

2

2

2

(2cos 2 1)

2sin 2 . (2 ) 0

4sin 2

d y d x
dx dx

dx x
dx

d y x
dx

 

  



    ......(3) 

2

2
/6x

d y
dx 

 
 
 

 4sin 2.
6


   

 4sin 2.
6


   

 2 3  <0 (ऋणा×मक) 
अत: x= / 6  पर फलन उिÍचçठ होगा तथा अͬधकतम मान के ͧलए  

(y)अͬधकतम sin .
6 6
 

   

 sin 2.
6 6
 

   

( )y  अͬधकतम 
3

2 6


   उ×तर    .......(4)  

पनु: ǒबÛद ु / 6x   पर 
2

2
/6x

d y
dx 

 
 
 

 4sin 2.( / 6)    

 4sin( / 3)    
 2 3 >0 (धना×मक) 
 
अत: पर फलन Ǔनिàनçठ होगा तथा Ûयनूतम मान के ͧलए 
 

(y)Ûयनतम 
2

2

z z
y y y
   

    
 sin 2.( / 6) ( / 6)      

 sin( / 3) / 6     
 sin( / 3) / 6     

 
3

2 6


    उ×तर 

बोध Ĥæन 1.4 (ग) 
1. फलन x5- 5x4 + 5x3 – 10 का अÛतराल 0<X<10 मे उिÍचçठ तथा 
 Ǔनिàनçठ £ात कȧिजए । 
2. फलन f (X) =2X2-X3 के अͬधकतम तथा Ûयूनतम मान £ात कȧिजए । 
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3. फलन X3-18 X2+96 का अÛतराल (0,9) मɅअͬधकतम तथा Ûयुनतम मान 
 £ात कȧिजए |  
नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेवे । 

1.6 आंͧशक अवकलन (Partial Differentiation) 
 अब तक हमने ऐसे फलनɉ के अवकलन से संबंͬ धत अÚययन ͩकया है िजनमɅ केवल 

एक हȣ èवतğं चर था । परÛत ुबहुधा åयवहार मɅ ऐसे फलनɉ कȧ जǾरत पड़ती है जो एक से 
अͬधक èवतंğ चरो पर आधाǐरत होत े है । उदाहरणाथ[ एक आयतफलकȧ का आयतन उसकȧ 
लàबाई, चौड़ाई तथा ऊँचाई पर Ǔनभ[र करता है । सामाÛयतया यǑद कोई फलन दो चरो x तथा y 
का फलन हो तो उसे z=ƒ(x, y) से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है तथा यǑद कोई फलन तीन चरो x, 
y तथा z का फलन हो तो उसे u=ƒ(x, y, z) से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है । 

जब कोई फलन दो या दो से अͬधक èवतंğ चरɉ का फलन हो तथा उस फलन का ͩकसी 
एक èवतंğ फलन के सापे¢ अवकलन गणुाकं को आͧशक अवकलन गणुाकं कहते है । आͧशक 
अवकलन गणुाकं £ात करते समय िजस èवतंğ चर के सापे¢ फलन का अवकलन करना होता है 
उस चर के अलावा बाकȧ सभी चरɉ को अचर मान कर साधारण अवकलन गणुाकं (एक चरȣय 
फलन का अवकलन गणुांक) £ात कर लेते है । 

यǑद z=ƒ(x, y), दो चरो x तथा y का फलन हो तो 

0

( , ) ( , )lim
x

f x x y f x y
x 

 


 कȧ यह सीमा अगर ͪवɮयमान हो, तो इसे z या (x, y) 

का x के सापे¢ आͧशक अवकल गणुाकं कहते है तथा इसे 
z
x



 या f
x



 या ƒx से ǓनǾͪपत 

करते है (इसे डेãटा जेड बाई डेãटा एÈस या डãेटा एफ बाई डेãटा एÈस या एफ-एÈस पढ़ा जाता 
है) । 

इसी Ĥकार 
0

( , ) ( , )lim
y

f x y y f x
y 

  


 कȧ, यǑद यह सीमा ͪवɮयमान हो, तो इसे z 

या ƒ(x, y) का y के सापे¢ आͧशक अवकल गणुाकं कहत ेहै तथा इसे 
z
y



 या 
z
y



 या ƒ4 से 

ǓनǾͪपत करते है । 
उपयु [Èत से यह Ǔनçकष[ Ǔनकलता है ͩक ƒ(x, y) का ͩकसी एक चर के सापे¢ आͧशक 

अवकल गणुाकं, उस फलन का दसूरे चर को अचर मानत े हु ए, Ĥथम चर के सापे¢ साधारण 
अवकल गणुाकं हȣ है । यǑद z, n चरो x1,x2x3,…xn का फलन हो, तो z का x1 के सापे¢ 
आͧशक अवकल गणुांक x1 के सापे¢ साधारण अवकल गणुाकं हȣ है जबͩक अÛय चर 

X2,x3,…..x को अचर मान ͧलया जाता है तथा इसे 
1

z
x



 से ǓनǾͪपत करते है । यǑद 

फलन z=ƒ(x, y) के आͧशक 
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अवकल गणुांक 
z
x



तथा
z
y



 हो तथा ये x तथा y के फलन हो तो पनु: इनका आͧशक 

अवकलन करने पर ɮͪवतीय Đम के आͧशक अवकल गणुांक कहलाते है । 
 

अत: 
z
x



व 
z
y



 का x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

 
2

2

z z
x x x
        

 तथा 
2z z

x y x y
   

     
 ĤाÜत होता है । इसी Ĥकार 

z
x



तथा 
z
y



 

का y के सापे¢ आͧशक अवकल गणुांक 
2z z

y x y x
         

तथा 
2

2

z z
y y y
   

    
 ĤाÜत होत े

है। 
 संकेतन 

(i) z
x



या 
f
x



 या ƒx तथा
2

2u
x y



 

 
z
y



 या 
f
y



 या ƒy - Ĥथम आͧशक अवकलन 

(ii) 
2

2

z
x



 या 
2

2

f
x




 या xxf ,
2 z

x y

 

 या 
2 f
x y

 

 या xyf  

तथा 
2

2

z
y



 या 
2

2

f
y




 या yyf , 
2 z

y x

 

 या 
2 z

y x

 

 या xyf  इ×याǑद । (ɮͪवतीय 

आंͧशक अवकलन) 
अंͧशक अवकलजो का Đम ͪवǓनमेय गणुधम[:- 

यǑद z=ƒ(x, y) के आͧशक अवकलज सतत हो तो 
2 2f f
x y y x
 


   

 

उदाहरण 1.34: यǑद 2 22 2 2z ax hxy by gx fy c       हो, तो z
x



 तथा z
y



 

£ात कȧिजए । 
हल: Ǒदया हुआ 2 2 2 2z ax hxy by gx fy c         ……….(1) 
 दोनो प¢ɉ का म ्के सापे¢ आͧशक अवकलन (y को अचर मानते हु ए) करने पर 

z
x



 = 2 2( 2 2 2 )ax hxy by gx fy c
x


    


 

 = .2 2 .1 0 2 .1 0 0a x hy g      
z
x



 = 2 2 2ax hy g   उ×तर      ………...(2) 

 पनु: समीकरण (1) के दोनɉ प¢ɉ का y के सापे¢ आंͧशक अवकलन (x को अचर 
मानते हु ए) करने पर 
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 2 2( 2 2 2 )z ax hxy by gx fy c
y y
 

     
 

 

 =0 2 .1 2 0 2 0hx by f      

2 2 2z hx by f
y


  


       ........(3) 

उदाहरण 1.35: यǑद 4 2 2 42z x x y y   हो तो Đम ͪवǓनमेय 
2 2z z

x y y x
 


   

 कȧ 

पिुçट कȧिजए । 
हल : Ǒदया हुआ 4 2 2 42z x x y y        ……(1) 
X के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

 3 24 4z x xy
x


 


       ……..(2) 

पनु: (1) का y के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर l 

 2 34 4z x y y
y


 


       ………(3) 

 अब समीकरण (2) का y के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

 3 2(4 4 ) 0 4. .2z x xy x y
y x y
           

 

  
2

8z xy
y x



 

       ……….(4) 

इसी Ĥकार समीकरण (3) का x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

2 3(4 4 ) 4.2 . 0z x y y x y
x y x
   

       
 

 
2

8z xy
y x



 

       ……….(5) 

समीकरण (4) तथा (5) èपçट है होता है ͩक  

 
2 2z z

y z x y
 


   

 

उदाहरण 1.36 : यǑद 
2 2 2

1u
x y z


 

 हो तो Ĥदͧश[त करो ͩक 

 
2 2 2

2 2 2 0u u u
x y z
  

  
  

 

हल : Ǒदया हुआ 2 2 2 1/2

2 2 2

1 ( )u x y z
x y z

   
 

  …….(1) 

दोनɉ प¢ɉ का x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर  





49 
 

2 2 2 1/2( )u x y z
x x

 
  

 
 

1 12 2 2 2 2 221 ( ) ( )
2

u x y z x y z
x x

  
     

 
 

 =
3

2 2 2 21 ( ) .(2 )
2

x y z x


    

2 2 2 3/2( )u x x y z
x


   


      ……..(2) 

 पनु x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

 2 2 2 3/2.( )u x x y z
x x x

           
 

2

2

u
x



 2 2 2 3/2 2 2 2 3/2. ( ) ( ) .x x y z x y z x
x x

          
  

 

2

2

u
x



 

3 312 2 2 2 2 2 2 2 22 23. ( ) . ( ) ( ) .1
2

x x y z x y z x y z
x

                  
 

2 2 2 5/2 2 2 2 3/23 ( ) .(2 ) ( )
2
x x y z x x y z          

 
 

 2 2 2 2 5/2 2 2 2 3/23 ( ) ( )x x y z x y z          

  
2

2

u
x



 = 2 2 2 2 5/2 2 2 2 3/23 ( ) ( )x x y z x y z         ……..(3) 

इसी Ĥकार समͧमǓत (symmetry) से हम ĤाÜत कर सकत ेहै ͩक 
2

2

u
y



 =3y2( )-5/2-( )-3/2    ………(4) 

तथा 
2

2

u
z



 2 2 2 2 5/2 2 2 2 3/23 ( ) ( )z x y z x y z          …………(5) 

(3), (4) तथा (5) का योग करने पर 
5 52 2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 3 ( ) 3 ( )u u u x x y z y x y z

x y z
   

       
  

 

5 3
2 2 2 2 2 2 22 23 ( ) 3( )z x y z x y z

 
       

5 3
2 2 2 2 2 2 2 2 22 23( ) ( ) 3( )x y z x y z x y z

 
         

3 32 2 2
2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 3( ) 3( )u u u x y z x y z
x y z

   
       

  
 

 0  

2 2 2x y z  2 2 2x y z 
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उदाहरण 1.37 : फलन 2 22 3u x xy y    के ɮͪवतीय Đम के सभी अवकलज 
£ात कȧिजए । 

हल : Ǒदया हुआ 2 22 3u x xy y         .....(1)  
दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

2 2u x y
x


 


        ………(2) 

पनु: x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर l 
2

22 2u u
x x x
          

      …………(3) 

समीकरण (2) का y के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

(2 2 ) 0 2.1u x y
x x y
           

 

  
2

2u
y x



 

        ………….(4) 

पनु: समीकरण (1) का y के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 
2 2( 2 3) 2 2u x xy y x y

y y
 

     
 

    …………..(5) 

पनु:x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

(2 2 )u x y
y y y
   

     
 

2

2 2u
y





        ………..(6) 

इसी Ĥकार समीकरण (5) का x के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर 

(2 2 ) 2u x y
x y y
   

      
 

2

2u
x y



 

        ………….(7) 

1.6.1 समघातीय फलन  ) Homogeneous Function): 
यǑद दो या दो से अͬधक चरो का फलन, एक åयजंक के Ǿप मɅ इस Ĥकार हो ͩक इसके 

Ĥ×येक पद मɅ चरो कȧ घातɉ का योग सदैव समान रहता है तो वह फलन समघातीय फलन 
कहलाता है तथा चरɉ कȧ घात का योग समघातीय फलन कȧ घात होती है । उदाहरणाथ[ फलन 
f(x,y)=x3+4x2y+2xy2+y3 एक तीन घात का समघातीय फलन है । 

यǑद फलन f(x,y), एक n घात का समघातीय फलन हो तो f(kx,ky)=knf(x,y)  
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उदाहरणाथ[ यǑद f(x,y)=x3+4x2y+2xy2+y3 हो तो यǑद x को kx तथा y को ky 
ĤǓतèथाͪपत करने पर 

F(kx,ky)  =(kx)3+4(kx)2(ky)+2(kx)(ky)2+(ky)3 
=k3x3+4k3x2y+2k3xy2+k3y3 

=k3(x3+rx2y+2xy2+y3) 
 (kx,ky) =k3 f(x,y) 
अत: f(x,y), तीन घात का समघातीय फलन है । 
åयापक Ǿप मɅ, u=a0xn+a1xn-1y+a2xn-2y2+a3xn-3y3+…..+anyn 
n घात का समघातीय फलन है िजसमɅ Ĥ×येक पद कȧ घात n है  ) अथा[त Ĥ×येक पद मɅ 

x तथा y के घातांकɉ का योग n है(u Ǔनàन Ǿप मɅ भी ͧलखा जा सकता है । 
3

1 2 3 .....
n

n
o n

y y y yu x a a a a a
x x x x

                     
         

 

अथवा 

n yu x f
x

   
 

 

इस Ĥकार, x तथा y मɅ åयजंक को n घात का समघातीय फलन कहा जाता है यǑद 

उसे n yx f
x

 
 
 

 के Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है ।  

1.6.2 समघात फलन के ͧलए ऑयलर का Ĥमेय (Euler’s Theorem on 
Homogeneous Function  )  

कथन  - यǑद u=f(x,y), x तथा y चरɉ का n घात का एक समघातीय फलन हो तो  
u ux y nu
x y
 

 
 

 

उपपǓत - चू ंͩक u=f(x,y),n घात का समघातीय फलन है अत :इसे ǓनàनĤकार से ͧलख 
सकते है । 

U=xnF(y/x) 
अब दोनो प¢ी का x के सापे¢ आंͧशक अवकलन करने पर ......(1)

   . ( / ) ( / ) ( / ). ( )n n nu x f y x x f y x f y x x
x x x x
   

  
   

 

1 1. .n ny y yx f F nx
x x x x

                
 

1 1
2. . ( / )n nu y yx F nx F y x

x x x
                   ………(2)
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2 1 1n ny yx f nx F
x x

        
   

 

2

1y yy
x x x x x

                 
  

पनु :समीकरण  )1 ( का दोनो प¢ɉ का y के सापे¢ आंͧशक अवकलन करने पर 

  1. ( / ) . .n n nu y y yx f y x x F x F
x x y x x y x
                           

 

1 1 11. .n nu y yx F x F
x x x x

            
 ).....3(  

अब  )2 ( को x से तथा  )3 ( को y से गणुाकर, योग करने पर 

2 1 1 1 1n n nu y y yx y x yx F nx F y x F
x y x x x

                                 
 

1 1 1 1n n ny y yyx F nx F yx F
x x x

             
     

 

n ynx F
x

   
 

 

=nu 
u ux y nu
x y
 

  
 

 

ǑटÜपणी  ) :1 ( आयलर के उपरोÈत Ĥमेय को 
f fx y nf
x y
 

 
 

, जहा ँ ( , )f x y , एक 

n घात का समघातीय फलन है, के Ǿप मɅ भी ͧलखा जाता है । 
(ii) यǑद(ƒx,y,z), तीन चरो x,y तथा z मɅ n घात का समघातीय फलन हो तो  

f f fx y z nf
x f z
  

  
  

 

(iii) यǑद ƒ(x1,x2,x3,………xm), m चरो x1,x2,x3,…….xm मɅ n घात का समघातीय फलन हो 
तो 

1 2
1 3

..... .m
f f fx x x n f
x x x
  

   
  

 

उपĤमेय   : यǑद फलन ( , )f x y , चरो x तथा y मɅ n घात का एक समघातीय फलन 

हो, तो  

(i) 
2 2

2 ( 1)f fx y n
ax x y x
  

  
  

 

(ii) 
2 2

2 ( 1)f f fx y n
x y y y
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(iii) 
2 2 2

2 2
2 22 ( 1)f f fx xy y n n f

x x y y
  

   
   

 

उदाहरण 1.38   : फलन u=x3+3x2y+4xy2+y3 के ͧलए आयलर Ĥमेय का स×यापन 
कȧिजए । 

हल   : Ǒदया हुआ u=x3+3x2y+4xy2+y3 
यहा ँu,x तथा y मɅ तीन घात का समघातीय फलन है अत :स×यापन करना है ͩक  

3ux y u
x y
 

 
 

     …..(1) 

अब u का Đमश :x तथा y के सापे¢ आͧशक अवकलन करने पर,  
u
x



 =3x2+6xy+4y2     …….(2) 

तथा 
u
x



 =3x2+8xy+3y2     …….(3) 

समीकरण  )2 ( को x से तथा समीकरण  )3 ( को y से गणुा करके जोड़ने पर 
ux y
x y
 


 

=(3x2+6xy+4y2)+y(3x2+8xy+3y2) 

=3x3+6x2y+4xy2+3x2y+8xy2+3y2)  
=3x3+9x2y+12xy2+3y3 

=3(x3+3x2y+4xy2+y3)  
=3u 

3u ux y u
x y
 

  
 

 

अत :Ǒदये हु ए फलन के ͧलए ऑयलर Ĥमेय का स×यापन हुआ ।  

उदाहरण 1.39   : यǑद u=xsin-1 y
x

 
 
 

 हो, तो ͧसƨ करो ͩक 

u ux y u
x y
 

 
 

 

हल   : Ǒदया हुआ फलन u=xsin-1 y
x

 
 
 

  

इसे हम ͧलख सकते है u=x1f y
x

 
 
 

 …….( 1 (  

अथा[त ्u,x तथा y मɅ एक घात का समघातीय फलन है । अत :ऑयलर Ĥमेय से 

1.u ux y u u
x y
 

  
 

 उ×तर 

उदाहरण  1.40  : यǑद u=sin-1
2 2x y
x y

 
  

 हो तो ͧसƨ करो ͩक 
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tanux y u
x y
 

 
 

 

हल :Ǒदया हुआ u=sin-1
2 2x y
x y

 
  

  

  sin u 
2 2x y
x y

 
  

 

  sin x 

2

1
1

1

y
yx x f

y x
x

                     

 )......1(  

Sin, x u तथा y मɅ एक घात का समघातीय फलन है । 
अत :ऑयलर के Ĥमेय से  

(sin ) (sin ) 1.sinx u y u u
u y u
  

  
  

  

  (sin ). (sin ) sinu ux u u u
u x u y
   

 
   

 {Įृंखला-Ǔनयम से}  

  .cos . .cos . sinu ux u y u u
x y
 

 
 

 

cos sinu uu x y u
x y

  
    

 


(sin ) tan
cos

u ux y u
u y u
 
  

 

 
tanux y u

u y
 
 

 
 

1.7 सारांश (Summary)  
1. यǑद ax=b  ) धातीकȧय Ǿप (हो तो इसे logab=x  ) लघगुणक के Ǿप (के ɮवारा ͧलखा 

जाता है । 
2. loga(mn)=logm=logn 

3. log m
n

 
 
 

=logm-logn 

4. log(m)n=nlogm 
5. loga a=1 तथा loga1=0 
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6.  .रेखा y=ax=b मɅ 'a' (x का गणुाकं (को रेखा का ढलान तथा 'b' (अचर पद (को y- 
अ¢ पर काटे गये अÛत :खÖड कहतɅ है । 

7. यǑद y=f(x) कोई फलन हो तो 
( ) ( )lim lim

x x

y f x x f x
x x 

  


 
 को y का x के सापे¢ अवकलन गणुांक कहत ेहै 

तथा इसे 
dy
dx

 से ǓनǾͪपत कहत ेहै । 

8. ͩकसी फलन का Ĥथम अवकलन शÛूय के बराबर रख कर समीकरण को हल करत ेहै । 
त×पæचात ् Ǒदये गये फलन का ɮͪवतीय अवकलन £ात करत े है । अब यǑद ɮͪवतीय 
अवकलन का मान उपरोÈत समीकरण के हल के ͩकसी मान पर ऋणा×मक आ जाये तो 
Ǒदया गया फलन उस x के मान पर उिÍचçट होगा तथा यǑद ɮͪवतीय अवकलन का 
मान धना×मक हो तो Ǒदया गया फलन उस x के मान पर Ǔनिàनçट होगा । 

9.  यǑद कोई फलन दो या दो से अͬधक èवतÛğ चरɉ का फलन हो तो ͩकसी एक चर के 

सापे¢ अवकलन आंͧशक अवकलन कहलाता है तथा इसे 
f
x



या 
f
y



या 
f
z




 इ×याǑद 

से ǓनǾͪपत करते है । 
10.  यǑद u= f)x,y(,n घात का x तथा y चरɉ का फलन हो तो आयलॅर के Ĥमेय ɮवारा 

.f ux y n u
x y
 

 
 

 

1.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
पǐरमेय संÉया   Integer number 
घातांक   Power, indices 
संÉया×मक  Numerical 
åयजंक   Expression 
वाèतͪवक  Real 
Ĥणाͧलयॉ  Systems 
चर  Variable 
ǓनǾͪपत   Represent 
ǒबÛद ु  point 
ͪवͧशçट   Special 
एकǑदçट   Strictly 
वघ[मान   Inereasing 
ıासमान   Decreasing 
अÛतराल   Interval 
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सàभवमान   Possible values 
Ĥमेय  Theorem 
स×यापन   Proof 

1.9 सÛदभ[ ĒÛथ(Bibliography) 
1. ͧसहं, य ूएन  . - गͨणत क¢ा IX तथा क¢ा X, राçĚȣय शैͯ¢क अनसुधान और Ĥͧश¢ण 

पǐरषɮ, नई Ǒदãलȣ 
2. भागचÛदानी पी  .- भौǓतक रसायन ͪव£ान, साǑह×य भवन पिÞलकेशÛस, आगरा  
3. बसंल, जे .एल .भाग[व, एस .एल .तथा अĒवाल, एस .एम  .- अवकलन गͨणत –I तथा II, 

जयपरु पिÞलͧसगं हाउस, जयपरु 
4.  .गोखǾ, डी .सी  . - Ĥारिàभक जैͪवक गͨणत जयपरु पिÞलͧसगं हाउस, जयपरु 

1.10 .अßयासाथ[ Ĥæन  ) Exercise) 
1. Ǔनàनͧलͨखत को लघगुणक के Ǿप मɅ ͧलͨखये: 

(i) 45=1024 (ii) (216)1/3=6 (iii) 10-4=0.0001 
2. Ǔनàन ͧलͨखत को घातांकȧय Ǿप मɅ ͧलͨखये  :  

(i) Log716807=5 (ii) Log101000000=6 
(iii) Log10(0.00000)=-6  

3. Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजये: 
(i) log84096 (ii) log5 78125 (iii) log10(0.00001) 

4. Ǒदखाइए ͩक 

(i) 
2 2 2

log log log 0a b c
bc ac ab

     
       

     
 

(ii) 8 25 52log 3log 4log log 2
45 8 6

            
     

 

(iii)  5 3 2log 3.log 4.log 5 2  

5. लघगुणक सारणी का Ĥयोग करके Ǔनàनͧलͨखत मɅ से Ĥ×येक संÉया का लघगुणक £ात 
कȧिजये । 

(i) 6 (ii) 12.0567 (iii) 722.8  (iv) 0.2351  (v) 0.3006 
(vi) 0.004301 (vii) 0.00056 

6. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का अवकलन कȧिजये: 

(i) y=
2

2

(1 )xy
x


   
(ii) 

1
1

xy
x
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(iii) y=(3x2+5)(2x3x+7) 
(iv)  a xy

a x





 

7. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ से 
dy
dx

 का मान £ात कȧिजये । 

(i) 1log
1

xy
x

    
 (ii) 

2 2

log x x ay
a

     
  

 

(iii) y= 11
x

x
  
 

  
(iv) a x xy x a x    

8. यǑद y=  
( )( ) xx

x  

तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 
2

2 log
dy yx
dx y x


 

 

9. यǑद y= 1
1

x
x




 हो तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 

2(1 ) 0dyx y
dx

    

10. यǑद y=Asin mx+Bcos mx हो तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 
2

2
2 1d y m y

dx
   

11. फलन)x-1)(x-2)(x-3) का Ǔनàनतम   / अͬधकतम मान £ात कȧिजये । 

12. यǑद u=xsin+y+sinx हो तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 
2 2u u

x y xy x
 


  

 

13. यǑद z)x+y)=x2y2, तो ͧसƨ करɉ: 

4 1z z z z
x y x y

      
              

14. फलन u=Sin-1 x y
x y

 
   

तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 

1 tan .
2

u ux y u
x y
 

 
 

 

बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
बोध Ĥæन 1.2 (अ) 

1. (i)  (log3
81=4)  (ii) log10

1000=3 (iii) log128
2 

 (iv) log16=1/4 (v) log10
0.1=-1 (vi) log10

(0.00001)= -5  
2. (i) 54=625  (ii) 35=243 (iii) 40=1 
 (iv) 3104=10000 (v) 91/2=3 (vi) 10-3=0.001 
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बोध Ĥæन 1.2 (ब) 
1.  (i) 2 (ii) 8 (iii) 5/2 (iv) 4 (v) -6 

बोध Ĥæन 1.2 (स) 
1. (i) 1  (ii) 3 (iii) I   (iv) 3 (v) 5 
2. (i) 3.0913 (ii) 1.0913 (iii) 2.3957 (iv) 0.0504  
 (v) 3.0792 (vi) 4 .6326 (vii) 5.1396   
3. (i) 3.9830 (ii) 918.5 (iii) 73830.0 (iv)0.6216 (v)0.03489 
 (vi) 0.03489 (vii0.0006001    

बोध Ĥæन 1.2 (द) 
1. 17.52 8.034 0.004204 29670 
2. 0.1812 1.796 1.047 0.005183 
3. 1.1267 1.8573   
4. 0.08878    

बोध Ĥæन  1.3  

 

 
 



59 
 
2. (i) ढ़ाल=3, अÛत: खÖड=6 (ii) ढ़ाल=-4, अÛत: खÖड=3 

(iii) ढ़ाल=5, अÛत: खÖड=-6 (iv) ढ़ाल=4/3, अÛत: खÖड=5/3 
बोध Ĥæन1.4 (क) 

1. (i) 
1- 2

1
x

 (ii) (x+1)ex (iii) 3x2+6x+2 (iv) 2 2

4
(1 )

x
x




 
2
. 

(i) nanxn-1  
(ii) 2

2ax b
ax x c


   

(iii) 
2

2 4

2(1 )
(1 )

x
x x


 
 या 

2

2 1
1

x
x x


 

-

 
 2

2 1
1

x
x x



 
 

(iv) 1 log
xe xx e

x
  
 

 
(v) 

3
2
x

y

  

बोध Ĥæन 1.4 (ख) 
1.   (i) 3+2 logx (ii) -asin x-b cos x 

बोध Ĥæन 1.4 (ग) 
1. X=1पर उिÍचçठ तथा x=3 पर Ǔनिàनçठ 

2. X=0 पर Ǔनिàनçठ तथा f(0)=0 Ûयनूतम तथा x= 4
3
 पर उिÍचçठ एंव 

अͬधकतम मान  =
32
27

 

3. अͬधकतम मान   =160 तथा Ûयनूतम मान=0  
बोध Ĥæन  1.5 

1. 224 , 8u ux y
x y
 

  
 

 2. 
2 2

4 4 4 4

4 4 4 4,xy x y
x x y y x y
 

 
   

 

 

3. 
2 2 2 2

2 26, 4 , 4f f f f
x x y x x y

   
    

     
  

बोध Ĥæन  1.6 

1. यǑद z=8 3x -4 2 10y   हो तो z
x



 तथा z
y



 £ात कȧिजए । 

2. यǑद 
2 2

2 2log x yu
x y

 
   

 हो तो 
u
y



£ात कȧिजए । 

3. यǑद 2 23 4 2u x xy y    हो तो ġȣतीय Đम के सभी आͧशक अवकलज £ात 
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4. फलन 2 2 2u x y z    के ͧलए ऑयलर Ĥमेय का स×यापन कȧिजए । 

5. यǑद 1sin yu
x

    
 

 हो तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 0u uu y
x y
 

 
 

 

अßयासाथ[ Ĥæन 

1. (i) 4log 1024 5
 (ii)  216

1log 6
3

   
(iii)   10log 0.0001 4   

2. (i) 
57 16807

 
 

(ii) 
610 1000000

 
(iii) 610 0.000001   

3. (i) 4 (ii) 7 (iii) -45 

5. (i) 0.7782 (ii) 1.0813 (iii) 2.8588 (iv) 1.3713 

(v) 1.4780 (vi) 4 .6326 (vii) 5.13713  

 
 
6. 

3 2

2 2( )
2

i
x


  
  

3
1( )

1 1
ii

x x



 
 

 4 2( )30 39 42 5iii x x x    
  2

( ) aiv
x a x

 

 
7. 
 

2

2( )
1

i
x




 
2 2

1( )ii
x a

 

 1 1 1( ) 1 log 1
1

x

iii
x x x

               
 

1( ) log loga x xiv ax a a x ex    

11. 12
3

x    पर Ǔनàनतम, तथा 2x 
1
3

 पर अͬधकतम मान 
3

2
3
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इकाई-2 
गͨणतीय संकãपनाएँ (ब) 

Mathematical Concepts (b) 
इंकाई कȧ Ǿपरेखा  

2.0 उƧेæय 
2.1 Ĥèतावना 
2.2 समाकलन 

2.2.1 समाकलनɉ के गणुधम[ 
2.2.2 ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन 
2.2.3 खÖडश: समाकलन 
2.2.4 पǐरमेय बीजीय फलनɉ का समाकलन 

2.3 Ǔनिæचत समाकल 
2.3.1 Ǔनिæचत समाकल के गणुधम[  

2.4 Đमचय तथा सचंय 
2.4.1 Đमगुͨ णत संकेतन 
2.4.2 गणुन Ǔनयम 
2.4.3 Đमचय, जब सभी वèतुएँ ͧभÛन-ͧभÛन है । 
2.4.4 Đमचय, जब सभी वèतुएँ ͧभÛन-ͧभÛन नहȣं है । 

2.5 संचय 
2.6 ĤाǓयकता 

2.6.1 याǺǓछक पǐर¢ण 
2.6.2 पǐरणाम तथा ĤǓतदश[ समिçट 
2.6.3 घटना 
2.6.4 सरल घटना 
2.6.5 ͧमĮ घटना 
2.6.6  परèपर अपवजȸ घटनाएँ 
2.6.7 Ǔनःशेष घटनाएँ 
2.6.8 समĤाǓयक घटनाएँ 
2.6.9 अनकूुल घटनाएँ 
2.6.10 Ǔयकता कȧ गͨणतीय पǐरभाषा 
2.6.11 कुछ संकेतन 
2.6.12 ĤाǓयकता का योग का Ǔनयम 
2.6.13 ĤाǓयकता का गणुन Ǔनयम 
2.6.14 कम से कम एक घटना कȧ ĤाǓयकता 

2.7 साराशं 
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2.8 शÞदावलȣ 
2.9 संदभ[ मÛथ 
2.10 Ĥæनावलȣ 20 (अßयास काय[) 
2.11 उ×तरमाला 

2.0 उƧेæय(objective)  
इस इकाई का उƧेæय 
 .भौǓतकȧ रसायन मɅ ĤयÈुत फलनɉ का समाकलन £ात करना है । 
 भौǓतकȧ रसायन मɅ ĤयÈुत Ĥयोगɉ के बारे मे ĤाǓयकताएँ £ात करना है ।  

1.2 Ĥèतावना (Introduction) 
भौǓतकȧ रसायन मɅ ऐसे कई फलन है िजनका पǐरवत[न दर Ǒदये हु ऐ होते है । Ǒदये हु ए 

पǐरवत[न दर से फलन £ात करने हेत ुसमाकलन कȧ आवæयकता होती है । इसी Ĥकार कई Ĥयोग 
भी वसेै होत ेहै िजनको समान अवèथाओं मे बार बार दोहराने पर भी पǐरणाम एक सा नहȣ आता 
है ऐसे Ĥयोगो के ͧलए ĤाǓयकता कȧ जǾरत पडती है । फलनɉ का समाकलन, ͪवͧभÛन Ĥयोगो, 
ͩकसी Ĥयोग हेत ु ͪवͧभÛन अवèथाओं तथा पदाथȾ का संयोजन ͪव£ान के ¢ेğ मɅ, ͪवशेषकर 
भौǓतकȧ रसायन मɅ बहु त मह×वपणू[ होता है । 

2.1 समाकलन (Integration) 
अवकलन गͨणत मɅ हम Ǒदये हु ए फलनɉ के अवकल गणुांक £ात करत े है जबͩक 

समाकलन गͨणत मɅ Ǒदये फलनɉ को £ात ͩकया जाता है िजनके अवकलन गणुांक Ǒदये हु ए हो । 
अथा[त ्यǑद ͩकसी फलन का अवकलज £ात हो तो फलन £ात करने कȧ ĤͩĐया समाकलन 
कहलाती है । यǑद कोई फलन ( )f x का चर x के सापे¢ अवकलज ( )f x हो अथा[त 

    d F x f x
dx

  Ǒदया हुआ हो तो फलन  F x का फलन ( )f x का ĤǓत अवकलज anti-

darivative कहत े है तथा इसे ( ) ( )f x dx F x से ǓनǾͪपत करते हɇ । यहा ँसंकेत  का 

Ĥयोग समाकलन के ͧलए  ) अंĒेजी अ¢र S का बढ़ा हुआ Ǿप (ͩकया जाता है तथा dx का अथ[ 
चर - x  के सापे¢ समाकलन करना है । फलन ( )f x  िजसका समाकलन करना होता है उसे 

समाकãय (integram) कहते है तथा ĤाÜत पǐरएग़म  F x को समाकल (integral) कहत ेहɇ| 
उदाहरणाथ[  

चू ंͩक   1loge
d x
dx x

 होता है तब 
1 logedx x
x

 होगा । इसी Ĥकार 

(sin) cosd x
dx

  तब cos sinxdx x होगा । अत :समाकलन कȧ ĤͩĐया, अवकलन कȧ 

ĤǓतलोम ĤͩĐया  ) inverse process (है । 
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हम जानते है ͩक ͩकसी अचर फलन  ) consant function (का अवकलज शूÛय होता 
है। 

अत :यǑद  ( ) ( )d F x f x
dx

  हो तो 

  d dc dcF x c
dx dx dx

    

 = ( ) 0f x    
 = ( )f x   
 तब समाकलन कȧ पǐरभाषा से ( )f x dx=  F x c यहा ँपर c, अचर है तथा इसे 

समाकलन -अचर है  ) constant of intigration (कहत ेहɇ एव ंयह चर x से èवतंğ होता है ।c के 
ͧभÛन -ͧभÛन मान रखने पर Ǒदये हु ए फलन ( )f x के ͧभÛन-ͧभÛन समाकल ĤाÜत होते है िजनमɅ 
फलन ( )f x वहȣ रहता है । अत : ( )f x का åयापक समाकल मे c होता है । इस åयापक 

समाकल मɅ c Ǔनिæचत नहȣ होता है । c कȧ इस अǓनिæचतता के कारण यह समाकल अǓनिæचत 
समाकल  ) indefinite integral (कहलाता है ।  

उदाहरणाथ[ चू ंͩक  -  d
dx

   1log x c
x

    1 logdx x c
x

   

इसी Ĥकार d
dx

sin x ,  cos sinxdx x c   

 ǑटÜपणी  : हर अǓनिæचत समाकलन के पǐरणाम मɅ समाकलन अचर ͧलखा जाता है । 
यह समाकलन कȧ ĤͩĐया के बाद अÛत मɅ जोड़ा जाता है । सुͪवधा के ͧलए हम इसे बार -बार नहȣ ं
ͧलखते है । 

समाकलन कȧ उपरोÈत पǐरभाषा  ) ĤǓत -अवकलज (के आधार पर यहा ँपर कुछ फलनɉ के 
समाकल Ǒदये है िजनको आगे Ĥयोग करने हेत ुयाद कर ͧलये जाए: 

समाकलन के मानक सğू (standard formulae of integration): 
(1)  d

dx
1

1

n
nx c x

n

 
   

    

1

, 1
1

n
n xx dx c n



     

(2)  
 

d
dx

  1log | |x c
x

 
 

 1 log | |x dx x c    

(3)  d
dx  xe c  xe  

  x xe dx e c   

(4)  
 

d
dx   logx x

ea c a a   = 


log

x
x

e

aa dx c
a

   

(5)  d
dx  sin cosx c x    

 cos sinxdx x c   
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(6)  d

dx  cos sinx c x     
 sin cosxdx x c    

(7)  d
dx   2tan secx c x    

 2sec tanxdx x c    

(8)  d
dx   2cot cosx c ec x     


2

cos cotec xdx x c    

(9)  


d
dx  sec secx c x  tan x   

sec tan secx xdx x c   

(10) d
dx   cos cos cotecx c ecx x    



cos cot cosecx xdx ecx c    

(11) d
dx  1

2

1tan
1

x c
x

  
   

1
2 2 tandx x c

a x
 


 

(12) d
dx 1sin x c

a
     
   2 2

1
a x


 

1

2
sin

2
dx x c

aa x
     
 

  

(13) d
dx 1

2 2

1sin x c
a a x

      
     

 1

2 2
sindx x c

aa x
    
 

  

2.2.1 समाकलɉ के गणुधम[(Properties Of Integrals) 

1. ( ) ( )k f x dx k f x dx    

अथा[त ् एक अचर तथा फलन के गणुनफल का समाकल उस अचर तथा फलन के 
समाकल के गणुनफल के बराबर होता है । 

 
2.   ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx      

अथा[त ्Ǒदये हु ए फलनɉ के बीजीए योग  ) अथवा åयवकलन (का समाकल इन फलनɉ के 
समाकलो के बीजीय योग 

(अथवा åयवकलन) के बराबर होता है । 
उपरोÈत मानक सूğो तथा समाकलɉ के गणुधम[ का सीधे Ĥयोग करते हु ए हम सरल 

फलनɉ के समाकलन आसानी से £ात कर सकते है । Ǔनàन उदाहरणɉ के ɮवारा सरलता से 
समझा जा सकता है 
उदाहरण 1: मान £ात कȧिजए 2( )ax bx c dx   

हल:  
2( )ax bx c dx   

2ax dx bxdx cdx      

 2a x dx b xdx c dx      
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 3 2

. .
3 2
x xa b cx k     उ×तर 

जहाँ k, समाकल अचर है। 

उदाहरण 2: समकलना कȧिजए: 

5 3

2

(3 4 5 7)x x x dx
x

  
  

हल:

5 3

2

(3 4 5 7)x x x dx
x

  


 

3
2

5 73 4x x dx
x x

     
   

 3
23 4 5 7dx dxx dx xdx

x x
        

 4 2 2 1

3. 4. 5log 7
4 2 2 1
x x xx c

 

    
 

 
5 3

4 2
2

(3 4 5 7) 3 72 5log
4

x x x dx x x x c
x x

 
     

 उ×तर 
जहाँ c समाकल-अचर है। 
उदाहरण 3: मान £ात कȧिजए : ( sin )xx x cox e dx    

हल: ( sin )xx x cox e dx    
1/2 sin cos xx dx x dx x dx e dx        

3/2

( cos ) sin
3 / 2

xx x x e c       
3/2

cos sin
3 / 2

xx x x e c     उ×तर 

जहाँ c, समाकल अचर है। 
उदाहरण 4: मान £ात कȧिजए : 1 sin 2x dx  
हल: चू ंͩक हम जानते है कȧ 2 2sin cos 1x x   
तथा sin 2 2sin cosx x x  
अतः Ǒदया हुआ समाकल 

1 sin 2xdx  
2 2sin cos 2sin cosx x x x dx    

 2(sin cos )x x dx   
 (sin cos )x x dx   
 sin cosx dx x dx    

 cos sinx x c     उ×तर 
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2.2.2 ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन (Integration by Substitution) 

अब तक आमने समाकल के मानक सूğɉ कȧ सहायता से समाकलन ͩकये है। जब Ǒदया 
हुआ फलन समाकलन के उन मानक सूğɉ ɮवारा सीधा समाकͧलत नहȣं होता है, परंतु Ǒदये हु ए 
फलन मɅ उͬचत ĤǓतèथापन से èवतंğ चर को नये चर मɅ पǐरवत[न करके समाकल को मानक Ǿप 
मɅ लाया जा सकता है तथा इसके पæचात मानक सूğ का Ĥयोग करके समाकलन ͩकया जाता हɇ। 
यह ĤͩĐया ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन कहलाती है। ĤǓतèथापन करने का कोई åयापक Ǔनयम 
नहȣं है ͩक उनमɅ से एक गणुनखÖड िजस फलन अवकल गणुांक हो, दसूरा गणुनखÖड उसके पदɉ 
मɅ åयÈत ͩकया जा सकɅ  

उदाहरण 5: मान £ात कȧिजए: cos (log )x dx
x  

हल: माना log x t  

तब 1 dx dt
x

  (अवकलन करने पर) 

अतः उपरोÈत ĤǓतèथापन से Ǒदया गया समाकल 
cos (log )x dx

x  
cos t dt   

 sin t c   
cos(log )x dx

x
   

sin(log )x c         
    (पनुः ĤǓतèथापन को वाͪपस मूल  
 उ×तर      चर मɅ बदलने पर) 

उदाहरण 6: मान £ात कȧिजए : 3sin cosx x dx  

हल: माना sin x t ,तब cox x dx dt  
3sin cosx x dx  

3.t dt   
 3/2t dt   
 3 1

2

3 1
2

t c


 


 

 5/22
5

t c   

3sin x cox x dx   
5/22 (sin )

5
x c   

 52 sin
5

x c   उ×तर 

उदाहरण 7: मान £ात कȧिजए: 
5 2

dx
x   

हल: माना 5 2 ,x t   तब 5dx dt  
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5
dtdx   

5 2
dx
x


  

1 1.
5 5
dt dt

t t
    

 1 log
5

t c 
 

5 2
dx
x


  

1 log 5 2
5

x c  
 उ×तर 

उदाहरण 8: मान £ात कȧिजए: cos( )ax b dx  

हल: माना ,ax b t  तब 1
2

adx dt dx dt    

cos( )ax b bx   
cos . 1 sint dt t c

a a
    

 1cos( ) sin( )ax b dx ax b c
a

      उ×तर 

उदाहरण 9: मान £ात कȧिजए : 
(1 log )

dx
x x  

हल: माना 1 log ,x t  तब 1 dx dt
x

  

(1 log )
dx

x x



 

dt
t

   

 log t c   

(1 log )
dx

x x



 

log 1 log x c    उ×तर 

उदाहरण 10: मान £ात कȧिजए: tun x dx  

हल: sin
cos

xtun x dx dx
x

   

अब माना cos ,x t तब sin xdx dt   
sin xdx dt    

sin
cos

xtun x dx dx
x

  
 

dt
t


   

 log t c    

tun x dx   log cos x c    उ×तर 

 या 
 1log cos x c   
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 1log

cos
c

x
    
  

 

tun x dx   log sec x c   उ×तर 

ǑटÜपणी : इसी Ĥकार हम ĤाÜत का सकते है। 
cot log sinx dx x c   

2.2.3 खÖडश: समाकलन (Intergration by parts) 

अभी तक हमने फलनɉ के योगफल तथा åयवकलन, तथा कुछ फलनɉ के गणुन फल एव ं
भागफल का समाकलन ĤǓतèथापन ͪवͬध से ĤाÜत ͩकये। ĤǓतèथापन ͪवͬध उन फलनɉ मɅ ĤयÈुत 
ͩक जाती है जहाँ दो फलनɉ के गणुनफल अथवा भागफल मɅ एक दसूरे के अवकल गणुाकं के Ǿप 
मɅ होते हɇ जो इस Ĥकार åयÈत नहȣ ं ͩकये जा सकत।े ऐसी िèथǓत मɅ फलनɉ के गणुनफल का 
समाकलन खÖडश: समाकलन ɮवारा करɅगे। 
खÖडश: समाकलन का Ǔनयम (Rule of Intergration by Parts):-  
यǑद u तथा v,x के दो फलन है तो 

. . .duu vdx u vdx dx
dx

   
     

अथा[त ्
दो फलनɉ के गणुनफल का समाकलन 

=(Ĥथम फलन) × (ɮͪवतीय फलन का समाकलन) 
-[(Ĥथम फलन का अवकलन) ×(ɮͪवतीय फलन का समाकलन)] 

का समाकलन 
खÖडश: समाकलन ͪवͬध ͩक सफलता पहले तथा दसूरे फलन को सहȣ Ĥकार से चुनने 

पर Ǔनभ[र करती है। फलनɉ के चयन का कोई åयापक Ǔनयम नहȣ ंहै ͩफर भी Ǔनàन ǒबÛदओंु को 
Úयान मɅ रखकर खÖडश: समाकलन ͪवͬध को सरल बनाया जा सकता है। 

(i) यǑद समाकãय x कȧ घात (धना×मक) तथा ǒğकोणͧमतीय या चरघाताकंȧ फलनɉ का 
गणुनफल हो तो x कȧ घात के फलन को Ĥथम फलन लेना चाǑहये। फलनɉ के चयन हेतु कभी 
कभी ”I L A T E” शÞद का Ĥयोग करते हɇ जहाँ I- ĤǓतलोमी-ǒğकोणͧमतीय (inverse- 
trigonometric) L- लघगुणकȧय (Iogarithmic), A- बीजीय (x कȧ धना×मक घात) 
(algebraic), T- ǒğकोणͧमतीय (trigonometric) तथा E – चरघाताकंȧ (exponential) फलन 
को ǓनǾͪपत करत े है। फलनɉ के गणुन को समाकलन करने हेतु “ I L A T E” मɅ जो बायɅ 
आये उसे Ĥथम फलन तथा अÛय को ɮͪवतीय फलन लेकर समाकलन ͩकया जाता है। 

(ii) अकेले लघगुणुकȧ या ĤǓतलोमी – ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के समाकलन के ͧलए इकाई (1) 
को ɮͪवतीय फलन मानते हु ए खÖडश: समाकलन ͩकया जाता है। 
(iii) आवæयकता पड़ने पर खÖडश: समाकलन का सूğ एक से अͬधक बार भी Ĥयोग मɅ ͧलया 

जा सकता हɇ। 
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(iv) खÖडश: समाकलन करते समय कभी –कभी दांयी ओर का समाकलन मूल Ǿप मɅ या तो 

ͬचÛह पǐरवत[न के साथ या उसके गणुन के Ǿप मɅ वापस आ जाता है। ऐसी िèथǓत मɅ समाकलन 
का मान प¢ाÛतरण ɮवारा ͩकया जा सकता है। 

उदाहरण 11: मान £ात कȧिजए: 2 logx x dx  

हल: यहाँ log x को Ĥथम (चू ंͩक log x का समाकलन £ात नहȣं है) तथा x2 को 
ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: समाकलन करने पर 

2 logx x dx  2 2log . (log ).dx x dx x x dx dx
dx

     
     

 3 31log . .
3 3
x xx dx

x
 

   
 
  

 3
21log

3 3
x x x dx    

 3 31log .
3 3 3
x xx c    

3
2 1log log

3 3
xx x dx x c     
   उ×तर 

उदाहरण 12: मान £ात कȧिजए : 0A B   2 sin 2x xdx  

हल : यहȣ ंx2 को Ĥथम फलन मानते हु ए खÖडश: समाकलन करने पर  
2 2 2sin 2 sin 2 ( ). sin 2dx xdx x xdx x xdx dx

dx
    
      

 = 2 cos 2 cos 22 .
2 2

x xx x dx             
  

2

cos2 cos2
2
x x x xdx

    

पनु: दांयी ंओर के समाकल मɅ x को Ĥथम फलन मानते हु ए खÖडश: समाकलन करने पर 
2

2 sin 2 cos 2 . cos 2 . cos 2
2
x dxx xdx x x xdx xdx dx

dx
           

     

2 sin 2 sin 2cos2 . 1.
2 2
x x xx x dx c

x
         

2 sin 2 1 cos 2cos 2
2 2 2 2
x x x xx c       

 

2 cos2cos2 sin2
2 2 4
x x xx x c

     

2 2cos2 1sin2 sin 2
2 2 2

x xx xdx x x c      
   उ×तर  
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जहाँ c समाकल –अचर है। 
उदाहरण 13: मान £ात कȧिजए: log xdx  

हल : यहȣ ं log x को Ĥथम तथा इकाई (1) को ɮͪवतीय फलन मानते हु ए खÖडश: 
समाकलन करने पर  

log .1x dx  log . 1 (log ).dx dx x dx dx
dx

    
     

1log . .x x x dx
x

    
   

logx x dx    

log x   logdx x x x c    

log x   (log 1)dx x x c    उ×तर 

2.2.4 पǐरमेय बीजीय फलनɉ का समाकलन (Integration of Rational Algebraic 
Functions):- 

यǑद ƒ(x) और g(x),x. के दो बहु पद हɉ तो फलन 
( )
( )

f x
g x

 को x का पǐरमेय बीजीय 

फलन कहत ेहै । जैसे 
2 3 2

4 2 2
2 3 2 2 5, ,
3 1 5 3 4 1

x x x x x x
x x x x x x
     
     

 इ×याǑद । 

 
पनु: यǑद ͩकसी पǐरमेय बीजीय फलन मɅ अंश कȧ घात, हर कȧ घात से कम हो तो उसे 

पǐरमेय उͬचत ͧभÛन (Rational proper fraction) कहते है तथा यǑद अशं कȧ घात, हर कȧ 
घात के बराबर या अͬधक हो तो उसे पǐरमेय ͪवषम ͧभÛन (Rational Improper fraction) 
कहत ेहै । यǑद पǐरमेय ͪवषम ͧभÛन है तो उसे हर का अशं मɅ भाग देकर (जब तक कȧ शेषफल 
कȧ घात हर कȧ घात से कम न हो जाये) दȣ गई ͧभÛन को बहु पद तथा उͬचत ͧभÛन के योग के 

ǾपमɅ åयÈत ͩकया जाता है, जैसे 
3

2
3 1
3 2

x x
x x
 
 

 एक पǐरमेय ͪवषम ͧभÛन है । इसे पǐरमेय 

उͬचत ͧभÛन मɅ बदलने के ͧलए हर 2( . 3 2)x x   का अशं ( 3 3 1x x  ) मɅ भाग देने पर हम 
ĤाÜत करते है । 

3

2
3 1
3 2

x x
x x
 
 

 
2

10 53
3 2
xx

x x


  
 

 

 
10 53

( 2)( 1)
xx

x x


  
 

 

अत: दȣ गई Ĥ×येक ͪवषम ͧभÛन को बहु पद तथा उͬचत ͧभÛन मɅ åयÈत कर सकते है । 
अब यǑद ͩकसी पǐरमेय बीजीय फलन का समाकलन £ात करना हो तो सव[Ĥथम पǐरमेय बीजय 
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फलन को पǐरमेय उͬचत ͧभÛन मɅ åयÈत करत े है (यǑद Ǒदया गया फलन ͪवषम ͧभÛन हो तो) 
तथा उͬचत ͧभÛन का समाकलन करने हेत ु इसे आͧशक ͧभÛनो (partial fractions) मɅ 
ͪवयोिजत कर Ĥ×येक ͧभÛन का समाकलन ͩकया जाता है । 

उͬचत ͧभÛन को आͧशक ͧभÛनɉ मɅ ͪवयोिजत करना (Resolving Proper 
Fraction into Partial Fraction):- 

यǑद दȣ गई ͧभÛन मɅ हर गणुनखÖड के Ǿप मɅ नहȣ ंहो तो सव[Ĥथम हर के गणुनखÖड 
ͩकये जाने चाǑहये (यǑद सàभव हो) । ये गणुनखÖड एक घातीय या ɮͪवघातीय होगɅ व इनमɅ कुछ 
कȧ पनुराविृ×त भी हो सकती है । 

िèथǓत-I: जब हर ǒबना पनुराविृ×त के एक घातीय गणुनखÖड के Ǿप मɅ हो तो हर मɅ 

Ĥ×येक एकघातीय गणुनखÖड (ax+b) के संगत 
( )

A
ax b

 के Ǿप कȧ आͧशक ͧभÛन 

होती है, जहाँ A एक अचर है । अत: यǑद हर एक घातीय गणुनखÖडɉ 1 2( 1), ( 2)...a x b a x b   
… ( )n na x b  के Ǿप मɅ हो तो दȣ गई । ͧभÛन को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता 

है। 
 

अशं
1. 1 2 2( )( ).....( )n na x b a x b a x b  

 = 1 2

1 1 2 2

......
( ) ( ) ( )

n

n n

AA A
a x b a x b a x b

  
  

 

जहाँ 1 2, ,...... nA A A  अचर राͧशया ँहै । इन अचर राͧशयɉ का मान £ात करने के ͧलए 

सव[Ĥथम दाǑहने प¢ का लघ×ुतम समापव×य[ (L.C.M.) लेते है । चू ंͩक दोनɉ प¢ समान है तथा 
उनके हर भी समान है । अत: दोनो प¢ɉ के अंश भी समान होगɅ, इसके बाद दोनɉ प¢ɉ के अंश 
मɅ x के समान घातɉ के गणुाकंɉ तथा अचर पद कȧ तुलना कर समीकरण ĤाÜत ͩकये जाते है व 
इन समीकरणɉ को हल कर अचर राͧशयɉ 1 2, ,...... nA A A  अत के मान ĤाÜत ͩकये जाते है । 

िèथǓत II : जब हर मɅ पनुराविृ×त के एक घातीय गणुनखÖड हो तो पनुराविृ×त वाले 
गणुनखÖड ( )nax b  के Ǿप मɅ एक घातीय गणुनखÖड के संगत x  आंͧशक ͧभÛनɉ का Ǔनàन 
Ǿप का समूह होता है । 

 

अंश 
( )nax b

 31 2
2 3 .....

( ) ( ) ( )
n

n

A AA A
ax b ax b ax b ax b

    
   

 

 
जहाँ 1 2 3, , ...... nA A A A  अचर राͧशया ं है, िजनके मान दोनɉ प¢ɉ के अंश मɅ x कȧ 

समान घातɉ के गणुांकɉ तथा अचर राͧश कȧ तलुना कर ĤाÜत ͩकये जाते है । 
 िèथǓत III : जब हर मɅ ǒबना पनुराविृ×त के ɮͪवघात गणुनखÖड हो तो ǒबना पनुराविृ×त 

के ɮͪवघात गणुनखÖड ( 2ax bx c  ) के संगत के Ǿप कȧ आͧशक ͧभÛन होती है, जहा ँA व 
B अचर राͧशयाँ है तथा इनके मान भी उपर बतायी गई ĤͩĐया के ɮवारा £ात करत ेहै । 
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उदाहरण 14: मान £ात कȧिजए: 2 2 ( )dx x a
x a


  

हल :यहा ँसमाकãय फलन उͬचत ͧभÛन के Ǿप मɅ है अत: 

2 2

1 1
( )( )x a x a x a


  

      …… (1) 

माना 
1

( )( )
A B

x a x a x a x a
 

   
     ……..(2) 

दायɅ प¢ɉ का ल.स.प. लेकर दोनो प¢ɉ मɅ अशं कȧ तलुना करने पर 
 1 ( ) ( )A x a B x a     
   1 ( ) ( )A B x a A B         ……..(3) 
अत: समान पदɉ के गणुांकɉ कȧ तुलना करने पर 
 ( ) 1a A B   तथा 0A B       ……..(4) 
यगुपत ्समीकरण (4) को हल करने पर 

1
2

A
a

  तथा 1
2

B
a

   

अत: 2 2

1 1 1 1.
2 ( ) 2 ( )x a a x a a x a

 
  

 

 1 1 1
2a x a x a

   
  

 

2 2

1 1 1
2

dx dx
x a a x a x a

    
      

 1
2

dx dx
a x a x a
        

  1 log( ) log( )
2

x a x a c
a

      

  2 2

1 log
2

dx x a c
x a a x a

       उ×तर 

 

उदाहरण 15: मान £ात कȧिजए: 
 
 

2 2
1 ( 2)

x x
dx

x x
 

   

हल : यहा ँसमाकãय एक ͪवषम ͧभÛन है । अत: अंश मɅ हर का भाग देने पर 
2 2 41

( 1)( 2) ( 1)( 2)
x x x

x x x x
 

 
   

     ..……(1) 

अब माना 
4

( 1)( 2) ( 1) ( 2)
x A B

x x x x
 

   

   

 ……..(2) 

4 ( 2) ( 1)x A x B x      



73 
 

या 4 ( ) 2x A B x A B          .......(3) 
 
दोनो प¢ɉ के समान गणुाकंɉ कȧ तलुना करने पर 

4A B   तथा 2 0A B    
इनको हल करने पर A=- 4 तथा B=8 

'अत: 
2 2 4 81

( 1)( 2) 1 2
x x

x x x x
 

  
   

 

 2 2 4 81
( 1)( 2) ( 1) ( 2)

x x
dx dx

x x x x
   

        
   

 = 4 8
1 2

dx dxdx
x x

 
     

  
 2 2

4log | 1| 8log | 2 |
( 1)( 2)

x x
dx x x x c

x x
 

     
   उ×तर 

उदाहरण 16: मान £ात कȧिजए: 2 2( 1) ( 1)
dx

x x   

हल :समाकãय को आͧशक ͧभÛन मɅ बदलने के ͧलए माना 

2 2 2 2

1
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

A B Cx D
x x x x x


  

    
     ………(1) 

2 2 21 ( 1)( 1) ( 1) ( )( 1)A x x B x Cx D x          
  3 2( 2 ) ( 2 ) ( )A C x A B C D x A c D x A B D             ……..(2) 

समान पदो के गणुांकɉ कȧ तुलना करने पर 
0, 2 0, 2 0, 1A C A B C D A C D A B D              ……..(3) 

यगुपत समीकरण संकाय (3) को हल करने पर 
1 1 1, , , 0
2 2 2

A B C D    
 

अत:
     22 2 2

1 1 1
( 1) ( 1) 2 1 2 12 1

x
x x x xx

  
   

 

   22 2 2

1 1 1
( 1) ( 1) 2 1 2 ( 1)2 1

dx x dx
x x x xx

           
   

2 2

1 1 1
2 1 2 ( 1) 2 1

dx dx x dx
x x x

  
      

 
2 1

21 1 ( 1) 1log | 1| log | ( 1) |
2 2 2 1 4

xx x c
 

     
 

] 

  2
2 2

1 1 1 1log | 1| log | 1|
( 1) ( 1) 2 2 ( 1) 4

dx x x c
x x x

     
    उ×तर 
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बोध Ĥæन 2.2 
1, मान £ात कȧिजए: 

 (i)
3 2ax bx c dx

x
 

  (ii) 2 35 4secxe x dx
x

   
   

2. मान £ात कȧिजए: 

 (i) 
3(log )x dx

x  (ii) 
tan 1

21

xe dx
x



  (iii) 
x x

x x

e e dx
e e





 
  
  

3. मान £ात कȧिजए: 

 (i) .logx xdx  (ii) ( ) ( ) ,
b b

a a

f x dx f t dt   (iii) 1tan xdx  

 (iv) 2secx xdx  

4. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए: 

 (i) 2 2

1 ( )x a
a x




 (ii) 2 2
dx

x x 
 

 (iii)
2

( 1)( 2)
x

x x 
 (iv) 1

( 1)nx x 
 

नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ ।  

2.3 Ǔनिæचत समाकल (Definite Integrals) 

यǑद    ( )d F x f x
dx

  तथा èवतंğ चर x के दो मान a और b हो, तो 

 ( ) ( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F x F b F a    

को a तथा b सीमाओं के मÚय ƒ(x) का Ǔनिæचत समाकल (Definiet integral) कहत े
है । यहा ँĤ को समाकलन कȧ Ǔनàन सीमा (Lower Limit)तथा b को उÍच सीमा (upper 
limit) कहत े है । अÛतराल (a,b) को समाकल पǐरसर (Range of Integration) कहत ेहै । 
Ǔनिæचत 

समाकल ( )
b

a
f x dx  को ''a से b तक समाकल'' से पढ़ा जाता है । Ǔनिæचत समाकल 

का मान Ǔनिæचत होता है इसͧलए समाकलन करने के पæचात ्अचर ० को नहȣ ंͧलखा जाता है । 
एक Ǒदये हु ए फलन का समाकलन पहले बताई गई अǓनिæचत समाकल कȧ ͪवͬधयɉ ɮवारा £ात 
ͩकया जाता है ͩफर पǐरणाम मɅ चर के èथान पर उÍच सीमा तथा Ǔनàन सीमा रख कर अÛतर 
£ात करत ेहु ए मान Ǔनकाल ͧलया जाता है । उदाहरणाथ[- 

 

(i) 
     

22 3
3 32

1 1

1 1 72 1 8 1
3 3 3 3
xx dx
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(ii) 
 

1
1

0
0

log | 5 | log |1 5 | log | 0 5 | log | 6 | log5
5

dx x
x

       


 

 

6log
5

 इ×याǑद ।
 

यǑद Ǔनिæचत समाकलन मɅ फलन का समाकल ĤǓतèथापन ɮवारा £ात करना हो तो 
माने हु ए ĤǓतèथापन ɮवारा èवतंğ चर को नये चर मɅ पǐरवत[न के साथ-साथ समाकल कȧ 
सीमाओं को भी नई ĤǓतèथापन चर राͧश के अनसुार बदला जाता है । ऐसा करने से पहले वालȣ 
चर राͧश का नये समाकल से कोई सàबÛध नहȣ रहता है । उदाहरणाथ[: 

1

0 5
dx

x   मे x+5=t रखे तो dx=dt तथा नई चर राͧशt के संगत समाकल कȧ उÍच व 

Ǔनàन सीमायɅ Đमश: 6 तथा 5 होगी । अत: 

 
1 6

6

5
0 5

log | | log | 6 | log | 5 |
5

dx dt t
x t

   
   

6log
5

  

2.3.1 Ǔनिæचत समाकल के गणुधम[ (Properties of Definite Integrals) : - 

Ĥाय: Ǔनिæचत समाकल £ात करने के ͧलए उÛहȣ ं ͪवͬधयɉ का Ĥयोग करते है जो 
अǓनिæचत समाकल हेत ुकाम मɅ लȣ जाती है, परÛत ुǓनिæचत समाकल के कुछ गणुधम[ है िजनका 
उपयोग करने पर Ǔनिæचत समाकल सरलता से £ात कर सकते है । 

गणुधम[ –I: ( ) ( ) ,
b b

a a

f x dx f t dt   अथा[त Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमाएँ समान रहे तो 

चर राͧश को ͩकसी अÛय चर राͧश मɅ बदलने पर Ǔनिæचत समाकल के मान मɅ कोई पǐरवत[न 
नहȣ ंहोता है । 

गणुधम[ -II: ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx    अथा[त ्Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमाओं को परèपर 

बदलने पर समाकल का मान तो वहȣ रहता है परÛत ुͬचÛह बदल जाता है । 
गणुधम[ -III : यǑद a<c<.b तो 

 ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

गणुधम[ –IV: ( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx   
 

ǑटÜपणी : यǑद a=0 हो तो ( ) ( )
b b

a a

f x dx f b x dx    
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गणुधम[ –V:∫  f (x)dx = ቊ2∫ f(X)dx,यǑद f (x)सम फलन होୟ


0,यǑद f (x)ͪवषम फलन हो
ୟ
ିୟ  

ǑटÜपणी. यǑद ( ) ( )f x f x   हो, तो फलन f(x) सम (even) फलन कहलाता है, 

तथा यǑद ( ) ( )f x f x    हो, तो फलन ƒ(x) ͪवषम फलन कहलाता है । 

गणुधम[ –VI:∫ ܠ܌(ܠ)  = ܉
 ቊ

2∫ f (x)dx,यǑद f (2a − x) = f(x)ୟ

0,यǑद f (2 a − x) = −f (x)   

गणुधम[ – VII : 
0 0

( ) ( ) ,
na a

f x dx n f x dx  यǑद ( ) ( )f a x f x   

उदाहरण 17: मान £ात कȧिजए : 
1

2

0

xx e dx  

हल: x2 को Ĥथम फलन मानते हु ए खÖडश समाकलन करने पर 
1

2

0

xx e dx  =  
1

12

0
0

. 2 .x xx e x e dx      

 
1

1 0

0

1. 0. 2 xe e xe dx     

पनु: x को Ĥथम फलन मानते हु ए खÖडश: समाकलन करने पर 

  
1 112

0
0 0

2 . 1.x x xx e dx e x e e dx       


1 1

2 1

0 0

2 1 0x xx e dx e e e dx
 
     
 

   

 1

0
2 xe e e       

  2 1e e e      0 1e   
1

2

0

2xx e dx e    उ×तर 

उदाहरण 18 : मान £ात कȧिजए: 
/2

0

cos
(1 sin )(2 sin )

xdx
x x



   

हल : माना sin x=t, तब cos xdx=dt  
सीमाएँ: जब x=0 तब t=sin0=0 और जब 

2
x 
  तब t=sin / 2 1  , अत: 

/2

0

cos
(1 sin )(2 sin )

xdx
x x



   
1

0 (1 )(2 )
dt

t t


   

=
1

0

1 1
1 2

dt
t t

      (आंͧशक ͧभ×तɉ मे बदलने पर) 
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=
1 1

0 01 2
dt dt

t t


    

   1 1

0 0
log |1 | log | 2 |t t     

   log | 2 | log |1| log | 3 | log | 2 |     
 log | 2 | 0 log | 3 | log | 2 |     

2log | 2 | log | 3 |   
2log | 2 | log | 3 |   

log | 4 | log | 3 |   
/2

0

cos
(1 sin )(2 sin )

xdx
x x




   

4log
3

  उ×तर  

उदाहरण 19: मान £ात कȧिजए:
3

1 4
xdx
x x   

हल : माना I= ………(1) 

या 

11 1
4 4

01 0

1
4

1

52 2
5

1 22 0
5 5

2
5

xx dx x dx

x dx





     

     

 

 



 
3

1

(1 3)
4 (1 3 )

x
I

x
 


   1 3

dx
x  
 [गणुधम[ 

IV से अथा[त 

( ) ( )
b b

a a

f x dx f a b x dx     

या 
3

1

4
4
xdxI

x x



   

समीकरण (1) तथा (2) को जोड़ने पर { दोनो समीकरणɉ मɅ समाकãय का हर समान 
है} 

3 3

1 1

42
4 4

xdx xdxI
x x x x


 

      

 
 

3

1

4

4

x x dx

x x

 


   

3

1

1.dx   

3
1[ ] [3 1] 2x     
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3
1

3

1

[ ] [3 1] 2
2 2

1
4

x
I

I I

xdx
x x

   
 
 

 
 

 

उदाहरण 20: मान £ात कȧिजए: 

(i) 
/4

5 2

/4

cosx xdx



  (ii)

1
4

1

x dx

  

हल (i) यहा ँƒ(x) 5 2cosx x  
 ( )f x  5 2( ) cos ( )x x    
  5 5 21 cosx x   
 5 2cos ( )x x f x     
 ƒ(x) ͪवषम फलन है 

अत: 
/4

5 2

/4

cos 0x dx




  उ×तर 

(ii) यहा ँ 4 4 4( ) , ( ) ( ) ( )f x x f x x x f x       

( )f x
समफलन है| 

अत: 
11 1

4 4

01 0

52 2
5
xx dx x dx



        

1 22 0
5 5
     

 

1
4

1

2
5

x dx


   उ×तर 

बोध Ĥæन 2.3 
Ǔनàनͧलͩकत समाकलɉ के मान £ात कȧिजए: 

1.
1

0 2 3
dx
x   2.

/4
2

0

tan xdx


  

3. rPn   
2 2

1 2 4 3
x dx

x x   4.
/2

0

cos
sin cos

xdx
x x



  

5.
2

5 3

2

( 4 )x x x dx


   6.
1

4 2

1

(5 3 2)x x dx


   

नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ ।  
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2.4. Đमचय तथा संचय (Permutations and Combination) 
 Đमचय (Permutations): दȣ हु ई वèतुओं अथवा संकेतɉ मɅ से एक बार मɅ कुछ 

अथवा सभी वèतुओं अथवा सकेंतɉ को लेने पर जो ͧभÛन-ͧभÛन ͪवÛयास (arrangements) 
बनत ेहै, उनमɅ से Ĥ×येक को Đमचय कहत ेहै । 

उदाहरणाथ[- यǑद हमारे पास तीन वèतुएँ x,y,z हɉ तथा एक बार मɅ दो वèतुएँ लेना चाहे 
तो ͧभÛन-ͧभÛन ͪवÛयास Ǔनàन Ĥकार से हो सकते है । 

xy,xz,yz,zx,yx,zy 
इस Ĥकार Đमचयɉ कȧ संÉया 6 है । 
इसी Ĥकार यǑद हमɅ तीन अंको 1, 2, 3, मɅ से कोई दो अंको को ले कर ͧभÛन-ͧभÛन 

ͪवÛयास अथवा संÉयाएँ बना सकते है: 
12, 13, 23, 21, 31, 32 
इस Ĥकार कुल Đमचयɉ कȧ संÉया 6 ĤाÜत होती है । 
संचय (Combinations):- दȣ हु ई वèतुओं अथवा संकेतɉ मɅ से एक बार मɅ कुछ अथवा 

सभी वèतओंु अथवा सकेंतɉ को लेने पर जो ͧभÛन-ͧभÛन समूह (groups) (Đम का Úयान न 
रखते हु एं) बनत ेहै, उÛहे सचंय कहते है । 

उदाहरणाथ[- ऊपर के उदाहरण मɅ चू ंͩक xy तथा yx एक हȣ समहू है, इसी Ĥकार xz 
तथा zx,yz तथा zy भी एक हȣ समहू को Ĥदͧश[त करते है । अत: दȣ गई तीन वèतुएँ x,y,z मɅ 
केवल तीन समूह xy,yz तथा Į बनत े है । इस Ĥकार x,y,z मɅ से दो एक साथ लेकर तीन 
संचय ĤाÜत होते है । 

अत: उपरोÈत उदाहरणɉ से èपçट है ͩक सचंय मɅ तो केवल समहू हȣ बनाये जात े है 
ͩकÛत ुĐमचय मɅ यह भी देखना होता है ͩक Ĥ×येक समहू कȧ वèतुओं या संकेतɉ को ͩकतने 
Ĥकार के ͧभÛन-ͧभÛन Đमɉ मɅ रखा जा सकता है । 

2.4.1 Đमगुͨ णत संकेतन (Factorial Notation):- 

Ĥथम n Ĥाकृत संÉयाओं के गणुनफलन को संकेतन n छ n! से åयÈत करत े है तथा 

इसे ' 'Đमगुͨ णत n '' अथवा '' n Đमगुͨ णत' ' पढ़त ेहै । अत: 
( 1)( 2)......3.2.1n n n n    

या 
1 2 3 ......... ( 2) ( 1)n x x x x n x n xn    

उदाहरणाथ[ : (i) 5 5 4 3 2 1 120x x x x   
(ii) 3 3 2 1 6x x   
(iii) 1 1  इ×याǑद  
ǑटÜपणी : (i) 0 1  
(ii) ( 1) ( 2) ...... 3 2 1n nx n x n x x x x    



80 
 

{( 1) ( 2) ...... 3 2 1}nx n x n x x x x    
1nx n   

1n n n    

2.4.2 गणुन Ǔनयम (Product Rule) 

यǑद कोई ͩĐया n ͪवͬधयɉ से हो सके और जब यह उनमɅ से ͩकसी एक ͪवͬध से कȧ जा 
चुकȧ हो तब दसूरȣ ͩĐया n ͪवͬधयɉ से हो सके तो दोनो ͩĐयाएँ साथ-साथ mxn ͪवͬधयɉ से कȧ 
जा सकती है । 

उदाहरणाथ[- कोटा तथा जयपरु के मÚय 5 रेलगाͫड़या ँचलती है, ͩकतनी ͪवͬधयɉ से एक 
आदमी कोटा से जयपरु जा कर दसूरȣ गाड़ी से लोट सकता है । 

चू ंͩक कोटा से जयपरु 5 रेलगाͫड़यɉ मɅ से ͩकसी एक से जाया जा सकता है । अत: जाने 
कȧ पाँच ͪवͬधया ँहु ई । अब लोटते समय ͩकÛहȣ ंचार रेलगाͫड़यɉ का हȣ Ĥयोग ͩकया जा सकता '' 
है Èयɉ ͩक िजस रेलगाडी से जाना हुआ था उससे लौटना नहȣ ं है । इस Ĥकार लौटने कȧ केवल 
चार हȣ गाͫड़या ँहै । अत: ͩकसी रेलगाड़ी से कोटा से जयपरु जाकर ͩकसी अÛय रेलगाड़ी से लौटने 
कȧ कुल 5x4 अथा[त 20 ͪवͬधया ँहु ई । 

2.4.3 Đमचय. जब सभी वèतुएँ ͧभÛन-ͧभÛन है (Permutations when all the Object 
are Distict) ' 

दȣ हु ई n ͧभÛन-ͧभÛन (distinct) वèतुओं मɅ से कोई r वèतुओं को लेने पर बने 
Đमचयɉ कȧ संÉया वहȣ होगी जो r ǐरÈत èथानɉ को n वèतुओं से भरने कȧ होगी । अब पहला 
èथान n वèतुओं मɅ से ͩकसी एक वèत ुɮवारा भरा जा सकता है अथा[त इस èथान को भरने कȧ 
n ͪवͬधया ँहै । पहला èथान भर चकुने के बाद (n-1) वèतुएँ बची िजनमɅ से कोई एक वèत ुको 
दसूरे èथान पर रख सकते है, इस Ĥकार दसूरे èथान को भरने कȧ (n-1) ͪवͬधया ँ हु ई । अत: 
पहले दो èथानɉ को भरने कȧ n(n-1) ͪवͬधया ँहु ई । पनु: पहले दो èथानɉ को भरने के पæचात ्
(n-2) वèतुएँ बची िजनमɅ से कोई एक वèत ुतीसरे èथान पर रख सकत े है । अत: पहले तीन 
èथानɉ को भरने के ͧलए कुल n(n-1)(n-2) ͪवͬधया ँहु ई । 

इसी Ĥकार अÛय èथानɉ को भरा जा सकता है । अब इस बात का Úयान रखते हु ए ͩक 
Ĥ×येक èथान के ͧलए एक गणुनखÖड बढ़ता जाता है और गणुनखÖड का मान अपने पवू[गामी 
गणुनखÖड से 1 कम हो जाता है । अत: n वèतुओं मɅ से r èथानɉ को भरने कȧ कुल ͪवͬधयɉ कȧ 
संÉया 

( 1)( 2).......n n n   (r गणुनखÖड) 
( 1)( 2).......( 1)n n n n r      

इस संÉया को साधारणत: सकेंत n
rp  से åयÈत करत ेहै, िजसका अथ[ n वèतओंु मɅ से 

r के Đमचय होता है । 
अत: ( 1)( 2)......( 1n

rp n n n n r     ) (1) 
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जहाँ 0 r n   
उदाहरणाथ[- 5

3( ) 5 4 3 60i P x x   
(ii) 5

3( ) 6 5 4 3 2 720i P x x x x   

पनु: rP ( 1) ( 2)......... ( 1)n nx n x n x n r      ……(2) 
दायɅ प¢ मɅ ( ) ( 1) ..... 3 2 1,n r x n r x x x x    से गणुा करत े हु ए, इसी से भाग देने 

पर, हम ĤाÜत करते है ͩक 

r
( 1) ( 2) ..... ( 1) ( ) ( 1) .....3 2 1P

( ) ( 1) .... 3 2 1
n nx n x n x x n r x n r x n r x x x

n r x n r x x x x
      


  

 

n
n r




 { n  कȧ पǐरभाषा से ( 1)( 2)....3.2.1n n n n    

( 1)( 2).....( 1)( ).n n n n r n r       
( 1).....3.2.1}n r   

अत: rP ,n n
n r




 0 r n   …..(3) 

इस Ĥकार rPn  £ात करने के दो सूğ, सूğ (1) तथा सूğ (3) का Ĥयोग ͩकया जाता है 
। परÛत ुसूğ (3), सूğ (1) कȧ अपे¢ा अͬधक सुͪवधाजनक åयजंक है । 

ǑटÜपणी : (i) दȣ हु ई सभी n वèतुओं को एक साथ लेने पर उनके Đमचय होगɅ: 
P ( 1)( 2).......3.2.1n

n n n n    
या Pn

n n  

(ii) Pn
n

n
n r




 मɅ r के èथान पर n तथा Pn
n n  रखने पर  

0
n nn

n n
 


 

0 1   
उदाहरण 21 : Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए : 
(i) 10

4P  (ii)15
3P  (iii) 8  

हल – (i) 10
4 10 9 8 7 5040P x x x   

वकैिãपक : 10
4

10 10 10 9 8 7 6
10 4 6 6

x x x xP   


 

10 9 8 7 5040x x x x   
(ii) 15

3 15 14 13 2730P x x   
(iii) 8 8 7 6 5 4 3 2 1 40320x x x x x x x   

उदाहरण 22: यǑद 10
rP  720, हो, तो r का मान £ात कȧिजए । 

हल :  10 10 9 8 7 ......rP x x x x r  खÖडɉ तक 
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तथा 720=10x9x8 
अत: èपçट है ͩक r=3 उ×तर 
उदाहरण 23: यǑद 5 3: 2 :1,n nP P   तो n का मान £ात कȧिजए । 
हल :  5 ( 1)( 2)( 3)( 4)n P n n n n n      

तथा 3 ( 1)( 2)n P n n n    

5

3

2 ( 1)( 2)( 3)( 4) 2
1 ( 1)( 2) 1

n

n

P n n n n n
P n n n

   
   

 
 

( 3)( 4) 2n n     
2 7 12 2n n     
2 7 10 0n n     

( 2)( 5) 0n n     
2n   या 5 

परÛत ुn=2 Ǔनरथ[क हɇ Èयɉͩक 2
5P  तथा 2

3P  का कोई अथ[ नहȣ ंहोता है अत:n=5 
उ×तर 

उदाहरण 24: 'CHEMISTERY' शÞद के अ¢रɉ से बनने वाले Đमचयɉ कȧ संÉया £ात 
कȧिजए । 

हल : चू ंͩक अ¢रɉ कȧ कुल संÉया 9 है तथा Ĥ×येक बार 9 हȣ अ¢र लेने है । अत:  
9

9 9 9 8 7 6 5 4 3 2 1 362880P x x x x x x x x    

2.4.4 Đमयच जब सभी वèतुएँ ͧभÛन-ͧभÛन नहȣ ं है (Permutations when all the 
Objects are not Districts Object):- 

यǑद कुल n वèतओंु मɅ से p वèतएँु एक हȣ Ĥकार कȧ है, q वèतुएँ दसूरे Ĥकार कȧ है 
तथा r वèतुएँ तीसरे Ĥकार कȧ है, और शेष वèतुएँ ͧभÛन-ͧभÛन है तो Đमचयɉ कȧ संÉया 

n
p q r

 होगी । 

ǑटÜपणी : n वèतुओं के Đमचयɉ कȧ संÉया, जहा ँp वèतएँु समान Ĥकार कȧ और शेष 

ͧभÛन Ĥकार कȧ है होगी: n
p
 

उदाहरण 25 : 'ALLAHABAD' शÞद के अ¢रɉ से ͩकतने ͧभÛन-ͧभÛन शÞद बन सकते 
है? 

हल. यहा ँपर कुल 9 अ¢र है, िजनमɅ A, 4 बार एंव L, 2 बार आया है तथा शेष 

ͧभÛन-ͧभÛन है । अत: शÞदɉ कȧ अभीçट संÉया 
9

4 2
  

9 8 7 6 5
2 1

x x x x
x
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7560  उ×तर 
उदाहरण 26: 100 से 1000 के बीच िèथत ͩकतनी संÉयाएँ है, िजÛहɅ अंक 0, 1, 2, 

3, 4, 5 से बनाई जा सकती है, यǑद अंको के पनुराविृ×त कȧ अनमुǓत नहȣ ंहै । 
हल : 100 से 1000 के बीच िèथǓत Ĥ×येक संÉया 3 अकंो कȧ एक संÉया होगी तथा 

कुल 6 अकं Ǒदये हु ए है । अंत: 6 अकंɉ मɅ से 3 अंकɉ कȧ बनने वालȣ संÉयाओं कȧ संÉया 6
3P  

होगी, परÛत ुइन संÉयाओं मɅ वे भी सिàमͧलत है, िजनमɅ 0 (शूÛय), सैकड़े के èथान पर है, जो 
वाèतव मɅ 2 अंकɉ कȧ है । अब इन 2 अंको कȧ संÉयाओं कȧ संÉया £ात करने के ͧलए, हम 0 
को सकैड़ ेके èथान पर िèथर कर देते है और शेष 5 अकंो से एक साथ 2 अकंो को लेकर बनने 
वाले Đमचय होगɅ 5

2P  अत: अभीçट संÉया को £ात करने के ͧलए कुल तीन अंको कȧ संÉयाओं 
कȧ संÉया मे से इन दो अंको कȧ संÉयाओं कȧ संÉया को घटने पर ĤाÜत होगी । अत: 

अभीçट संÉया  
6 5

3 2P P   

6 5 4 5 4x x x   
5 4 (6 1)x x   

5 4 5x x  
100  उ×तर 

ǑटÜपणी: 
1. दȣ हु ई n ͪवͧभÛन वèतुओं मɅ से एक समय मɅ r वèतुओं को लेकर बने Đमचयɉ कȧ संÉया, 

जबͩक वèतओंु के पनुराविृ×त कȧ अनमुǓत हो, rn होती है । 
2. जब n वèतुओं को एक सीधी रेखा मɅ ͧभÛन-ͧभÛन Đमɉ मɅ रखा जाता है तो n ͪवÛयास 

ĤाÜत होते है । परÛत ुयǑद उÛहȣ ंn वèतुओं को ͩकसी वतृ के चारɉ ओर रखा जाय तो 
1n  ͪवÛयास ĤाÜत होगɅ । 

3. उपरोÈत व×ृतीय ͪवÛयास (Đमचय) मɅ यǑद दͯ¢णावत[ तथा वामावत[ मɅ कोई भेद नहȣ ंहो तो 

कुल Đमचयɉ कȧ संÉया 
1 1
2

n   होगी | 

उदाहरण 27: 10 पǾुष ͩकसी गोल मेज के चारɉ ओर ͩकतनी Ĥकार से बठै सकते है । 
यǑद ͩकÛहȣं दो Đमɉ मɅ सबके पड़ौसी समान न हो तो व ͩकतने Ĥकार से बठैगɅ? 

हल: 10 पǾुष गोल मेज के चारो और Ĥकार से बठैɅ गे । पनु: दͯ¢णावत[ तथा वामावत[ 
ͪवÛयासɉ मɅ हȣ वहȣ पǾुष पड़ौसी समान बने रहत ेहै ͩकÛत ुहमɅ यह देखना है ͩक पड़ोसी समान 
न हो । 

अत: पड़ौसी समान नहȣ ंरहने पर अभीçट संÉया 
1 110 1 9
2 2

  
 

बोध Ĥæन: 2.4 
 1. Ǔनàनͧलͨखत के मान £ात कȧिजए: 
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 (i) 11
2P  (ii) 5

3P  (iii) 4 3  (iv) 9
9P  

 2. यǑद 4 5: 1:3n nP P  तो n का मान £ात कȧिजए । 
 3.1 से 9 तक के अंको का Ĥयोग करके ͩकतनी 4 अंको कȧ संÉयाएँ बनाई जा 
सकती है, यǑद अंको कȧ पुनरावृ ि×त कȧ अनुमǓत नहȣ हो? 
 4. 'COMMITTEE ' शÞद के अ¢रɉ को ͩकतने ͧभÛन-ͧभÛन Đमɉ मɅ ͧलख 
सकते है? 
 5.20 ͧभÛन-ͧभÛन Ĥकार के फूलɉ से ͩकतने Ĥकार कȧ मालाएँ बनायी जा सकती 
है । 
नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ । 

2.5 संचय (Combinations) 
 दȣ हु ई वèतुओं मɅ से एक बार मɅ कुछ अथवा सब वèतुओं को लेने पर जो ͧभÛन-ͧभÛन 

समूह बनत ेहै सचंय कहलाता है । सचंय मɅ चयǓनत वèतओंु का Đम मह×वपणू[ नहȣ ंहोता है । 
n ͪवͧभÛन वèतुओं मɅ से एक समय मɅ r वèतुओं को लेकर बनने वाले सचंयो कȧ संÉया को 
संकेतन n

rC  से Ĥकट करत ेहै तथा इसे 'एन सी आर' अथा[त 'n मɅ से r के सचंय' पढ़ा जाता 
है। 

का मान £ात करने के ͧलए Ǔनàन सूğ काम मɅ ͧलया जाता है । rPn
n

rC
r

  

या 
( 1)( 2).....( 1)

( 1)( 2).....3.2.1
n

r
n n n n rC

r r r
   


 

 

पनु: सूğ (1) के दांयी प¢ के अशं व हर को n r  से गणुा करने पर  
( 1)( 2).....( 1)( )( 1).....3.2.1

.
n

r
n n n n r n r n rC

r n r
      




 

  
'

n
r

nC
r n r




 
'

n
r

nC
r n r




 0 r n   …..(2) 

ǑटÜपणी : (i) 1
0

n
r

nC
n

   

(ii) 0 1
0

n nC
n

   

मह×वपणू[ सूğ (Important formulae):- 
1. n n

r n rC C   
2. 1n n n

r n r rC C C
   

उदाहरण 28: 12
6C  का मान £ात कȧिजए । 

हल : n
r

nC
r n r
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12
6

12
612 6

C 


  

12 12 11 10 9 8 7 6
6 6 6 6

x x x x x x
   

12 11 10 9 8 7
6 5 4 3 2 1
x x x x x
x x x x x

  
12

6 924C   उ×तर 
उदाहरण 28 (ii) : यǑद 9 8

n nC C  हो तो 15
n C £ात कȧिजए । 

हल :  Ǒदया हुआ है 9 8
n nC C  

9 9 8 8
n n

n n
 

 
 

1 1
9 8 9 8( 8) 9n n n

 
  

 { 1n n n   

1 1
9 8n

 


 

8 9 17n n      

अत: 17
15

17
1517 15

C 


 

17 16 15
15. 2
x x

  

17
15

17 16
2 1
xC
x

   

17 8 136x   
17

15 136C   उ×तर 
उदाहरण 29:6 पǾुषɉ तथा 4 मǑहलाओं मɅ से 5 कȧ एक सͧमǓत बनानी है । बताइये यह 

सͧमǓत ͩकतने Ĥकार से बनायी जा सकती है जबͩक सͧमǓत मɅ (अ) दो मǑहलाएँ हो, (ब) कम से 
कम दो मǑहलाएँ हो तथा (स) अͬधक से अͬधक दो मǑहलाएँ हो । 

हल : (अ) पाचँ सदèयɉ मɅ से यǑद दो मǑहलाएँ हो तो बाकȧ तीन पǾुष होगɅ । 
6 पǾुषɉ मɅ से 3 पǾुष 6

3C  Ĥकार से चुने जा सकते है तथा 4 मǑहलाओं मɅ से 2 

मǑहलाएँ 4
2C  Ĥकार से चुनी जा सकती है । अब चू ंͩक पहले मɅ से Ĥ×येक समहू के साथ दसूरे 

Ĥकार का कोई भी समूह रखा जा सकता है । अत: अभीçट Ĥकार कȧ संÉया 
6 4

3 2C x C  
6 4

3 3 2 2
x  

=120 
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(ब) सͧमǓत मɅ कम से कम दो मǑहलाएँ होने के ͧलए 2 मǑहलाएँ तथा 3 पǾुष या 3 
मǑहलाएँ तथा 2 पǾुष या 4 मǑहलाएँ तथा 1 पǾुष हो सकत ेहै । अत: अभीçट Ĥकार कȧ संÉया 

6 4 6 4 6 4
3 2 2 3 1 4C x C C x C C x C    

6 4 6120 1
2 4 31 15

x x    

=120+60+6 
=186 उ×तर 
(स) सͧमǓत मɅ अͬधक से अͬधक दो मǑहलाएँ हो इसके ͧलए सͧमǓत मɅ 3 पǾुष तथा 2 

मǑहलाएँ या 4 पǾुष तथा 1 मǑहला अथवा केवल 5 पǾुष हो सकत ेहै । अत: अभीçट Ĥकार कȧ 
संÉया 

6 4 6 4 6 4
3 2 4 1 5 0C x C C x C C x C    

6 4 6120 1
4 2 13 51

x x    

=120+60+6 
=186 उ×तर 
उदाहरण 30: 10 åयजनɉ (consonants) और 4 èवरɉ (vowels) मɅ से ͩकतने ऐसे 

शÞद बनाये जा सकते हɇ, िजनमɅ 3 åयजंन तथा 2 èवर हो । 
हल : 10 åयजनɉ मɅ सɅ 3 åयजंन चुनने के संचयɉ कȧ संÉया 

10
3C  

तथा 4 èवरɉ मɅ से 2 èवर चुनने के सचंयɉ कȧ संÉया 
4

2C  
पहले Ĥकार के सचंयɉ मɅ से Ĥ×येक को दसूरे Ĥकार के Ĥ×येक संचयɉ से ͧमलकर कुल 

संचयɉ कȧ संÉया 
10 4

3 2C x C  
इस नये समूहɉ, िजनमɅ तीन åयजंन तथा 2 èवर है मɅ से Ĥ×येक मɅ 5 ͧभÛन-ͧभÛन 

अ¢र है िजनका पारèपǐरक ͪवÛयास 5  Ĥकार से होगा । 
 अत: अभीçट शÞदɉ कȧ संÉया 10 4

3 2 5C x C x  
10 9 8 4 3 5 4 3 2 1
3 2 1 2 1

x x xx x x x x x
x x x

  

120 60 120x x  
=86400 उ×तर 

बोध Ĥæन 2.5 
 1.Ǔनàन ͧलͨखत का नाम £ात कȧिजए । 
  (i)14c3 ( ii) 25c24

 (iii) 13c11 

 2. यǑद nc10=nc14 nc20
 का मान £ात कȧिजए। 
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 3. 2 पुǽषɉ और 3 मǑहलाओं के एक समूह से 3 सदèयɉ कȧ एक सͧमǓत 
बनानी है । 
यह ͩकतने Ĥकार से ͩकया जा सकता है ? इनमे से ͩकतनी सͧमǓतयाँ ऐसी है िजसमɅ 1 
पुǽष तथा 2 मǑहलांए है। 
 4. 17 ͨखलाͫडयɉ मे से , िजनमɅ केवल 5 ͨखलाडी गɅɮबाजी कर सकते है, एक 
ͩĐकेट टȣम के 11 ͨखलाͫडयɉ का चयन ͩकतने Ĥकार से ͩकया जा सकता है, यǑद 
Ĥ×येक टȣम मे तØयत: 4 गɅदबाज है । 
 5.“INVOLUTE” शÞद के अ¢रɉ से, अथ[पूण[ या अथ[ हȣन Ĥ×येक 3 èवरɉ 
तथा 2 åयंजनɉ वाले ͩकतने शÞदɉ कȧ रचना कȧ जा सकती है ? 
नोट : कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ  । 

2.6 ĤाǓयकता (Probability) 
 आǑद काल से हȣ मनçुय अपने ͪववेक तथा पवू[ व Ĥचͧलत धारणाओं के आधार पर 

भͪवçय मɅ घǑटत होने वालȣ घटनाओं के बारे मɅ कुछ भͪवçयवाͨणयाँ करता रहा है । जसेै- 
'सàमवत: अमकु घटना घटेगी'' या ''कोई अमुक घटना घǑटत होने कȧ सàभावना'' इ×याǑद शÞदɉ 
का Ĥयोग करत ेहै । ͩकसी घटना के घǑटत होने से पवू[ वत[मान समय मɅ उपिèथत पǐरिèथǓतयɉ 
एव ंसचूनाओं के आधार पर घटना घǑटत होने के बारे मɅ अनमुान लगाने कȧ ͩĐया को -गͨणत मɅ 
ĤाǓयकता के नाम से जाना जाता है । ĤाǓयकता के अÚययन मɅ काम आने वाले कुछ मह×वपणू[ 
शÞदɉ जसेै- याǺिÍछक परȣ¢ण, ĤǓतदश[ समािçट, घटनाएँ इ×याǑद को पǐरभाͪषत करेगɅ । 

2.6.1 याǺिÍछक परȣ¢ण (Random Experiment):- 

देǓनक जीवन मɅ हम ऐसे कई Ĥायोͬगक ͩĐया कलाप करत ेहै िजÛहɅ समान पǐरिèथǓतयɉ 
मɅ दोहराने पर भी पǐरणाम सदैव एक सा नहȣ ंआता है । उदाहरणाथ[- जब एक ͧसÈके को उछाला 
जाता है तो ͬचत या प͠ आ सकता है लेͩकन हम यह Ǔनिæचत तौर पर नहȣ ंकह सकते है ͩक 
वाèतͪवक पǐरणाम इन दोनɉ मɅ से Èया होगा? इस Ĥकार के परȣ¢ण को याǺिÍछक परȣ¢ण 
कहत,े है । अत: एक परȣ¢ण को याǺिÍछक परȣ¢ण कहा जाता है यǑद परȣ¢ण के एक से 
अͬधक संभाͪवत पǐरणाम हो तथा परȣ¢ण के पणू[ होने से पहले पǐरणाम बताना संभव न हो । 
याǺिÞदक परȣ¢ण को कभी-कभी अͧभĤयोग कȧ पनुराविृ×त (repeated trials) भी कहत ेहै । 

2.6.2 पǐरणाम तथा ĤǓतदश[ समिçट (Outcomes and Sample Space):- 

ͩकसी याǺिÍछक परȣ¢ण के सभंाͪवत नतीजे को पǐरणाम (outcomes) कहत े है । 
उदाहरणाथ[- एक ͧसÈके को उछालने पर ͬचत (H) अथवा पɪ (T) आता है । ͬचत पɪ या को हȣ 
पǐरणाम कहते है । पǐरणामɉ का समुÍचय {H, T} इस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट कहलाता है 
। इसी Ĥकार एक पासा (dice)फɅ केने पर पासे के ऊपरȣ फलक पर अंͩकत ǒबÛदओंु कȧ संÉया मɅ 
Ǿͬच रखत े है तो इस परȣ¢ण के पǐरणाम 1,2,3,4,5 या 6 है एव ंसमÍुचय {1,2,3,4,5,6} 
परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट होगा । अत: ͩकसी याǺिÍछक परȣ¢ण के सभी संभाͪवत पǐरणामɉ 
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का समुÍचय उस परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट कहलाता है । ĤǓतदश[ समिçट को सकेत S ɮवारा 
Ĥकट ͩकया जाता है । ĤǓतदश[ समिçट का Ĥ×येक अवåयव एक ĤǓतदश[ ǒबÛद ु(sample point) 
कहलाता है । एक ĤǓतदश[ समिçट मɅ ĤǓतदश[ ǒबÛदओंु कȧ संÉया पǐरमेय अथवा अनÛत हो 
सकती है । 

उदाहरण 3।: दो ͧसÈकɉ को एक बार उछाला गया है । ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए । 
हल. दोनो ͧसÈकɉ मɅ से ͩकसी पर ͬचत (H) या पɪ (T) Ĥकट हो सकत े है, इसͧलए 

संभव पǐरणाम Ǔनàनͧलͨखत हो सकते है: 
दोनो ͧसÈको पर ͬचत = HH 
Ĥथम ͧसÈके पर ͬचत तथा दसूरे पर पɪ =HT 
Ĥथम ͧसÈके पर पɪ तथा दसूरे पर ͬचत =TH 
दोनो ͧसÈको पर पɪ =TT 
अत: Ǒदये हु ए परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट 

{ , , , }S HH HT TH TT  
उदाहरण 32: एक ͧसÈके को तब तक उछालत ेरहते है जब तक उस पर ͬचत Ĥकट न 

हो जाए । ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए । 
हल : इस याǺिÍछत परȣ¢ण मɅ ͬचत Ĥथम उछाल या ɮͪवतीय उछाल, या ततृीय उछाल 

......... इ×याǑद मɅ से ͩकसी मɅ भी Ĥकट हो सकता है । अत: अभीçट ĤǓतदश[ समिçट 
{ , , , , ,......}S H TH TTH TTHH TTTTH  

ǑटÜपणी : उपरोÈत उदाहरण मɅ ĤǓतदश[ ǒबÛदओंु कȧ संÉया अनÛत होगी । 

2.6.3 घटना (Event):- 

ͩकसी Ĥयोग के सभंव पǐरणामɉ का ĤǓतदश[ समिçट का कोई एक उप समुÍचय को एक 
घटना कहा जाता है । अथा[त ् ͩकसी घटना का होना तब कहा जाता है जबͩक Ĥेͯ¢त पǐरणाम 
ǓनǑद[çट उपसमुÍचय का एक सदèय हो । उदाहरणाथ[- एक ͧसÈके को दो बार उछालने पर 
ĤǓतदश[ समिçट { , , , }S HH HT TH TT होता है । अब माना ͩक हमारȣ Ǿͬच उन पǐरणामɉ मɅ 
है जो तØयत: एक ͬचत Ĥकट होने के अनकूुल होत ेहै, तब इस घटना के होने के अनकूुल S के 
अवयव HT तथा TH है । यह दो अवयव समुÍचय S का एक उपसमुÍचय E ={HT,TH} 
बनाते है । इसी Ĥकार एक पासा फɇ कने पर ĤǓतदश[ समिçट {1, 2,3, 4,5,6}S   तथा पासे के 

ऊपरȣ फलक पर ͪवषम संÉया घǑटत होने का उपसमुÍचय E ={1, 3, 5,} होगा । 
अत: ͩकसी याǺिÍछत परȣ¢ण के ĤǓतदश[ समिçट 5 कȧ घटना हघǑटत हु ई कहȣ जाती है 

यǑद परȣ¢ण का पǐरणाम x इस Ĥकार है ͩक x E (अथा[त ्परȣणाम x, उप समुÍचय E का 
सदèय अथवा अवयव है) । यǑद पǐरणाम ऐसा है ͩक x E (अथा[त पǐरणाम x, E का अवयव 
नहȣ ंहै) तो हम कह सकते है ͩक घटना E घǑटत नहȣ ंहु Ƀ है । 
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2.6.4 सरल घटना (Simple Event):- 

 यǑद ͩकसी घटना E मɅ केवल एक हȣ ĤǓतदश[ ǒबÛद ुहो, तो घटना E को सरल या 
Ĥारिàभक घटना कहत ेहै । ऐसा पǐर¢ण िजसके ĤǓतदश[ समिçट िजसमɅ n पथृक अवयव हो, मɅ 
n सरल घटनाएँ ͪवɮयमान होती है । उदाहरणाथ[- एक ͧसÈके के तीन उछालɉ वाले परȣ¢ण का 
ĤǓतदश[ समिçट { , , , , , , , }S HHH HHT HTH THH HTT THT TTH TTT है । यहा ँ इस 
ĤǓतदश[ समिçट कȧ आठ सरल घटनाएँ है, जो Ǔनàनͧलͨखत है । 

1 2 3 4 5

6 7 8

{ }, { }, { }, { }, { },
{ }, { }, { }

E HHH E HHT E HTH E THH E HTT
E THT E TTH E TTT

    

  
 

2.6.5 ͧमĮ घटना (Compound Event):- 

यǑद ͩकसी घटना मɅ एक से अͬधक ĤǓतदश[ ǒबÛद ुहोत ेहै, तो उसे ͧमĮ घटना कहत ेहै। 
उदाहरणाथ[- एक ͧसÈके के तीन उछालɉ के परȣ¢ण मɅ Ǔनàनͧलͨखत घटनाएँ ͧमħ घटनाएँ है |  

1E =तØयत:एक पɪ Ĥकट होना 

2E  Ûयनूतम एक पɪ Ĥकट होना 

3E अͬधकतम एक पf Ĥकट होना, इ×याǑद । 

इन घटनाओं के संगत S के उपसमुÍचय Ǔनàनͧलͨखत है: 

1 { , , }E HHH HTH THH  

2 { , , , , , }E HHT HTH THH HTT THT TTT  

3 { , , , }E HHH HHT HTH THH  
उपयु [Èत Ĥ×येक उपसमुÍचय मɅ एक से अͬधक ĤǓतदश[ ǒबÛद ुहै इसͧलए यह सभी ͧमħ 

घटनाएँ है । 

2.6.6 परèपर अपबजȸ घटनाएँ (Mutually Exclusive Event):- 

दो घटनाएँ A और B परèपर अपवजȸ घटनाएँ कहलाती है, यǑद इनमɅ से ͩकसी एक कȧ 
घǑटत होना दसूरȣ के घǑटत होने को अपविज[त करता है अथा[त ्दोनो घटनाएँ एक साथ घǑटत 
नहȣ ंहो सकती है । इस दशा मɅ समुÍचय A तथा B असंयÈुत (Disjoint sets) होते है । 

 उदाहरणाथ[- एक पासा फɅ केने के परȣ¢ण के पǐरणामɉ को घटना A एक सम संÉया 
तथा घटना B एक ͪवषम संÉया का Ĥकट होना' को åयÈत करे तो घटनाएँ A तथा B परèपर 
अपवजȸ घटनाएँ है । अथा[त ्

{2, 4,6}A  तथा {1,3,5}B   
èपçटतया A B    अथा[त A तथा B असंयÈुत समुÍचय है । पनु: यǑद उपरोÈत 

उदाहरण मɅ घटना A एक सम संÉया का Ĥकट होना' तथा घटना B '4 से छोटȣ संÉया Ĥकट 
होना' तो देखते है ͩक: तथा {1, 2,3}B   अब 2 A  तथा साथ हȣ 2 B , इसͧलए समुÍचय 

A तथा B असंयÈुत नहȣ ंहै । अत: घटनाएँ A तथा B परèपर अपवतȸ घटनाएँ नहȣ ंहै । 
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2.6.7 Ǔनःशेष घटनाएँ (Exhaustive Event):- 

घटनाएँ 1 2 3, , ,......... nE E E E Ǔनःशेष घटनाएँ कहलाती है यǑद याǺिÍछत परȣ¢ण करने 
पर इनमɅ से कम से कम एक घटना अवæय हȣ घǑटत हो । अथा[त यǑद घटनाएँ 

1 2 3, , ,......... nE E E E ͩकसी ĤǓतदश[ समिçट S कȧ n घटनाएँ है और यǑद 

1 2 3, ,......... nE E E E s      
तब 1 2 3, , ,........ nE E E E  को Ǔनःशेष घटनाएँ कहत े है । उदाहरणाथ[- एक पासे को 

फɅ केने पर ĤǓतदश[ समिçट S={1, 2,3,4,5,6} 
अब Ǔनàनͧलͨखत घटनाओं को पǐरभाͪषत करे: 
A: '3 से छोटȣ संÉया Ĥकट होना 
B: '2 से बडी ͩकंत ु5 से छोटȣ संÉया Ĥकट होना 
तथा c: '3 से बड़ी संÉया Ĥकट होना 
तब {1,2}, {3, 4}, {4,5,6}A B C    
हम देखते है ͩक {1,2} {3, 4} {4,5,6}A B C      
अत: घटनाएँ A,B तथा C, Ǔनःशेष घटनाएँ है । 

2.6.8 समĤाǓयक घटनाएँ (Equally Likely Event):- 

यǑद ͩकसी Ĥयोग मɅ सभी घटनाओं के घǑटत होने कȧ समान सàभावना हो अथा[त ͩकसी 
एक घटना घटने मɅ ͩकसी अÛय के घटने से Ĥाथͧमकता नहȣ हो, तो ऐसी घटनाएँ समĤाǓयक 
घटनाएँ कहलाती है । उदाहरणाथ[- एक पासे के उछाल मɅ उपरȣ फलक मɅ 1 या 2 या 3 या 4 या 
5 या 6 अकं आना समĤाǓयक घटनाएँ हे । 

2.6.9 अनकूुल घटनाएँ (Favorable Event):- 

ͩकसी याǺिÍछत Ĥयोग मɅ एक ͪवशेष घटना के अनकूुल घटनाएँ या िèथǓतयɉ उस Ĥयोग 
के उन सàभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया है िजनमɅ वह घटना घǑटत होती है । उदाहरणाथ[- दो पासी 
को एक साथ फɅ केने पर अकंो का योग 10 आने के ͧलए 3 अनकूुल िèथǓतया ँ(4, 6),(5, 5), (6, 
4) हɉगी । 

2.6.10 ĤाǓयकता कȧ गͨणतीय पǐरभाषा (Mathematical Definition of Probability):- 

 यǑद ͩकसी याǺिÍछक Ĥयोग मɅ कुल n पǐरणाम जो Ǔनःशेष, परèपर अपवजȸ एव ं
समĤाǓयक हो, और उनमɅ से m पǐरणाम ͩकसी ͪवशेष घटना A के अनकूुल हो तो घटना A के 
घटने कȧ ĤाǓयकता अनपुात m/n ɮवारा पǐरभाͪषत कȧ जाती है तथा इसे P(A) ɮवारा åयÈत 
ͩकया जाता है । अत: 

P (A) = 
घटना  के अनुकूल पǐरणामɉ कȧ संÉया 

Ĥयोग के कुल पǐरणामɉ कȧ संÉया 
m
n
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पनु: घटना A के घǑटत न होने के प¢ मɅ अनकूुल पǐरणामɉ कȧ संÉया n-m हɉगी । 
 अत: यǑद घटना A के घǑटत नहȣ ंहोने कȧ ĤाǓयकता को ( )P A  से ǓनǾͪपत करे तो 

P (A) =
घटना  के ĤǓतकूल पǐरणामɉ कȧ संÉया

Ĥयोग के कुल पǐरणामɉ कȧ संÉया  =
n m

n


  

 ( ) 1 1 ( )n m mP A P A
n n


       

( ) 1 ( )P A P A    या ( ) ( ) 1P A P A   
Ǔनिæचतता कȧ अवèथा मɅ m=n होगा, अत: इस दशा मɅ P(A) तथा असàभवता कȧ 

अवèथा मɅ m=0 होगा, अत: इस दशा मɅ P(A)=0 अत: Ĥ×येक घटना A के ͧलए 
0 ( ) 1.P A   

ǑटÜपणी : यǑद ( ) mP A
n

 तथा ( ) n mP A
n


  है तो हम कहɅगे ͩक घटना A के प¢ 

मɅ संयोगानपुात =m::(n-m) 

तथा घटना A के ͪवप¢ मɅ संयोगानपुात 
n m

m


  

उदाहरण 33: एक पासे को फɅ कने पर उपǐरफलक मɅ 2 से बड़ा अकं आने कȧ ĤाǓयकता 
£ात कȧिजए । 

हल : एक पासे को फɅ कने पर कुल 6 तरह के अंक 1 या 2 या 3 या 4 या 5 या 6 
आने कȧ सàभावना रहती है । अत: यहा ँ कुल पǐरणामɉ कȧ संÉया 6 है । दȣ हु ई घटना के 
अनकूुल पǐरणाम 3 या 4 या 5 या 6 हो सकते है अत: घटना A(2 से बड़ा अंक) के ͧलए 4 
अनकूुल िèथǓतया ँहोगी । 

अत: अभीçट ĤाǓयकता (P(A)) 4 2
6 3

   उ×तर 

उदाहरण 34: ताश कȧ एक गɬडी मɅ से याǺिÍछक Ǿप से एक प×ता खीचंने पर इस 
प×त ेके (i) बादशाह होने (ii) लाल रंग के होने तथा (iii) ईट का बादशाह होने कȧ ĤाǓयकता £ात 
कȧिजए । 

हल: ताश के 52 प×तɉ मɅ से एक प×ता 52 तरȣकɉ से खीचंा जा सकता है । अत: कुल 
समĤाǓयक Ǔनःशेष िèथǓतया=ँ52  

(i) चू ंͩक 52 प×तɉ मɅ 4 प×त ेबादशाह के होत ेहै अथा[त बादशाह का पता 4 तरȣकɉ से 
खींचा जा सकता है । इस Ĥकार बादशाह के अनकूुल िèथǓतया ँ= 4 

अत: बादशाह होने कȧ ĤाǓयकता
4 1

52 13
   

(ii) चू ंͩक ताश के 52 प×तɉ मɅ लाल रंग के प×तɉ कȧ संÉया 26 होती है अथा[त ्एक 
लाल रंग का प×ता 26 तरȣकɉ से खीचंा जा सकता है । इस Ĥकार लाल रंग के 
अनकूुल िèथǓतया=ँ26 

अत: लाल रंग का पता होने कȧ ĤाǓयकता
26 1
52 2
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 (iii) चू ंͩक ताश के 52 प×तɉ मɅ ͧसफ[  एक ईट का बादशाह होता है अथा[त ईट का 
बादशाह 1 तरȣके से खीचंा जा सकता है । इस Ĥकार ईट के बादशाह आने कȧ अनकूुल 
िèथǓतया=ँ1 

अत: ईट का बादशाह आने के ĤाǓयकता
1

52
  

 2.6.11 कुछ संकेतन (Some Notations):- 

यǑद ͩकसी याǺिÍछक Ĥयोग के A तथा B दो घटनाएँ है, तो यहा ँहम Ǔनàन सकेंतɉ का 
Ĥयोग करɅगे । 

(i) ͩकसी एक अथवा कम से कम एक के घǑटत होने कȧ ĤाǓयकता को P(A या B) 
अथवा P(A+B) अथवा P  A B से दशा[त ेहै । 

(ii) A तथा B, दोनɉ के एक साथ घटने कȧ ĤाǓयकता को P(A तथा B) अथवा P(AB) 
अथवा P  A B  से दशा[तɅ है । 

(iii) A के घǑटत होने कȧ ĤाǓयकता जबͩक B घǑटत हो चुकȧ हो को A कȧ सĤǓतबधं 
ĤाǓयकता कहत ेहै तथा इसे P(A/B) से दशा[ते है । इसी Ĥकार P(B/A),B के घटने 
कȧ संĤǓतबधं ĤाǓयकता है जबͩक A घǑटत हो चुकȧ हो । 

2.6.12 ĤाǓयकता का योग का Ǔनयम (Addition Law of Probability):- 

िèथǓत- I जब घटनाएँ परèपर अपवतȸ न हो (When the event are not 
mutually exclusive) यǑद दो घटनाएँ A तथा B परèपर अपवजȸ नहȣ हो तो इनमɅ से ͩकसी 
एक घटना घटने कȧ ĤाǓयकता होगी: 

P (A या B) = P (A+B) =P (A) +P (B)-P (AB) 
या 
P  A B =P (A) +P (B)-P  A B  …..(1) 
 इसी Ĥकार यǑद कोई तीन घटनाएँ A,B तथा C जो परèपर अपवजȸ नहȣ ंहो तो इनमɅ 

से ͩकसी एक घटना घटने कȧ ĤाǓयकता होगी : 
P (A या B या C) =P (A+B+C) 
=P (A) +P (B) +P(C)-P (AB)-P (BC)-P (AC) +P (ABC) 
 या 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

P A B C P A P B P C P A B P B C P A C
P A B C

          
  

…. (2) 

उदाहरण 35: ताश के 52 प×तɉ कȧ एक भलȣ-भांǓत फɅ टȣ हु ई गɬडी मɅ से एक प×ता 
Ǔनकाला गया है । Ǔनकाले गये प×त ेकȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए यǑद वह प×ता इÈका या ईट का 
पता हɉ । 
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हल: चू ंͩक 52 प×तɉ मɅ से एक पता 52 तरȣकɉ से Ǔनकाला जा सकता है अत: कुल 
सàभाͪवत पǐरणाम = 52 

माना Ǔनकाला गया प×ता इÈका होने कȧ घटना को A तथा ईट का होने कȧ घटना B से 
ǓनǾͪपत करɅ तो हम ĤाÜत करते है 

P (A) = 
 के अनुकूल िèथǓतयɉ कȧ संÉया 

कुल सàमावͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 
4

52
  

  
इसी Ĥकार 

P (B) = 
ईट का पला होनेकेअनकूुल िèथǓतयɉ कȧ सÉंया 

कुल सàमावͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 
13
52

  

  
पनु: चू ंͩक घटनाएँ A तथा B परèपर अपवजȸ नहȣ ंहै ( Ǔनकाला गया प×ता ईट का 

हȣ इÈका हो सकता है) 
 

P (AB) = 

Ǔनकाले गये प×ते के ईट का हȣ ईÈका होने के
अनुकूल िèथǓतयɉ कȧ संÉयाबी

कुल सàभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 
 

1
52

  

  
अत: ĤाǓयकता के योग के Ǔनयम से 
P (A या B) =P (A) +P (B)-P (AB) 

 

 16
52

  

P (इÈका या ईट का प×ता) = 4
13

 उ×तर 

 उदाहरण 36: दो पासे के फɅ के जाने पर, ऐसे योग के ĤाÜत करने कȧ Èया ĤाǓयकता है 
जो 2 या 3 से ͪवभािजत हो? 

हल : दो पासɉ के फɅ के जाने पर कुल सभंाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया =6x6=36 माना ͩक 
घटना A, योग 2 से भाÏय तथा घटना B, योग. 3 से भाÏय को ǓनǾͪपत करती है । 

अब योग दो से भाÏय हो तो योग 2,4,6,8,10,12 हो सकता है । 
2 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ=(1,1) 
4 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ= (1, 3), (2, 2), (3, 1) 
6 का योग के अनकूुल- िèथǓतया?ँ (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) 
8 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ= (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6,3) 
10 का योग के अनकूुल िèथǓतया?ँ (4 6), (5, 5) (6, 4) 

4 13 1
52 52 52
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12 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ= (6, 6) 
अत: 2 से भाÏय योग के अनकूुल कुल िèथǓतया ँकȧ संÉया=18 

P (A) P (2 से भाÏय योग) = 18
36

  

पनु: योग 3 से भाÏय हो तो योग 3,6,9,12 हो सकता है । 
3 का योग के अनकूुल िèथǓतया?ँ (1, 2), (2, 1) 
6 का योग के अनकूुल िèथǓतया?ँ (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) 
9 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ= (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) 
12 का योग के अनकूुल िèथǓतया ँ= (6,6) 
अत: 3 से भाÏय योग के अनकूुल कुल िèथǓतया ँकȧ संÉया=12 

P (B) =P (3 से भाÏय योग) = 12
36

 

परÛत ुयोग 6 तथा 12, दोनɉ संÉयाओं 2 तथा 3 से भी भाÏय है । अत: 2 तथा 3, 
दोनɉ से भाÏय योग के अनकूुल कुल िèथǓतया=ँ6 

P (AB) =P (2 तथा 3, दोनɉ से भाÏय योग) = 6
36

 

अत: ĤाǓयकता के योग के Ǔनयम से 
P (A या B) =P (A) +P (B)-P (AB) 

18 12 6
36 36 36

    

(P A  या B)= 24 2
36 3

   उ×तर 

िèथǓत- II  जब घटनाएँ परèपर अपवजȸ हो (When the events are mutually 
exclusive):- 

यǑद दो घटनाएँ A तथा B, परèपर अपवजȸ हो तो इनमɅ से ͩकसी एक घटना घटने कȧ 
ĤाǓयकता होगी: 

P(A या B)=P(A+B)=P( A B )=P(A)+P(B) …....(3) 
 इसी Ĥकार यǑद कोई तीन घटनाएँ A,B तथा C जो परèपर अपवजȸ हो तो इनमɅ से 

ͩकसी एक घटना घटने कȧ ĤाǓयकता होगी: 
P(A या B या C)=P(A+B+C)=P( A B C  )=P(A)+P(B)+P(C) …..(4) 
ǑटÜपणी : कई परèपर अपवजȸ घटनाएँ 1 2 3, , ,...... nA A A A  मɅ से ͩकसी एक के घǑटत 

होने कȧ ĤाǓयकता 
P ( 1A  या 2A या 3A …. या nA ) =P ( 1 2 3 ...... nA A A A    ) 

1 2 3( ) ( ) ...... ( )nP A P A A P A      
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उदाहरण 37: ताश के 52 प×तɉ कȧ अÍछȤ तरह से फɅ टȣ गई गɬडी मɅ से एक प×ता 
याǺिÍछक Ǿप से Ǔनकाला जाता है । ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक Ǔनकाला गया प×ता इÈका, 
बादशाह अथवा बेगम होगा । 

हल : चूͩक ताश के 52 प×तɉ मɅ से एक प×ता 52 तरȣकɉ से Ǔनकाला जा सकता है । 
अत: कुल संभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया=52 

पनु: चू ंͩक 52 प×तɉ मɅ से 4 प×त ेइÈकɉ के है, इसͧलए इÈके का प×ता 4 तरȣकɉ से 
Ǔनकाला जा सकता है । 

अत: इÈका Ǔनकालने कȧ अनकूुल िèथǓतया ँ= 4 

Ǔनकाले गये प×त ेके इÈका होने कȧ ĤाǓयकता =P(इÈका)= 4
52

 

इसी Ĥकार Ǔनकाले गये प×त ेके बादशाह होने कȧ ĤाǓयकता 

=P (बादशाह) = 4
52

 

तथा Ǔनकाले गये प×त ेके बेगम होने कȧ ĤाǓयकता 

=P (बेगम) 4
52

  

चू ंͩक तीनɉ घटनाएँ परèपर अपवजȸ है । अत: ĤाǓयकता के योग के Ǔनयम से 
P (इÈका या बादशाह या बेगम) =P (इÈका) +P (बादशाह) +P (बेगम) 

4 4 4
52 52 52

    

12
52

  

3
13

  उ×तर 

उदाहरण 38: दो पासे फɅ के जायɅ तो दोनो पासɉ के उपǐरफलको पर योग 8 या 11 आने 
कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए । 

हल : दो पासɉ को फɅ के जाने पर कुल Ǔन: शेष िèथǓतयɉ कȧ संÉया =6x6=36 माना ͩक 
घटना A, योग 8 आने तथा घटना A योग 11 आने को åयÈत करते है । अब घटना A, अथा[त 
योग 8 आने कȧ अनकूुल िèथǓतया ँ

= (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2) 
अत: योग 8 आने कȧ ĤाǓयकता=P(A)= A के अनकूुल िèथǓतयɉ कȧ संÉया 
 कुछ संभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 

5( )
36

P A   

पनु: घटना B, अथा[त योग 11 आने कȧ अनकूुल िèथǓतया ँ
= (5, 6), (6, 5) 
अत: योग 11 आने कȧ ĤाǓयकता P(B)= B के अनकूुल िèथǓतयɉ कȧ संÉया 
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 कुछ संभाͪवत पǐरणामɉ कȧ संÉया 
2( )

36
P A   

चू ंͩक दोनɉ घटनाएँ परèपर अपवजȸ है । 
अत: ĤाǓयकता के योग के Ǔनयम से 
P (A या B) =P (A) +P (B) 

5 2
36 36

   

7
36

  उ×तर 

2.6.13 ĤाǓयकता का गणुन Ǔनयम (Multiplication Law of Probability):- 

यǑद कोई दो घटनाएँ A तथा B है तो दोनɉ के एक साथ घǑटत होने कȧ ĤाǓयकता होगी: 
P (A तथा B) =P (AB) =P ( A B ) =P (A).P (B/A) 

या 
P (B).P (A/B) …… (5) 

जहाँ P(B/ A), घटना B कȧ ĤǓतबािÛधत ĤाǓयकता (जब घटना A घǑटत हो चुकȧ हो) 
तथा A(A/ B), घटना A कȧ ĤǓतबिÛधत ĤाǓयकता (जब घटना B घǑटत हो चुकȧ हो) को åयÈत 
करती है । 

ͪवशेष िèथǓत: जब दोनɉ घटनाएँ परèपर èवतंğ घटनाएँ हो तो P(B/ A)=P(B) तथा 
P(A/ B)=P(A), अत: इस िèथǓत मɅ 

P (A तथा B) =P (AB) =P ( ) =P (A) ……. (6) 
ǑटÜपणी :- दो या दो से अͬधक घटनाएँ èवतंğ घटनाएँ कहलाती है जब उनमɅ से ͩकसी 

एक का घǑटत होना, शेष के घǑटत होने पर कोई Ĥभाव नहȣ डालता । यǑद ͩकसी एक का घǑटत 
होना शेष के घटने पर Ĥभाव डालती है तो वे परèपर आͬĮत घटनाएँ कहलाती है । 

 उदाहरण 39: एक थैले मɅ 6 सफेद तथा 9 कालȣ गɅद है, इनमɅ से 4 गɅद एक साथ 
Ǔनकालȣ जाती है । Ĥथम बार इन गɅदɉ के सफेद गɅदे होने तथा दसूरȣ बार इन गɅदɉ का कालȣ होने 
कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए, जबͩक 

(i) दसूरȣ बार गɅद Ǔनकालने से पहले गɅदे थैले मɅ वापस नहȣ ंडालȣ जाती हो, तथा 
(ii) दसूरȣ बार Ǔनकालने से पहले गɅदे वाͪपस थलेै मɅ डाल दȣ जाती हो । 
हल: (i) जब गɅदɅ थैले मɅ वाͪपस नहȣ ंडालȣ जाती: 
पहलȣ बार मɅ 4 गɅदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 15

4C  

पहलȣ बार मɅ 4 सफेद गɅदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 6
4C  

Ĥथम बार मɅ 4 सफेद गɅदɅ आने कȧ ĤाǓयकता 
6

4
15

4

C
C

  

दसूरȣ बार गɅदɅ Ǔनकालत ेसमय थलेै मɅ 2 सफेद +9 कालȣ =11 गɅदɅ रह जाती है ।  

A B
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अत: दसूरȣ बार मɅ 4 गɅदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके = 11
4C  

तथा दसूरȣ बार मɅ 4 कालȣ गɅदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 9
4C  

ɮͪवतीय बार मɅ 4 कालȣ गɅदɅ आने कȧ ĤाǓयकता 
9

4
11

4

C
C

  

अत: ĤाǓयकता के गणुन Ǔनयम से 

अभीçट ĤाǓयकता दाèØयġ
9 8

4 4
15 11

4 4

C Cx
C C

  

1 21 3
91 55 715

x   

(ii) जब गेदɅ थलेै मɅ वाͪपस डाल दȣ जायɅ: 
थैले मɅ कुल गेदɅ =6+9=15 
थैले मɅ से 4 गेदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 15

4C  
चू ंͩक थैले मɅ कुल 6 सफेद गɅदɅ हɇ 
4 सफेद गɅदɅ Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 6

4C  

अत: Ĥथम बार मɅ 4 सफेद गɅदɅ आने कȧ ĤाǓयकता ( 1p )
6

4
15

4

C
C

  

चू ंͩक दसूीर बार Ǔनकालने से पहले गɅदɅ थलेै मɅ वाͪपस रख दȣ जाती हɇ अत: थैले मɅ कुल 
गɅदɅ 15 हȣ हɉगी । 

अत: दसूरȣ बार मɅ 4 गɅदे Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 15
4C  

पनु: चू ंͩक थैले मɅ कुल 9 कालȣ गɅदे हɇ 
4 कालȣ गɅदे Ǔनकाले जाने के कुल तरȣके 9

4C  

अत: ɮͪवतीय बार मɅ 4 कालȣ गɅदɅ आने कȧ ĤाǓयकता 
9

4
2 15

4

( ) cp
c

  

चू ंͩक उपरोÈत दोनɉ घटनाएँ èवतÛğ हɇ । 
अत: ĤाǓयकता के गणुन Ǔनयम हɇ । 
अभीçट ĤाǓयकता 1 2p Xp  

6 9
4 4

15 15
4 4

C CX
C C

  

6.5.4.3 9.8.7.6
1 6 61.2.3.4 1.2.3.4

15.14.13.12 15.14.13.12 91 65 5915
1.2.3.4 1.2.3.4

X X X   

उदाहरण 40: बÍचɉ के तीन समूहɉ मɅ Đमश: 3 लड़ͩकया ँऔर 1 लड़का, 2 लड़ͩकया ँ
और 2 लड़के, 1 लड़कȧ और 3 लड़के है । Ĥ×येक समूह मɅ से एक बÍचा याǺिÍछक Ǿप से चनुा 
जाता है । 1 लड़कȧ तथा 2 लड़के चुने जाने कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए । 

हल : 1 लड़कȧ और 2 लड़को को चुने जाने कȧ Ǔनàन तीन घटनाएँ हो सकती है ।  
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 पहला समूह  दसूरा समूह तीसरा समूह 

A: लड़कȧ लड़का लड़का 

B: लड़का लड़कȧ लड़का 

C लड़का लड़का लड़कȧ 

अब घटना A के ͧलए: 

पहले समूह से लड़का चुनने कȧ ĤाǓयकता =
3
4
 

दसूरे समहू से लड़का चुनने कȧ ĤाǓयकता =
2
4
  

तीसरे समूह Kसे लड़का चुनने कȧ ĤाǓयकता =
3
4
 

चू ंͩक ये तीनɉ चुनाव परèपर èवतंğ हɇ । 

  
3 2 3 9( )
4 4 4 32

P A X X   

इसी Ĥकार 
1 2 3 3( )
4 4 4 32

P B X X   

तथा  
1 2 1 1( )
4 4 4 32

P C X X   

चूकȧ घटनाएँ A ,B,,C परèपर अपवजȸ है, अत: ĤाǓयकता के योग Ǔनयम से अभीçट 
ĤाǓयकता ( ) ( ) ( )P A P B P C    

9 3 1 13
32 32 32 32

     

2.6.14 कम से कम एक घटना कȧ ĤाǓयकता (Probability of atlest one event):-  

यǑद n èवतंğ घटनाएँ A\1,A.2,A.3....An n अंत हो तथा इनकȧ ĤाǓयकताएँ Đमश: P1, 
P2, P3…………Pn हो, तो उनमɅ से कम से कम एक घटना के घǑटत होने कȧ ĤाǓयकता होगी: 

P (कम से कम एक घटना) =1-[(1-P1)] [(1-P2) (1-P3)………… (1-Pn)]……… (7) 
उदाहरण 41: गͨणत कȧ एक समèया तीन ͪवɮयाͬथ[यɉ A,B तथा C को दȣ जाती है, 

िजनके उसे हल करने कȧ ĤाǓयकताएँ Đमश: 
1 1,
2 3

व
1
4
 है । समèया हल होने कȧ Èया ĤाǓयकता 

होगी? 
हल: Ǒदया हुआ है ͩक ͪवɮयाथȸ A ɮवारा समèया हल करने कȧ ĤाǓयकता अथा[त ् 
1( )
2

P A 
 

इसी Ĥकार Ǒदया हुआ है ͩक 
1( )
3

P B   
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तथा  
1( )
4

P C   

अब चू ंͩक समèया हल होने कȧ ĤाǓयकता £ात करनी है । समèया तीनɉ ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ 
से ͩकसी एक या दो या तीनɉ ɮवारा हल कȧ जा सकती है । अत: कम से कम एक ͪवɮयाथȸ 
ɮवारा समèया का हल हȣ अभीçट ĤाǓयकता होगी, अथा[त ्समèया हल होने कȧ ĤाǓयकता =P 
(कम से कम एक ͪवɮयाथȸ ɮवारा हल) =1-[{1-P} {1-P(B)} {1-P(C)}] 

1 1 11 1 1 1
2 3 4

                
 

1 2 31
2 3 4

X X   

11
4

   

  समèया हल होने कȧ ĤाǓयकता = 3
4
 उ×तर 

बोध Ĥशन-2.6 
 1. एक लȣप वष[ (जब फरवरȣ माह 29 Ǒदनɉ का हो) मɅ 53 सोमवार होने कȧ 
ĤाǓयकता £ात कȧिजए । 
 2. थैले मɅ 9 गɅ दे है िजनमɅ से 4 लाल रंग कȧ, 3 नीले रंग कȧ और 2 पीले 
रंग कȧ है । थैले मɅ  से एक गɅद याǺिÍछक Ǿप से Ǔनकालȣ जाती है । ĤाǓयकता £ात 
कȧिजए ͩक Ǔनकालȣ गई गɅद (i) लाल रंग कȧ है (ii) पीले रंग कȧ है (iii) नीले रंग कȧ 
नहȣं है ( iv)लाल रंग कȧ या पीले रंग कȧ है । 
 3. Ǔनàनͧलͨखत सारणी मɅ  खालȣ èथान भǐरए: 
  P(A) P(B) P(AB) P(AB) 
 (i) 1/3 1/5 1/15  ---------- 
 (ii) 0.5 0.35 -------  0.7 
 (iii) 0.35 ------ 0.25  0.6 
 4. एक क¢ा मɅ 60 ͪवɮयाͬथ[यɉ मɅ  से 30 ͪवɮयाथȸ गͨणत पढ़ते है, 32 
ͪवɮयाथȸ जीव ͪव£ान पढ़ते है तथा 24 ͪवɮयाथȸ गͨणत और जीव ͪव£ान दोनो पढ़ते है 
। यǑद क¢ा का एक ͪवɮयाथȸ याǺिÍछयाँ चुना जाता है । तो ĤाǓयकता £ात कȧिजए ͩक 
वह गͨणत या जीव ͪव£ान पढ़ता होगा । 
 5. एक थैले मɅ  4 लाल और 3 कालȣ गेदɅ  है । थैले मɅ  से दो बार 2-2 गɅदɅ  
याǺिÍछक Ǿप से Ǔनकालȣ जाती है । Ĥथम बार मɅ दोनɉ लाल और दूसरȣ बाद दोनɉ 
कालȣ गेदɅ  Ǔनकलने कȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए, जबͩक 
 (i) पहलȣ बार Ǔनकालने के बाद गɅ दे थैले मɅ  वाͪपस नहȣं डालȣ जाती हो 
 (ii) पहलȣ बार Ǔनकालने के बाद गɅ दे थैले मɅ  वाͪपस रख दȣ जाती हो 
नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ  ।  
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2.7 सारांश (Summary) 
1. समाकलन तथा अवकलन परèपर ĤǓतलोम ĤͩĐयाएँ होती है । 

2. यǑद  ( ) ( )d F x f x
dx

  तो ( ) ( )f x dx F x c   

3. . .duu vdx u vdx fvdx
dx

    
    dx  

4. यǑद ( ) ( )f x dx F x c   हो तो ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b f a    

5. 
0

2( ) ( ) ,
0,

a

a

a
f x dx f x dx





  यǑद ( )f x  सम फलन है 

 यǑद ( )f x ͪवषम फलन है 

6. rPn n
n r




 

7.  r
n nc

r n r



 

8. P (A) =घटना  के अनुकुल पǐरणामɉ कȧ संÉया
Ĥयोग के कुल पǐरणामɉ कȧ संÉया   

9. यǑद A B    तो घटनाएँ A तथा B परèपर अपवजȸ होती है । 
10. P(A या B)=P(A)+P(B)-P(AB) 
11. P(A या B)=P(A).P(B/A) 

12. यǑद घटनाएँ A तथा B परèपर èवतंğ हो तो P(B/A)=P(B) 

2.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
ĤͩĐया Procedure 

åयापक General 

ĤकृǓत Nature 

गणुनखÖड Factor 

ǒğकोणͧमतीय Trigonometrical 

चरघाताकंȧ Exponential 

अंश Numerator 

हर Denominator 

बहु पद Polynomial  

पनुराविृ×त Repeat 

एक घातीय Linear 

ͧभÛन-ͧभÛन Different 
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फैकना/उछालना Toss 

प¢ मɅ संयोगानपुात Odds in favour 

ͪवप¢ मɅ संयोगानपुात Odds against 
फलक Face 

उपǐरफलक Upper face 

2.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference books) 
ͪवèस ुसशुील कुमार, समाकलन गͨणत माÚयͧमक ͧश¢ा बोड[, 

शमा[ राजनारायण एव ंअवकल समीकरण राजèथान अजमेर 
तथा झंवर रामेæवर Ĥसाद   
बसंल जे. एल., समाकलन गͨणत-I जयपरु पिÞलͧशगं हाऊस, 
भाग[व एस. एल.   जयपरु 
तथा अĒवाल एस एम   
जैन सी. के. गͨणत-I रािçĚय शैͯ¢क अनसुधंान और 
तथा हु कुम ͧसहं  पǐर¢ण पǐरषɮ, नई Ǒदãलȣ 

भागचÛदानी पी.  साǑह×य भवन पिÞलकेशन 

2.10 Ĥæनावलȣ-2 (अßयास काय[)  
1. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए । 

(i) 
3 2

2

ax bx c
x

   (ii) 5cos x +2sec2 x-6 (iii) logxx 

(iv) 
2sin

1 cos
x


   

2. Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए-  

(i) sin xdx
x  (ii) 

 2

2

log 1

1

x x
dx

x

 


  

(iii) 
1tan

1 2

me xdx
x



  (iv) cot xdx  

3. Ǔनàनͧलͨखत का मान इĤत कȧिजए-  
(i) xxe dx  (ii) 1tan xdx  

(iii) 2secx xdx  (iv) (sin cos )xe x x dx  

4. Ǔनàनͧलͨखत समाकल का मान £ात कȧिजए-  

(i) 2 2
dx

x x   (ii) 2 36
dx

x   
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(iii) 2

( 2 1)
( 1)
x dx
x


  (iv) 2 2 2

dx
x x   

5. Ǔनàनͧलͨखत का मान £ात कȧिजए । 

(i) 
5

2

dx
x  (ii) 

1

0 2

2
5 1

xdx
x   

(iii) 
1

1

2log
2

x dx
x

 
    (iv) 

2

5

7
xdx

x x   

6. दो पासɉ को एक बार फɅ कने के परȣ¢ण का ĤǓतदश[ समिçट £ात कȧिजए । 
7. एक ͧसÈके को तीन बार उछाला गया है । Ǔनàनͧलͨखत घटनाओं को åयÈत करते है ।  

A: कोई ͬच×त Ĥकट नहȣ ंहोना 
B. तØयत: एक ͬच×त Ĥकट होना 
C: कम से कम दो ͬच×त का Ĥकट होना । 
Èया यह परèपर अपवजȸ तथा Ǔनःशेष घटनाओं का समÍुचय है? 

8. ताश के 52 प×तɉ कȧ एक भलȣ-भांǓत फɅ टȣ गई गɬडी मɅ से एक प×ता Ǔनकाला जाता है 
। Ǔनकाले गये प×त ेकȧ ĤाǓयकता £ात कȧिजए यǑद (i) प×ता हु कुम का हो । (ii) प×ता काले रंग 
का हो । 

9. दो ͪवɮयाͬथ[यɉ A तथा B एक परȣ¢ा मɅ Ĥͪवçट हु ए । A के परȣ¢ा मɅ उ×तीण[ होने कȧ 
ĤाǓयकता 00.5 है और B के परȣ¢ा मɅ उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 0.10 है । दोनɉ के परȣ¢ा मɅ 
उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 0.02 है । ͪवɮयाथȸ A या B के परȣ¢ा मɅ उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 
£ात कȧिजए । 

10. ताश के 52 प×तɉ कȧ एक अÍछȤ तरह फɅ टȣ गई गɬडी मɅ से 4 प×त ेǓनकाले जाते है । 
इस बात कȧ Èया ĤाǓयकता है ͩक Ǔनकाले गये प×तɉ मɅ 3 ईट और एक हु कुम का प×ता हो? 

11. एक थैले मɅ 8 गɅदɅ है िजनमɅ 5 लाल और 3 सफेद है । दो गɅदɅ एक-एक करके थैले से 
Ǔनकालȣ जाती है । Èया ĤाǓयकता होगी, जबͩक 

(i) एक गɅद सफेद तथा दसूरȣ लाल हो, 
(ii) दोनɉ गɅदɅ समान रɅग कȧ हो । 
12. ͩ कसी परȣ¢ा मɅ एक छाğ के उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 2/5 है तथा एक छाğा के 

उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता 1/5 है । इनमɅ से कम से कम एक के उ×तीण[ होने कȧ ĤाǓयकता £ात 
कȧिजए । 

2.11 उ×तरमाला 
बोध Ĥशन 2.2 

1.

3 2

( ) log
3 2

ax bxi c x k    (ii) 5 4 tan 3logex x x c  
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2.(i) 

4(log )
4

x c (ii) etan-1x+c(iii) log x xe e c   

3.(i) 
2 2

log
2 4
x xx c  (ii) 2( 2 2)e x x x c      

(iii) 1 21tan log 1
2

x x x c     (iv) tan log secx x x c   

4.(i) 1
2

a xlog c
a x





 (iii) 1
3 1

n

n

xlog c
x




 

बोध Ĥæन – 2.3 

1. 1 5
2 3

log  2. 1
4
  

 
 3. 1 3 9 51 log log

2 2 2 4
   

4. / 4 5.06. 12  
बोध Ĥशन-2.4 

1.(i) 110  (ii) 60  (iii) 4  (iv) 9या 362880 

2.7 3. 3024 4. 9
2 2 2

 अथा[त 45360 5. 
9
2
 

बोध Ĥशन-2.5 
1.(i) 364 (ii) 25 (iii) 78 
2.10626 3. 10,6  4. 3960  5. 2880 

बोध Ĥशन-2.6 
1. 2/7 2. (I) 4/9, (ii) 2/9,(iii) 2/3 (iv) 7/9 

Ĥæनावलȣ-2 

1. (i) 
2
ax cx k

x
   (ii) 5sin x+2tan x-6x+k 

 (iii) x+c(iv) x-sin x+c 

2. (i) -2cos x c (ii)  
2

21 1
2

log x x c     
 

(iii) 
tan 1m xe c
m



 (iv) log sin x+c 

3. (i) ex(x-1)+c(ii) x tan-1x-
1
2

log(1+x2)+c 

(iii) x tan x-log sec x +c(iv) ex sin x+c 

4. (i) 
1 2log
3 1

x c
x
    

(ii) 
1 6log

12 6
x c
x
    

 

(iii) 
1log
1

xx c
x
    

(iv) tan-1(x+1)+c 
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5. (i) 5log
2

 
 
 

(ii) 1 log 6
5

(iii)0(iv) 3
2
 

6.{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3
,3),(3,4),(3,5),(3,5),(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,6),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,1),(6,2
),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} 

7. हाँ, A,B तथा परèपर अपवजȸ व Ǔनःशेष घटनाओं का समÍुचय बनाते है । 
8. (i)1/4,(ii)1/2, (iii)1/13 

9. 0.13या 13
100
 
 
 

 

10. 
13 13

3 1
52

4

c X C
c

 

11. (i)30/76 (ii) 26/56 
12. 13/25 
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इकाई 3 
कàÜयटूर (अ) 

Computers (A) 
ईकाई कȧ Ǿपरेखा 
3.0 उƧेæय 
3.1 Ĥèतावना 
3.2 कàÜयटूर का सामाÛय पǐरचय  
3.3 कàÜयटूरɉ का वगȸकरण 

3.3.1 एनलॉग कàÜयटूर 
3.3.2 अंकȧय अथवा ͫडिजटल कàÜयटूर  
3.3.3 संकर कàÜयटूर अथवा हाइǒĦड कàÜयटूर  
3.3.4 ͪवͧशçट उƧेæयीय कàÜयटूर  
3.3.5 सामाÛय उƧेæयीय कàÜयटूर  
3.3.6 माइĐो कàÜयटूर 
3.3.7 åयिÈतगत कàÜयटूर 
3.3.8 ͧमनी कàÜयटूर 
3.3.9 मेन ĥेम कàÜयटूर 
3.3.10 सुपर कàÜयटूर 

3.4 कàÜयटूर के ͪवͧभÛन भाग 
3.4.1 इन पटु इकाई 
3.4.2 सेÛĚल Ĥोसेͧसगं इकाई  
3.4.3 आउट पटु इकाई 
3.4.4 कȧ-बोड[ 
3.4.5 माऊस 
3.4.6 कÛĚोल इकाई 
3.4.7 ͪĤटंर 
3.4.8 मॉǓनटर 
3.4.9 Ýलापी/सी.डी/पनै Ĝाइव  

3.5 हाड[वेयर तथा सॉÝटवेयर 
3.5.1 हाड[वेयर 
3.5.2 सॉÝटवेयर 
3.5.3 ͧसèटम सॉÝटवेयर 
3.5.4 एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर  

3.6 इनपटु-आउटपटु Ĥणाͧलया ँ
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3.6.1 इनपटु Ĥणाͧलयाँ 
3.6.2 आउटपटु Ĥणाͧलया ँ

3.7 साराशं 
3.8 शÞदावलȣ 
3.9 सÛदभ[ ĒÛथ 
3.10 अßयासाथ[ Ĥæन 
3.11 अßयासाथ[ Ĥæनɉ के उ×तर  

3.0 उƧेæय (Objective) 
इस अÚयाय मɅ आप कàÜयटूर के बारे मɅ, कàÜयटूरɉ के ͪवͧभÛन Ĥकार, इनके ͪवͧभÛन 

मुÉय भाग तथा उनके काय[ ¢ेğ इ×याǑद के बारे मɅ अÚययन करɅगे । 

3.1 Ĥèतावना (Introduction)  
जब भी ͩकसी के सामने देशा या ͪवदेश कȧ ĤगǓत के बारे मɅ बात करते है तो हर ͩकसी 

से यहȣ वाÈय Ǔनकलता है ͩक “आज का यगु तो कàÜयटूर यगु है.।”कàÜयटूरɉ ने िजतनी तीĭ 
गǓत से ĤगǓत कȧ है, उतनी आज तक ͩकसी ¢ेğ मɅ नहȣ ंकȧ है । कàÜयटूर ने जीवन के हर ¢ेğ 
मɅ मौͧलक पǐरवत[न कर Ǒदये है । अब कàÜयटूर केवल कायȾ को जãदȣ से परूा कर लेने का, या 
सूचनाओं को ढग से एकǒğत करने इ×याǑद का हȣ साधन नहȣ ंरहा, अͪपत ुवह तो åयापार और 
उɮयोगɉ मɅ åयवèथा को नई Ǒदशाएँ Ǒदखाने का साधन बन गया है । बहु त अͬधक माğा मɅ 
सूचनाओं को एकğ कर के उÛहɅ ͪवɮयतु-गǓत से उपयोग मɅ ले सकने कȧ अपनी ¢मता के कारण 
आज कàÜयटूर हमारे जीवन के हर पहल ूमɅ Ĥवेश कर चुका है । आज कàÜयटूर के माÚयम से 
बɇको मɅ कामकाज हो रहा है । कàÜयटूर ɮवारा वाययुान, रेलवे तथा होटलɉ मɅ सीटɉ का आर¢ण 
होता है । ͪवæवभर के कàÜयटूरɉ के परèपर संयोजन से बना एक सचंार जाल, िजसे हम 
'इÛटरनेट' कहत ेहै, कàÜयटूर यगु कȧ सबसे बड़ी उपलिÞध है । 

यɮयͪप अब पस[नल कàÜयटूर बाजार मɅ खलेु ͧमलने लगɅ है, तब भी उनके ͪवͧभÛन 
आकार, Ĥकार तथा उनकȧ काय[ करने कȧ ¢मता आǑद के बारे मɅ हर ͩकसी को जानने कȧ 
आवæयकता होती है । इस अÚयाय मे हम कàÜयटूर के बारे मɅ संͯ¢Üत जानकारȣ ĤाÜत करɅगे 
अथा[त ्कàÜयटूर के ͪवͧभÛन भागɉ के बारे मɅ तथा वह कैसे तथा Èया-Èया कर सकता है आǑद के 
बारे मɅ अÚययन करɅगे । 

3.2 कàÜयूटर का सामाÛय पǐरचय (General Introduction to 
Computer)  
कàÜयटूर एक इलेÈĚॉǓनक यğं है जो सचूनाओं को èवीकार करके, उनकȧ गणनाएँ करके 

वांǓछत पǐरणाम देता है । यहा ँसचूनाएँ जो कàÜयटूर को Ĥेͪषत कȧ जाती है तथा िजनकɉ 'डाटा 
अथवा ऑकड़ ेकहते है वह åयिÈतयɉ के पते हो सकते है, रेलवे ǐरजवȶशन कȧ सूͬचया ँहो सकती 
है, मौसम कȧ भͪवçयवाणी सàबÛधी जानकारȣ हो सकती है, इ×याǑद ।  
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3.3 कàÜयूटरɉ का वगȸकरण (Classification of Computer)  
साधारण तौर पर कàÜयटूरɉ को तीन Ĥकार से वगȸकरण कर सकत ेहै । 
(i) अनǾुप अथवा एनलॉग कàÜयटूर 
(ii) अंकȧय अथवा ͫडिजटल कàÜयटूर तथा 
(iii) संकर अथवा हाइǒĦड कàÜयटूर 

3.31 (i) अनुǾप अथवा 'एनलॉग कàÜयटूर (Analog Computer) 

उन भौǓतकȧय राͧशयɉ िजनमɅ ǓनरÛतर बदलाव अथवा सतत ्Ĥवाह होता है, को मापने के 
िजस यğं को काम मɅ लेते है उÛहे एनलॉग कàÜयटूर कȧ Įेणी मɅ रखा गया है । जैसे-पĚैोल पàप 
पर लगी हु ई मशीन जो पàप के ɮवारा Ǔनकले हु ए पĚैोल कȧ माğा को मापने के साथ-साथ मूãय 
कȧ गणना करके भी Ǒदखाती है यह एनलॉग कàÜयटूर का उदाहरण ले सकते है । इसी Ĥकार घरɉ 
या काया[लयɉ मɅ ǒबजलȣ मापने मɅ ĤयÈुत 'ǒबजलȣ मीटर' वाहनɉ मɅ लगने वाले èपीडो-मीटर शरȣर 
का तापĐम मापने के काम मɅ आने वाला 'थमा[मीटर, इ×याǑद एनलॉग कàÜयटूर के सरलतम 
उदाहरण है । एनलॉग कàÜयटूर मुÉय Ǿप से औɮयोͬगक इकाइयɉ अथवा Ĥयोग शालाओं मɅ 
Ĥयोग मɅ ͧलए जात ेहै । जसेै केͧमकल ÜलाÛटस, इलेिÈĚक पावर Üलांट इ×याǑद । 

3.3.2 (ii) अंकȧय अथवा 'ͫडिजटल' कàÜयूटर (Digital Computer) 

गणना या ताͩक[ क ͩĐयाएँ अथवा मापन मɅ ĤयÈुत होने वाले यğंɉ को 'ͫडिजटल' 
कàÜयटूर कȧ Įेणी मɅ रखा गया है । ͫडिजटल कàÜयटूर सचुनाओं को ͪववतृ अकं अथवा सकेंत के 
Ǿप मɅ Ēहण करता है । तथा साथ हȣ ढेर सारȣ सचूनाएँ व Ǔनदȶशɉ को एक साथ ले सकता है 
तथा उन सुचनाओं तथा Ǔनदȶशɉ के अनसुार गÖनाएँ अथवा ĤͩĐयाएँ करके एक साथ पǐरणाम देत े
है । 'केलकुलेटर èकेल इसका सरलतम उदाहरणहै । 

3.3.3 (iii) संकर अथवा हाइǒĦड कàÜयूटर (Hybrid Computer) 

हाइǒĦड कàÜयटूर मɅ एनलॉग तथा ͫडिजटल दोनɉ कàÜयटूरɉ के गणु ͪवɮयमान होत ेहै । 
यह कàÜयटूर गणना के साथ-साथ मापने का काय[ भी करते है । यह तापमान, ͪवɮयतु Ĥवाह 
आǑद सकेंतɉ पर काय[ करत े हु ए संÉयाओं कȧ गणना का काय[ भी कर सकत े है । जैसे 'ईसीजी 
मशीन' (Ǒदल कȧ धड़कन मापने का यğं) सुपर कàÜयटूर इ×याǑद हाइǒĦड कàयटूर के उदाहरण है। 

जब कोइ सामाÛय åयिÈत कàÜयटूर के बारे मɅ बात करता है तो वह ͫडिजटल कàÜयटूर 
हȣ होता है । कàÜयटूर अथा[त ्'ͫडिजटल कàÜयटूर' को पनु: दो भागɉ मɅ वगȸकृत कर सकते हɇ । 
(i) ͪवͧशçट - उƧेæय कàÜयटूर तथा (ii) सामाÛय - उƧेæय कàÜयटूर 

3.3.4 (i) ͪवͧशçट - उƧेæय कàÜयूटर (Special Purpose Computer) 

जैसा ͩक नाम से èपçट है ͩक ये कàÜयटूर ͩकसी ͪवͧशçट Ĥकार के काय[ करने हेत ु
इनका Ǔनमाण[ ͩकया जाता है । इन कàÜयटूरɉ मɅ ͩकसी ͪवͧशçट काय[ के ͧलए वांǓछत Ǔनदȶशɉ के 
Đम कàÜयटूर कȧ मशीन (मेमोरȣ) मɅ èथायी Ǿप से संĒǑहत रहते है । 'एटȣएम मशीन' (काड[ के 
ɮवारा Ǿपये Ǔनकालने अथवा जमा करवाने कȧ मशीन) इसका सरलतम उदाहरण है । 
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3.3.5 (ii) सामाÛय - उƧेæय कàÜयूटर (General Purpose Computer) 

सामाÛय-उƧेæय कàÜयटूर ͪवͧभÛन Ĥकार तथा ͧभÛन-ͧभÛन ¢ेğɉ मɅ सामाÛय काय[ करने 
कȧ ¢मता रखते हɇ । इन कàÜयटूरɉ को िजस ¢ेğ मɅ काम मɅ लेना होता है उसी के अनǾुप 
सूचनाओं को Ǔनदȶͧशत करते है हु ए उस ¢ेğ कȧ गणना अथवा ताͩक[ क ͩĐयाएँ कȧ जाती है । 
उÈत सूचनाओं के ͧलए Ǔनदȶशɉ के Đम को èथायी Ǿप से कàÜयटूर कȧ मैमोरȣ मɅ संĒǑहत नहȣ ं
ͩकया जाता है, बिãक इÛहे जब जǾरत हो तभी इनपटु ͫडवाइस के ɮवारा कàÜयटूर को Ĥेͪषत 
ͩकया जाता है । ͩकसी दकुान (दवाइयɉ कȧ) या ͪवभागीय èटोर पर वèतओंु कȧ ǐरकाड[ रखना 
बɇकɉ मɅ लेने देने का Ǒहसाब, डाकघरɉ मɅ रिजèĚȣ अथवा 'èपीड पोèट' एव ं टेलȣफोन ǒबलɉ का 
भुगतान इ×याǑद सामाÛय - उƧेæय कàÜयटूर के उदाहरण है । 

वत[मान मे सामाÛय - उƧेæय कàÜयटूर घरɉ मɅ, ऑͩफस मɅ, बड़ी-बड़ी अनसुधान 
Ĥयोगशालाओं आǑद ¢ेğɉ मɅ Ĥयोग ͩकये जात े है । अत: सामाÛय - उƧेæय कàÜयटूर को उनके 
आकार, संĒहण ¢मता, ससंाधन गǓत इ×याǑद के अनसुार पनु: इनकɉ ͪवͧभÛन - वगȾ मɅ वगȸकृत 
कर सकत ेहै । जैसे (i) माइĐो-कàÜयटूर (ii) åयिÈतगत-कàÜयटूर (iii) ͧमनी-कàÜयटूर (iv) मेन-
ĥेम-कàÜयटूर (v) सुपर-कàÜयटूर आǑद 

3.3.6 (i) माइĐो-कàÜयूटर (Micro Computer) 

माइĐो-कàÜयटूर का आकार बहु त छोटा होता है परÛत ुपणू[ कàÜयटूर ͧसèटम होत ेहै । 
यह कàÜयटूर घरɉ मɅ ͪवɮयालयɉ, काया[लयɉ इ×याǑद मɅ काम मɅ ͧलया जाता है । घरɉ मɅ 
मनोरंजन या छोटȣ-मोटȣ गणना आǑद कायȾ हेत ुĤयोग मɅ ͧलए जाते है । 

3.3.7 (ii) åयिÈतगत कàÜयूटर (Personal Computer) 

åयिÈतगत - कàÜयटूर, माइĐो - कàÜयटूर का हȣ वग[ है । Ǔनजी उपयोग मɅ आने के 
कारण इनको åयिÈतगत अथवा 'पस[नल'- कàÜयटूर अथवा पी.सी.(P.C.) कहलाता है । ये है यह 
कàÜयटूर åयिÈतगत 

3.3.9 (iv) मेन-ĥेम कàÜयूटर (Mainframe computer) 

ये उन बड़ ेकàÜयटूरɉ को कहत ेहै जो बड़ी-बड़ी अनसुधान Ĥयोगशालाओं अथवा कàपǓनयɉ 
अथवा बकैɉ मɅ Ĥयोग मɅ ͧलए जात े है । इन कàÜयटूरɉ कȧ संĒहण ¢मता एव ंĤोसेͧसगं (काय[ 
¢मता) गǓत अͬधक होती है । इन कàÜयटूरɉ को Ĥाय: एक केÛġȣय क¢ मɅ रखा जाता है तथा 
इनको काम मे लेने के ͧलए इसके सकैड़ो टͧम[नल, परुȣ सèंथा अथवा काय[¢ेğ मɅ Ĥयोगकता[ओं के 
पास होते है । यɅ कàÜयटूर टाइम-शेयǐरगं (एक साथ कई Ĥयोग कता[ओं को समय देना), मãटȣ-
टािèकंग (एक साथ कई काय[) पर आधाǐरत होत ेहै । 

3.3.10 (v) सुपर कàÜयूटर (Supper Computer) 

सुपर-कàÜयटूर आकार मɅ बहु त बड़ ेहोते है । यह अͬधक संĒहण ¢मता वाले, तीĭगǓत 
वाले होते है । यह जǑटल से जǑटल गणनाओं को शीēता से हल करने मɅ स¢म होते है । इÛहे 
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Ĥाय: मौसम कȧ भͪवçयवाणी, सरु¢ा-अनसुंधान, अतंǐर¢ अनसुंधान इ×याǑद काय[ हेत ुĤयोग मɅ 
ͧलए जाते है । 

उपयु [Èत सभी वगȾ के कàÜयटूर मɅ वयिÈतगत-कàÜयटूर अथा[त ् 'पस[नल-कàÜयटूर'(P.C) 
के अͬधक Ĥचलन तथा लोकͪĤयता के कारण अͬधकाͬधक Ĥयोग मɅ ͧलए जा रहे है इस इकाई मɅ 
पस[नल-कàÜयटूर' के बारे मɅ हȣ ͪवèतार से चचा[ करɅगे तथा 'पस[नल-कàÜयटूर' कȧ जगह कàÜयटूर 
शÞद हȣ Ĥयोग मɅ लेगɅ । 

3.4 कàÜयूटर के ͪवͧभÛन भाग (Different Components Of A 

Computer) 
यहा ँहम कàÜयटूर के बाहर से Ǒदखाने वाले ͧभÛन-ͧभÛन भागɉ के बारे मɅ अÚययन करɅगे 

। मÉुयत: ͩकसी कàÜयटूर को हम मोटे तौर पर तीन भागɉ मɅ बॉट सकत ेहै । (i) इन-पटु इकाई 
(ii) सɅĚल Ĥोसेͧसगं इकाई तथा (iii) आउट-पटु इकाई 

3.4.1 (i) इनपटु इकाई (Input unit) 

कàÜयटूर के वह भाग िजसके ɮवारा कàÜयटूर को सचूनाएँ Ĥेͪषत कȧ जाती है अथा[त ्वह 
भाग िजसके ɮवारा कàÜयटूर सचूनाएँ Ēहण करता है इनपटु भाग अथवा इनपटु-इकाई कहलाती है 
। इनपटु इकाई मɅ कȧ-बोड[, माऊस मुÉय भाग होते है । 

3.4.2 (ii) सɅÛĚल Ĥोसेͧसगं इकाई (Central Processing Unit) 

सɅÛĚल Ĥोसेͧसगं- इकाई िजनको सं¢ेप मɅ सी. पी.य.ू (C.P.U) भी कहते है। कंàÜयटूर का मुÉय 
भाग होता है। यह अÛदर से एक अ×यÛत हȣ जǑटल Ĥकार का छोटा सा बॉÈस नमुा होता हɇ। 
कàÜयटूर का Ĥ×येक भाग सी.पी.य.ू के इशारे के अनसुार हȣ काय[ करता है। इसे कàÜयूटर का 
Ǒदमाग भी कहा जा सकता है। मुÉय Ǿप से सी.पी.य.ू को तीन भागो मɅ बांटा जा सकता है। 
ǓनयÛğण- इकाई अथा[त ् 

3.4.3 (iii) आउट-पटु इकाई (Out Unit) 

कàÜयटूर का वह भाग िजसके ɮवारा कàÜयटूर से वांǓछत पǐरणाम ĤाÜत ͩकये जाते है आउट-पटु 
इकाई कहलाती है। ऐसे उपकरण जो ͩक कàÜयटूर जǓनत पǐरणाम या आउट पटु Ǒदखाते है उÛहे 
आउटपटु उपकरण भी कहत ेहै। जैसे मॉनीटर, ͪĤÛटर आǑद। 
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ͬचğ 3.1 कàÜयटूर का Þलॉक आरेख 

 
ͬचğ 3.2 कàÜयटूर ͧसèटम 

3.4.4 कȧ बोड[ (Key-board) 

कȧ-बोड[ सबसे अͬधक उपयोग मे आने वालȣ इनपटु इकाई है इसमɅ टाइपराइटर के Ǔनचले 
आधे भाग जैसा उपकरण है, िजससे कàÜयटूर मɅ Ĥेͪषत सूचनाओं को टाइप ͩकया जाता है । 
इसमɅ सभी अ¢र, अंक सकेंत तथा कुछ अÛय Ĥकार के फंÛकसन ͧलखे रहते है । टाइप कȧ गई 
सुचना हमको मॉǓनटर पर भी Ǒदखाइ देती है । टाइप कȧ गई सचुना मɅ यǑद कोई ğǑुट हो तो हम 
आसानी से मॉǓनटर पर देख कर उनकɉ आसानी से सधुार सकत ेहै । आमतौर पर कȧ-बोड[ के दो 
मॉडल Ïयादा Ĥचाͧलत है । 83-84 कȧ वाला èटेÖडड[ मॉडल तथा एनहेèड मॉडल (enhanced 
model) I 
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ͬचğ 3.3 कȧ - बोड[ 

3.4.5 माऊस (Mouse) 

कàÜयटूर का दसुरा आवæयक इन-पटु उपकरण माऊस है माऊस एक छोटा सा यğं, जो 
हमारे हथेलȣ कȧ पकड़ मɅ आसानी से आ जाता है, तार के ɮवारा सी. पी. य.ू से जुड़ा होता है । 
इसे ͩकसी समतल èथान पर रख कर आगे-पीछे, दायɅ-बायɅ घमुाया जाता है तो एक तीरनमुा 
Ǔनशान, िजसकɉ Üवाइंटर भी कहते है, èĐȧन पर घमूता है वांǓछत èथान पर माऊस के दाये या 
बायɅ बटन पर िÈलक करने से Ǔनिæचत ͩĐयाएँ कȧ जा सकती है । यह èĐȧन पर ͬचğ या 
ĒाͩफÈस तैयार करने मे भी काम आते है । 

 
ͬचğ 3.4 माऊस 

3.4.6 कंĚोल इकाई अथवा Ǔनयğंण इकाई(Control Unit) 

यह इकाई सी. पी. य.ू के सभी कायȾ कȧ Ǔनयंǒğत करती है । यह कàÜयटूर मɅ होने वालȣ 
ͪवͧभÛन अͧभͩĐयाओं को परèपर समÛवय बनाते हु ए सचुनाओ का आदान Ĥदान करती है । इस 
इकाई को पनु: मुÉयत: दो इकाइयɉ मɅ बांटा जाता है गणना व ताͩक[ क इकाई तथा मैमोरȣ इकाई। 

गणना व ताͩक[ क इकाई अथा[त ्अथ[मेǑटक एव ंलॉिजक इकाई (Arithmetic and logic 
unit) :-सभी Ĥकार कȧ अंक गͨणतीय गणनाएँ तथा ताͩक[ क ͩĐयाएँ इसी इकाई के ɮवारा सàपन 
होती है । यह इकाई कंĚोल इकाई के आदेश पर डेटा को ममैोरȣ से लाकर उस पर अभीçट ͩĐयाएँ 
कर पǐरणाम को पनु: ममैोरȣ मɅ भेज देती है । 

मैमोरȣ इकाई (Memory Unit) :- कàÜयटूर का वह भाग जहाँ समèत सचूनाएँ अथवा 
डाटा, Ǔनदȶश एव ंपǐरणाम संĒǑहत या èटोर रहते है । 
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3.4.7 ͪĤटंर (Printer) : 

यह एक ऐसा उपकरण होता है िजसके ɮवारा, जो भी काय[ हम कàÜयटूर पर करते है 
तथा जो हमɅ मोǓनटर कȧ èकȧन पर Ǒदखाई देता है उसे ͩकसी पेपर पर आउटपटु के Ǿप मɅ ͪĤÛट 
कर सकते है । इस Ĥकार पेपर पर ͪĤÛटआउट को हाड[ काँपी या èथायी आउटकॉपी भी कहत ेहै । 
यह कàÜयटूर से ĤाÜत कàÜयटूर कȧ कोडीय भाषा को मानवीय भाषा मɅ पǐरवǓत[त कर तजे गǓत 
से कागज पर छापता है िजसे हम पढ़ सकत ेहै । ͪĤÛटर को दो Įेͨणयɉ मɅ बाँट सकते है । (i) 
इàपेÈट ͪĤÛटर तथा (ii) नॉन-इàपेÈट ͪĤÛटर । 

(i) इàपेÈट-ͪĤटंर (Impact printer) : इस तरह के ͪĤटंर के अÛतग[त एक टाइप Ĥणालȣ 
होती है िजस पर अ¢र ͧलखे रहत ेहै । यह एक èथाहȣ कȧ ǐरǒबन पर Ĥहार करत ेहु ए अ¢र को 
कागज पर छापता है । डाँट मैǑĚÈस ͪĤÛटर, डेजी åहȣल ͪĤटंर, चैन ͪĤटंर, Ĝम ͪĤटंर इ×याǑद इस 
Įेणी के अÛतग[त आते है । 

 
ͬचğ 3.5 डाँट मैǑĚÈस ͪĤÛटर 

(ii) नॉन-इàपेÈट ͪĤटंर (Non-Impact Printer) : नॉन-इàपेÈट ͪĤटंर, ǐरबन पर Ĥहार नहȣ ं
करते वरन ् रासायǓनक, िèथरवɮैयतु तथा इकंजेट तकनीक का Ĥयोग करते हु ए, कागज पर 
ͪĤटंआउट देते है । नॉन-इàपेÈट ͪĤटंर को इनकȧ काय[-शलैȣ-तकनीकȧ के कारण तीन Įेͨणयɉ मɅ 
बाटा जा सकता है (a) इंक जेट ͪĤटंर (b) लेजर ͪĤटंर तथा (c) ĒाͩफÈस ͪĤटंर । 

(a) इंक जेट ͪĤÛटर (Ink-Jet Printer):- इस ͪĤटंर मɅ बहु त अͬधक घन×व कȧ इंक (या 
èयाǑह) होती है जो ͩक एक ͪवशेष Ĥकार के पेक मɅ रहती है िजसे कारटेज कहते है । इस कारटेज 
मɅ एक नौजल से कागज पर èयाहȣ कȧ बूदंɉ कȧ बौछार करके अ¢र व आकृǓतया ँछापी जाती है । 
ͪĤÛट हैड के नोजल मɅ èयाहȣ कȧ बूदंɉ को आवेͧशत करके कागज पर उͬचत Ǒदशा मɅ छोड़ा जाता 
है इंक जेट ͪĤटंर के कई मॉडल रंगीन आउटपटु भी देते है । 
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ͬचğ 3.6 इकं जेट ͪĤÛटर 

(b) लेजर ͪĤटंर (Laser Printer) :- यह ͪĤटंर लेजर ͩकरणɉ पर आधाǐरत होता है । ͩकसी 
अ¢र को छापने के ͧलए लेजर ͩकरणɅ हȣ उस अ¢र पर पड़ती है । इसमɅ अ¢र को छापने हेत ु
èयाहȣ के पकै को टॉनर कहत ेहै । यह ͪĤटंर अͬधक तीĭ गǓत के उÍच Èवाͧलटȣ कȧ छपाई करने 
मɅ स¢म होत ेहै । 

 
ͬचğ 3.7 लेजर ͪĤÛटर 

(c) ĒाͩफÈस Üलॉटर (Graphies Plotterpp) :- इस आउट पटु Ĥणालȣ से चाट[, ͬचğ, नÈश,े 
इंजीǓनयǐरगं ͫडजाइन, ǒğͪवमीय रेखाͬचğ इ×याǑद बनाने या छापने मɅ मदद ͧमलती है । 

 
ͬचğ 3.8 ĒाͩफÈस Üलॉटर 

3.4.8 मॉनीटर (Monitor) 

यह एक टेलȣͪवजन के पदȶ के समान आउटपटु Ĥणालȣ के अÛतग[त आता है इस पर 
ĤयोÈता ɮवारा Ǒदया गया इनपटु तथा कàÜयटूर ɮवारा आउटपटु दोनɉ आत े है परÛत ु इससे 
आउटपटु कȧ èथायी काँपी ĤाÜत नहȣ ंहोती है । मॉनीटर Þलेक एÖड åहाइट तथा कलर (रंगीन) 
एव ंसाथ हȣ सामाÛय Ĥकार (सी.आर.टȣ1) तथा चपटे èĐȧन मɅ ͧमलते है । 
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ͬचğ 3.9 मॉǓनटर 

3.4.9 Ýलोपी/सी.डी/पेन Ĝाइव (Floppy/ C.D/Pen Drive) 

िजस Ĥकार àयिूजक अथवा गानɉ को कैसेɪस मɅ संĒह करते है तथा उन कैसेɪस के 
ɮवारा ͩकसी भी टेप ǐरकॉड[र पर संĒǑहत गानɉ को सुना जा सकता है । कुछ इसी तरह से 
कàÜयटूर के ĤोĒाम, सूचनाएँ, आँकड,ेइ×याǑद को भी सĒंǑहत करके एक कàÜयटूर से दसूरे 
कàÜयटूर तथा जब जǾरत पड़ े उसी समय संĒǑहत सूचनाओं इ×याǑद का उपयोग हेत ु Ýलॉपी 
अथवा सी. डी. अथवा पनै Ĝाइव का उपयोग ͩकया जाता है । इस Ĥकार Ýलोपी /सी डी./पनै Ĝाइव 
के ɮवारा इनपटु तथा आउटपटु दोनɉ तरह का काय[ ͩकया जाता है । सी.डी. तथा पनै Ĝाइव के 
ɮवारा गाने सुनने के साथ-साथ ͩफãमɅ भी कàÜयटूर पर देखी जा सकती है 

3.4.10 èकेनर (Scanner) 

èकेनर कàÜयटूर मɅ इनपटु का काय[ करता है । इसके ɮवारा ͩकसी दèतावेज या ͬचğ या 
फोटो या उपरोÈत मɅ से इनके संयÈुत Ǿप से कàÜयटूर को Ĥेͪषत ͩकया जाता है । कàÜयटूर मɅ 
उपलÞध सॉÝटवेयर के ɮवारा इस Ĥकार के Ĥेͪषत दèतावेज/फोटो/ͬचğɉ का सशंोधन, ͩकसी एक 
Ǒहèसे को अÛय दèतावेज मɅ शाͧमल करना एव ंइनका ͪĤटं लेना काय[ कर सकत ेहै 

 
ͬचğ 3.10 èकेनर 
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3.5 हाड[वेयर तथा सॉÝटवेयर (Hardware and Software)  
कàÜयटूर को मुÉय Ǿप से दो भागो मɅ ͪवभािजत ͩकया जा सकता है । (i)हाड[वेयर तथा 

(ii)सॉÝटवेयर 

3.5.1 हाड[वेयर (Hardwarep) 

कàÜयटूर के वह सभी यांǒğक भाग या उनसे जुड़ ेहु ए भौǓतक भागɉ को जो कàÜयटूर के 
बाहर तथा अÛदर कहȣ ंभी हो सकते है तथा िजÛहɅ हम देख सकते है एंव छू सकते है हाड[वेयर 
कहलाते है । कȧ-बोड[ मॉǓनटर, माऊस इ×याǑद हाड[वेयर के अÛतग[त आत े है । हाड[वेयर के 
अǓतǐरÈत भाग, िजÛहɅ हम कàÜयटूर के साथ जोड़ सकते है - ͪĤÛटर, èकेनर, सीडी Ĝाइव 
इ×याǑद। 

3.5.2 सॉÝटवेयर (Softwarep) 

कàÜयटूर को उपयोग मɅ लेने के ͧलए या कàÜयटूर मɅ ͩकसी काय[ को सàपÛन करने के 
ͧलए कàÜयटूर को Ǒदये जाने वाले Ǔनदȶशɉ के समूह को सॉÝटवेयर कहत ेहै । कàÜयटूर मɅ ͩकसी 
एक Ǔनिæचत काय[ को करने के ͧलए Ǒदये जाने वाले Ǔनदȶशɉ के समूह को ĤोĒाम कहते है । एक 
सॉÝटवेयर मɅ कई ĤोĒाम हो सकते है । सॉÝटवेयर मɅ वे तक[ पणू[ ĤोĒाम होते है जो कàÜयटूर के 
ͪवͧभÛन भागɉ को एक-दसूरे के साथ ͧमलकर काम करने मɅ सहज तरȣके से मदद करत ेहै । इÛहे 
न तो देखा जा सकता है तथा न हȣ छुआ जा सकता है । कàÜयटूर का कोई भी हाड[वेयर तब 
तक काय[ नहȣ ंकर सकता जब तक उससे सàबिÛधत सॉÝटवेयर से उसे Ǔनदȶश नहȣ ंͧमलते । 

सॉÝटवेयर को आगे दो वगȾ मɅ ͪवभािजत ͩकया जा सकता है । (i) ͧसèटम सॉÝटवेयर 
तथा (ii) एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर । 

3.5.3 (i) ͧसèटम सॉÝटवेयर (Ststem Software) 

वह सॉÝटवेयर जो कàÜयटूर ͧसèटम के ͪवͧभÛन हाड[वेयर को सचंाͧलत करने के ͧलये 
होते है उÛहɅ ͧसèटम सॉÝटवेयर कहत ेहै । यह सॉÝटवेयर, कàÜयटूर पर काय[ करने वाले åयिÈत 
(िजसे कàÜयटूर कȧ भाषा मɅ यजूर (ZUser) कहा जाता है) तथा हाड[वेयर मɅ समÛवय èथाͪपत 
करते हु ए åयिÈत ɮवारा Ǒदये गये Ǔनदȶशɉ को èवीकार करत ेहु ए, ͩकसी काय[ करने हेत ुकàÜयटूर 
को तैयार करत ेहै । ͧसèटम सॉÝटवेयर को ऑपरेǑटग ͧसèटम भी कहत ेहै । 

3.5.4 (ii)एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर (Application Software) 

ͩकसी एक Ǔनिæचत काय[ को सàपÛन करने हेत ु ĤोĒाम या ĤोĒामɉ का समहू को 
एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर कहत े है । जैसे ͩकसी महाͪवɮयालय या ͪवæवͪवɮयालय ɮवारा पǐर¢ा 
पǐरणाम तैयार करना, ͩकसी काया[लय मɅ कम[चाǐरयɉ के वेतन एव ंअÛय जानकाǐरयाँ को रखना 
इ×याǑद । 
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3.6 इनपुट-आउटपुट Ĥणाͧलयाँ (Input-Output Devices) 
इनपटु तथा आउटपटु Ĥणाͧलयाँ, कàÜयटूर तथा मानव के मÚय सàपक[  कȧ सुͪवधा Ĥदान 

करत ेहै । इनपटु Ĥणाͧलयɉ के ɮवारा åयिÈत या ĤयोÈता, सूचनाओं अथवा डाटा, Ǔनदȶश कàÜयटूर 
को Ĥेͪषत करते है । तथा आउटपटु Ĥणाͧलयɉ के ɮवारा ĤयÈतो कàÜयटूर से पǐरणाम ĤाÜत करता 
है । 

3.6.1 इनपटु Ĥणाͧलयɉ (Input Devices) 

इनपटु-Ĥणाͧलयɉ कȧ सहायता से कàÜयटूर पर काय[ करने वाला åयिÈत, ĤयोÈता अथवा 
यजूर (User), कàÜयटूर मɅ सचूनाएँ Ǔनदȶश तथा ऑकड़ ेअथवा डाटा Ĥेͪषत करत े हɇ । इनपटु-
ĤणǓनया ँĤयोÈता ɮवारा मानवीय भाषा मɅ Ǒदये गये मूल ऑकड़,े Ǔनदȶश एव ंअÛय सूचनाओं को 
कàÜयटूर कȧ भाषा- '0' और '1' ǒबट (Bit) मɅ अनवुाद भी करते है ताͩक कàÜयटूर उÛहे समझ 
सकɅ  । इसके पæचात ्हȣ डाटा ĤͩĐया संभव हो पाती है । इनपटु Ĥणाͧलयाँ को हम दो Įेͨणयɉ मɅ 
बाट सकते है । 

(i) ऑन-लाइन इनपटु Ĥणाͧलया ँ(On Line Input Device) : ऑन लाइन इनपटु Ĥणाͧलयɉ 
मɅ वह उपकरण आत ेहै जो कàÜयटूर से सीधे सàपक[  मɅ रहते हɇ । 

(ii) ऑफ लाइन इनपटु Ĥणाͧलयाँ (Offline Input Device) : वह उपकरण जो कàÜयटूर से 
सीधे सàपक[  मɅ नहȣ ंरहत े है तथा èवय ंअपने ǓनयÛğण मɅ काय[ करत े है, ऑफ लाइन 
इनपटु Ĥणाͧलयाँ कहलाती है ।Ĥमखु इनपटु Ĥणाͧलयाँ ͩक-बोड[ माऊस, èकेनर, मॉडमे, 
जाँय िèटक, ऑडीकल माक[  रȣडर अथा[त ्ओ एम आर (OMR) इ×याǑद । 

3.6.2 आउटपटु Ĥणाͧलया ँ(Output Devices) 

आउटपटु Ĥणाͧलया ँ के ɮवारा, कàÜयटूर ĤͩĐया के पæचात ् कàÜयटूर, पǐरणामɉ को 
ĤयोÈता को Ĥदान करता है । ये Ĥणाͧलया ँकàÜयटूर कȧ कोड भाषा 0 तथा 1 ǒबट को मानवीय 
भाषा मɅ अनवुाǑदत कर पǐरणाम को मॉǓनटर कȧ èकȧन-अथवा ͪĤÛटर पर Ĥेͪषत करते है । 
मॉǓनटर, ͪĤटंर, èपीकस[, ͫडिजटल केमरा इ×याǑद आउटपटु Ĥणाͧलयɉ मɅ आतɅ है ।  
बोध Ĥæन 
1. कàÜयूटर के सभी भौǓतक भाग कहलाते है :- 
 (अ) सॉÜटवेयर (ब) हाड[वेयर 
 (स) शेयरवेयर (द) ĥȧवेयर 
2. कȧ-बोड[ िजस काम आता है, वह है: 
 (अ) Ǔनदȶश के ͧलए (ब) डेटा इनपुट करने के ͧलए 
 (स) डेटा संशोधन के ͧलए (द) उपरोÈत सभी 
3. ͪĤटंर का काय[ है. 
 (अ) डेटा इनपुट करने के ͧलए 
 (ब) डेटा को दशा[ने के ͧलए 
 (स) डेटा को कागज पर छापने के ͧलए 
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 (द) उपरोÈत सभी 
4. ऐसे ĤोĒामɉ का समूह जो ͩकसी कàÜयूटर ͧसèटम मɅ èवत: हȣ चलते है, 
 कहलाते है: 
 (अ) ͧसèटम सॉÜटवेयर (ब) लैगवेज Ĥोसेसर 
 (स) एÜलȣकेशन सॉÜटवेयर (द) उपरोÈत सभी 
5. सॉÜटवेयर ͩकसे कहते है ? 
 (अ) कàÜयूटर के ͪवͧभÛन भागɉ के समूह को 
 (ब) इलेÈĚाǓनक िèवच समूह को 
 (स) कàÜयूटर काय[ सàबÛधी Ǔनदȶशɉ के समूह को 
 (द) उपरोÈत सभी 
6. ĤोĒाम ͩकसे कहते है? 
 (अ) Ǔनàनèतरȣय कàÜयूटर कȧ भाषा को 
 (ब) उÍचèतरȣय कàÜयूटर कȧ भाषा को 
 (स) ऑपरेǑटंग ͧसèटम को 
 (द) कàÜयूटर पर काय[ करवाने सàबÛधी Ǔनदȶशɉ के समूह को 
नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेगɅ । 

3.7 संराश (summary)  
1. वह मशीन या यğं जो मानव कȧ सुचना अथवा आंकडɉ पर काय[ कर वांǓछत पǐरणाम 

देता है कàÜयटूर कहलाता है  
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3. 

 

4. 

 

3.8 शÞदावलȣ (Glossary)  
ĤगǓत  Progress 
सूचनाएँ  Information 
यğं  Machine 

राͧशयɉ  Quantities 

गणना  Calculation 

ताͩक[ क  Logical 

मापना  Measurement 
¢मता  Capacityr 
संĒहण  Storage 

अनसुंधान  Research 

गǓत  Speed 

वांǓछत  Required 

3.9 सÛदभ[ Ēंथ (Refference Books) 
Tim Huddleston-‘Peter Norton’s Introduction to Computer”-Tata Mc Graw-Hill  

Publishing Company Ltd.,New Delhi 
एम. सी. शमा[-कàÜयटुर (एक पणू[ पǐरचय)-बी.पी.बी. पिÞलकेशÛस, नई Ǒदãलȣ 
एम. सी. शमा[- कàÜयटूर (एक पणू[ पǐरचय)-बी. पी. थी. पिÞलकेशÛस, नई Ǒदãलȣ  
डी. पी. ͬचराǓनया तथा मान चÛद खंडलेा-Ĥारिàमक कàÜयटूर ͪव£ान 
रमेश बकु ͫडपो, जयपरु  
ͪवभ ुगÜुता-संजीव कàÜयटूर ͪव£ान सजंीव Ĥकाशन, जयपरु 
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पी. भागचÛदानी-भौǓतक रसायन ͪव£ान-साǑह×य भवन पिÞलकेशÛस, आगरा  

3.10 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercises) 
1. कàÜयटूर Èया है समझाइये? 
2. कàÜयटूरɉ का वगȸकरण करत ेहु ए ͪवͧभÛन वगȾ के कàÜयटूरɉ के नाम ͧलͨखए । 
3. कàÜयटूर के ͪवͧभÛन भागɉ के नाम ͧलͨखये । 
4. हाड[वेयर तथा सॉÝटवेयर को पǐरभाͪषत करते हु ए अÛतर èपçट कȧिजए । 
5. इनपटु तथा आउटपटु Ĥणाͧलयाँ को समझाइये । 
6. सॉÝटवेयर को पǐरभाͪषत करते हु ए ͧसèटम सॉÝटवेयर तथा एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर मɅ अÛतर 

को समझाइये ।  

3.11 अßयासाथ[ Ĥæनɉ के उ×तर (Answers) 
बोध Ĥæन 

1.ब 2.द 3.स 4.अ 5.स 6.द 
अßयासाथ[ Ĥæन 
1. कàÜयटूर एक इलेÈĚॉǓनक यğं है जो सचूनाओं को èवीकार करके , उनकȧ गणनाएँ करके 

वांǓछत पǐरणाम देता है । 
2. एनलॉग कàÜयटूर, ͫडिजटल कàÜयटूर, हाइǒĦड कàÜयटूर, ͪवͧशçट उƧेæय कàÜयटूर तथा 

सामाÛय उƧेæय कàÜयटूर 
3. इनपटु इकाई, सेÛġल-Ĥोसेͧसगं इकाई तथा आउटपटु इकाई 
4. कàÜयटूर के यांǒğक भागɉ को हाड[वेयर तथा कàÜयटूर को उपयोग मɅ लेने हेतु Ǔनदȶशɉ के समूह 

को सॉÝटवेयर कहते है । 
5. इनपटु Ĥणाͧलयɉ के ɮवारा ĤयोÈता, सचूनाओं को कàÜयटूर मɅ Ĥेͪषत करते है तथा आउटपटु 

Ĥणाͧलयɉ के ɮवारा ĤयोÈता कàÜयटूर से पǐरणाम ĤाÜत करता है । 
6. कàÜयटूर को उपयोग मɅ लेने के ͧलए कàÜयूटर को चलाने के ͧलए सॉÝटवेयर को ͧसèटम 

सॉÝटवेयर कहते हɇ जबͩक ͩकसी ͪवशेष समèया हेतु तैयार सॉÝटवेयर को एÜलȣकेशन 
सॉÝटवेयर कहते हɇ । एÜलȣकेशन सॉÝटवेयर को चलाने के ͧलए ͧसèटम सॉÝटवेयर कȧ 
आवæयकता होती है । 
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इकाई 4 
कàÜयटूर (ब) 
Computer (B)  

इकाई कȧ Ǿपरेखा 
4.0 उƧेæय 
4.1 Ĥèतावना 
4.2 èथानीय संÉया Ĥणालȣ (दशमलव संÉया Ĥणालȣ) 
4.3 ɮͪवआधारȣ संÉया Ĥणालȣ 

4.3.1 ɮͪवआधारȣ संÉया का दशमलव संÉया मɅ पǐरवǓत[त करना  
4.3.2 दशमलव संÉया को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ पǐरवǓत[त करना  
4.3.2.(i) दशमलव पणूाɍक भाग को ɮͪवआधारȣ मɅ ǾपाÛतरण 
4.3.2.(ii) दशमलव ͧभÛना×मक भाग को ɮͪवआधारȣ मɅ ǾपाÛतरण  

4.4 ɮͪवआधारȣ अकंगͨणत 
4.4.1 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का योग 
4.4.2 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का åयवकलन 
4.4.3 ɮͪवआधारȣ संÉयाओ का गणुन 
4.4.4 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का भाग 

4.5 कàÜयटूर भाषाएँ तथा ĤĐमन 
4.5.1 Ǔनàनèतरȣय भाषा 
4.5.2 उÍचèतरȣय भाषा 

4.6 ऑपरेǑटगं ͧसèटम 
4.6.1 ͫडèक ऑपरेǑटगं ͧसèटम 
4.6.2 ͪवÛडोज ऑपरेǑटगं ͧसèटम 

4.7 इकाई साराशं 
4.8 शÞदावलȣ 
4.9 संदभ[ Ēथं 
4.10 अßयासाथ[ Ĥæन 
4.11 अßयासाथ[ Ĥæनɉ के उ×तर 
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4.0 उƧेæय (objective) 
इस इकाई का उƧेæय: 

1. कàÜयटूर मɅ ĤयÈुत होने वालȣ ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत के बारे मɅ ͪवèततृ जानकारȣ ĤाÜत 
करत ेहु ए ɮͪवआधारȣ संÉया को दशमलव संÉया मɅ पǐरवत[न के साथ हȣ ɮͪवआधारȣ संÉया 
के अंकगͨणत के बारे मɅ ͪवèतार से चचा[ करɅगɅ । 

2. कàÜयटूर मɅ ĤयÈुत होने वालȣ ͪवͧभÛन भाषाओं के Ĥकार के बारे मɅ. अÚययन करɅगे ।  
3. कàÜयटूर का उपयोग हेत ुऑपरेǑटगं ͧसèटम के बारे मɅ अÚययन करेगɅ ।  

4.1 Ĥèतावना (Introduction)  
कàÜयटूर ͫडिजटल इलेÈĚॉǓनक पǐरपथ से Ǔनͧम[त होता है । इसके पǐरपथ के मुÉय भाग 

Ěांिजèटरɉ होत े है िजनकȧ ĤकृǓत ɮͪवआधारȣ होती है । ɮͪवआधारȣ ĤकृǓत का अथ[ है ͩक 
Ěांिजèटरɉ केवल दो अवèथाओं मɅ काय[ करता है- ऑन तथा ऑफ । इन ɮͪवआधारȣ अवèथाओं 
को कàÜयटूर डाटा को åयÈत करने के ͧलए सकेत '0' तथा '1' कȧ सहायता लȣ जाती है । इन दो 
अवèथाओं को ɮͪवआधारȣ अंक मान कर कàÜयटूर के èमǓृत कोष को ɮͪवआधारȣ संÉयाओं के 
Ǿप मɅ देखा जा सकता है । अत: कàÜयटूर के संदभ[ मɅ सारȣ गणनाएँ ɮͪवआधारȣ Ĥणालȣ मɅ होती 
है । जब ͩकसी आकड़ ेया सचुना को कàÜयटूर मɅ इनपटु करत े है तो कȧ-बोड[ कȧ दबाई गई 
Ĥ×येक 'कȧ' (कुÛजी) के सकेंत को ɮͪवआधारȣ केरेÈटर सकेत (0 या 1) मɅ पǐरवǓत[त कर देता है 
। यह सकेत कàÜयटूर मɅ सचंǐरत होता है । पनु: जब कàÜयटूर आंकडɅ या पǐरणाम को मॉǓनटर 
या ͪĤटंर कȧ ओर सचंǐरत करता है तो Ĥ×येक केरेÈटर ɮͪवआधारȣ सकेंत मɅ होता है । यह 
ɮͪवआधारȣ सकेत मॉǓनटर कȧ èकȧन पर Ǒदखाई देत ेसमय या कागज पर छपते समय पनु: 
केरेÈटर मɅ पǐरवǓत[त हो जाता है । समाÛय गͨणतीय ĤͩĐयाओं के ͧलए दशमलव संÉया पƨǓत 
का Ĥचलन ͪवæवåयापी है । दशमलव संÉया Ĥणालȣ मɅ सÉंया का मान के ͧलए èथानीय मान'' 
का ͧसƨाÛत है िजसके Ĥ×येक अंक का मान उसके èथान से Ǔनधा[ǐरत होता है ।कàÜयटूर मɅ 
संÉयाओं के ǓनǾपण के ͧलए ɮͪव-आधारȣ संÉया पƨǓत काम मɅ लȣ जाती है । अत: इस पाठ मɅ 
हम सबसे पहले èथानीय मान के ͧसƨाÛत का अÚययन करɅगे । इसके पæचात अगले अनÍुछेद मɅ 
इस ͧसƨाÛत पर आधाǐरत ɮͪवआधारȣ संÉया Ĥणालȣ का अÚययन करɅगे । इसके पæचात ्अगले 
अनÍुछेद मɅ हम कàÜयटूर मɅ ĤयÈुत होने वालȣ भाषाओं के बारे मɅ जानकारȣ लेगɅ । त×पæचात ्
हम ऑपरेǑटगं ͧसèटम, जो ͩक एक कàÜयटूर सॉÝटवेयर है िजसके ɮवारा कàÜयटूर कȧ ͪवͧभÛन 
ईकाइयɉ मɅ सामजèय èथाͪपत करने तथा उÛहɅ Ǔनयǒंğत करने के ͧलए है का अÚययन करɅगɅ । 

4.2 èथानीय संÉया Ĥणालȣ (दशमलव संÉया Ĥणालȣ) (Local 

Number System (Decimal Number System)  
हमारȣ वत[मान संÉया पƨǓत मɅ दस सकेत (Ĥतीक) है : 0,1, 2,3,4,5,6,7,8,9, िजÛहɅ 

हम अकं कहते है । इÛहȣ दस अंको कȧ सहायता से हम 9 से बड़ी या शूÛय से छोटȣ या अÛय 
कोई भी संÉया का Ǔनमा[ण कर सकते है । संÉया का मान उसमɅ ĤयÈुत होने वाले अकंो के 
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èथान पर Ǔनभ[र करता है । उदाहरण के ͧलए संÉया 625 को शÞदɉ मɅ इसे, ’छ: सौ पÍचीस। 
कहा जाता है । अथा[त ् इसमɅ ĤयÈुत पहले अंक '6' का èथानीय मान 600 है Èयɉͩक इसको 
सैकड़े के èथान पर ͧलखा गया है, दसुरा अंक '2' का मान 20 तथा तीसरा अकं '5' का मान 5 है 
। अथा[त 625=600+20+5 । 

ͩकसी भी èथानीय पƨǓत मɅ ĤयÈुत होने वाले अंको कȧ संÉया को उस संÉया Ĥणालȣ का 
आधार कहत े है । उपरोÈत दशमलव संÉया पƨǓत मɅ दश अंक ĤयÈुत होत े है इसͧलए इसका 
आधार 100 है । परÛत ुèथानीय पƨǓत के ͧलये आवæयक नहȣ ͩक आधार 10 चुना जायɅ । 10 
के अलावा ͩकतने भी Ĥतीकɉ का चुनाव कर èथानीय संÉया पƨǓत ɮवारा बड़ी संÉयायɅ बनायी जा 
सकती है । b-आधार वालȣ संÉया Ĥणालȣ मɅ संÉया का मान èथानीय मान' कȧ पǐरकãपना के 
आधार पर Ǔनधा[रण होता है । b-अथा[त ्आधारȣ संÉया Ĥणालȣ मɅ संÉयाओं को ǓनǾͪपत करने का 
Ǔनयम Ǔनàन है: 

 d1.bn+d2.bn-1+d3.bn-2+…+dn-1.b+dn.b0 

को हम d1.b2d3….dn-1dn ͧलख सकत ेहɇ, जहाँ d1=,2,....n आधारȣ संÉया पƨǓत मɅ ͪवͧभÛन 
अंको को ǓनǾͪपत करते है । उदाहरणाथ[, उपरोÈत उदाहरण मɅ 625 को हम 6.102+s2. 
10+5.100ͧलख सकते है जहाँ b- आधार 10 है तथा d1=6,d2=2 एव ंd3=5 है ।  

4.3 ɮͪव-आधारȣ संÉया Ĥणालȣ (Binary Number System)  
यह एक èथानीय संÉया Ĥणालȣ है िजसका आधार 2 है तथा इसमɅ दो अंक 0 (शूÛय) 

तथा 1 (इकाई या एक) ĤयÈुत होत ेहै । कàÜयटूर के èमǓृत कोष कȧ सबसे छोटȣ इकाई को ǒबट 
(Bit) अथा[त ्बाइनरȣ अकं (Binary Digit) कहत ेहै । ǒबट कȧ केवल दो अवèथायɅ हो सकती है । 
इन दो अवèथाओं को ɮͪव-आधारȣ संÉयाओं के Ǿप मɅ देखा जा सकता है । अत: कàÜयटूर के 
संदभ[ मɅ सारȣ गणनायɅ ɮͪव-आधारȣ पƨǓत मɅ होती है । ɮͪव-आधारȣ मɅ यǑद हम शूÛय को 
ǓनǾͪपत करना चाहɅ तो इसका ǓनǾपण दशमलव पƨǓत कȧ तरह 0 से ͩकया जाता है । इस तरह 
एक का ǓनǾपण दोनɉ पƨǓतयɉ मɅ 1 है । दो के ͧलए दशमलव पƨǓत मɅ तो Ǔनधा[ǐरत अंक 2 है 
परÛत ुɮͪव-आधारȣ पƨǓत मɅ ͧसफ[  0 तथा 1 अक[  Ǔनधा[ǐरत होते है । अत: संÉया 2 का ǓनǾपण 
èथानीय मान के ͧसƨाÛत को Úयान मɅ रख कर ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत मɅ व ० से ǓनǾͪपत 
करत े है । अथा[त ्10=1x21+0x20 । इसी तरह अंक 3 को ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत मɅ 11 के 
ɮवारा ǓनǾͪपत करते है अथा[त ्11=1x21+1x20 इ×याǑद । 

अत: हम दशमलव संÉया को ɮͪवआधारȣ तथा ɮͪवआधारȣ को दशमलव मɅ बदल सकत े
है । 

4.3.1 ɮͪवआधारȣ संÉया को दशमलव संÉया मɅ पǐरवǓत[त करना (Converting a Binary 
Number into a Decimal Number):- 

िजस Ĥकार हम दशमलव संÉया पƨǓत मɅ संÉया का मान उसमɅ ĤयÈुत अकंो का 
èथानीयमान के अनसुार अथा[त ् दशमलव संÉया पƨǓत मɅ आधार '10' कȧ ͪवͧभÛन घात 
अथा[त.्...104,103,102,101,100,10-1,10-2,10-3,10-4... ɮवारा £ात करते है । उसी Ĥकार 
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ɮͪवआधग़रȣ संÉया का मान दशमलव संÉया के तुãय £ात करने के ͧलए èथानीय मान का 
ͧसƨाÛत को काम मɅ लेत े है । अथा[त ्ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत मɅ आधा '2' कȧ ͪवͧभÛन घात 
अथा[त.्...24,23, 22,21,20,2-1,2-2,2-3,2-4..... के ɮवारा åयÈत करके £ात करत ेहै । जहा ँ20 इकाई 
के मान को åयÈत करता है । उदाहरणाथ[ - दशमलव संÉया (963.05)10 को हम 
9x102+6x101+3x100+0x10-1+5x10-2 के ɮवारा åयÈत कर सकते है इसी Ĥकार ɮͪवआधारȣ 
संÉया (10111.01)2, को दशमलव संÉया के तुãय ǾपाÛतरण करने के ͧलए हम इस Ĥकार 
åयÈत करते है. 

(10111.01)2=1x24+0x23+1x22+121+1+1x20+0x2-1+1x2-2 

=001x16+0+1x4+1x2+1x1+0+1x
1
4

 

= 16+4+2+1+ଵ
ସ
 

(10111.01)2=23+0.25 
 (10111.01)2= (23.25)10 
अत: ɮͪवआधारȣ संÉया (10111.01)2, का दशमलव संÉया मɅ तुãय मान (23.25)10 

होता है ।  
ǑटÜपणी : ͩकसी भी संÉया को Ĥदͧश[त करते समय उसका आधार åयÈत करने के ͧलए 

संÉया को कोçठक '()' मɅ बÛद करके दांयी ओर नीचे उस सÉंया पƨǓत का आधार ͧलखा जाता है 
। जसेै संÉया (10111.01) ɮͪवआधारȣ संÉया को ǓनǾͪपत करते है । जबͩक संÉया (23.25)10 
दशमलव संÉया को ǓनǾͪपत करत ेहै । 

Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ के ɮवारा ͩकसी दȣ गई ɮͪव-आधारȣ संÉया का मान दशमलव 
संÉया के तुãय £ात करने कȧ ͪवͬध को सरलता से समझा जा सकता है । 

उदाहरण 1: ɮͪवआधारȣ संÉया (1011010)2 को दशमलव संÉया मɅ पǐरवत[न कȧिजए ।  
हल: Èयɉͩक (10110410)2=1x26+0x25+1x24+1x23+0x22+1x21+0x20 Z 
  (1011010)2=1x64+0+1x16+1x8+0+1x2+0 

= 64+16+8+2 
= (90)10 

अत: (1011010Z)2=(90)10 उ×तर 
उदाहरण 2 : ɮͪवआधारȣ संÉया 11001101.1011 को दशमलव संÉया मɅ पǐरवǓत[त 

कȧिजये । 
हल : (11001101.1011)2=1x27+1x26+0x25+0x24+1x23+1x22+0x21+1x20+1x2-

1+0x2-2+1x2-3+1x2-4 
=27+26+0+0+23+22+0+20+2-1+0+2-3+2-4 

=128+64+8+4+1+0.5+0.125+0.0625 
=205.6875 

अत: (11001101.1011)2=(205.6875)10Z उ×तर 
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4.3.2 दशमलव संÉया को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ पǐरवǓत[त करना (Converting a Decimal 

Number into a Binary Number) 

ͩकसी Ǒद गई दशमलव संÉया को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ बदलने के ͧलए दशमलव पणूाɍक 
भाग (Decimal integer part) तथा दशमलव ͧभÛना×मक भाग (Decimal fractional part) को 
अलग-अलग ͪवͬधयɉ ɮवारा ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ Ǿपांतǐरत करते है । 

4.3.2 (i) दशमलव पणूाɍक भाग को ɮͪवआधारȣ मɅ ǾपाÛतरण 

दशमलव पणूाɍक भाग को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ ǾपाÛतरण करने हेत ु Ǔनàन चरण 
अपनाते है (भाग ͪवͬध): 

चरण 1 : Ǒदया गया दशमलव पणूाɍक भाग मɅ ɮͪवआधारȣ संÉया के आधार 2 का भाग 
देते है ।  

चरण 2 : भागफल को संÉया के नीचे तथा शेषफल को दाई ओर ͧलखते है । 
चरण 3 : चरण 2 मɅ ĤाÜत भागफल को पनु: 2 का भाग देकर नये भागफल को नीचे 

तथा शेषफल को दाई ओर ͧलखत ेहै । 
चरण 4 : इसी Ĥकार ĤाÜत भागफल को उपरोÈत चरण 1 से चरण 3 तक तब तक 

दोहराते रहत ेहै जब तक ͩक भागफल का मान 0 (शूÛय) ĤाÜत न हो जाए । 
चरण 5 : उपरोÈत चरणɉ से ĤाÜत शेषफल जो ͩक 1 या 0 होगɅ को नीचे से ऊपर के 

Đम मɅ ͧलखकर ĤाÜत एकǒğत शेषफल हȣ Ǒदया गया दशमलव पणूाɍक भाग का ɮͪवआधारȣ मɅ 
ǾपाÛतरण ĤाÜत होता है । 

उपरोÈत ĤͩĐया को Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा सरलता से समझा जा सकता है । 
उदाहरण 3: दशमलव संÉया 301 को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए । 

 
अतः (301)10 = (100101101) 
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उदाहरण 4 : Ǔनàन ͧलͨखत का मान £ात कȧिजए 
(176)10 = 2( )  

 
हल : 

 

 

 

 

 

 

 

अतः (176)10 =(10110000)2 उ×तर 

4.3.2 (ii) दशमलव ͧभÛना×मक भाग को ɮͪवआधारȣ मɅ ǾपाÛतरण 

दशमलव ͧभÛना×मक भाग को ɮͪवआधारȣ मɅ ǾपाÛतरण करने हेत ुǓनàन चरण अपनात े
है (गणुन ͪवͬध): 

चरण 1: Ǒदया गया दशमलव ͧभÛना×मक भाग को ɮͪवआधारȣ संÉया के आधार 2 से 
गणुा करते है । 

चरण 2 : गणुनफल के ͧभÛना×मक भाग को इसके नीचे तथा पणूाɍक (यǑद हो तो) को 
गणुनफल के बॉयी ओर ͧलख देते है ।  

चरण 3 : उपरोÈत चरण 2 मɅ ĤाÜत गणुनफल के ͧभÛना×मक भाग को (पणूाɍक को 
छोड़ने पर) यǑद शूÛय नहȣ ंहो तो पनु: 2 से गणुा करते है तथा चरण 2 के अनसुार गणुनफल 
का ͧभÛना×मक भाग तथा पणूाɍक (यǑद हो तो) को ͧलख देत ेहै । 

चरण 4 : इसी Ĥकार ĤाÜत गणुनफल के ͧभÛना×मक भाग को उपरोÈत चरण 1 से 
चरण 3 तक तब तक दोहराते है जब तक ͩक गणुनफल का मान शूÛय अथवा पनुराविृ×त न हो 
जाये ।  

चरण 5 : उपरोÈत चरणɉ से ĤाÜत पणूाɍक भाग जो ͩक 1 या 0 होगɅ को ऊपर से नीचे 
के Đम मɅ ͧलखकर ĤाÜत एकǒğत पणूाɍक हȣ Ǒदया गया दशमलव ͧभÛना×मक भाग का ɮͪवआधारȣ 
मɅ ǾपाÛतरण हो जाता है तथा यह ɮͪवआधारȣ ǒबÛद ु(.) के दाँयी ओर ͧलखा जाता है । उपरोÈत 
ĤͩĐया को Ǔनàन उदाहरणɉ से सरलता से समझा जा सकता है । 

उदाहरण 5(i). दशमलव ͧभÛनसंÉया 0.8125 को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ पǐरवǓत[त 
कȧिजए। 
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अतः (0.8125)10=(0.1101)2 उ×तर 
उदाहरण 5 (ii) : दशमलव ͧभÛना×मक संÉया 0.625 को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ 

पǐरवǓत[त कȧिजए । 
हल :  

  

  
 10 2(0.625) (0.101)   

  

  

  

उदाहरण 6 दशमलव संÉया (28.25)10 को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए ।  
हल : यहा ँदȣ गई दशमलव संÉया पणूाɍक तथा ͧभÛना×मक दोनɉ Ǿपɉ मɅ है । अत: दोनɉ 

भागɉ को अलग-अलग ǾपाÛतरण करɅगɅ । 
पणूाɍक का ǾपाÛतरण : 

 

 
 
 
 

(26)10 = (11010)2 

 

पनु: दशमलव ͧभÛना×मक भाग का ǾपाÛतरण :  
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10 2(0.25) (11010)   
 
 

अतः (26.25)10 = (11010.01)2   उ×तर 
उदाहरण 7: Ǔनàनͧलͨखत का ǾपाÛतरण कȧिजए :  

(43.375)10 =()2  
हल : दȣ गई दशमलव संÉया का पणूाɍक तथा ͧभÛना×मक भागɉ का अलग-अलग 

ǾपाÛतरण करनɅ पर 
पणूाɍक का ǾपाÛतरण :  

 

 
 

10 2(43) (101011)   

 

 

 

 

ͧभÛना×मक का ǾपाÛतरण 

 

 
 

10 2(0.375) (0.11)   

 

 

 

अत: (43.375)10=(101011.011)2 उ×तर 
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बोध Ĥæन 4.1 
1. Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं को दशमलव संÉयाओं मे पǐरवǓत[त 
 कȧिजए : 
 (i) 100110011 (ii) 11011011011 
 (iii) 1010.1011 (iv) 100111.101 
2. Ǔनàनͧलͨखत दशमलव संÉयाओं को ɮͪवआधारȣ संÉयाओं मे पǐरवǓत[त 
 कȧिजए । 
 (i) 786 (ii) 54171  
 (iii) 39.625 (iv) 74.9375 
3. Ǔनàनͧलͨखत Ǒद गई संÉयाओं का आधार पǐरवǓत[त कȧिजए: 
 (i) (11010.01)2= ()10 
 (ii) (101011.101)2()10  
 (iii)(4096.125)10=()2 
 (iv) (10035.05)10 =()2 
नोट:- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर मे Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेवे । 

4.4 ɮͪवआधारȣ अंकगͨणत (Binary Arithmetic)  
दशमलव संÉया Ĥणालȣ कȧ समèत अंकगͨणतीय ĤͩĐयायɅ - योग, åयवकलन, गणुन एव ं

भाग ɮͪवआधारȣ संÉया Ĥणालȣ मɅ भी Ïयो कȧ ×यɉ लाग ूकȧ जा सकती है । इसका कारण यह है 
ͩक मलूत: ये सभी संͩĐयाये èथानीय संÉया Ĥणालȣ पर आधाǐरत है, आधार चाहे कोई भी हो । 

4.4.1 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का योग (Summation of Binary Number) 

ɮͪवआधारȣ Ĥणालȣ के दोनɉ अंको का इस Ĥकार योग कर सकते है :- 
0+0=0, 0+1=1+0, 
1+1+1= (1+1) +1= (10) +1=11, इ×याǑद 
Ǔनàन उदाहरणɉ के ɮवारा ĤͩĐया को सरलता से समझा जा सकता है: 
उदाहरण 8: (1010)2 तथा (1001)2 का योग £ात कȧिजए : 
हल : (1010)2 + (1001)2 

1................  हाͧसल 
  1010 

1001
10011


 

अत: (1010)2+(1001)2=(10011)2 उ×तर 
उदाहरण 9 : Ǔनàनͧलͨखत योग £ात कȧिजए 

(111)2 +(100)2 +(101)2+(1101)2 



129 
 

हल :  (111)2+(100)2+(101)2+(1101)2  

 
अत : (111)2+(100)2+(101)2+(1101)2=(11101)2 उ×तर 

4.4.2 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का åयवकलन (Subtraction of Binary Number) : 

ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का åयवकलन इस Ĥकार ͩकया जा सकता है : 
0-0=0, 1-0=1, 0-1=1, 1-1=0 इ×याǑद । 
ǑटÜपणी :- यǑद 0 मɅ से 1 को घटाने हो तो बायी ओर के èथान से ɮͪवआधारȣ संÉया 

का आधार '2' èथानांतǐरत (हाͧसल उधार) करते हु ए 0 कȧ जगह 2 मानकर अब 2 मɅ से 1 
घटाने पर शेष व रहेगा । Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा åयवकलन ĤͩĐया को सरलता से समझा जा 
सकता है । 

उदाहरण 10 : (11001)2 मɅ से (1010)2 घटाइये । 
हल : (11001)2-(1010)2 

101010 हाͧसल उधार 
  11 0 0 1 
 -1 0 1 0 
 01111 

अत: (11001)2-(1010)2(1111)2 उ×तर 
उदाहरण 11: Ǔनàन åयवकलन कȧिजए : 
(100001)-(11111)2 
हल : (100001)2-(11111)2 

101010 10 हाͧसल उधार 
  100001 
 -11111 
 000010  

अत: (100001)2-(11111)2=(000010)2 
या 

= (10)2 उ×तर 
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4.4.3 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का गणुन (Multiplication of Binary Number):-  

ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का गणुन इस Ĥकार ͩकया जा सकता है । 
0x0=0,0x1=0=1x0,1x1=1; इ×याǑद 
Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा गणुन ĤͩĐया को सरलता से समझा जा सकता है ।  
उदाहरण 12 : (1101)2 तथा (101)2 का गणुा कȧिजए । 
हल :(1101)2 x(101)2  

1101
101

11101
0000
1101

1000001






 

अत: (1101)2X(101)2=(100000)2 उ×तर 
उदाहरण 13: Ǔनàन गणुन ĤͩĐया कȧिजए : 
(10110)2x(111)2  
हल: (10110)2 x(111)2  

10110
111

10110
10110
10110

10011010






 

अत: (10110)2X(111)2=(10011010)2 उ×तर 

4.4.4 ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का भाग (Division of Binary Number) 

ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का भाग इस Ĥकार कर सकते है: 
01=0; 11=1 
ǑटÜपणी : 0 या 1 मɅ 0 से भाग देना पǐरभाͪषत नहȣ ंहɇ ।  
Ǔनàन उदाहरणɉ ɮवारा भाग कȧ ĤͩĐया को सरलता से समझा जा सकता है ।  
उदाहरण 14 : (100011)2 मɅ (101)2 मɅ का भाग दȣिजए ।  
हल : 
(100011)2  (101)2   
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अत: (100011)2 (101)2=(111)2 उ×तर 
उदाहरण 15 : Ǔनàन का भाग £ात कȧिजए । 

(1100010)2 (111)2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

हल :-  (1100010)2  (11102    

 

 

 

 

 

 

 
 

अत: (1100010)2 (111)2=(1110)2 उ×तर 
बोध Ĥæन -4.2 
1. Ǔनàन ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का योग कȧिजए । 
 (i) 111111+101010 (ii) 110101+100100 
 (iii) 11111+111+10111 (iv) 1001011+101101 
2. Ǔनàन ɮͪवआधारȣ सÉयाओं का åयवकलन कȧिजए । 
 (i) (11011)2-(10010)2 
 (ii) (1101001)2-(110100)2 
 (iii) (11101)2-(1111)2 
 (iv) (10001)2-(1111)2 
3. Ǔनàन Ƨीआधारȣ सÉयाओं का गुणनफल £ात कȧिजए । 
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 (i) (10110)2x(110)2 (ii) (111)x(101)2 
4. Ǔनàन Ƨीआधारȣ सÉयाओं का भागफलन £ात कȧिजए । 
 (i) (11001)2  (101)2 (ii) (1001)2  (11)2 

नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेवे । 

4.5 कàÜयुटर भाषाएँ तथा ĤĐमन (Computer Languages and 

Programming) 
åयिÈतयɉ या समूहɉ के मÚय परèपर सàपक[  èथाͪपत करने एव ंएक दसूरे के ͪवचारɉ का 

आदान Ĥदान करने हेत ु ͩकसी भाषा का Ĥयोग करत े है जसेै ǑहÛदȣ, अĒɅजी, राजèथानी, तͧमल 
इ×याǑद । कàÜयटूर एक बहु पयोगी इलेÈĚॉǓनक मशीन है जो मानव के ͧलए ͪवͧभÛन कायȾ को 
करने मɅ सहायता करते है । अत: कàÜयटूर पर ͪवͧभÛन काय[ करने हेत ुमानव तथा कàÜयटूर के 
मÚय सàपक[  èथाͪपत करने हेत ुभी ͩकसी भाषा का हȣ सहारा लेना पड़ता है । कàÜयटूर तथा 
मानव या ĤयÈुता के मÚय सàपक[  èथाͪपत करने हेत ुिजस भाषा का Ĥयोग ͩकया जाता है वह 
कàÜयटूर भाषा कहलाती है । कàÜयटूर भाषा मɅ हम कàÜयटूर को अपनी समèया के अनसुार 
Ǔनदȶश देकर ͪवͧभÛन काय[ करवा सकत ेहै । 

कàÜयटूर को यह बताना ͩक Èया करना है तथा कैसे करना है, के ͧलए कàÜयटूर को 
एक ऐसी भाषा मɅ Đम - बƨ Ǔनदȶशɉ के Ǿप मɅ ͧलखना पडता है िजसɅ कàÜयटूर समझ सकɅ  । 
इन Đम - बƨ Ǔनदȶशɉ के समूह को 'ĤोĒाम (Programme) कहत े है । जब कोई 'ĤोĒाम' 
कàÜयटूर पर चलाया जाता है तो कàÜयटूर उन Ǔनदȶशɉ मɅ ǓनǑहत कायȾ को उसी Đम से करता है, 
और इस Ĥकार से हमारȣ समèया हल हो जाती है । कàÜयटूर ĤोĒाम का लाभ यह है ͩक एक 
बार कàÜयटूर का ĤोĒाम बन जाने पर यǑद उसे कàÜयटूर कȧ मैमोरȣ मɅ िèथत कर देने पर, 
कàÜयटूर उसी Ĥकार कȧ समèयाएँ अनेक बार बड़ी फुतȸ से हल कर सकता है । उदाहरणाथ[, यǑद 
ͩकसी कàÜयटूर मɅ ͩकसी काया[लय या संèथा मɅ अलग-अलग मलू वेतन के अनसुार वेतन तैयार 
करने का ĤोĒाम èथाͪपत है, तो वह बड़ी तेजी से एक-एक करके हजारɉ कम[चाǐरयɉ के वेतन कȧ 
एक ǐरपȾट तुरÛत ͪĤÛट कर देगा, जबͩक इतना सारा काय[ वसेै कई åयिÈतयɉ ɮवारा कई Ǒदनɉ मɅ 
परूा ͩकया जा सकेगा । 

कàÜयटूर भाषाओं का ǓनरÛतर ͪवकास हुआ है । अलग-अलग ¢ेğɉ के ͧलए अलग-अलग 
कàÜयटूर भाषाएँ उपलÞध है । बÍचɉ के ͧलए कàÜयटूर भाषाएँ अलग होती है । जबͩक åयापाǐरक 
कायȾ एव ंअनसुधंान काय[ हेत ुअलग-अलग भाषाएँ ĤयÈुत कȧ जाती है । इसी Ĥकार इÛटरनेट 
,वेब ͫडजाइǓनगं, रोबोǑटÈस, कृǒğम बुͪ ƨमता, इ×याǑद ¢ेğɉ के ͧलए कàÜयटूर भाषाएँ Ĥचलन मɅ 
है। 

 ĤोĒाम बनाने कȧ कला मɅ ǓनरÛतर उ×तरो×तर ͪवकास हुआ है । कàÜयटूर तो एक 
मशीन होने के कारण वह मशीनी भाषा को हȣ समझता है । यह मशीनी भाषा ɮͪवआधारȣ ͬचÛह 
‘0' तथा '1' के Ĥयोग से हȣ बनती है । आरàभ मɅ सभी काय[ इसी भाषा मɅ ͩकये जात ेथे ? 
इसके बाद ‘समाहार भाषा’ अथा[त ्'असेǒबलȣ भाषा' (Assembly language) का ͪवकास हुआ । यह 
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भाषा मशीनɉ को आसानी से समझ मɅ आने के साथ-साथ मनçुय को भी जãदȣ समझ मɅ आ 
जाती है । परÛत ुइसमɅ यह समèया बनी रहȣ ͩक यह, भाषा मशीन पर Ǔनभ[र होती थी, अथा[त ्
एक मशीन के ͧलए ͧलखɅ गये Ǔनदȶश दसूरȣ मशीन के काम मɅ नहȣ ंआ सकते थे ।एलगोल मशीन 
पर आͬĮत होने का दोष सकंलन अथा[त ् 'कàपाइलर’ (compiler), िजसे ĤोĒाम अनवुादक भी 
कहत ेहै, कȧ भाषा का ͪवकास से दरू हुआ । िजसे ‘संकलन भाषा’ (compiler language) भी कहा 
जाता है । इनमɅ सव[Ĥथम भाषा 'कोबोल’ COBOL थी । कोबोल के बाद अÛय कई भाषाएँ, जसेै 
ͩक ‘फोरġॉन’ (FORTRAN), ‘एलगोल’ (ALGOLp), 'बैͧ सक' (BASIC), 'सी’ (‘C’) भाषाएँ 
ͪवकͧसत हु ई । इन भाषाओं को उÍचèतरȣय भाषाएँ (High level languages) कहा गया । 
अͬधकाश ंमɅ उÍचèतरȣय भाषाएँ मशीनɉ पर Ǔनभ[र नहȣ ंथी, इसͧलए इन भाषाओं मɅ ͧलखा हुआ 
कोई भी ĤोĒाम ͩकंसी भी ऐसे कàÜयटूर पर चलाया जा सकता था, िजसमɅ उस भाषा का 
कàपाइलर होता था, Èयोͩक ‘कàपाइलर’ उस उÍचèतरȣय भाषा को तुरÛत मशीनी भाषा मɅ 
अनवुाद कर देता था । 

अतः कàÜयटुर भाषाओ को दो मुÉय Įेͨणयɉ मɅ वगȸकृत ͩकया जाता है । - Ǔनàन 
èतरȣय भाषा (Low level language) िजसे मशीनी भाषा (Machine language) भी कहत ेहै तथा 
उÍचèतरȣय भाषा (High level language) । 

4.5.1 Ǔनàनèतरȣय भाषा (Low level language) 

कàÜयटुर के आÛतǐरक भाग मɅ सभी काय[ इसके ͪवɮयतु पǐरपथ मɅ ͪवɮयतु के सकेंतɉ 
के संचरण से सàपÛन होत ेहै । कàÜयटूर Ĥ×येक Ǔनदȶश को ͪवɮयतु संकेत िजÛहɅ बीɪस कहत ेहै 
मɅ 0 तथा 1 के Ǿप मɅ काम मɅ लेता है । जब 0 तथा 1 के संकेतो मɅ कàÜयटूर को Ǔनदȶश Ǒदए 
जाते है तो इसे Ǔनàनèतरȣय भाषा कहा जाता है अथा[त ्कàÜयटूर के आÛतǐरक पǐरपथ के ͧलए 
सीधे समझने योÊय भाषा Ǔनàनèतरȣय भाषा होती है । इसका èतर कàÜयटूर कȧ सरंचना के èतर 
पर होता है जो मानवीय भाषा मɅ समानता नहȣ ंरखता है । Ĥ×येक कàÜयटूर कȧ èवय ंकȧ मशीनी 
भाषा होती है तथा अͬधकतर कàÜयटूर असेमबलȣ भाषा का भी Ĥयोग करते है । 

4.5.2 उÍच èतरȣय भाषा (High level language) 

 वह कàÜयटूर भाषाएँ िजनके Ǔनदȶश अĒɅजी भाषा या अÛय मानवीय भाषा मɅ ͧलखɅ जाएँ 
तथा बाद मɅ इÛहɅ अनवुाद ĤोĒाम के ɮवारा मशीनी भाषा मɅ अनवुाǑदत ͩकया जा सके, उÍच 
èतरȣय भाषा कहलाती है । Ĥ×येक उÍचèतरȣय भाषा के ĤोĒाम को कàÜयटूर मɅ ͩĐयािÛवत करने 
से पǑहले मशीनी भाषा मɅ अनवुाǑदत करना आवæयक होता है । इस काय[ के ͧलए अनवुादक 
ĤोĒाम (Translator Programme) कȧ सहायता लȣ जाती है । अनवुादक ĤोĒाम Ĥाय: कàÜयटूर 
कȧ असेàबलȣ भाषा मɅ ͧलखɅ जाते है । अनवुादक ĤोĒाम दो Ĥकार के होते है : इÛटरĤɅटर तथा 
कàपाइलर । 

इÛटरĤेटर (Interpreter):- वह अनवुादक जो उÍचèतरȣय भाषा के ĤोĒाम के एक-एक 
Ǔनदȶश को बारȣ-बारȣ से मशीनी भाषा मɅ अनवुाǑदत करके ͩĐयाͪवÛत करते है, इÛटरĤेटर कहलात े
है । ये ĤोĒाम को ͩĐयाͪवÛत करने मɅ कम समय लेत ेहै । 
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कàपाइलर (Compiler):- वह अनवुादक जो उÍचèतरȣय भाषा के ĤोĒाम के सभी Ǔनदȶशɉ 
को एक बार मɅ हȣ मशीनी भाषा मɅ अनवुाǑदत करत े है, कàपाइलर कहलाते है । ये ĤोĒाम को 
ͩĐयाͪवÛत करने मɅ अͬधक समय लेते है । 

 वत[मान मɅ अनेक उÍचèतरȣय भाषाएँ उपलÞध है । कुछ लोकͪĤय उÍचèतरȣय भाषाओं 
के उदाहरण Ǔनàनͧलͨखत है । 

कोबोल (COBOLp) ;- ĤोĒाͧमगं कȧ भाषा कोबोल åयापाǐरक कायȾ के उपयोग के ͧलए 
बनी भाषा है । कोबोल का शÞद (COBOL= Common Business Oriented Language)का 
संͯ¢Üत Ǿप है । 

फोरĚॉन (FORTRAN);- फोरĚॉन गͨणत तथा ͪव£ान कायȾ के ͧलए उपयोगी भाषा है । 
फोरĚॉन शÞद (FORmula  

TRANslation का संͯ¢Üत Ǿप है । यह भाषा फॉरमलुा ͧलखने, समीकरण ͧलखने तथा 
गणनाएँ करने मɅ काम आती है । साधारणतया यह भाषा इिजǓनयǐरगं तथा व£ैाǓनक कायȾ मɅ 
काम आती है । 

पाèकल (PASCAL):- पाèकल भाषा का ͪवकास Ïयरूȣक के Ĥोफेसर नीकलस ͪवथ[ ने 
1960 वाले दशक के अÛत मɅ ͩकया । इसका नाम ĥाँस के दाश[Ǔनक -तथा आͪवçकारक 
(गͨणत£)Þलेज पाèकल के नाम पर रखा गया, िजसने ͩक 16 वष[ कȧ आय ुमɅ हȣ एक याǒğकं 
गणना मशीन (Mechanical calculator) का आͪवçकार ͩकया था । यह भाषा मूलǾप से Þलाँक 
èĚÈचर तथा मोɬयलूर ĤोĒाͧमगं को बनाने मɅ उपयोगी है । 

'सी' भाषा (‘C’ language);- ‘सी’ भाषा का ͪवकास अमेǐरका कȧ बलै लेबोरेĚȣ मɅ 1970 
के दशक मɅ ĤǓतपाǑदत ͩकया । ‘सी’ भाषा कȧ ͪवशेष बात यह है ͩक ͧसèटम सॉÝटवेयर तथा 
Ĥायोͬगक सॉÝटवेयर दोनɉ के बनाने मɅ उपयोगी है । इसकȧ लाइĦेरȣ बहु त बड़ी है िजसके कारण 
यह एक शिÈतशालȣ बन गई है । इस भाषा मɅ ͪव£ान तथा åयापार सàबधंी दोनɉ Ĥकार के 
ĤोĒाम बनाये जा सकते है । 

बैͧ सक (BASIC) ;- बेͧसक शÞद B eginner’sAllPurposeSymbolicInstructionCode 
का संͯ¢Üत Ǿप है । यह भाषा भी åयापार तथा व£ैाǓनक दोनɉ ¢ेğɉ मɅ अ×यÛत उपयोगी है । 

डी-बसै (d BASE):- यह मुÉय Ǿप से आँकड़ो का ĤबÛधन (Data Base Management 
System) से सàबिÛधत भाषा है । इसके Ĥयोग से सरल ĤोĒामɉ ɮवार। 'डाटा बसै’ मɅ सूचनाऐं 
एकǒğत भी कȧ जा सकती है तथा 'मेनेज (Manage) भी कȧ जा सकती है । 

उपरोÈत भाषाओं का चुनाव करने के ͧलए सबसे पǑहले तो आपकɉ जो काय[ या समèया 
का हल कàÜयटूर के ɮवारा करना है उसके ल¢णɉ तथा काय[¢ेğɉ पर ͪवचार करना होगा । उसके 
बाद आपकɉ कàÜयटूर कȧ भाषाओं मɅ वे गणु ढँूढने होगɅ जो आपको उस काय[ के ͧलए चाǑहये तथा 
आपके कàÜयटूर पर उपलÞध हो । इस Ĥकार आपकȧ समèयानसुार भाषा का चुनाव करना 
चाǑहये। 
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4.6 ऑपरेǑटंग ͧसèटम (Operating System)  
कàÜयटूर एक अ×यÛत शिÈतशालȣ मशीन है । वह अपनी ममैोरȣ मɅ ढेरसारȣ सूचनाएँ 

याद रख सकता है तथा उन सचूनाओं को उलट-पलट तथा जǑटल गणनाएँ बड़ी शीēता से कर 
सकता है । Ǒदये हु ए Ǔनदȶशɉ के ɮवारा वह एक हȣ Ĥकार का काय[ बार-बार बढ़ȣ फुतȸ से कर 
सकता है । िजस Ĥकार कार चालक कार को चलाने के ͧलए आवæयक है उसी Ĥकार कàÜयटूर को 
चलाने के ͧलए सॉÝटवेयर कȧ आवæयकता होती है । कàÜयटूर तथा सॉÝटवेयर ͧमलकर एक पणू[ 
तथा उपयोगी कàÜयटूर ͧसèटम का Ǔनमा[ण करत े है । जसैा ͩक आप पढ़ चकेु है ͩक कàÜयटूर 
सॉÝटवेयर दो Ĥकार के होते है ͧसèटम सॉÝटवेयर तथा अनĤुयोग सॉÝटवेयर । अनĤुयोग 
सॉÝटवेयर ͩकसी ͪवशेष अनĤुयोग जसेै अकाउिÛटग इÛजीǓनयǐरगं इ×याǑद से सàबंͬ धत कायȾ को 
करने के ͧलए Ǔनͧम[त ͩकये जाते है । ͧसèटम सॉÝटवेयर ͩकसी ͪवशेष अनĤुयोग आधाǐरत नहȣ ं
होते है । ये हाड[-वेयर कȧ आवæयकताओं को परूा करत े है तथा ĤोĒाम ͧलखने तथा ĤोĒामɉ को 
चलाने कȧ सुͪवधा Ĥदान करते है । 

ͧसèटम सॉÝटवेयर मɅ Ĥमुख सॉÝटवेयर है ऑपरेǑटगं ͧसèटम जो सभी कàÜयटूरɉ मɅ 
Ǔनिæचत Ǿप से ͪवɮयमान होत े है । ऑपरेǑटगं ͧसèटम एक कàÜयटूर सॉÝटवेयर है िजसे 
कàÜयटूर कȧ ͪवͧभÛन ईकाइयɉ मɅ सामजèय èथाͪपत करने तथा उÛहɅ Ǔनयǒंğत करने के ͧलए 
बनाया जाता है । यह कàÜयटूर तथा उसका उपयोग करने वाले Ĥयोगकता[ कȧ बीच कȧ कड़ी का 
काय[ करता है । यह एक कंĚोल ĤोĒाम है । यह ĤोĒाम ͩकसी कàपनी के मैनेजर कȧ भांǓत पणू[ 
कàÜयटूर ͧसèटम को सचुाǾ Ǿप से तथा द¢ता से चलाने का दाǓय×व Ǔनभाता है तथा कàÜयटूर 
Ĥयोगकता[ के ͧलए ͧसèटम Ĥयोग को आसान बनाता है । 

अत: ऑपरेǑटगं ͧसèटम, कàÜयटूर मɅ हाड[वेयर तथा सॉÝटवेयर के बीच कȧ कड़ी है तथा 
साथ हȣ यह कàÜयटूर कȧ सभी ͩĐयाओं पर ǓनयÛğण रखत े हु ए ĤबÛधन का काय[ करते है । 
आजकल एम एस - डॉस (Ms-Dos), ͪवÛडोज (WINDOWSD), यनुीÈस (UNIX) इ×याǑद Ĥमुख 
ऑपरेǑटगं ͧसèटम Ĥचलन मɅ है । 

4.6.1 ͫडèक ऑपरेǑटगं ͧसèटम (डॉस) (Disk Operating system-DOS)  

ऑपरेǑटगं ͧसèटम, िजसका संͯ¢Üत नाम - डॉस है । यह åयिÈतगत कàÜयटूरɉ पर 
ĤयÈुत होने वाला सवा[ͬधक Ĥचͧलत ऑपरेǑटगं ͧसèटम है । डॉस, ͫडèक मɅ èटोर रहता है तथा 
कोई भी कमाÖड देने से पǑहले यह कàÜयटूर कȧ मैमोरȣ मɅ लोड होता है । यǑद हम डॉस पर काय[ 
करना चाहत ेहै । तो हमारे कàÜयटूर मɅ Ǔनàन तीन फाईलो का होना आवæयक है । ये फाइलɅ है: 
COMMOND.COM,MS DOS.SYS तथा IO.SYS ।अगर कàÜयटूर को शुǾ करने पर उसे यह फाइलɅ 
नहȣ ंͧमलती है तो वह आगे कोई भी काय[ करने मɅ असमथ[ होता है । इन फाइलɉ मɅ आवæयक 
Ǔनदȶशɉ के अलावा बहु धा काम मɅ आने वाले Ǔनदȶश, जसेै फाइल कॉपी करना, फाइल को हटाना, 
फाइल का नाम बदलना ͪपÛटर पर ͧलखना इ×याǑद का Ǔनदȶशन ͩकया जाता है । डॉस मɅ 
Ïयादातर Ǔनदȶश 'कȧ-बोड[। ɮवारा हȣ Ǒदये जाते है । 
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4.6.2 ͪवÖडोज ऑपरेǑटगं ͧसèटम (WINDOWS Operating System) 

आप ने अभी तक ऑपरेǑटगं ͧसèटम - डॉस का अÚययन ͩकया हɇ । कàÜयटूर के 
अͬधकाͬधक उपयोग को Úयान मɅ रखत ेहु ए माइĐोसॉÝट कàपनी ने एक ऐसे ऑपरेǑटग ͧसèटम 
को तैयार ͩकया जो डॉस कȧ अपे¢ा बहु त अͬधक सुͪवधाजनक है, इसे ͪवÛडोज (Windows) कहा 
गया । डॉस कमाÖड (Ǔनदȶश) Ĥोसेसर अ¢र आधाǐरत इÛटरफेस है । िजसमɅ ͩक आपको कमाÖड 
Ĥीèट मɅ कमाÖड को टाइप करना पड़ता है । इसके ͧलए आपको ͪवͧभÛन कमाÖडɉ, फाइलɉ एव ं
डायरेिÈĚयɉ के नाम याद रखने पड़त े है । परÛत ु ͪवÖडोज मɅ मह×वपणू[ बात यह है ͩक यह 
पणू[तया रेखाͬचğɉ के आधार पर बना हुआ है । अथा[त ्इसमɅ हर कमाÖड को ͬचğɉ के माÚयम से 
बताया गया है । हमɅ ͪवÖडोज मɅ कमाÖड कȧ-बोड[ से टाइप करने कȧ आवæयकता नहȣ ंहोती वरन ्
इसमɅ उस काय[ से सàबिÛधत ͬचğ िजसे आईकॉन (Icon) कहत ेहै बना होता है िजस पर माउस 
कȧ सहायता से िÈलक करके हम वांǓछत कमाÖड को एÈटȣवेट कर सकते है । रेखाͬचğ तथा 
Ĥयोगकता[ अथा[त ्यजूर (User) दोनɉ का हȣ इसमɅ सàबÛध होता है । अत: इसे Ēाͩफकल-यजूर-
इÛटरफेस तकनीक पर आधाǐरत कहा जाता है । ͪवÖडोज कȧ ͪवशेषता यह भी है ͩक यह मãटȣ-
टािèकंग (Zmulti-tasking)कȧ सुͪवधा Ĥदान करता है । मãटȣ-टािèकंग का अथ[ है ͩक हम एक-
साथ इसमɅ कई ͪवÖडोज खोल सकते है । अथा[त ्कई काय[ एक साथ कर सकते है । डॉस मɅ यह 
सुͪवधा नहȣ ंहोती है । èकȧन पर एक समय मɅ अनेक ͪवÖडɉ खोल सकते है जहाँ Ĥ×येक ͪवÖडɉ मɅ 
एक अलग ĤोĒाम या डॉÈयमेूÛट होता है । आप पहले ĤोĒाम को बÛद ͩकये ǒबना दसूरे ĤोĒाम 
मɅ आसानी से जा सकते है । ͪवÖडोज के ɮवारा आप नेटवͩक[ ग, फेÈस तथा मãटȣमीͫडया पर भी 
काय[ कर सकते है । इसमɅ ͪवͫडयɉ-गेम भी खेल सकते है । 

ͪवÖडɉ ऑपरेǑटग ͧसèटम, डॉस ऑपरेǑटग ͧसèटम कȧ कड़ी का हȣ एक अंग है । इसमɅ वे 
सभी åयवèथाएँ तो है हȣ, जो डॉस मɅ है परÛत ुइसके अलावा अनेक अÛय सुͪवधायɅ भी है तथा 
काय[ करने के तरȣके मɅ आधारभतू पǐरवत[न है । Ēाͩफकल-यजूर-इÛटरफेस आधाǐरत ͧसèटम का 
उपयोग न केवल ऑपरेǑटग ͧसèटम मɅ, बिãक हर एÜलȣकेशन के ͧलए बढ़ रहा है एव ंअब Ĥाय: 
नये सॉÝटवेयर इसी आधार पर ͪवकͧसत हो रहे है ।  
बोध Ĥæन – 4.3 
1. ऑपरेǑटंग ͧसèटम से आप Èया समझते है? 
2. डॉस पर काय[ करने से पहले कàÜयूटर मɅ कौन-कौन सी फाइलɉ का होना 
 आवæयक है। 
3. ͪवÖडोज ऑपरेǑटग ͧसèटम के अÛतग[त Ĥमुख ͪवशेषताएँ ͧलͨखए । 
नोट :- कृपया अपने Ĥæनɉ के उ×तर, अÛत मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से ͧमलान कर लेवɅ ।  

4.7 इकाई सारांश (Summary) 
दो अंको 0 (शूÛय) तथा 1 से Ǔनͧम[त संÉया पƨǓत िजसका आधार 2 है ɮͪवआधारȣ 

संÉया (बाइनरȣ संÉया) पƨǓत कहलाती है 
ɮͪवआधारȣ संÉया को दशमलव संÉया मɅ तथा दशमलव सÉंया को ɮͪवआधारȣ संÉया मɅ 

सरलता से बदला जा सकता है । 
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ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत मɅ अकंगͨणतीय ĤͩĐयायɅ अथा[त ्योग, åयवकलन, गणुन तथा 
भाग, दशमलव संÉया पƨǓत कȧ तरह हȣ £ात कȧ जाती है । कàÜयटूर तथा मानव के मÚय 
सàपक[  भाषा को कàÜयटूर भाषा कहत ेहै । 

कàÜयटूर भाषा को दो वगȾ मɅ Ǔनàनèतरȣय भाषा तथा उÍचèतरȣय भाषा मɅ वगȸकृत 
ͩकया जाता है । कàÜयटूर को उपयोग मɅ लेने हेत ुĐम-बƨ Ǔनदेशɉ अथवा Ĥोगामɉ के समूह को 
ऑपरेǑटगं ͧसèटम कहते है । आजकल सभी कàÜयटूरɉ पर ͪवÖडोज ऑपरेǑटग ͧसèटम का 
Ïयादातर Ĥयोग ͩकया जाता है ।  

4.8 शÞदावलȣ (Glossary) 
पǐरपथ  Circuit 
ɮͪवआधारȣ  Binary 
गणनाएँ  Calculations  
पǐरवǓत[त  Transform 
अंक  Digits 
आधार  Base 
तुãय  Equivalent 
चरण  Step 
हाͧसल  Carry forword 
Ǔनदȶश  Instruction 
Đम  Order 
अनवुाद  Tanslation 
सामजèय  Coordination 

4.9 संदभ[ ĒÛथ (Reference Books) 
1. एम. सी. शमा[-‘कàÜयटूर (एक पणू[ पǐरचय)' दȣ. पी. बी. पिÞलकेशÛस, नई Ǒदãलȣ ।  
2. आǑद×य शाèğी, रेखा गोͪवल, ĤǓतçठा माथुर, तथा सधुा मोखाल - 'कàÜयटूर अनĤुयोग एव ं

ĤोĒाͧमगं', जयपरु पिÞलͧशगं हाउस, जयपरु 
3. पी. भागचÛदाणी-भौǓतक रसायन ͪव£ान', साǑह×य भवन पिÞलकेशÛस, आगरा  

4.10 अßयासाथ[ Ĥæन  
1. 1 ɮͪवआधारȣ संÉया पƨǓत Èया है । 
2. ɮͪवआधारȣ संÉया 11011001 को दशमलव संÉया मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए । 
3. Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं को दशमलव संÉया पƨǓत मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए । 

(i) (11000011)2 (ii) (11111111)2 
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(iii) (101010.1010)2 (iv) (11100011.11110) 
4. Ǔनàनͧलͨखत दशमलव संÉयाओं को ɮͪवआधारȣ पƨǓत मɅ पǐरवǓत[त कȧिजए: 

(i) 819 (ii) 2079 (iii) 31.75 (iv) (682.65625) 
5. Ǔनàन ͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का योग कȧिजए: 

(i) (1111111)2+(111111)2 
(ii) (1000000)2 +(1010101)2+(101010)2 +(1010101)2 

6. Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का åयवकलन कȧिजए । 
(i) (10001)2- (1111)2 (ii) (1111111)-2(1010101)2 

7. Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का गणुनफल £ात कȧिजए : 
(i) (11111)2 x(111)2 (ii) (101010)2 x (101)2 

8. Ǔनàनͧलͨखत ɮͪवआधारȣ संÉयाओं का भागफल £ात कȧिजए: 
(i) (1001000)2 (1100)2 (ii) (10011011)2 (11111)2 

9. कàÜयटूर मɅ सॉÝटवेयर कȧ Èया भूͧमका है । ऑपरेǑटग ͧसèटम कȧ पǐरभाषा देते हु ए डॉस 
तथा ͪवÛडोज ऑपरेǑटगं ͧसèटम को समझाइये । 

10. कàÜयटूर भाषाओं को पǐरभाͪषत करत े हु ए ͩकÛहȣ ंतीन Ĥचͧलत भाषाओं के नाम व उनका 
काय[ ¢ेğ का बताइये । 

4.11 अßयासाथ[ Ĥæनɉ के उ×तर (Answers) 
बोध Ĥæन - 4.1 
 1. (i) 307 (ii) 1755 (iii) 10.6875 (iv) 39.625 
 2. (i) 1100010010 (ii) 1101001110011011 
  (iii) 100111.101 (iv) 1001010.1111 
 3. (i) (26.25)10 Z (ii) (43.625)10 
  (iii) (1000000000000.101)2 
  (iv) (10011100110011.00001100….)2 
बोध Ĥæन 4.2 
 1. (i) (1101001)2 (ii) (1011001)2 
  (iii) (100110)2 (iv) (1111000)2 
 2. (i) (1001)2 (ii) (110101)2 
  (iii) (1110)2 (iv) (00010)2 
 3. (i) (10000100)2 (ii) (100011)2 
 4. (i) (101)2 (ii) (011)2 
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बोध Ĥæन 4.3 

1. ऑपरेǑटगं ͧसèटम कुछ ͪवͧशçट ĤोĒामɉ का समूह होता है जो कàÜयटूर को सचंालन 
करने, कàÜयटूर काय[ पर Ǔनयğंण रखने तथा Ĥयोगकता[ तथा कàÜयटूर के बीच कȧ कड़ी को 
लगातार जोड़ ेरखता है । 

2. डॉस पर काय[ करने के ͧलए कàÜयटूर मɅ कमाÖड. कॉम (Commond,com) एम एस 
डॉस.कॉम (MS DOS. COM) तथा आइ ओं ͧसस (IO.SYS) का होना आवæयक होता है ।  

3. ͪवÖडोज ऑपरेǑटग ͧसèटम कȧ Ĥमुख ͪवशेषताए :- 
Ēाͩफकल-यजूर-इÛटरफेस तकनीक पर आधाǐरत, मãटȣ- टािèकंग, नेटवͩक[ ग, 

मãटȣमीͫडया तथा गेम कȧ सुͪवधाएँ । 
अßयासाथ[ Ĥæन 

1. वह संÉया पƨǓत िजसमɅ ‘0’ (शूÛय) तथा ‘1’ (एक) अंकɉ का हȣ Ĥयोग होता है  
2.  271 
3.  (i) (195)10  (ii) (225)10 

(iii) (42.625)10 (iv) (227.9375)10 
4.  (i) (1100110011)2 (ii) (100000011111)2 

(iii) (11111.11)2 (iv) (1010101010.10101)2 
5.  (i) 10111110 (ii) 100010100 
6.  (i) (001000)2 (ii) (0101010)2 
7.  (i) 11011001 (ii) (11010010) 
8.  (i) 110  (ii) 101 
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इकाई - 5 
गैसीय अवèथा-भाग 1 (आदश[ गैसɅ) 

GASEOUS STATE-PART I (IDEAL GASES) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
5.0 उƧेæय 
5.1 Ĥèतावना 
5.2 गसैɉ के Ǔनयम 

5.2.1 बॉयल का Ǔनयम 
5.2.2 चाãस[ अथवा गलैूसक का Ǔनयम 
5.2.3 आवोगाġो का Ǔनयम 

5.3 आदश[ गसै समीकरण  
5.3.1 गसै िèथरांक R का ͪवमा Ǔनधा[रण 
5.3.2 गसै िèथरांक R का संÉया×मक मान 

5.4 गसैɉ का अणुगǓत ͧसƨाÛत 
5.4.1 गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के Ĥमुख अͧभगहृȣत  
5.4.2 अणुगǓत ͧसƨाÛत के अͧभगहृȣतɉ कȧ वɮैयता  
5.4.3 गसै के अणुगǓत समीकरण कȧ åय×ुपि×त 
5.4.4 अणुगǓत Ǔनयमɉ से गसै के Ǔनयमɉ कȧ åय×ुपि×त 

(1) बॉयल का Ǔनयम 
(2) चाãस[ का Ǔनयम 
(3) आवोगाġो का Ǔनयम 
(4) आदश[ गसै समीकरण 
(5) Ēाहम का ͪवसरण Ǔनयम 
(6) गǓतज ऊजा[ और ताप 

5.5 आिÖवक वेगɉ का ͪवतरण 
5.6 आिÖवक वेगɉ के Ĥकार 

5.6.1 वग[ माÚय मूल वेग 
5.6.2 औसत वेग 
5.6.3 ĤाǓयकता वेग 
5.6.4  वग[ माÚय मूल, औसत और ĤाǓयकता वेग मɅ सàबÛध  

5.7 मैÈसवेल के वेग ͪवतरण Ǔनयम का Ĥायोͬगक स×यापन 
5.8 संघ͠ åयास 
5.9 संघ͠ संÉया  
5.10 माÚय मुÈत पथ 
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5.11 साराशं 
5.12 शÞदावलȣ 
5.13  संदभ[ ĒÛथ 
5.14 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
5.15 अßयासाथ[ Ĥæन 

5.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप Ǔनàन ǒबÛदओंु को समझ पाएगɅ - 

1. ġåय कȧ गसैीय अवèथा के अͧभला¢ͨणक गणु एवम ्आदश[ व वाèतͪवक गसैɉ से ता×पय[ । 
2. दाब व ताप कȧ हर पǐरिèथǓत मɅ आदश[ गसैɉ ɮवारा बॉयल, चाãस[ आवोगाġो आǑद के 

Ǔनयमɉ का पालन । 
3. गसैɉ का अणुगǓत ͧसƨाÛत, इसके अͧभगहृȣत , उनकȧ वधैता व अणुगǓत समीकरण कȧ 

åय×ुपि×त । 
4. मैÈसवेल का आिÖवक वेगɉ का ͪवतरण Ǔनयम व इसका Ĥायोͬगक स×यापन । 
5. आिÖवक वेगɉ के तीन Ĥकार - वग[ माÚय मलू, औसत और ĤाǓयकता वेग कȧ गणना । 
6. संघ͠ संÉया, संघ͠ आवǓृत, संघ͠ åयास और माÚय मुÈत पथ का ता×पय[ । 

5.1 Ĥèतावना (Introduction) 
ġåय कȧ मुÉयत: तीन Ĥावèथाएँ होती हɇ - ठोस, ġव और गसै । ठोस और ġव अवèथा 

मɅ ġåय के कणɉ के मÚय आकष[ण बल अͬधक होता है तथा वे एक दसूरे के अͬधक Ǔनकट होत े
हɇ । गसैीय अवèथा मɅ कणɉ के मÚय अÛतराकष[ण बल कम होता है और वे अपे¢ाकृत अͬधक 
दरूȣ पर रहत ेहɇ । गसैɉ का घन×व कम होता है व इनमɅ उÍच संपीɬयता का गणु पाया जाता है । 

ġव कȧ तुलना मɅ गसैɉ का घन×व लगभग 
1

1000
 वाँ भाग तथा सपंीɬयता 105 गणुा अͬधक होती 

है । गसैɉ के अण ुअ×यͬधक गǓतशील होते हɇ । इनकȧ Ǔनिæचत आकृǓत अथवा Ǔनिæचत आयतन 
नहȣ ंहोता है । दो या दो से अͬधक गसैɉ को एक दसूरे के सàपक[  मɅ लाने पर वे एक दसूरे मɅ 
शीēता से ͪवसǐरत हो कर समांग ͧमĮण बनाती है । गसैɅ भौǓतक गणुɉ के आधार पर सामाÛय 
गसै Ǔनयमɉ - बॉयल Ǔनयम, चाãस[ Ǔनयम, Ēाहम का ͪवसरण Ǔनयम, आवोĒादो Ǔनयम आǑद का 
पालन करती है । 

गसैɉ को मुÉयत : दो वगɟ मɅ ͪवभािजत ͩकया गया है - (1) आदश[ गसैɅ (Ideal gasesD) 
और (2) वाèतͪवक गसैɅ (Real gasesD) 

आदश[ गसैɅ: वे गसैɅ जो बॉयल Ǔनयम, चाãस[ Ǔनयम, आवोĒादो Ǔनयम आǑद का पालन 
करती है आदश[ गसैɅ कहलाती है । वाèतव मɅ आदश[ गसैɅ एक काãपǓनक अवधारणा है । 

वाèतͪवक गसैɅ : वे गसैɅ जो Ǔनàन दाब व उÍच ताप पर हȣ आदश[ गसैɉ के समान 
åयवहार दशा[ती है ͩकÛत ुसामाÛय दाब व ताप पर गसैɉ के Ǔनयम का पालन नहȣ ंकरती है 
वाèतͪवक गसैɅ कहलाती है । 
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5.2 गैसɉ के Ǔनयम (Gas laws) 
ͩकसी गसै के दाब या ताप मɅ पǐरवत[न करने से आयतन पर Ĥभाव का अÚययन कुछ 
गसै Ǔनयमɉ ɮवारा ͩकया जा सकता है िजनका वण[न Ǔनàनͧलͨखत है - 

5.2.1 बॉयल का Ǔनयम (Boyle’s law, 1662) 

िèथर ताप पर गसै कȧ Ǔनिæचत संहǓत का आयतन, उसके दाब के åय×ुĐमानपुाती होता 
हɇ । इसे गͨणतीय भाषा से Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जाता है - 

 
1Va
P

 

PV =K(िèथरांक) …(5.1) 
यहा ँK, िèथर ताप पर एक िèथरांक है । यǑद ͩकसी गसै के दाब और आयतन के मÚय 
िèथर ताप पर Ēाफ खींचा जाय तो अǓतपरवलय Ĥकार (rectangular hyperbola) के 
वĐ ĤाÜत होत ेहɇ, (ͬचğ 5.1)।  

 
ͬचğ 5.1 : बॉयल का Ǔनयम 

5.2.2 चाãस[ अथवा गलैसूक का Ǔनयम (Charles law, 1787 or Gaylussac’s law, 1802) 

िèथर दाब पर ͩकसी गसै के आयतन पर ताप के Ĥभाव को चाãस[ ने सन ् 1787 मɅ 
अÚययन ͩकया िजसे गलैसूक ने सन ्1802 मɅ Ĥमाͨणत ͩकया । इस Ǔनयम के अनसुार 
िèथर दाब पर गसै कȧ Ǔनिæचत संहǓत का आयतन, ताप मɅ 1०C कȧ वृͪ ƨ अथवा कमी से 
अपने 0०Cp के आयतन का 1/273 वॉ भाग बढ़ता अथवा घटता है । tOC ताप बढ़ाने पर 
इस Ǔनयम को गͨणतीय भाषा मɅ Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है  

0 0273.15t
tV V V    

 
 

0 1
273.15t

tV V    
 

 

0
273.15

273.15t
tV V    
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0 0

t t
v T
v T

  

यहा ँ 0
tv t C  ताप पर गसै का आयतन 

0
0 0V C  ताप पर गसै का आयतन  

Tt व T0 उनके संगत परम ताप है 
अत: िèथर दाब पर ͩकसी गसै कȧ Ǔनिæचत संहǓत का आयतन उसके परम ताप के समानपुाती 
होता है । 
अथा[त ्V T  

V = KT 
V K
T
  (िèथराकं) …(5.3) 

ताप व आयतन के मÚय वĐ खीचंने पर एक सीधी रेखा ĤाÜत होती है (ͬचğ 5.2)  

 
ͬचğ 5.2 : चाãस[ अथवा गलैूसक Ǔनयमानसुार ͩकसी गसै के ͧलए 

ताप व आयतन मɅ सàबÛध 

5.2.3 आवोगाġɉ का Ǔनयम (Avogadro’s law,1812) 

ताप व दाब कȧ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ समान आयतन मɅ उपिèथत गसै के अणुओं कȧ 
संÉया समान होती है । ͩकसी गसै के एक मोल (N.T.P पर 22.4 लȣटर) मɅ ͪवɮयमान 
अणुओं कȧ संÉया को आवोगाġो संÉया (Avogadro’s number) कहत ेहɇ । इसका मान 
6.023 x 1023 होता है । 

5.3 आदश[ गैस समीकरण (Ideal gas equationZZ) 
बॉयल, चाãस[ और आवोĒादो Ǔनयम कȧ सहायता से आयतन, दाब, ताप और मोलɉ कȧ 
संÉया मɅ संबÛध Ǔनàन समीकरण ɮवारा दशा[या जाता है । 

बॉयल Ǔनयम के अनसुार 
1Va
P
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चाãस[ Ǔनयम के अनसुार VaT  
आवोगाġो Ǔनयम के अनसुार Van  
उपरोÈत तीनɉ समीकरणɉ से 

nTVa
P

 

nRTV
P

  

PV nRT        … (5.4) 
यहा ंRS एक िèथराकं हɇ जो गसै िèथराकं कहलाता है । समीकरण (5.4) को आदश[ गसै 
समीकरण कहत ेहै । 
इसका मान समèत गसैɉ के ͧलए समान होता है । 

5.3.1 गसै िèथरांक (R) का ͪवमा Ǔनधा[रण 

आदश[ गसै समीकरण PV = nRT  के अनसुार 
PVR
nT

 
दाब आयतन 
मोल ताप   

बल 
¢ेğफल

आयतन
मोल ताप  

 बल
(लàबाई)2

× 
(लàबाई)3
मोल ताप

 
 काय[ 

मोल ताप
 (काय[ = बल लàबाई) 

= काय[ ĤǓत मोल ĤǓत ͫडĒी अथवा ऊजा[ ĤǓत मोल ĤǓत केिãवन 

5.3.2 गसै िèथरांक (R) का संÉया×मक मान (Numerical value of R) 

(i) RS का मान लȣटर-वायमुÖडल मɅ (Value of R in litter-atmosphere) NTP पर 
एक मोल गसै का आयतन 2.2.4 लȣटर होता है । 
P = 1 वायमुÖडलȣय दाब (atm) 
V = 22.4 लȣटर (l or dm3) 
T = 273.15 K 
n = 1 मोल 

अत: 
1 22.41

1 273.15
atmXR

molX K
  

0.0821 litter atm K-1 mol-1 
(ii) R का मान CGS माğक मɅ (Value of R in CGS system) 

चू ंͩक NTP पर एक मोल गसै का आयतन 224 लȣटर होता है । सामाÛय दाब पर 
Hg के तल कȧ ऊँचाई (h) =76 cm 

पारे का घन×व (d) = 13.6 g/cm3 
गǾु×व (g) 981 dyne/cm 
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76 13.6 981 22400
1 273

PV X X XR
nT X

    

R = 8.314 X 107 dynecmK-1mol-1 

R = 8.314X107ergs K-1 mol-1 

R = 8.314 Joules K-1(; .1 Joule =107ergs 
(iii) R का मान कैलोरȣ मɅ (SValue of R in calories) 

 1 कैलोरȣ =4.18x107 अग[ 
7

1 1
7

8.314 10 1.987
4.18 10

XR calk mol
X

    

(iv) R का मान SI माğक मɅ (Value of R in SI System) 
SI माğक मɅ दाब पाèकल (Pa) मɅ, आयतन घन मीटर (M3) व ताप केिãवन (K) 
मɅ åयÈत ͩकया जाता है । 

P=1 वायमुÖडल=1.01321   105 Pa 
V=22.414 लȣटर =22.414    10-3 m3 
T=273.15 K 
n=1 मोल 

अत: 
5 31.01321 10 22.414 10

1 273.15
X X XR

X



  

=8.314 Pa m3 k-1mol-1 

=8.314 Nm k-1mol-1[1 Pa=1Nm-2] 
=8.314J K-1 [1 Joule=1Nm] 

बोध Ĥæन 
1. Ǔनàनͧलͨखत वाÈयɉ मɅ ǐरÈत èथानɉ कȧ पूǓत[ कȧिजये – 
 (i) गैसɅ सामाÛयत: .................. .......... .घन×व व....... . .........   
  संपीɬयता वालȣ होती है । 
 (ii) गैस के अणुओं मɅ अÛतराकष[ण बल .................. होता है । 
 (iii) वाèतͪवक गैसɅ................दाब व.... .......... ताप पर हȣ गैसɉ के  
  Ǔनयम का पालन करती हɇ । 
 (iv) .............. ......... ........ दाब व ताप कȧ हर पǐरिèथǓत मɅ ............  
  गैसɉ के Ǔनयम का पालन करती है । 
 (v) गैसɉ कȧ ͪवसरण दर उनके ................. के वग[मूल के åयु×Đमानुपाती  
  होती है । 
2. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ सहȣ () अथवा गलत (   ) का ͬचÛह कोçठक मɅ  
 लगाइये । 
 (i) िèथर ताप पर ͩकसी गैस कȧ Ǔनिæचत संहǓत का आयतन दाब के  
  समानुपाती होता है ।     ( ) 
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 (ii) Ǔनिæचत ताप व दाब पर गैस के Ǒदये गये आयतन मɅ उपिèथत अणुओं 
  कȧ संÉया समान होती है ।    ( ) 
 (iii) एक मोल आदश[ गैस,N.T.P पर22.414dm3 आयतन घेरती हɇ । (  ) 
 (iv) वाèतͪवक गैसɅ उÍच दाब व Ǔनàन ताप पर हȣ गैसɉ के Ǔनयमɉ का  
  पालन करती हɇ ।     ( ) 
3. n मोल गैस के ͧलए आदश[ गैस समीकरण ͧलͨखए । 
 ………………………………………………  
4. R का मान SI माğक मɅ Èया होता है? 
 ……………………………………………  
नोट:- आप अपने उ×तरɉ कȧ जाँच इस इकाई के भाग 5.14 मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से 
ͧमलान कर करɅ ।  

5.4 गैसɉ का अणुगǓत ͧसƨाÛत (Kinetic theory of gases) 
आप समझ गए होगɅ ͩक Ĥारàभ मɅ गसैɉ के Ǔनयम Ĥायोͬगक तØयɉ के आधार पर 
ĤǓतपाǑदत ͩकए गए ͩकÛत ुइनका सैƨािÛतक प¢ Ĥèतुत नहȣ ंͩकया गया । सन ्1738 
मɅ बरनलूȣ (Bernaulli) ने गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के आधार पर इनकȧ åयाÉया कȧ 
िजसे उÛनीसवीं शताÞदȣ मɅ ĐोǓनग (kronig), Èलाउͧसयस (ClausiusZD), मैÈसवेल 
(Maxwell) और बोãटजमान (Boltzmann) ने ͧसƨाÛत के Ǿप मɅ ͪवकͧसत ͩकया । 
गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के Ĥमुख अͧभगहृȣत 
(Important Postulates of Kinetic theory of gases) 

1. Ĥ×येक गसै अनेक समान सहंǓत वाले सूêम कणɉ से ͧमलकर बनती है िजÛहɅ अण ुकहत ेहɇ । 
गसै के अणओंु का वाèतͪवक आयतन, गसै के सàपणू[ आयतन कȧ तुलना मɅ नगÖय होता 
है। 

2. गसै के अण ुठोस, गोलाकार और पणू[त: Ĥ×याèथ (perfectly elasticp) होते हɇ िजनके मÚय 
ͩकसी Ĥकार का आकष[ण अथवा ĤǓतकष[ण बल नहȣ ंहोता है । 

3. गसै के अण ुसभी सàभव Ǒदशाओं मɅ सीधी रेखा मɅ ǓनरÛतर गǓत करते हɇ । दसूरे अणुओं 
अथवा पाğ कȧ दȣवारɉ से टकराने पर ये ͪवपरȣत Ǒदशा व सीधी रेखा मɅ गमन करने लगत ेहɇ। 

4. अणुओं कȧ टÈकर पणू[त: Ĥ×याèथ होती है अथा[त ्अणुओं के परèपर तथा दȣवार से टकराने 
पर ऊजा[ का ıास नहȣ ंहोता है । 

5. ͩकसी गसै का दाब, इसके चलायमान अणओंु के पाğ कȧ दȣवारɉ पर टकराने का पǐरणाम है । 
6. अणुओं कȧ गǓत पर गǽु×वाकष[ण बल का Ĥभाव नगÖय होता है । 
7. गसै के ͪवͧभÛन अणुओं कȧ गǓतया ँ ͧभÛन-ͧभÛन होती है । अत: इनकȧ गǓतज ऊजा[एँ भी 

अलग-अलग होती हɇ । गसै के समèत अणुओं कȧ औसत गǓतज ऊजा[ परम ताप के 
समानपुाती होती है अथा[त ्ताप अͬधक होने पर अणओंु का वेग Ïयादा होता है फलèवǾप 
इनकȧ गǓतज ऊजा[ भी अͬधक होगी । 
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5.4.2 अणुगǓत ͧसƨाÛत के अͧभगहृȣतɉ कȧ वɮैयता (Validity of postuiates of kinetic 

theory of gases) 

आप अणुगǓत ͧसƨाÛत के उपरोÈत मलूभतू अͧभगहृȣतɉ कȧ वɮैयता को Ǔनàन Ĥकार 
समझ सकɅ गे- 
अͧभगहृȣत (1) के अनसुार गसै के अणओंु का आयतन गसै के कुल आयतन कȧ तुलना मɅ नगÖय 
होता है । आप इस तØय रवे अनͧभ£ नहȣ ंहै ͩक सामाÛयत: गसैɉ कȧ संपीɬयता अͬधक होती है 
और Ĥायोͬगक तौर पर यह देखा गया है ͩक NTP पर गसैɅ जैसे ऑÈसीजन, नाइĚोजन के अणुओं 
का आयतन, कुल आयतन का 0.014 ĤǓतशत होता है िजसे हम नगÖय मान सकते हɇ । 
अͧभगहृȣत (2) को भी हम तक[ संगत मान सकते है Èयɉͩक दाब कम करत ेहȣ गसै Ĥसाǐरत होने 
लगती है । यह तभी सàभव है जब अणुओं के मÚय आकष[ण बल नगÖय हो । 
अͧभगहृȣत (3) भी Ûयायसंगत Ĥतीत होती हɇ । अǓतसूêमदशȸ ɮवारा ġव मɅ Ǔनलिàबत कणɉ या 
धुएँ मɅ काब[न कणɉ कȧ इधर उधर ǓनरÛतर गǓत को देखा जा सकता है । इस गǓत को Ħाउनी 
गǓत (Brownian movement) कहत ेहɇ । 
अͧभगहृȣत (4) का मानना Ûयायसंगत लगता है Èयɉͩक यǑद गसै के अण ुपणू[ Ĥ×याèथ न हो तो 
अणुओं कȧ परèपर टÈकर मɅ अणुओं कȧ गǓतज ऊजा[ का ıास होता रहता और अÛतत: अण ु
िèथर अवèथा मɅ आ जाते अथा[त ्इनकȧ सàपणू[ गǓतज ऊजा[, िèथǓतज ऊजा[ मɅ पǐरवǓत[त हो 
जाती । ͩकÛत ुवाèतव मɅ ऐसा नहȣ ंहोता । 
अͧभगहृȣत (5) कȧ वɮैयता को इस Ĥकार समझ सकते हɇ ͩक ͩकसी गसै कȧ Ǔनिæचत संहǓत के 
अणुओं ɮवारा पाğ कȧ दȣवारɉ पर टकराने के कारण, पाğ पर दाब का अनभुव होता है । समान 
पǐरिèथǓतयɉ मɅ आयतन कम करने पर पाğ कȧ दȣवारɉ पर Ĥहारɉ कȧ संÉया बढ़ जाएगी 
फलèवǾप दाब बढ़ जाएगा । इसी Ĥकार गसै का आयतन बढ़ाने पर दाब भी कम हो जा जाएगा। 
यǑद वाय ुसे भरे एक जार को Ħोमीन वाçप से भरे जार के ऊपर उãटा रखɅ तो Ħोमीन के लाल-
भूरे वाçप वाय ुसे 5-6 गनुा भारȣ होते हु ए भी ऊपर के जार मɅ आ जात ेहɇ । इससे यह èपçट हो 
जाता है ͩक गǽु×वाकष[ण का अणुओं कȧ गǓत पर कोई Ĥभाव नहȣ ंपडता है और अͧभगहृȣत (6) 
का Ûयायोͬचत आधार ͧमल जाता है । 
अͧभगहृȣत (7) के अनसुार ͩकसी गसै के ͪवͧभÛन अणओंु कȧ गǓतज ऊजा[ ͧभÛन होती है । गसै 
के अणुओं कȧ परèपर टÈकर के पǐरणामèवǾप उनकȧ गǓतज ऊजा[ पǐरवǓत[त हो जाती है । इसे 
ͪवसरण के उदाहरण ɮवारा èपçट ͩकया जा सकता है । ͪवसरण मɅ सूêम Ǔछġ से गसै के सभी 
अण ुएक साथ ͪवसǐरत नहȣ ंहोते हɇ । साथ हȣ ताप बढ़ाने के कारण औसत गǓतज ऊजा[ भी बढ़ 
जाती है । यह गसै कȧ ĤकृǓत पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरती है । 
इस Ĥकार गसै के अणुगǓत ͧसƨाÛत के सभी अͧभगहृȣत Ĥायोͬगक तØयɉ पर आधाǐरत है । 

5.4.3 गसैɉ के अणुगǓत समीकरण कȧ åय×ुपǓत 

(Derivation of kinetic equation of a gas) 

गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के मलूभतू अͧभगहृȣतɉ के आधार पर अणुगǓत समीकरण को 
åयिु×पत ͩकया जा सकता है । 
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माना ͩक एक घनाकार पाğ मɅ ͩकसी गसै कȧ Ǔनिæचत माğा भरȣ गई है । इस घनाकार पाğ कȧ 
Ĥ×येक भुजा कȧ लàबाई l है । इसमɅ अणुओं कȧ कुल संÉया n है तथा Ĥ×येक अण ुका ġåयमान 
m है । 
इस पाğ मɅ सभी अण ुयाǺिÍछक गǓत से ͪवͧभÛन Ǒदशाओं मɅ pc1,c2,c3 आǑद वेग से चल रहे हɇ 
। इन वेगɉ का मान शूÛय से लेकर लगभग अनÛत तक हो सकता है । आप ͬचğानसुार (ͬचğ 
5.3) घन मɅ ͩकसी एक अण ुपर अपना Úयान केिÛġत कȧिजये । हम देख सकत ेहɇ ͩक ͩकसी 
Ǔनिæचत समय पर अण ुके वेग c को x,-y- तथा z- अ¢ के सापे¢ तीन लàबवत घटकɉ u, v 
और w मɅ ͪवयोिजत ͩकया गया है । सव[Ĥथम 
हम वेग के x- अ¢ के सापे¢ घटक पर ͪवचार 
करेगɅ । इस घटक का Ĥभाव घन कȧ ͧसफ[  दो 
दȣवारɉ EFGH और ABCDpp दȣवारɉ पर होगा 
। चू ंͩक अण ु पणू[त: Ĥ×याèथ है तो EFGH 
दȣवार पर टÈकर के पæचात ् वह उसी वेग से 
ĤǓतͯ¢Üत हो जाएगा अथा[त ् टÈकर के पæचात ्
अण ुका वेग वहȣ रहता है जो टÈकर के पहले 
था, परÛत ुइसकȧ Ǒदशा ͪवपरȣत हो जाती है।  

ͬचğ 5.3: आणͪवक गǓत और उसके घटक 
CG Ǒदशा मɅ दȣवार EFGH पर टÈकर से पहले संवेग =mu   .Z... (5.5) 
टÈकर के पæचात ्संवेग =-mu.      ....(5.6) 
X-अ¢ के सापे¢ Ĥ×येक टÈकर लगने पर संवेग मɅ पǐरवत[न 
 px=MU-(-mu)=2mu       ………….(5.7) 
चू ंͩक पाğ कȧ इन दȣवारɉ के मÚय दरूȣ l cmS है अत: एक टÈकर के बाद दसूरȣ टÈकर मारने के 
ͧलए अण ुको l cm कȧ दरूȣ तय करनी होगी । 
अण ुका वेग u सेमी ĤǓत सेकÖड है अथा[त ्वह एक सकैÖड मɅ u सेमी दरूȣ तय करता है। 

एक सैहÖड मɅ टÈकरɉ कȧ संÉया 
u
l


     

………(5.8) 

अत: एक सैकÖड मɅ संवेग पǐरवत[न 
px
t

    
 

Ĥ×येक टÈकर मɅ संवेग पǐरवत[न x ĤǓत सैकÖड टÈकरɉ कȧ संÉया  
222px u mumux

t l l


 


       ………..(5.9) 

घन मɅ कुल छ: दȣवारɅ हɇ याǓन दȣवारɉ के तीन यÊुम होत ेहɇ । चू ंͩक अण ुͩकसी भी Ǒदशा मɅ गǓत 
कर सकता है अत: हम y-व z- अ¢ के सापे¢ भी संवेग मɅ पǐरवत[न दर पǐरकͧलत कर सकत े
है। 

py
t




=
22mu

l         
 ......(5.10) 



149 
 

pz
t






22mw
l

        ....(5.11) 

इस Ĥकार एक अण ु ɮवारा ĤǓत सकैÖड संवेग मɅ कुल पǐरवत[न समीकरण (5.9) (5.10) व 
(5.11) से दे सकते हɇ  

p
t






22mu
l

+
22mv

l
+

22mw
l

       .....(5.12) 

2 2 22 ( )m u v w
l

         ...(5.13) 

p
t





2m
l

 2
1C         .....(5.14) 

( 2
1C =U2+V2+W2) 

इसी Ĥकार C2,C3, ...........Cn वेग से गǓत करने वाले अणुओं के ͧलए यǑद संवेग पǐरवत[न दर 
कȧ गणना कȧ जाय तो सभी अणुओं के ͧलए ĤǓत सैकÖड सवेंग पǐरवत[न = 

2m
l

 ( 2
1C + 2

2C +….. 2
nC )     ……… (5.15) 

चू ंͩक Ĥ×येक वेग के ͧलए पथृक समीकरण Ǔनकालना सभंव नहȣ ं है अत: सामाÛयतया गसै के 
सभी अणुओं का समान वेग C और C2 अणुओं के अलग अलग वेगɉ के वग[ का औसत मान 
ͧलया जाता है ।  

2 2 2
2 1 2 ..... nC C CC

n
  


     

 …….. (5.16) 

2 2 2
1 2 ..... nC C CC

n
  

      ……. (5.17) 

यहा ँc को वग[ माÚय मलू वेग (root means square velocity) कहत ेहɇ । 
समीकरण (5.16) से  

2 2 2 2
1 2 ..... nC C C nc          …. (5.18) 

समीकरण (5.15) मɅ समीकरण (5.18) ɮवारा 2 2 2
1 2 ..... nC C C    का मान ĤǓतèथाͪपत 

करने पर, n अणओंु के ĤǓत सेकÖड संवेग मɅ कुल पǐरवत[न =
22mnc

l  
…..(5.19) 

Ûयटून के गǓत के ɮͪवतीय Ǔनयमानसुार संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर, बल के बराबर होती है । 

 आरोͪपत बल =
22mnc

l       
….…..(5.20) 

यǑद गसै का कुल दाब P हो तो 

P= बल
¢ेğफल


22mnc

l 2

1
61

x  

[घन कȧ Ĥ×येक दȣवार का ¢ेğफल 2l  होता है और घन मɅ कुल छ: दȣवारɅ होती है । अत: घन 
का कुल ¢ेğफल 6 l 2 होगा ।] 
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2

33
mncP

l
  

21
3

mncp
v

 [ l 3=v घनाकार पाğ का आयतन] 

...... 21
3

PV mnc .......(5.21) 

समीकरण (5.21) ͩकसी गसै के दाब, पाğ के आयतन, गसै अणुओं कȧ संहǓत उनकȧ संÉया मɅ 
दशा[ता है । इसे गसैɉ का अणुगǓत समीकरण (Kinetic equation of gas) कहत ेहɇ । 
अणुगǓत समीकरण के अÛय Ǿप (Different equation Kinetic equation of gas) 

PV= 21
3

mnc  

21
3

MP c
V

   
 

     [ ]M mn  

21
3

P dc
    

यहा ँd गसै का घन×व है । 

5.4.4 अणुगǓत समीकरण से गसै Ǔनयमɉ कȧ åय×ुपि×त (Derivation of gas laws from 
kinetic equation of gas) 

(1) बॉयल का Ǔनयम - गसै के अणुगǓत समीकरण (5.21) के अनसुार 
21

3
PV mnc  

22 1
2 3

x mnc  

22 1
3 2

x mnc  

PV=
2 . .
3

K E  (औसत गǓतज ऊजा[ 21. . ]
2

K E mnc  …..(5.22) 

चू ंͩक गǓतज ऊजा[ परम ताप के समानपुाती होती है अथा[त ्िèथर ताप पर गǓतज ऊजा[ 
पǐरवǓत[त नहȣ ंहोगी । अत: 
PV=िèथरांक यहȣ बॉयल का Ǔनयम है । 

(2) चाãस[ का Ǔनयम-समीकरण (5.22) के अनसुार 
2 . .
3

PV K E  

. .K E aT  

. .K E kT  
2
3

PV kT  
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2
3

V   K T
P

     िèथर दाब पर 2
3

K
P
= िèथरांक  

अत: िèथर दाब पर V= िèथरांक XT 
V∝T 
यहȣ चाãस[ का Ǔनयम है । 
(3) आवोगाġो का Ǔनयम - इस Ǔनयम कȧ åय×ुपǓत के ͧलए मान ले ͩक दो गसैɅ दाब (P) व 
ताप (T) कȧ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ हɇ । गसैɉ के अणओंु कȧ संहǓत Đमश: m1 व m2 तथा 
इसकȧ संÉया n1 व n2 है । यǑद गसै के अणओंु के वग[-माÚय-मूल वेग c1 व c2 हो तो अणुगǓत 
समीकरण से 

एक गसै के ͧलए 2
1 1 1

1
3

PV M N C
    

...(5.23) 

दसूरȣ गसै के ͧलए 2
2 2 2

1
3

PV M N C     ..(5.24) 

समीकरण (5.23) व (5.24) से 
2 2

1 1 1 2 2 2
1 1
3 3

M N C M N C
     

.........(5.25) 

चू ंͩक दोनɉ गसैɅ समान ताप पर हɇ अत: उनकȧ औसत गǓतज ऊजा[ भी समान होगी अथा[त ्
2 2

1 1 2 2
1 1
2 2

m C m C
     

............(5.26) 

समीकरण (5.25) मɅ (5.26)ए का भाग देने पर 
 n1=n2 

अत: ताप, दाब व आयतन कȧ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ समèत गसैɉ मɅ ͪवɮयमान अणुओं कȧ 
संÉया समान होती है । यहȣ आवोĒादो का Ǔनयम है । 
(4) Ēाहम का ͪवसरण Ǔनयम - अणुगǓत समीकरण के अनसुार 

21
2

PV mnc  

21
3

mnPV c
V

    (mn गसै कȧ कुल सहंǓत) 

21
3

mnP dc
V


   

 ( mn d
V

  गसै का घन×व) 

2 3Pc
d

  

3Pc
d


       

…….... (5.28) 

ताप व दाब कȧ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ यǑद दो गसैɉ के वग[ माÚय मूल वेग Đमश: c1
2 

व c1
2 और आपेͯ¢क घन×व d1, व d2 हो तो  

1
1

3pc
d

       ............(5.29) 
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2
2

3pc
d

       ..........(5.30) 

समीकरण (5.29) मɅ (5.30) का भाग देने पर 

1

2 1 2

3 3/C p p
c d d

  

21 2

2 1

C d
c d

       ..............(531) 

चू ंͩक ͩकसी संरĢ ͨझãलȣ से गसै के अणओंु कȧ ͪवसरण कȧ दर अणुओं के वेग के 
अनĐुमानपुाती होती है । अत: 

1 1

2 2

C r
c r


      

...........(5.32) 

यहा ँr1 व r2 गसैɉ कȧ Đमश: ͪवसरण गǓतया ँहै । समीकरण (5.31) व (5.32) से 

1 2

2 1

r d
r d


      
.........(5.33) 

अत: दाब व ताप कȧ समान पǐरिèथǓतयɉ मɅ गसैɉ के ͪवसरण कȧ गǓत उसके आपेͯ¢क 
घन×व के वग[मूल के åय×ुĐमानपुाती होती है । यहȣ Ēाहम का ͪवसरण Ǔनयम है । 

(5) गǓतज ऊजा[ और ताप (Kinetic energy and Temperature) 
चू ंͩक आिÖवक वेग ताप बढ़ने पर बढ़ता है तो अण ुकȧ गǓतज ऊजा[ भी बढ़ 
जाती है । गसै के अणुगǓत समीकरण के अनसुार  

21
3

PV mc  

2 . .
3

PV K E  

या 
3. .
2

K E PV  

आदश[ गसै समीकरण के अनसुार 
3. .
2

K E nRT ……. (5.34) 

यǑद गसै के मोलो कȧ संÉया (n) एक हो तो 
3. .
2

K E RT
       

…….. (5.35) 

अत: K.E.aT 
अथा[त ्ͩकसी आदश[ गसै के एक मोल कȧ गǓतज ऊजा[ परम ताप के अनĐुमानपुाती होती 
है और उसकȧ ĤकृǓत पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरती है । इसे मैÈसवेल का åयापीकरण भी कहत े
है । 

एक अण ुकȧ औसत गǓतज ऊजा[ 3( . .)
2

K E 
R T
N
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यहा ँN आवोगाġो संÉया है । 

या 
3. .
2

K E kT  

यहȣ k बोãटजमान िèथराकं है । 
बोध Ĥæन 

5. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के ͧलए स×य / अस×य बताइये 
(i) गैसɉ के अणुओं कȧ गǓत पर गुǾ×वाकष[ण का Ĥभाव नगÖय होता है । ( ) 
(ii) गैस के अणुओं कȧ परèपर टÈकर पूण[त: अĤ×याèथ होती है ।   ( ) 
(iii) गैस के अणुओं कȧ गǓतज ऊजा[, परम ताप के समानुपाती होती है ।  ( ) 
(iv) अणुओं के संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर उनके ɮवारा लगाए गए दाब के बराबर 
 होती है ।        ( ) 
6. गैसɉ का अणुगǓत समीकरण ͧलͨखए । 
 …………………………………………………… 
7. एक मोल गैस के 'ͧलए इसकȧ गǓतज ऊजा[, गैस िèथरांक व परम ताप मɅ 
 सàबÛध, सूğ ɮवारा दȣिजये । 
 ………………………………………………………… 
नोट : आप अपने उ×तरɉ कȧ जाँच इस इकाई के भाग 5.14 मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से 
ͧमलान कर करɅ । 

गǓतज ऊजा[ कȧ अवधारणा को आप Ǔनàन आंͩकक Ĥæन के उदाहरण से भलȣ भांǓत 
समझ पाएगɅ उदाहरण 5.1 1270C पर 1 मोल नाइĚोजन गसै कȧ गǓतज ऊजा[ 
पǐरकͧलत कȧिजए । 

हल: 3. .
2

K E nRT  

n=1 
R=8.314X107 अग[ ĤǓत ͫडĒी ĤǓत मोल 
T=273+127=400K 
R, T व, n के मानɉ को समीकरण मɅ रखने पर 

73. . 1 8.314 10 400
2

K E X X X X  

=4.9884 X 1011 अग[ 
= 4.9884 X 104 जूल    ( 107 अग[=1 जूल)  

5.5 आिÖवक वेगɉ का ͪवतरण (Distribution of molecular velocities)  
अब तक दȣ गयी जानकारȣ से आप समझ गए हɉगे ͩक गसै के सभी अण ु

समान वेग से गǓत नहȣ ंकरत ेहɇ । अणओंु कȧ परèपर तथा पाğ कȧ दȣवारɉ पर टÈकर 
के पǐरणामèवǾप इनमɅ संवेग का ͪवǓनमय होता है अथा[त ् कुछ अणओंु का वेग बढ़ 
जाता है और कुछ का घट जाता है । अत: सभी अण ुͧभÛन-ͧभÛन वेगɉ से गमन करने 
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लगत ेहɇ और उनकȧ गǓतज ऊजा[ऐ भी पǐरवǓत[त हो जाती हɇ । अणुओं के मÚय वेगɉ के 
ͪवतरण को समझाने के ͧलए ĤाǓयकता ͧसƨाÛत का उपयोग करत े हु ए सव[Ĥथम जे.सी. 
मैÈसवेल (J.C. Maxwell) ने सन ् 1860 मɅ एक Ǔनयम Ǒदया िजसे आिÖवक वेगɉ के 
ͪवतरण का Ǔनयम (Law of distribution of molecular velocities) कहत े हɇ । इस 
Ǔनयम के अनसुार गसै के अण ुͩकसी भी Ǒदशा मɅ, शूÛय से लेकर अनÛत तक ͩकसी भी 
वेग से गमन कर सकते हɇ । यह गͨणतीय Ǿप से Ǔनàन Ĥकार से åयÈत ͩकया जाता है– 

2
3/2

/2 21 4
2

mc RTdn M e C
n dc RT




   
     ………(5.36)

 

यहा ँ n = अणुओं कȧ कुल संÉया  
c = अणुओं का वेग 
dc = वेग मɅ अãप पǐरवत[न 
dn
n

 अणओंु का ͧभÛन िजनका वेग c और c+dc के मÚय हो 

M= गसै का अणभुार 
R = गसै िèथरांक 
T = परम ताप 
e= ĤाकृǓतक लॉगरेçम का आधार 

मैÈसवेल Ǔनयम को सरलतापवू[क आलेख (ͬचğ 5.4) ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा 
सकता है । आलेख मɅ अणुओं का अशं िजनका वेग C और (C+dc) के मÚय होता है को 
कोǑट (y-अ¢ पर तथा वेग को भुजा¢ (X-अ¢) पर ǓनǾͪपत करत ेहɇ । ͬचğ (5.4) मɅ 
आिÖवक वेगɉ का ͪवतरण तीन अलग-अलग ताप Đमश T1T2 व T3 (T3>T2>T1) पर 
दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 5.4: आिÖवक वेगɉ का ͪवतरण 

िèथर ताप पर ĤाÜत इन वĐɉ कȧ सहायता से Ǔनàनͧलͨखत Ǔनçकष[ Ǔनकालत ेहɇ :- 
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(i) बहु त कम अथवा बहुत अͬधक वेग वाले अणुओं का अशं बहु त कम होता है ।  
(ii) लगभग शूÛय वेग वाले अणुओं का अशं भी बहु त कम होता है । जसेै-जैसे वेग का मान 

बढता है तो उन अणुओं के अशं का मान भी बढ़ता जाता है तथा अͬधकतम मान को ĤाÜत 
करने के बाद ͩफर तेजी से कम होने लगता है और वेग के अͬधक मान के ͧलए यह अंश 
लगभग शूÛय हो जाता है । 

(iii) ͩकसी ताप पर अͬधकाशं अणओंु का जो वेग होता है उसे ĤाǓयकता वेग (most probable 
velocity) कहत ेहै । इस वेग को वĐ मɅ उिÍचçठ ɮवारा इĤत ͩकया जाता है । 

(iv) उिÍचçठ के समीप वĐ असमͧमत होता है । अत: अणओंु का ĤाǓयकता वेग, औसत वेग 
(average velocityZ) से ͧभÛन होता है । 

(v) यǑद तीन ͧभÛन तापɉ T1,T2 व T3 पर ͪवतरण वĐɉ कȧ तलुना करɅ तो हम यह देखत ेहɇ ͩक 
अणुओं के ĤाǓयकता वेग के मान मɅ वृͪ ƨ होती है याǓन 

α< α’< α” 
ताप बढ़ने के साथ-साथ ͪवतरण वĐ दाँयी और ͪवèथाͪपत हो जाते हɇ तथा वĐɉ कȧ 

ऊँचाई कम हो जाती है अथा[त ्अणओंु का अशं जो ͪवͧभÛन वेगɉ से गǓत करता है, उनके वेगɉ मɅ 
अÛतर कम हो जाएगा । वĐ का चौड़ा होना यह दशा[ता है ͩक उÍच ताप पर Ïयादातर अणुओं 
का वेग सामाÛय से अͬधक हो जाता है । इसे हम आलेख मɅ ǒबÛद ुPl के संगत वेग पर ͪवचार 
कर समझ सकते हɇ । इस वेग के संगत अणओंु का अंश ͬचğानसुार T1 ताप पर SA, T2 ताप पर 
SB तथा T3 ताप पर SCp है । तीनɉ अंशɉ कȧ तुलना करने पर हम यह पाते हɇ ͩक अͬधक ताप 
पर अͬधक वेग रखने वाले अणुओं का अंश भी बढ जाता है । 

5.6 आिÖवक वेगɉ के Ĥकार (Types of molecular velocities)  
आिÖवक वेग तीन Ĥकार के होते हɇ - वग[ माÚय मूल वेग, औसत वेग और ĤाǓयकतम 
वेग । इन आिÖवक वेगɉ कȧ गणना मैÈसवेल Ǔनयम कȧ सहायता से कर सकते है । 

5.6.1 वग[ माÚय मूल वेग (Root mean square velocity) 

गसै के समèत अणुओं के वेगɉ के वगȾ के औसत का वग[मूल, वग[ माÚय मलू वेग 
कहलाता है । यǑद गसै के n अणुओं का वेग Đमश: c1,c2,c3,…………..cnZ हो तो 
माÚय मलू वेग c को हम Ǔनàनͧलͨखत सूğ के ɮवारा åयÈत कर सकत ेहɇ – 

2 2 2 2
1 2 3 ........... nc c c cc

n
   

  

इसका पǐरकलन अणुगǓत समीकरण से ͩकया जा सकता है 
21

3
PV mnc  

2 3PVc
mn

  

3 3 1.7PV RT RTc
mn M M

  
    

…….(5.37) 
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3PVc mn
V

  

5.6.2 औसत वेग (Averatge velocity) 

यǑद समèत अणुओं के वेगɉ के योगफल मɅ अणओंु कȧ कुल संÉया का भाग दे Ǒदया 
जाय तो औसत वेग Ǔनकाला जा सकता है । 

1 2 3 ........... n
c

c c c c
n

    
      ………..(5.38) 

इसका मान £ात करने के ͧलए c dn को 0 से  तक कȧ सीमा मɅ समाकलन कर 
ĤाÜत पǐरणाम मɅ n का भाग दे Ǒदया जाता है । 

0

1
c c

n
   dn 

0

dnc
n


         …….;..(5.39) 

समीकरण (5.39) मɅ 
dn
n

 का मान समीकरण (5.36)ए से रखने पर 

3/2

0
4

2c
M
RT


    

 
2 /2 3mc RTe C dc  

3/2
3

0
4

2c
M C
RT




    
  

2 /2mc RTe dc
    ………(5.40) 

उपरोÈत समीकरण मɅ 
2
M
RT

 
 
 

 के èथान पर a रखने पर 

3/2
3

0
4c

a C


    
    

2ace dc  

3/2

2

14
2c

a X
a




    
       

 …………(5.41) 

समीकरण (5.41) मɅ a का मान रखने पर  

c


3/2

4
2
M
RT

  
 
  2

1

2
2
M
RT

 
 
 

 

8 1.6c
RT RT
M M

 
     

 ………..(5.42) 

8 8
c

PV P
M D 
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5.6.3 ĤाǓयकता वेग (Most probable velocity) 

ͩकसी गसै के अͬधकांश अणुओं का वेग ĤाǓयकतम वेग a कहलाता है । इसकȧ गणना 
समीकरण (5.36) को cp के सापे¢ अवकलन कर उिÍचçठ व Ǔनिàनçठ का ĤǓतबÛध लगाकर, 
ĤाÜत पǐरणाम को शÛूय के बराबर रख कर कȧ जाती है । 

2
3/2

/2 21 4
2

Mc RTdn M e c
n dc RT




   
 

 

या 
2 2

3/2
/2 2 /2 2 24 2 0

2 2
Mc RT Mc RTM Mcce c e c

RT RT



               

 

या c 
2 /2Mc RTe  

2

2 0Mc
RT

 
  

 
 

उपयु [Èत समीकरण मɅ c, a के बराबर होगा । चूँͩक Ĥथम c 
2 /2Mc RTe  का मान शÛूय 

नहȣ ंहो सकता अत:  
2

2 Mc
RT

 =0 

2 2RTc
M

  

2 1.4RT RTc a
M M

    

2 2PV Pc a
M d

    

5.6.4 वग[ माÚय मलू वेग, औसत वेग और ĤाǓयकता वेग मɅ सàबÛध (Relation between 
Root mean square, Average and Most Probable Velocities) 

समीकरण (5.37), (5.42) व (5.43) से 

C:C :a=
3 8 2: :RT RT RT
M M M

 

8 21: :
3 3.14 3X


     

………….(5.44) 

=1:0.921:0.816 
a=0.816C      ………..(5.45) 

c
 =0.921C        …….(5.46) 

वग[ माÚय मलू वेग के सूğ मɅ यǑद इS का मान रखɅ तो Ǔनàनͧलͨखत सरल सूğ ĤाÜत 
होगा िजसमɅ ताप व अणभुार का मान £ात होने पर वेग पǐरकͧलत ͩकया जा सकता है। 

3RTC
M
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(i) CGS माğक मɅ 

73 8.314 10X X XTc
M

    (R =8.314 X 107 अग[ĤǓत ͫडĒी ĤǓत मोल) 

C=1.579X104 T
M

सेमी ĤǓत सेकÖड 

(ii) SI माğक मɅ  
3 8.314X XTc

M
  =4.994 T

M
 मीटर ĤǓत सेकÖड   ...(5.48) 

Ǔनàन उदाहरण से आप गसै के अणओंु कȧ वग[ माÚय मूल, औसत और ĤाǓयकता वेग कȧ गणना 
करना सीख पायेगɅ। 
उदाहरण 5.2 270C पर ऑÈसीजन गसै के अणुओं के वग[ माÚय मूल, औसत और ĤाǓयकता 
वेगो कȧ गणना कȧिजये। 

हल ऑÈसीजन के ͧलए M=32,T=273+27=300K 

वग[ माÚय मूल वेग C=1.58X104 T
M

  

=1.58 X104 300
32

 

=1.58X104X3.0618 
=4.837X104CM/SEC 

औसत वेग C =0.921XC 
0.921X104 cm/sec 

ĤाǓयकता वेग a=0.816 x c 
0.816 x 4.837 x 104 
2.498x10cm/sm 

उदाहरण 5.3 ͩकस ताप पर मेथेन का ĤाǓयकता वेग एथेन के 27०cp ताप पर वग[ माÚय मलू 
वेग के बराबर होगा? 

हल:  
एथेन का अणभुार (M)= 30 
मेथेन का अणभुार (M)= 16 

हल: 27०Cp ताप पर एथेन का वग[ माÚय मूल वेग  
3RT
M

= 3 300
30

RX  (T=27+273=300K) 

30R  
ताप T पर मेथेन का ĤाǓयकतम वेग 

2RT
m

  
2
16
RT
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Ĥæननसुार 

30R
2
16
RT

  

30R=
2
16
RT

 

30 16 240
2
XT K   

उदाहरण 5.4 ͩकस ताप पर SO2 के वग[ माÚय मलू वेग का मान O2 के 27OCD ताप 
पर ĤाǓयकतम वेग के बराबर होगा? 
हल: O2 का 27०Cp ताप पर ĤाǓयकता वेग = 

2 2 300
32

RT RX
M

   (T=27+273=300K) 

SO2 का वग[ माÚय मलू वेग = 3 3
64

RT RT
M

   

2 300
32

RX


3
64
RT  

T=
2 300 64

32 3
X X

X = 400K 
 

बोध Ĥæन 
8. आिÖवक वेगɉ के ͪवतरण का Ǔनयम ͩकसने Ǒदया?  
9. अͬधकांशतः अणुओं ɮवारा रखने वाले वेग को Èया कहते है?  
10. आिÖवक वेगɉ के ͪवतरण का वĐ उिÍचçठ के समीप कैसा होता है?  
11. औसत वेग पǐरभाͪषत कȧिजये ।  
12. Ǔनàनͧलͨखत मɅ सàबÛध सूğ बताइये । 
 (क) वग[ माÚय मूल व औसत वेग  
 (ख) वग[ माÚय मूल व ĤाǓयकतम वेग  
नोट:- आप अपने उ×तरɉ कȧ जाँच इस इकाई के भाग 5.14 मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से 
ͧमलान कर करɅ । 

5.7 मैÈसवेल के वेग ͪवतरण Ǔनयम का Ĥायोͬगक स×यापन 
(Experimental verification of Maxwell law of distribution of 

molecular velocities) 
मैÈसवेल के वेग ͪवतरण Ǔनयम का Ĥायोͬगक स×यापन Ǔनàन Ĥ×य¢ ͪवͬधयɉ से ͩकया 

जा चुका है -  
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(1) लेमट[ वेग ͪवͬध (Lammert Velocity method) 
(2) èटन[ ͪवͬध (Streem methods) 
(3) जाट[मेन एवम ्को ͪवͬध (Zartman and ko method) 

यहा लेमट[ वेग ͪवͬध मɅ ĤयÈुत उपकरण ͬचğ (5.5) मɅ दशा[या गया है । 

 
ͬचğ 5.5 आिÖवक वेगɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण 

इस उपकरण मɅ दो Ǔछġदार Üलेटे A व B एक Ǔनिæचत दरूȣ pL पर एक घमूते हु ए 
शाÝट से जुडी रहती है । इसमɅ एक भ͠ी होती है िजससे Ǔनिæचत ताप पर अणुओं का पÏुज ĤाÜत 
होता है जो समातरकारȣ रेखाǓछġ मɅ गजुरकर Ǔनवा[Ǔतत क¢ मɅ से होती हु ई वेग संसचूक कȧ ओर 
जाती है । दोनɉ Üलेटɉ के Ǔछġɉ का समायोजन इस Ĥकार ͩकया जाता है ͩक ͩकसी Ǔनिæचत वेग 
वाले अण ुहȣ ससंूचक तक पहु ँचत ेहɇ । दोनɉ Üलेटɉ को जोड़ने वाले शाÝट को ͪवͧभÛन गǓत से 
घमुाया जाता है और ͧभÛन-ͧभÛन वेगɉ के ͧलए संसचूक मɅ पहु ँचने वाले अणओंु कȧ संÉया इĤत 
कर लȣ जाती है । अब अणुओं कȧ संÉया और उसके अनǾुप वेगɉ मɅ Ēाफ खीचंने पर ĤाÜत वĐ 
आिÖवक वेगɉ के सैƨािÛतक Ǿप से ĤयÈुत वेगɉ के मैÈसवेल ͪवतरण वĐɉ के समान ĤाÜत होते हɇ 
। इससे Ǔनयम का स×यापन होता है ।  

5.8 संघ͠ åयास (Collision diameter) 
ͩकसी गसै के दो अण ुजब एक दसूरे के नजदȣक आते हɇ तो एक िèथǓत ऐसी आती है 

िजससे और अͬधक नजदȣक आने पर ĤǓतकष[ण बल अͬधक Ĥभावी हो जाता है । इस दरूȣ को 
Ǔनकटतम उपगमन कȧ दरूȣ (distance of closest approach) कहत ेहɇ । इसके फलèवǾप गसै के 
दो अणओंु के मÚय संघ͠ मɅ भौǓतक सàपक[  नहȣ ंहोता है । इस पǐरिèथǓत मɅ अणओंु मɅ आकष[ण 
व ĤǓतकष[ण बल बराबर हो जाते हɇ । अत: संघ͠ के समय अणुओं के केÛġɉ के बीच कȧ Ûयनूतम 
दरूȣ को संघ͠ åयास कहत ेहɇ । इसे ͧसÊमा ( Z) से åयÈत करते हɇ । 
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ͬचğ 5.6 दो अणुओं कȧ टÈकर मɅ संघ͠ åयास 

उदाहरणाथ[-1 वायमुÖडलȣय दाब व 298K पर हाइĜोजन के ͧलए संघ͠ åयास 2.73A० है । 

5.9 संघ͠ संÉया (Collision numberS)  
ͩकसी गसै कȧ Ǔनिæचत माğा मɅ Ǒदये गये ताप व दाब पर एकल अणुओं से इकाई समय 

और इकाई आयतन मɅ टÈकरɉ कȧ संÉया को संघ͠ संÉया कहत ेहɇ । अणुगǓत के ͧसƨाÛत के 
आधार पर गसै के अणुओं कȧ संÉया िजनसे एकल अण ु इकाई समय मɅ टकराता है, 

2 22 c p  rS के बराबर होती है । यहा ँ c
 rp औसत वेग p संÉया घन×व अथा[त ्इकाई आयतन 

मɅ अणुओं कȧ संÉया है ।  

अत: 2 2
1

1 2
2 cz p  ………(5.49) 

इस Ĥकार इकाई समय, इकाई आयतन मɅ संघ͠ वाले अणओंु कȧ कुल संÉया 
2 22 c p   होगी । चू ंͩक Ĥ×येक टÈकर मɅ दो अण ुभाग लेते हɇ अत: समान अणओंु मɅ इकाई 

समय व इकाई आयतन मɅ होने वाले टÈकरɉ कȧ संÉया 

 2 2
11

1 2
2 cz p  ………….(5.49) 

यहा ँZ11 गसै कȧ संघ͠ आवǓृत (Collision frequency) है । 
यǑद यह टÈकर दो अलग Ĥकार के अणओंु मɅ हो तो संघ͠ आवǓृत  

2
12

1 1 2
2 cz p p   

यहा ँp1 और p2 Đमश: पहले व दसूरे Ĥकार के अणुओं का संÉया घन×व है । 

5.10 माÚय मुÈत पथ (Mean free path)  
जैसा ͩक आप समझ गए है ͩक गसै के अण ुहर सàभव Ǒदशाओं मɅ ͪवͧभÛन वेगɉ से 

गǓत करते हु ए परèपर अथवा पाğ कȧ दȣवारɉ से टकराते हɇ िजससे उनकȧ गǓत और Ǒदशा बदलती 
रहती है । टÈकर के पवू[ अणुओं ɮवारा तय कȧ गयी दरूȣ (d1,d2……) ͧभÛन-ͧभÛन होती है (ͬचğ 
5.7) अत: दो Đमागत टÈकरɉ के मÚय अण ुɮवारा तय कȧ गयी औसत दरूȣ को माÚय मुÈत पथ 
(maens free path) कहत ेहɇ । इसे   से åयÈत करते हɇ 
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ͬचğ 5.7 : माÚय मुÈत पथ का Ĥदश[न 

2

1
2II P

  

यहा ँ   माÚय यÈुत पथ 
 संघ͠ åयास  
P= ĤǓत घन सेमी मɅ अणुओं कȧ संÉया है । 
  के मान मान Ĥाय: 10-6 या 10-5 सेमी कȧ कोǑट के होत ेहɇ । माÚय मुÈत 

पथ पर गसै कȧ æयानता कȧ Ǔनभ[रता Ǔनàनͧलͨखत सàबÛध ɮवारा åयÈत कȧ जाती है – 
3

Pd
 ……(5.51) 

यहा ँ = गसै का æयानता गणुाकं 
 P=गसै का दाब 
d= गसै का घन×व 
 =माÚय मुÈता पथ है । 

बोध Ĥæन 
13. माÚय मुÈत पथ ͩकसे कहते हɇ? 
 ……………………………………………  
14. ͩकसी गैस के समान अणुओं कȧ संघ͠ आवृ Ǔत को सूğ ɮवारा दशा[इये । 
 ………………………………………………  
15. संघ͠ åयास ͩकसे कहते हɇ? 
 …………………………………………………  
नोट : आप अपने उ×तरɉ कȧ जाँच इस इकाई के भाग 5.14 मɅ Ǒदये गये उ×तरɉ से 
ͧमलान कर करɅ । 

5.11 सारांश (Summary)  
 ġåय कȧ तीन अवèथाएँ होती है - ठोस, ġव और गसै । 
 गसैीय अवèथा मɅ अणुओं के मÚय आकष[ण बल, ठोस और ġव अवèथा कȧ तलुना मɅ 

कम होता है । 
 गसैɉ का अãप 'घन×व और उÍच संपीɬयता होती है । 
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 आदश[ गसै ताप व दाब कȧ हर पǐरिèथǓत मɅ गसै Ǔनयमɉ - बॉयल, चाãस[ Ēाहम ͪवसरण 

व आवोगाġो के Ǔनयम का पालन करती है । 
 वाèतͪवक गसैɅ Ǔनàन दाब और उÍच ताप पर हȣ गसै के Ǔनयमɉ का पालन करती है 

तथा आदश[ गसै का åयवहार दशा[ती है । 
 गसैɉ कȧ चार मापीय ͪवशेषताओं-दाब, ताप, आयतन और मोलɉ कȧ संÉया मɅ åयिु×पत 

सàबÛध को सामाÛय गसै समीकरण कहते है । 
 गसैɉ का अणुगǓत ͧसƨाÛत, गसैɉ के Ǔनयमɉ कȧ सैƨािÛतक आधार देता है । 
 गसै के अणुओं के वेग कȧ परास शूÛय से अनÛत तक होती है । इन आिÖवक वेगɉ का 

ͪवतरण का Ǔनयम मैÈसवेल ने Ǒदया । 
 गसैɉ के आिÖवक वेगɉ के तीन Ĥकार होत े है - वग[ माÚय मूल वेग, औसत वेग और 

ĤाǓयकता वेग  

5.12 शÞदावलȣ (Glossary) 
घन×व density 

संपीɬयता compressibility 

समांग homogenous 

नगÖय negligible 

लàबवत ् perpendicular 

संवेग momentum 

ͪवसरण गǓत rate of diffusion 

असमͧमत msymmetricp 
उिÍचçठ maxima 

Ǔनिàनçठ minima 

समाÛतरकारȣ रेखाǓछġ collimating slit 

संसचूक detector 
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5.14 बोध Ĥæनɉ के उ×तर  
1. (i)अãप, उÍच (ii) नगÖय (iii) Ǔनàन, उÍच 

(iv)आदश[ गसैɅ (v) घन×व 
2. (i)X (ii)  (iii)  (iv) X 
3. PV=nRT  
4. 8.314 Joule k-1 mol-1 

5. स×य (ii) अस×य (iii) स×य (iv) अस×य  

6. PV= 21
3

mnc p 

7. 1. .
3

K E RT  

8. मैÈसवेल 
9. ĤाǓयकता वेग 
10. असमͧमत 
11. ͩ कसी गसै के समèत अणओंु के वेग के औसत को औसत वेग कहत ेहै । 

(क) औसत वेग C =0.921 X वग[ माÚय मलू वेग (C) 
(ख) ĤाǓयकता वेग (a) =0.816 x वग[ माÚय मूल वेग (c) 

12. दो Đमागत टÈकरɉ के मÚय अण ुɮवारा तय कȧ गयी औसत दरूȣ को माÚय मुÈत पथ कहत े
है । 

13.  2
11

1 2
2 cz p   

14. संघ͠ के समय अणओंु के केÛġɉ के बीच कȧ दरूȣ को संघ͠ åयास कहत ेहै । 

5.15 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise questions) 
1. आदश[ गसै समीकरण से आप Èया समझते हɇ ' n मोल गसै के ͧलए आदश[ गसै समीकरण 

ͧलͨखए । 
2. गसै Ǔनयतांक R कȧ ͪवमा SI माğक मɅ Èया होगी? 
3. आदश[ गसै और वाèतͪवक गसै से Èया अͧभĤाय है? समझाइये । 
4. गसै के अणुगǓत ͧसƨाÛत के Ĥमुख अͧभगहृȣत ͧलͨखए तथा इनकȧ वɮैयता समझाइये । 
5. गसै के अणगुǓत समीकरण को åयिु×पतं कȧिजए तथा दशा[इये ͩक एक मोल गसै कȧ गǓतज 

ऊजा[ 
3
2

RT  होती है । 

6. गसै के अणुगǓत समीकरण कȧ सहायता से बॉयल का Ǔनयम, चाãस[ का Ǔनयम और 
आवोगाġो Ǔनयम को Ǔनगͧमत कȧिजए । 
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7. मैÈसवेल के आिÖवक वेगɉ के ͪवतरण Ǔनयम कȧ åयाÉया कȧिजए तथा आिÖवक वेग पर ताप 

के Ĥभाव कȧ ͪववेचना कȧिजए । इस Ǔनयम का Ĥायोͬगक स×यापन कैसे ͩकया जाता है । 
8. ĤाǓयकता वेग, वग[ माÚय मलू वेग और औसत वेग को पǐरभाͪषत कȧिजए तथा इनके मÚय 

सàबÛध èथाͪपत कȧिजए । 
9. Ǔनàनͧलͨखत पर संͯ¢Üत ǑटÜपणी ͧलͨखए - 

(i) माÚय मुÈत पथ 
(ii) संघ͠ åयास 
(iii) संघ͠ संÉया व संघ͠ आवǓृत 

10. बÛद पाğ मɅ ͩकसी एक मील गसै का दाब p है । यǑद इस पाğ मɅ गसै के एक मोल और 
ͧमला Ǒदया जाय तो इसके दाब पर Èया Ĥभाव पड़ेगा । 

11. NTP पर O2 अणुओं को वग[ माÚय मूल वेग पǐरकͧलत कȧिजए । 
हल सकेंत NTP पर O2 का वग[ माÚय मूल वेग  

3RT
M

  

3 8.314 273
32

X X


  
 [उ×तर 46.12 X 103 CM/SEC] 

12. ͩ कस ताप पर SO2 का वग[ माÚय मलू वेग का मान 02 के 300Kr पर ĤाǓयकता वेग के 
बराबर होगा ? 

हल सकेंत: 
02

2RT
M

 
02

3RT
M

    [उ×तर 400K] 

13. 250C पर 1 मोल ऑÈसीजन गसै कȧ गǓतज ऊजा[ का मान SI माğक मɅ £ात कȧिजए । 

हल सकेंत: 
3. .
2

K E nRT   
     (उ×तर 3718.22J] 

14. उस ताप (OC) का पǐरकलन कȧिजए िजस पर CO2 के अणुओं का वग[ माÚय मलू वेग, O2 
के अणुओं के 47OCD पर वग[ माÚय मलू वेग के बराबर होगा? 

(उ×तर 167०C) 
15. नाइĜोजन गसै के 250Cp और 75 सेमी दाब पर वग[ माÚय मूल वेग कȧ गणना कȧिजए  

हल सकेंत: 27576 22400
273 298

XVX
  

3PVC
M

      (उ×तर 5.153X104 pcm/sec)  
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इकाई - 6 
गैसीय अवèथा-भाग 11 (वाèतͪवक गसैɅ) 

GASEOUS STATE-PART II (REAL GASES) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
6.0 उƧेæय 
6.1 Ĥèतावना 
6.2 गसैɉ का आदश[ åयवहार से ͪवचलन 

6.2.1 आदश[ åयवहार से ͪवचलन पर ताप का Ĥभाव  
6.2.2 चाãस[ अथवा गलैूसक Ǔनयम से ͪवचलन  
6.2.3 आवोगाġो Ǔनयम से ͪवचलन 
6.2.4  आदश[ आचरण से ͪवचलन के कारण  

6.3 वाÛदर वाãस समीकरण 
6.4 वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा आदश[ åयवहार से ͪवचलन कȧ åयाÉया  
6.5 ĐािÛतक पǐरघटना 

6.5.1 ĐािÛतक िèथरांकɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण  
6.6 वाèतͪवक गसैɉ के PV समतापी वĐ 
6.7 अवèथा का सात×य 
6.8  वाÛडर वाãस समीकरण के समतापी वĐ 
6.9  ĐािÛतक िèथरांकɉ कȧ गणना 
6.10 वाÛडर वाãस िèथरांकɉ कȧ गणना 
6.11 वाÛडर वाãस समीकरण कȧ सीमाएँ 
6.12 समानीत अवèथा समीकरण तथा संगत अवèथाओं का Ǔनयम  
6.13 गसैɉ का ġवण 
6.14 साराशं 
6.15 शÞदावलȣ 
6.16 संदभ[ ĒÛथ 
6.17 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
6.18 अßयासाथ[ Ĥæन 

6.0 उƧेæय (Objectives) 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप Ǔनàन ǒबÛदओंु को समझ पाएँगे- 

1. वाèतͪवक गसैɉ का आदश[ åयवहार से ͪवचलन तथा इसके कारण । 
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2. गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के दो अͧभगहृȣतɉ मɅ सुधार कȧ आवæयकता, आदश[ गसै समीकरण 

मɅ आयतन व दाब संशोधन ɮवारा वाÛडर वाãस समीकरण कȧ åयिु×पत तथा इसके अनसुार 
आदश[ åयवहार से ͪवचलन कȧ åयाÉया । 

3. वाÛडर वाãस समीकरण और बॉयल ताप मɅ सàबÛध । 
4. ĐािÛतक अवèथा तथा ĐािÛतक िèथराकंɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण 
5. वाèतͪवक गसैɉ के समतापी P-V वĐɉ ɮवारा अवèथा सात×य एवम ्वाÛडर वाãस समीकरण 

के P-V समतापी वĐɉ से तुलना । 
6. ĐािÛतक िèथराकंɉ तथा वाÛडर वाãस िèथराकंɉ कȧ गणना एवम ्वाÛडर वाãस समीकरण कȧ 

सीमाएँ । 
7. संगत अवèथाओं का Ǔनयम 
8. गसैɉ का ġवण । 

6.1 Ĥèतावना (Introduction) 
आप पवू[ अÚयाय मɅ यह पढ़ चुके हɇ ͩक आदश[ गसै समीकरण PV=nRT का पणू[ Ǿप 

से पालन करने वालȣ गसै आदश[ गसै कहलाती हɇ । बॉयल के Ǔनयमानसुार िèथर ताप पर गसै 
का दाब दगुनुा अथवा चौगनुा करने पर आयतन आधा अथवा एक-चौथाई रह जाना चाǑहए और 
इसी Ĥकार गसै का दाब बढ़ात ेरहने पर एक ऐसी अवèथा आनी चाǑहए जब गसै का आयतन 
शूÛय हो जाए लेͩकन वाèतव मɅ ऐसा नहȣ ंहोता है । गसै का दाब बढ़ाने पर आयतन कम होता 
तो है लेͩकन साथ हȣ इसका घन×व बढ़ जाता है िजसके फलèवǾप गसै कȧ संपीɬयता 
(Compressibility) घटती जाती है । अत: उÍच दाब पर गसै का åयवहार, आदश[ गसै åयवहार 
से ͪवचͧलत हो जाता है । 

इसी Ĥकार चाãस[ और गलैूसक के Ǔनयमानसुार िèथर दाब पर ͩकसी गसै का आयतन, 
ताप कम करने पर कम होना चाǑहए । इसी घटत ेĐम मɅ एक ऐसी अवèथा आनी चाǑहए ͩक -
273०Cp ताप पर गसै का आयतन शÛूय रह जाय लेͩकन वाèतव मɅ ऐसा नहȣ ंहोता है । अत: 
Ǔनàन ताप पर भी गसैɉ का åयवहार, आदश[ गसै åयवहार से ͪवचͧलत हो जाता है । 

रेÊनोãट (Regnault), एÖĜयजू (AndrewsD), एमेगेट (Amagat) आǑद ने गसैɉ' के 
åयवहार का अÚययन दाब व ताप के दȣघ[ पǐरसर मɅ ͩकया तथा पाया ͩक कोई भी गसै पणू[ Ǿपेण 
आदश[ नहȣ ंहोती 

6.2 गैसɉ का आदश[ åयवहार से ͪवचलन (Deviations of gases from 

Ideal behaviour)  
ͩकसी गसै के आदश[ åयवहार के ͪवचलन को संपीɬयता गणुांक (Compressibility 
Factor), Z कȧ सहायता से आसानी से समझाया जा सकता है । 

एक मोल गसै के ͧलए आदश[ गसै समीकरण  
PiVi=RT      ... (6.1) 
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संपीɬयता गणुांक Z को Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत करते है 

( ) i i

PV PV PVZ
PV PV RT

    

अत: ͩकसी आदश[ गसै के ͧलए संपीɬयता गणुांक सदैव इकाई होना चाǑहए । सन ्1818 
मɅ ऐमेगट ɮवारा िèथर ताप पर कुछ गसैɉ के ͧलए संपीɬयता गणुांक व दाब के मÚय 
Ēाफ आलेͨखत ͩकए गए (ͬचğ 6.1) । 

PVZ
nRT

 (n मोल गसै के ͧलए) 

 
ͬचğ 6.1. वाèतͪवक गसैɉ का आदश[ åयवहार से ͪवचलन । 

उपरोÈत ͬचğ के ɮवारा Ǔनàनͧलͨखत Ĥे¢ण ĤाÜत होते है - 
(i) आदश[ गसै के ͧलए आलेख को ǒबडͩकत रेखा ɮवारा दशा[या गया है । यह रेखा दाब अ¢ 

के समानाÛतर होती है अथा[त ्आदश[ गसै के ͧलए सभी दाबɉ पर Z का मान इकाई 
(Z=1) होगा । 

(ii) हाइĜोजन व हȣͧलयम गसैɉ के ͧलए सभी दावɉ पर Z का मान इकाई से अͬधक होता है 
(Z>1) अथा[त ्इनकȧ संपीɬयता आदश[ गसै से कम होती है । 

(iii) दाब अ×यÛत कम होने पर गसैɉ के संपीɬयता गणुांक Z का मान लगभग इकाई (Z =1) 
आता है अथा[त ्अ×यÛत कम दाब पर सभी गसेै आदश[ गसैɉ के समान åयवहार दशा[ती 
है। 

(iv) उÍच दाबɉ पर गसैɉ के ͧलए Z का मान इकाई से अͬधक (Z>1) आता है अथा[त ्उÍच 
दाब पर गसैɉ कȧ संपीɬयता कम हो जाती है । 

(v) साधारण से कम दाब (moderately low pressure) पर COZ, CH4,NH3 आǑद गसैɉ के 
ͧलए Z का मान इकाई से कम (Z<1) आता है अथा[त ्यह गसैɅ इन पǐरिèथǓतयɉ मɅ 
आदश[ गसै कȧ तलुना मɅ अͬधक संपीɬय होती हɇ । चूँͩक कम दाब पर दȣघ[ परासी 
आकष[ण बल अͬधक Ĥभावी हो जाता है और संपीɬयता कम होने लगती है । दाब बढ़ने 
के साथ-साथ Z का मान कम होता जाता है तथा एक Ǔनिæचत दाब पर Ǔनàनतम होकर 
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दाब के साथ पनु: बढ़ने लगता है और' अब गरैɉ, आदश[ गसै कȧ तुलना मɅ कम 
संपीɬयता दशा[ती हɇ Èयɉͩक इस पǐरिèथǓत मɅ अणुओं के मÚय ĤǓतकषȸ बल अͬधक 
Ĥभावी हो जाता है । 

(vi) CH4 व CO उÍच दाब पर तथा NH3 गसै कम दाब पर आदश[ गसै कȧ तलुना मɅ 
अͬधक ͪवचलन दशा[ती है । 

6.2.1 आदश[ åयवहार से ͪवचलन पर ताप का Ĥभाव 

(Effect of temperature on deviation from ideal behaviour) 

एंमेगेट ने ताप परास l (-700 से 500C तक) मɅ नाइĜोजन गसै के ͧलए 
संपीɬयता गणुांक व दाब मɅ आलेख खींचे जो ͬचğ 6.2 मɅ दशा[ए गए हɇ 

 
ͬचğ 62. 'नाइĚोजन गसै के आदश[ åयवहार से ͪवचलन पर ताप का Ĥभाव । 

उपरोÈत ͬचğ मɅ आप देख सकते है ͩक ताप बढ़ने के साथ-साथ वĐ का नमन (DIP) 
कम होता जाता है तथा यह Ǔनिàनçठ, कम दाब कȧ ओर ͨखसकता जाता है । एक ͪवशेष ताप 
पर यह नमन ǒबÛद ु (यहा ँ 500C पर) संपीɬयता अ¢ पर पहु ँच जाता है । इस ताप पर दाब 
पǐरसर 0 से 100 वायमुÖडलȣय दाब मɅ नाइĚोजन गसै के ͧलए Z का मान लगभग 1 के बराबर 
होता है अथा[त ्नाइĚोजन गसै आदश[ गसै के समान åयवहार दशा[ती है । इस ताप को नाइĚोजन 
का बॉयल ǒबÛद ुअथवा बॉयल ताप कहत ेहɇ ।  

अत: वह ताप िजस पर वाèतͪवक गसै, दाब के सुĤेêय पǐरसर मɅ आदश[ गसै के Ǔनयम 
का पालन करती है बॉयल ताप (Boyle’s temperature) अथवा बॉयल ǒबÛद ुकहलाता है । इसे 
TB से åयÈत करत ेहɇ । अलग-अलग गसैɉ के ͧलए इसका मान अलग-अलग होता है । हाइĜोजन 
और हȣͧलयम गसैɉ के ͧलए बॉयल ताप (TB) का मान Đमश:-1650Cp और -2400Cp है । इस 
Ĥकार गसैɅ कम ताप व अͬधक दाब पर आदश[ आचरण से अͬधक ͪवचलन Ĥदͧश[त करती हɇ । 
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6.2.2 चाãस[ अथवा गैलूसक Ǔनयम से ͪवचलन 

इस Ǔनयम के अनसुार सभी दाबɉ पर गसैɉ के आयतन Ĥसार गणुांक का मान 
1

273.15
 

अथवा 0.00361 होना चाǑहए । एमेगेट ने बताया ͩक यह Ĥे¢ण केवल कम दाब पर ĤाÜत होता 
है और दाब के बढने के साथ साथ ͪवचलन मɅ वृͪ ƨ होती जाती है । 

6.2.3 आवोĒादो Ǔनयम से ͪवचलन 

इस Ǔनयम के अनसुार ͩकसी गसै के एक मोल का आयतन, 273.15K ताप व एक 
वायमुÖडलȣय दाब पर 22.415 लȣटर होता है । Ĥयोगɉ ɮवारा £ात होता है ͩक यह आयतन 
केवल Ǔनàन दाब पर हȣ आता है । सामाÛयतया सरलता से ġͪवत होने वालȣ गसैɅ अͬधक ͪवचलन 
दशा[ती हɇ । इन गसैɉ के सामाÛय ताप व दाब पर मोलर आयतन के मान साǐरणी 6.1 मɅ Ǒदये 
गये है 

साǐरणी 6.1 : गसैɉ के मोलर आयतन व आदश[ गसै से ͪवचलन 
गसै गसैɉ का मोलर आयतन 

(लȣटर) 
ͪवचलन Èवथनांक (K) 

हाइĜोजन 22.425 0.010 20 
नाइĚोजन 22.402 -0.013 77 
ऑÈसीजन 22.394 -0.021 90 
काब[नडाईअÈसÈसाइड 22.264 -0.151 195 
अमोǓनया 22.084 -0.331 240 
मेͬथल Èलोराइड 21.879 -0.545 249 

6.2.4 आदश[ आचरण से ͪवचलन के कारण (Causes of deviations from ideal 
behaviour) 

गसैɉ के आदश[ आचरण से ता×पय[ है ͩक गसैɅ सभी गसै Ǔनयमɉ जैसे बॉयल, चाãस[ आǑद 
Ǔनयमɉ का पालन करɅ ͩकÛत ुवाèतͪवक गसैɉ का आचरण आदश[ गसै के समान नहȣ ंहोता है । 
गसैɉ के अणुगǓत ͧसƨाÛत के आधार पर आदश[ गसैɉ के åयवहार कȧ åयाÉया तो कȧ जा सकती है 
ͩकÛत ु वाèतͪवक गसैɉ के आदश[ आचरण से ͪवचलन को नहȣं समझा जा सकता है । अत: 
अणुगǓत ͧसƨाÛत के अͧभगहृȣत पर पनु: ͪवचार कर आवæयकतानसुार उनमɅ सुधार करना चाǑहए 
। अणुगǓत ͧसƨाÛत कȧ दो अͧभगहृȣतɉ मɅ सुधार ͩकया गया जो Ǔनàन Ĥकार है - 
(1) गसैɉ के अणुओं का आयतन, गसै के कुल आयतन कȧ तलुना मɅ नगÖय होता है । गसैɉ 

के आयतन का अͬधकाशं भाग ǐरÈत होता है िजसमɅ अण ु सभी Ǒदशाओं मɅ 
èवतÛğतापवू[क ͪवचरण करते हɇ । ताप व दाब कȧ सामाÛय िèथǓत मɅ इस अͧभगहृȣत 
को लगभग सहȣ माना जा सकता है Èयɉͩक इस पǐरिèथǓत मɅ गसै के अणओंु का 
आयतन, गसै के कुल आयतन का लगभग 0.014 ĤǓतशत होता है िजसकȧ हम उपे¢ा 
कर सकते हɇ । ͩकÛत ुयǑद गसै का दाब 100 गणुा बढ़ा Ǒदया जाय तो यह 1.4 ĤǓतशत 
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हो जाएगा तथा दाब को 1000 गणुा बढ़ाने पर अणओंु का आयतन 1.4 ĤǓतशत हो 
जाएगा । ऐसी अवèथा मɅ गसै के कुल आयतन कȧ तलुना मɅ गसैɉ के अणओंु के 
आयतन को नगÖय नहȣ ंमाना जा सकता है । इसी कारण उÍच दाब पर गसैɅ आदश[ 
åयवहार से अͬधक ͪवचलन दशा[ती है । 

(2) गसैɉ के अणुओं के मÚय आकष[ण बल नहȣ ंपाया जाता । यह अͧभगहृȣत सामाÛय ताप 
व दाब पर तो सहȣ है परÛत ुकम ताप व अͬधक दाब पर गसै का आयतन कम होने से 
गसै के अण ुएक दसूरे के काफȧ Ǔनकट आ जाते है । ऐसी अवèथा मɅ गसै के अणुओं मɅ 
परèपर आकष[ण बल होना èवाभाͪवक है । इस प¢ को हम Ĥमाͨणत कर सकत ेहɇ । 
यǑद गसैɉ के अणुओं के मÚय आकष[ण बल नहȣ ंहोता तो इनका ġवीकरण करना सàभव 
नहȣ ंहोता । ͩकसी गसै को Ǔनवा[त मɅ Ĥसाǐरत करने पर गसै का ताप कम हो जाता है, 
इसे जूल थॉमसन Ĥभाव (joule Thomson’s effect) कहत ेहɇ । यह Ĥभाव इस Ĥकार 
समझाया जा सकता है ͩक गसैɉ के Ĥसाǐरत होने पर अणओंु को अपने आकष[ण बल के 
ͪवǾƨ काय[ करना पड़ता है । इस काय[ के ͧलए ऊजा[ åयय होती है जो अणुओं के èवय ं
कȧ गǓतज ऊजा[ से ĤाÜत होती है िजससे इनका ताप कम हो जाता है और गसैɉ का 
शीतलन हो जाता है । 
इन कारणɉ से वाèतͪवक गसैɉ का आचरण, आदश[ आचरण से ͪवचͧलत हो जाता है ।  

बोध Ĥæन 
1. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ मɅ सहȣ () अथवा गलत (x) का ͬचÛह कोçठक मɅ 
 लगाइये। 
(i) आदश[ गैस के ͧलए सभी दाबɉ पर संपीɬयता गुणांक का मान इकाई होता है ।  
          (  )  
(ii) हाइĜोजन गैस कȧ संपीɬयता सभी दाबɉ पर आदश[ गैस से अͬधक होती है। (  ) 
(iii) अ×यÛत कम दाब पर अͬधकांश गैसɅ, आदश[ गैसɉ के समान åयवहार दशा[ती है। 
          (   ) 
(iv) ताप व दाब कȧ सामाÛय पǐरिèथǓत मɅ गैस के अणुओं का आयतन, गैस के कुल 
 आयतन का 14 ĤǓतशत होता है ।     (  ) 
(v) Ǔनàन ताप व उÍच दाब पर गैस के अणुओं के मÚय उपिèथत आकष[ण बल को 
 जूल थॉमसन Ĥभाव ɮवारा समझाया जा सकता है ।   (  ) 
2. बॉयल ताप कȧ पǐरभाषा ͧलͨखए  
 .............. ......... .......... ...... 
3. मोल गैस के ͧलए संपीɬयता गुणांक का सूğ ͧलͨखए । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ..... 
नोट: आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 
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6.3 वाÛडर वाãस समीकरण (Vander Waals’ equation) 
सन ् 1873 मɅ वाÛडर वाल ने वाèतͪवक गसैɉ के आदश[ आचरण से ͪवचलन के 

कारणɉ को Úयान मɅ रख कर आदश[ गसै समीकरण PV=nRT मɅ दाब व आयतन से 
सàबिÛधत सशंोधन कर, एक नया समीकरण åयिु×पत ͩकया िजसे वाÛडर वाãस समीकरण 
कहत ेहɇ । ये संशोधन Ǔनàन है । 

(i) आयतन संशोधन (volume correction) 
आदश[ गसै के अणओंु का वाèतͪवक आयतन नगÖय माना गया है अथा[त ्

PVZ=nRT मे V उस आयतन को Ĥदͧश[त करता है जो अणओंु के èवतÛğ Ǿप से ͪवचरण के 
ͧलए उपलÞध है । चू ंͩक वाèतͪवक गसै के अणुओं का आयतन नगÖय नहȣ ंमाना जा सकता 
है अत: इसमɅ गसैɉ के ͪवचरण के ͧलए ǐरÈत èथान V से कुछ कम होगा । यǑद एक मोल 
गसै के अणुओं का आयतन b मान ले और n मोल गसै का कुल आयतन v हो तो अणुओं 
का वाèतͪवक आयतन nb होगा यहा ँb को विज[त आयतन (excluded volume) भी कहते हɇ 
। 
अत: अणुओं के èवतÛğ ͪवचरण अथवा संपीडन के ͧलए उपलÞध आयतन, Vi-V-nb……(6.2) 
यहȣ b ͩकसी गसै के ͧलए अͧभला¢ͨणक िèथरांक है जो अणुओं के आकार पर Ǔनभ[र करता 
है । इसे पǐरकलन ɮवारा दशा[या जा सकता है ͩक यह आयतन अणुओं के वाèतͪवक आयतन 
का चौगनुा होता है । 
विज[त आयतन का पǐरकलन (Calculation of excluded volume) 

यǑद गसै के अणओंु कȧ हम गोलाकार रचना के Ǿप मɅ कãपना करɅ और मान लɅ 
ͩक इनका åयास Z  है । जब दो अण ुगǓत करते हु ए एक दसूरे के समीप आत ेहɇ तो एक 
Ǔनिæचत दरूȣ के बाद ये ओर नजदȣक नहȣ ंआ सकते जैसा ͩक ͬचğ (6.3) मɅ दशा[या गया है 
। एक अण ुɮवारा दसूरे अण ुके चारɉ ओर Z  अƨ[åयास के गोले के बराबर आयतन मɅ 
जाना संभव नहȣ ंहै । ͬचğ मɅ इस अपविज[त आयतन को छायांͩकत भाग ɮवारा Ǒदखाया गया 
है । 

 
ͬचğ 6.3. अणओंु का विज[त आयतन लाइनɉ वाला वतृ 

अणुओं के एक यÊुम के ͧलए विज[त ¢ेğ का आयतन 34
3
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अत: ĤǓत अण ुविज[त आयतन = 31 4
2 3

    
 Z 

34
6


   
......(6.3) 

एक अण ुका वाèतͪवक आयतन 
34

3 2


  
 
 

  

 31 4
4 3

        
... (64) 

अत: समीकरण (6.3) व (6.4) से èपçट है ͩक विज[त आयतन, अण ु के वाèतͪवक 
आयतन से चौगनुा होता है । 
इस Ĥकार विज[त आयतन ĤǓत मोल (b) =4x आवोगाġो सÉंया (N) 

X एक अण ुका वाèतͪवक आयतन Z 

b=4X N X 
4
3

3

2
 
 
 

 ... (6.5) 

समीकरण (6.5) कȧ सहायता से एक मोल अणुओं का विज[त आयतन पǐरकͧलत ͩकया 
जाता है । n मोल अणुओं के ͧलए विज[त आयतन nb होगा । इसका मान समीकरण 
(6.2) मɅ रखकर संशोͬधत आयतन का मान Ǔनकाल ͧलया जाता है । यह सशंोधन 
सव[Ĥथम हन[ (Hirm) ने सच 1865 मɅ ͩकया था । 

(ii) दाब सशंोधन (Pressure correctionZ) 
आदश[ गसै के अणओंु मɅ परèपर- आकष[ण बल नहȣ ंहोता है ͩकÛत ुवाèतͪवक गसैɉ मɅ 

उÍच दाब पर यह आकष[ण बल अͬधक Ĥभावी हो जाता है । यǑद ͩकसी पाğ िजसमɅ गसै हɇ पर 
ͪवचार करɅ तो हम यह देखते हɇ ͩक अण ुहर सàभव Ǒदशा मɅ गǓत कर रहे हɇ । अब हम पाğ के 
मÚय ͩकसी अण ुपर Úयान केिÛġत करे तो £ात होता है ͩक यह चारɉ ओर के अणओंु ɮवारा 

समान आकष[ण बल का अनभुव करता है और ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ काम करने वाले समान बल एक 
दसूरे को Ĥभावहȣन कर देत ेहɇ (ͬचğ 6.4) अत: अण ु

पर पǐरणामी आकष[ण बल (resultant force of 
arrraction) शूÛय हो जाता है । इसी Ĥकार अÛय 
अण ुजो पाğ कȧ दȣवार के Ǔनकट है, अपने पीछे 
उपिèथत ɮवारा कुछ पǐरणामी आकष[ण बल ɮवारा 
आकͪष[त हͪप[ है अणुओं फɇ ऐ अइÛदर कȧ ओर काम 
करने फलèवǾप ये अÛदर कȧ ओर ͨखचंाव का 

अनभुव करते है और उतने वेग से पाğ कȧ दȣवार पर 
नहȣ ंटकरा सकते हɇ िजतने वेग से वह आकष[ण बलɉ 
कȧ अनपुिèथǓत मɅ टकरा सकत ेथे । इसके    ͬचğ 6.4 ͩकसी गसै मɅ ͩकनारे के 

अणुओं के अÛदर कȧ ओर काम 
करने वाले पǐरणामी बल 
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पǐरणामèवǾप वे दȣवारɉ पर कम दाब डालत ेहै और गसै का दाब, आदश[ गसै के दाब कȧ तुलना 
मɅ कम होता है । हन[ ने इस पǐरणामी आÛतǐरक ͨखचंाव का समावेश करने ͧलए गसै के दाब 
(P) मɅ एक ओर पद आÛतǐरक दाब P जोड़ Ǒदया । 

iP P P   ……..(6.6) 

अत: वाèतͪवक गसै का दाब iP P P   
आÛतǐरक दाब (P') का पǐरकलन (Calculation of intrinsic Pressure) 

यह आÛतǐरक दाब मुÉयतया दो कारकɉ पर Ǔनभ[र करता है - 
(i) इकाई आयतन मɅ गसै के अणओंु कȧ संÉया अथा[त ्गसै का घन×व 
(ii) इकाई समय मɅ दȣवार से टकराने वाले अणुओं कȧ संÉया । यह भी गसै के घन×व पर 

Ǔनभ[र करती है । 
यǑद n मोल गसै का आयतन v लȣटर है और गसै का मोलर ġåयमान M है तो गसै का घन×व  

nMP
V

         …… (6.7) 

पाğ के ͩकनारे के Ǔनकट अणुओं पर लगने वाला आकष[ण बल इन अणुओं कȧ संÉया व अÛदर 
कȧ सतह के अणुओं कȧ संÉया के समानपुाती होगा । चू ंͩक अणुओं कȧ संÉयाएँ उनके घन×व के 
समानपुाती होती है अत: 

आकष[ण बल α
2nM

V
 
 
 

 

α
 

2n
V
 
 
 

   (चू ंͩक ͩकसी गसै के ͧलए M का मान िèथर होता है।)  

2

2

anP
V

         …(6.8) 

यहा ँa एक िèथरांक है । P' का मान समीकरण (6.8) से समीकरण (6.6) मɅ ĤǓतèथाͪपत करने 
पर 

2

2i
anP P
V

 
      

 …..(6.9) 

आदश[ गसै समीकरण (6.1) मɅ आयतन तथा दाब संशोधन के मान Đमश: समीकरण (6.2) व 
(6.9) ɮवारा रखने पर 

2

2 ( )anP P V nb nRT
V

 
    

 
    ….(6.10) 

समीकरण (6.10) को वाÛडर वाãस समीकरण (Vander Walls equation) कहत ेहɇ । एक 
मोल गसै के ͧलये समीकरण (610) का Ǔनàन èवǾप होगा 

2

2 ( )anP V b RT
V

 
   

 
 ..(6.11) 
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इसमɅ a व b को वाÛडर वाãस िèथरांक (Vander Walls constants) कहत ेहɇ जो गसै कȧ 
ĤकृǓत पर Ǔनभ[र करत ेहɇ । 
समीकरण (6.8) के अनसुार 

2

2

anP
V

 
 

\ 2

2

p Va
n


=

दाब ×आयतन 

(मोल)మ  
यǑद a को वायमुÖडल (atm) मɅ तथा आयतन लȣटर (litter) मɅ åयÈत ͩकया जाय तो a का 
माğक atm litre2 mole-2 होगा । 
इसी Ĥकार nb एक आयतन पद है । 

b= V
n
=
आयतन 

मोल
 

b का माğक लȣटर ĤǓत मोल (litter mole-1) होगा । 
वाÛडर बाल िèथराकंɉ a व b का SI पƨǓत मɅ माğक: 
SI पƨǓत मɅ दाब को Ûयटून मीटर-2 (Nm-2) मɅ तथा आयतन को मीटर3 (M3) मɅ åयÈत ͩकया 
जाता है, अत:  

2 6
4 2

2( )
Nm xma Nm mol

mole


   

3
3 1mb m mol

mole
   

 
कुछ गसैɉ के वाÛडर वाल िèथराकंɉ के मान साǐरणी 6.2 मɅ Ǒदये जा रहे हɇ वे गसैɅ जो सरलता से 
ġͪवत हो जाती हɇ उनके Ĥाय: a के मान अͬधक होत ेहɇ तथा आदश[ गसैɉ के ͧलए a का मान 
बहु त कम होता है । 
साǐरणी 6.2 कुछ गसैɉ के वाÛडर वाãस िèथराकं 
गसै A [atm liter2 mol-2] B [liter mol--1] 
हाइĜोजन (H2) 0.244 0.0266 
हȣͧलयम (He) 0.034 0.0237 
Ǔनयॉन (Ne) 0.0211 0.0171 
नाइĚोजन (N2) 1.39 0.0391 
ऑÈसीजन (O2) 1.36 0.0381 
काब[न मोनो ऑÈसाइड (CO)  1.49 0.0399 
काब[नडाई ऑÈसाइड (CO2) 3.59 0.0427 
हाइĜोजन Èलोराइड (HCI) 3.67 0.0408 
काब[न टेĚाÈलोराइड (CCI4) 20.39 0.01383 
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जलवाçप (H2O) 5.46 0.0305 
Èलोरȣन (Cl2) 6.49 0.0562 
अमोǓनया (NH3) 4.17 0.0371 
ͩकसी गसै के दाब कȧ, आदश[ गसै समीकरण व वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा गणना को आप 
Ǔनàन आंͩकक उदाहरण ɮवारा भलȣ भांǓत समझ पाएगɅ । 
उदाहरण 6.1 
270 Cताप पर एक मोल काब[न डाईऑÈसाइड गसै का आयतन 1.2 लȣटर है । यǑद co2 के ͧलए 
a व b के मान Đमश: 3.59 वायमुÖडल लȣटर 2 मोल -2 तथा 0.04267 लȣटर मोल -1 है तो (i) 
आदश[ गसै समीकरण तथा (ii) वाÛडर वाãस समीकरण के आधार पर गसै के दाब कȧ गणना 
कȧिजए ।  
हल: 
(i) आदश[ गसै समीकरण के अनसुार 

PV=nRT 
n= 1 मोल 
V = 1.2 लȣटर 
T= 273 + 27 = 300K 

P= nRT
V

 

1 0.0821 300
1.2

X XP   

P= 20.52 वायमुÖडल 
(ii) वाÛडर वाãस समीकरण के अनसुार 

2 ( )aP V b RT
V

    
 

 

n = मोल 
V= 1.2 लȣटर, a =3.59 वायमुÖडल लȣटर 2 मोल-2  
V=1.2 लȣटर मोल-1 

2

RT aP
V b V

 


 

2

0.0821 300 3.59
1.2 0.04267 (1.2)

XP  


 

P = 18.78 वायमुÖडल  
बोध Ĥæन 

4. ͩकसी गैस के अणु के वाèतͪवक आयतन और विज[त आयतन मɅ सàबÛध सूğ 
 ɮवारा दशा[इए ।  
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 ……………………………………………………………………………………………… 
5. एक मोल गैस के ͧलए वाÛडर वाãस समीकरण दȣिजए । 
 ………………………………………………………………………………………………… 
6. वाÛडर वाãस िèथरांकɉ के SI पƨǓत मɅ माğक ͧलͨखए  
 a. ……………………………………………………………………………………………… 
 b. ……………………………………………………………………………………………… 
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे ।  

6.4 वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा आदश[ åयवहार से ͪवचलन कȧ 
åयाÉया (Example of deviation from ideal benhaviour 
by vander waals’ equation) 
वाèतͪवक गसै ɮवारा आदश[ åयवहार से ͪवचलन को वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा 

आसानी से समझाया जा सकता है । वाÛडर वाãस समीकरण (6.11) को हल कर Ǔनàनͧलͨखत 
समीकरण ĤाÜत ͩकया जाता है ।  

2

a abPV Pb RT
V V

     ….(61.2) 

आदश[ गसै समीकरण ɮवारा RT के èथान पर हम समीकरण (6.12) मɅ PiPi ͧलख सकते हɇ 

और 
2

ab
V

 का मान बहु त कम होने के कारण उपे¢णीय मान सकत े हɇ । इस िèथǓत मɅ 

समीकरण (6.12) को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है - 

i i
aPV Pb PV
V

  
 

i i
aPV PV Pb
V

  
        ....(6.13) - 

(i) अ×यÛत कम दाब पर (At very low pressure) - जब दाब अ×यÛत कम होगा तो 
आयतन V का मान अͬधक हो जाता है । अत: पद a/V और Pb के मान बहु त कम हो जाने के 
कारण इÛहɅ नगÖय माना जा सकता है । इस िèथǓत मɅ समीकरण (6.13) Ǔनàन èवǾप ले लेती 
है । 

PV = PiVi 
अथा[त ्गसै का आचरण आदश[ गसै के समान हो जाएगा । 
(ii) Ǔनàन दाब पर (At low preassure) 

जब दाब Ǔनàन होगा तो आयतन v का मान अͬधक होगा और Pb का मान बहु त कम 
हो जाएगा । अत: Pb को a/v कȧ तलुना मɅ नगÖय मान कर इसकȧ उपे¢ा कर सकते है िजसके 
फलèवǾप समीकरण (6.13) का Ǔनàन èवǾप 
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i i
aPV PV
V

 
     

………(6.14) 

ĤाÜत होता है अथा[त ्वाèतͪवक गसै के ͧलए PV का मान आदश[ गसै के ͧलए Pivi के मान से 
कम होता है । इसी कारण एमेगेट वĐ [ͬचğानसुार (6.13) और (6.2)] कम दाब पर, आदश[ गसै 
के वĐ से नीचे कȧ ओर चला जाता है और दाब बढ़ने पर एक Ǔनिàनçठ को ĤाÜत कर बढ़ने 
लगता है । 
(iii) उÍच दाब पर (At high pressure) - दाब अͬधक होने पर आयतन, v का मान कम 

हो जाएगा अत: Pb कȧ तुलना मɅ a
V

 का मान कम रह जाने के कारण समीकरण (6.13) मɅ 

इसकȧ उपे¢ा कȧ जा सकती है और पǐरणामèवǾप Ǔनàन समीकरण ĤाÜत होगा 
PV=PiVi.......(6.15) 

अथा[त ्वाèतͪवक गसैɉ के ͧलए PV का मान, आदश[ गसैɉ कȧ तलुना मɅ अͬधक होगा । यहȣ 
कारण है ͩक एमेगेट वĐ उÍच दाब पर, आदश[ गसै से ऊपर कȧ ओर बढत ेजाते हɇ । 

इस Ĥकार आप समझ गए हɉगे ͩक a
V

 व PV दोनɉ हȣ पद एक दसूरे के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ 

काय[रत हɇ । उÍच दाब पर पद Pb तथा Ûयनू दाब पर a
V

 अͬधक Ĥभावी हो जाता है । अत: 

इन दोनɉ के मÚय एक ऐसा दाब पǐरसर होता है िजसमɅ दोनɉ पदɉ के Ĥभाव एक दसूरे को 
संतुͧलत कर देते हɇ तथा PV,PiPi के बराबर हो जाता हɇ अथा[त ्इस दाब पǐरसर मे वाèतͪवक 
गसै, आदश[ गसै के समान आचरण दशा[ती है । 
(iv) Ǔनàन ताप पर (At low temperature) - ताप कम होने पर आयतन V कम होगा 

और a
V

 का मान Pb कȧ तलुना मɅ बढ़ जाएगा । इस Ĥकार 
a Pb
V
  
 

 का मान धना×मक 

होने के कारण इसे उपेͯ¢त नहȣ ंͩकया जा सकता ।  

i i
aPV PV Pb
V
    
        

……..(6.16) 

अत: वाèतͪवक गसै, आदश[ आचरण से ͪवचलन दशा[ती हɇ । 
(v) उÍच ताप पर (At high temperature)- उÍच ताप पर V का मान अͬधक हो जाने 

पर a
V

 व Pb  दोनɉ हȣ पदɉ को उपेͯ¢त ͩकया जा सकता है । अत: समीकरण (6.13) को 

Ǔनàन Ĥकार ͧलख सकते हɇ - 

i iPV PV  
अथा[त ्उÍच ताप पर वाèतͪवक गसैɉ का åयवहार आदश[ गसैɉ के समान हो जाता है । 
(vi) हाइĜोजन और हȣͧलयम का अपवादा×मक आचरण (Exceptional behavior of H2 
and He) 
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हाइĜोजन, हȣͧलयम आǑद कम अणुभार वालȣ गसैɉ के ͧलए VP का मान सदैव आदश[ गसै के 

i iPV  के मान से अͬधक होता है । इनके ġåयमान कम होने के कारण इनके मÚय परèपर 

आकष[ण बल नगÖय होता है अत: pb कȧ तलुना मɅ a/v कȧ उपे¢ा कȧ जा सकती है और 
समीकरण (6.13) का Ǔनàन èवǾप हो जाता है - 
अथा[त ्इन गसैɉ के एमेगेट वĐ, आदश[ गसै के वĐ से ऊपर हȣ रहते हɇ । 
वाÛडर वाãस समीकरण और बॉयल ताप (vander waals’ equation and Boyle’s 
temperature) 

वाÛडर वाãस समीकरण कȧ सहायता से ͩकसी गसै के बॉयल ताप कȧ गणना कȧ जा 

सकती है । समीकरण (6.12) मɅ 
2

ab
V

 का मान बहु त कम होने के कारण इसे उपे¢णीय मान 

लेते हɇ 
aPV Pb RT
V

  
      

………….(6.17) 

जैसा ͩक आप जान गए हɇ ͩक बॉयल ताप पर गसैɅ, आदश[ गसै के समान आचरण 

दशा[ती हɇ अत: समीकरण (6.17) मे PV के èथान पर RT और Pb के èथान पर .RT b
V

 

ĤǓतèथाͪपत करने पर समीकरण (6.17) का Ǔनàन èवǾप ĤाÜत होता है - 
a RTRT b RT
V V

    

a RT b
V V

  

या B
aT T

Rb
   

यहा ँTB बॉयल ताप कहलाता है । इसका पǐरकलन आप Ǔनàन आंͩकक उदाहरण ɮवारा 
समझ सकते है - 

उदाहरण 6.2 
वाÛडर वाãस गसै CO2 के ͧलए बॉयल ताप कȧ गणना कȧिजए यǑद इनके ͧलए वाÛडर 
वाãस िèथराकं a व b के मान Đमश: 3.59 वायमुÖडल लȣटर 2 मोल -2 व 
0.04267लȣटर मोल -1 है । 

हल: बॉयल ताप TB= a
R b

 

3.59
0.0821 0.04267BT

X


 
TB= 1025.7 K 
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बोध Ĥæन 
7. ͩकसी वाÛडर वाãस गैस के ͧलए बॉयल ताप का सूğ ͧलͨखए 
 ………………………………………………………………………………………………… 
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 

6.5 ĐािÛतक पǐरघटना (critical Phenomenon) 
सामाÛयतया उÍच ताप व Ǔनàन दाब पर गसैɉ के अण ुèवतÛğ Ǿप से सभी Ǒदशाओं मɅ 

याǺिÍछक वेगɉ से गǓत करत ेहɇ । लेͩकन ताप कम करने पर अणुओं कȧ गǓतज ऊजा[ कम होती 
जाती है तथा साथ हȣ दाब बढ़ाने पर गसै के अणओंु के मÚय दǐूरयाँ कम होगी और परèपर 
आकष[ण बल बढ़ जाता है िजसके फलèवǾप गसै ġव अवèथा मɅ पǐरवǓत[त हो जाएगी । इस 
Ĥकार कम ताप व अͬधक दाब पर गसैɉ का ġवीकरण ͩकया जा सकता है । यह Úयान देने योÊय 
है ͩक Ĥ×येक गसै के ͧलए एक ͪवͧशçट ताप होता है िजससे अͬधक ताप पर उस गसै का 
ġवीकरण केवल दाब बढ़ाने से हȣ नहȣ ं ͩकया जा सकता । इस ͪवͧशçट ताप को ĐािÛतक ताप 
(Critical temperature) कहत ेहɇ । ͪवͧभÛन गसैɉ के ͧलए इसका मान ͧभÛन-ͧभÛन होता है । 
इस ĐािÛतक ताप पर ͩकसी गसै का वह Ǔनàनतम दाब िजस पर गसै को ġͪवत ͩकया जा सके, 
ĐािÛतक दाब (Critical pressuer) कहलाता है । ͩकसी गसै के ĐािÛतक ताप व ĐािÛतक दाब 
पर उस गसै के एक मोल का आयतन ĐािÛतक आयतन (Critical volume) तथा ĐािÛतक 
अवèथा मɅ गसै के एक ͧमलȣ आयतन कȧ संहǓत को ĐािÛतक घन×व (Critical density) कहत े
हɇ । ऐसी अवèथा मɅ ġव व गसैीय Ĥावèथाओं मɅ ͪवभेद नहȣ ंͩकया जा सकता है, इस घटना को 
ĐािÛतक घटना (critical phenomenon) कहत ेहɇ । ĐािÛतक ताप, ĐािÛतक दाब व ĐािÛतक 
आयतन को Đमश Tc, Pcव Vc ɮवारा Ĥदͧश[त ͩकया जाता है, इÛहɅ सिàमͧलत Ǿप से ĐािÛतक 
िèथराकं (Critical constants) कहत ेहै । 

काब[न डाईऑÈसाइड के ͧलए TC, PC व VC का मान Đमश: 31.1०C, 72.9 atm 
और 940.0 ͧमलȣ ĤǓत मोल है । यह Úयान देने योÊय है ͩक गसै के ĐािÛतक ताप व ĐािÛतक 
दाब उसकȧ माğा पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है जबͩक ĐािÛतक आयतन, माğा पर Ǔनभ[र करता है । 

6.5.1 ĐािÛतक िèथराकंɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण 
(Experimental Determiation of Critical Contants) 

ĐािÛतक िèथराकंɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण इस ͧसƨाÛत 
पर आधाǐरत है ͩक गसै के ġवीकरण कȧ अवèथा मɅ उसकȧ वाçप 
व ġव का घन×व समान हो जाता है । इस समय गसै व ġव 
अवèथा को ͪवभेǑदत नहȣ ंͩकया जा सकता है । 

ĐािÛतक िèथरांकɉ का Ĥायोͬगक Ǔनधा[रण काÛयार डी ला 
तूर (Cagniard de la Tour) के उपकरण (ͬचğ 6.5) ɮवारा 
ͩकया जाता है । इस उपकरण मɅ कॉच कȧ एक U आकार कȧ 
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मोटȣ नलȣ होती है िजसके एक ͧसरे पर बãब होता है । बãब मɅ ġव को भरा जाता है । इसके 
पæचात ्U नलȣ मɅ पारा भर Ǒदया जाता है । पारे के ऊपर वाय ुहोती है । इस ͧसरे को सीलबÛद 
कर Ǒदया जाता है । अब यह मैनोमीटर (Manometer) कȧ तरह काय[ करता है । नलȣ के बãब 
वाले ͧसरे को तापèथापी मɅ रख कर, गरम जल ĤवाǑहत कर गरम ͩकया जाता है । तापèथापी मɅ 
लगे थमा[मीटर कȧ सहायता से ताप का मापन ͩकया जा सकता है । ताप बढ़ने के कारण ġव 
गरम हो वाçप अवèथा मɅ पǐरवǓत[त होने लगता है और एक ऐसी अवèथा आती है जब ġव और 
गसै के मÚयͪवभेद नहȣ ंकर सकते है, 

 
इस ताप का पाɫयांक थमा[मीटर कȧ सहायता से £ात कर ͧलया जाता है । इसी समय मैनोमीटर 
ɮवारा संगत दाब का मान भी इĤत कर ͧलया जाता है । अब बãब को धीरे-धीरे ठÖडा करते हɇ । 
जैसे हȣ ġव व गसै कȧ अलग-अलग सतह पथृक होने लगती है, इस ताप व संगत दाब को भी 
£ात कर लेते हɇ । इन दोनɉ पाɫयाकंɉ के माÚय से सहȣ ĐािÛतक ताप (TC) व ĐािÛतक दाब 
(PC) £ात कर लेते हɇ । इस समय 1 मोल गसै का आयतन माप कर सहȣ ĐािÛतक आयतन 
VC £ात नहȣ ंͩकया जा सकता है Èयɉͩक ताप व दाब के थोड़ ेपǐरवत[न से हȣ आयतन मɅ अͬधक 
पǐरवत[न हो जाता है । अत: ĐािÛतक आयतन का Ǔनधा[रण औसत घन×व £ात कर ͩकया जाता 
है । यह ͪवͬध केलȣटेट व मेथाइस (Calletet & Mathias) के Ĥे¢णɉ पर आधाǐरत है । इसमɅ 
ͩकसी ġव और सतंÜृत वाçप के घन×वɉ के माÚय मानɉ को संगत ताप के ͪवǾƨ आलेͨखत ͩकया 
जाता है तो एक सरल रेखा DC ĤाÜत होती है (ͬचğ 6.6), इसे सरल रेखीय åयास का Ǔनयम 
(law of rectilinear diameter) कहत ेहɇ । यह सरल रेखा वĐ AB को ǒबÛद ुC पर काटती 
है । वĐ AC संतÜृत वाçप के घन×व तथा वĐ AC ġव के घन×व का ताप के साथ पǐरवत[न 
दशा[ता है । ĐािÛतक ǒबÛद ुC पर ġव और संतÜृत वाçप का घन×व समान हो जाता है । अत: 
ĐािÛतक ताप के संगत घन×व को ĐािÛतक घन×व (Critical density) DC कहत ेहɇ । चू ंͩक 
वĐ का ͧशखर ती¢ा नहȣ ंहोता है इसͧलए ǒबÛद ुC कȧ सहȣ िèथǓत का Ǔनधा[रण सरल रेखीय 
åयास के Ǔनयम का उपयोग कर ͩकया जा सकता है । ĐािÛतक आयतन का मान, गसै के 
अणभुार मɅ ĐािÛतक घन×व DC का भाग देकर £ात ͩकया जाता है । 

C
C

MV
D
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ͬचğ 6.6 : ĐािÛतक ताप व दाब का Ǔनधा[रण 

बोध Ĥæन 
8. ĐािÛतक अवèथा से Èया ता×पय[ है । 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ........ 
9. ĐािÛतक आयतन के Ǔनधा[रण मɅ ͩकस Ǔनयम का उपयोग ͩकया जाता है? 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... ......... 
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 

6.6 वाèतͪवक गैसɉ के P-7 समतापी वĐ (P-V isotherms of 
Real gases) 

सन ्1869 मɅ सɅट एÛġज (S.t Andrews) ने सव[Ĥथम ĐािÛतक अवèथा का ͪवèततृ अÚययन 
ͩकया िजनके Ĥायोͬगक पǐरणाम, co2, गसै के ͧलए ͬचğ (6.7) मɅ दशा[ए गए हɇ । 

एक Ǔनिæचत ताप पर ͩकसी गसै के दाब व 
आयतन के मÚय खीचें गए वĐ को वĐ कहत ेहɇ 
। ͬचğ (6.7) मɅ co2 गसै के दाब व हु इ आयतन 
ͪवͧभÛन तापɉ पर आलेͨखत ͩकए गए हɇ । चू ंͩक 
आदश[ गसैɉ के ͧलए PV का मान िèथर ताप पर 
िèथराकं के बराबर होता है अत: इनके समतापी 
वĐ समकोणीय अǓतपरलय कȧ आकृǓत के होत ेहɇ।  
 

ͬचğ 6.7 काब[न डाइऑÈसाइड गसै के समतापी वĐ 
लेͩकन वाèतͪवक गसैɉ के ͧलए इस Ĥकार के वĐ ĤाÜत नहȣ ंहोते हɇ । यǑद हम Ǔनàन ताप 
13.10C पर CO2 के समतापी समतापी वĐ HIJK पर ͪवचार करɅ तो  
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हमɅ यह £ात होता है ͩक- 
(i) H ǒबÛद ु पर CO2 गसैीय अवèथा मɅ होती है तथा H से I तक दाब बढ़ाने पर इसके 

आयतन मɅ कमी आती है अथा[त ्यह गसै बॉयल के Ǔनयम का पालन करती है । 
(ii) ǒबÛद ुI(49.8 atm) पर गसै का ġवण Ĥारàभ हो जाता है तथा तÛğ मɅ दो Ĥावèथाऐ ĤाÜत 

होती हɇ । गसै का ġवीकरण ǒबÛद ुJ तक, एक ¢ैǓतज रेखा I J ɮवारा दशा[या गया है जो 
समान दाब पर आयतन मɅ कमी को दशा[ता है । 

(iii) ǒबÛद ुJ पर केवल ġव अवèथा पायी जाती है । इसके बाद दाब बढ़ाने पर आयतन मɅ कोई 
पǐरवत[न नहȣ ंहोता है, जैसा ͩक ͬचğ मɅ उÚवा[धर वĐ JK ɮवारा èपçट हो जाता है । चू ंकȧ 
ġव लगभग असंपीɬयता का गणु दशा[त ेहɇ अत: यह Ĥे¢ण सहȣ माना जा सकता है । 

(iv) काब[न डाईऑÈसाइड के ͧलए 21.50C पर समतापी वĐ DEFG का अÚययन करने पर यह 
£ात होता है ͩक इसका आचरण पवूा[नसुार हȣ पाया जाता है । इनमɅ केवल एक अÛतर पाया 
जाता है ͩक ताप बढ़ाने पर ¢ैǓतज भाग कम हो जाता है । 

(v) गसै का ताप 310C (30.980C) तक बढ़ाने पर ¢ैǓतज भाग एक ǒबÛद ुB माğ के Ǿप मɅ रह 
जाता है । गसै ǒबÛद ुA से B तक आदश[ åयवहार दशा[ती है ͩकÛत ु ǒबÛद ुB पर आकर 
ġͪवत हो जाती है । 

(vi) 35.50C व 48.10C ताप पर गसै का दाब बढ़ाने पर आयतन मɅ कमी आती है और 
समकोणीय अǓतपरवलय समतापी वĐ ĤाÜत होता है । इरा Ĥकार यहȣ गसै का आचरण 
आदश[ गसै के समान हो जाता है । 

(vii) चू ंͩक CO2 गसै का 310c से अͬधक ताप पर दाब बढ़ाने से ġवीकरण नहȣ ं ͩकया जा 
सकता, अत: यह ताप (30.980C) CO2 का ĐािÛतक ताप है और ǒबÛद ुB का संगत दाब 
(73 atm) ĐािÛतक दाब है । यह समतापी वĐ जो ǒबÛद ुB से गजुरता है ĐािÛतक 
समतापी वĐ कहलाता है । इस Ĥकार ǒबÛद ुB पर तÛğ ĐािÛतक अवèथा मɅ होता है । 

(viii) समतापी वĐɉ के ¢ैǓतज भागɉ के ͧसरɉ को ͧमलाने पर एक परवलय वĐ ĤाÜत होता है 
िजसे ͬचğ मɅ ǒबÛदुͩ कत वĐ ɮवारा दशा[या गया है । इसका शीष[ ǒबÛद ुB है । परवलय के 
अÛदर ġव और गसै अवèथा दोनɉ हȣ उपिèथत रहती है जबͩक परवलय और B C वĐ के 
बायीं ओर केवल ġव तथा परवलय और BC वĐ के दायीं ओर केवल गसै अवèथा पायी 
जाती है । 

Ĥाय: सभी गसैɅ इस Ĥकार का åयवहार दशा[ती है । इनके ĐािÛतक िèथराकंɉ का 
Ǔनधा[रण ͩकया जा सकता है । कुछ गसैɉ के ĐािÛतक िèथरांक साǐरणी 6.3 मɅ Ǒदये जा रहे 
हɇ - 
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साǐरणी 6.3 कुछ गसैɉ के ĐािÛतक िèथरांक 
गसै ĐािÛतक दाब PC 

(atm) 
ĐािÛतक आयतन VC 

(cc/mol) 
ĐािÛतक ताप T 

(K) 
H2 12.8 65.0 33.3 
He 2.26 57.6 5.3 
N2 33.5 90.0 126.1 
O2 49.7 74.4 153.4 
CO2 73.7 95.7 304.4 
H20 217.7 45 647.2 

6.7 अवèथा का सांत×य (Continuity of state) 
जैसा ͩक आप जान चकेु हɇ ͩक ĐािÛतक ताप से कम ताप पर गसै का ġवण दाब बढ़ा 

कर ͩकया जा सकता है । इस अवèथा मɅ गसै और ġव दोनɉ हȣ अवèथाएँ उपिèथत होती हɇ तथा 
हम इनमɅ ͪवभेद कर सकत ेहɇ । इस Ĥकार यह पǐरवत[न सतत नहȣ ंहोता है । ͩकÛत ुĐािÛतक 
ताप पर 'दाब बढ़ा कर ġवण कराने परै, गसै से ġव अवèथा मɅ पǐरवत[न सतत होता है अथा[त ्
इस समय दोनɉ Ĥावèथाओं मɅ ͪवभेद करना संभव नहȣ ंहोता है । 

ͬचğ (6.7) मɅ 21.50C के समतापी वĐ पर यǑद R ǒबÛद ुपर ͪवचार करɅ तो यहा ँतÛğ 
गसैीय अवèथा मɅ होता है । इस ताप पर, दाब बढ़ा कर गसै को ġव मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जा 
सकता है और यह पǐरवत[न REFQ ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया गया है । ͩकÛत ुयǑद R ǒबÛद ुसे 
शुǾ कर यह ġवण इस Ĥकार कराया जाय ͩक यह परवलय ¢ेğ मɅ से न गजुर कर सीधे हȣ ġव 
अवèथा मɅ पǐरवǓत[त हो जाए तो इस ĤͩĐया मɅ कहȣं भी गसै ġव अवèथा दोनɉ हȣ उपिèथत नहȣ ं
होगी । ǒबÛद ुR पर CO2 गसै का आयतन िèथर रख कर S ǒबÛद ुतक गरम ͩकया जाता है 
िजसके फलèवǾप इसका दाब बढ़ जाएगा । अब िèथर दाब पर गसै का ताप कम करने पर 
आयतन मɅ कमी आएगी तथा तÛğ Q ǒबÛद ुपर पहु ँच जाता है जहाँ तÛğ मɅ केवल ġव अवèथा 
उपिèथत होगी । इस पǐरवत[न माग[ मɅ कहȣं भी ऐसा ǒबÛद ुनहȣ ंपाया गया जहाँ CO2, ġव व 
गसै दोनɉ हȣ Ĥावèथाओं मɅ èपçट Ǿप से उपिèथत हो । अत: CO2 गसै का ġव मɅ पǐरवत[न एक 
सतत पǐरवत[न है । इसी Ĥकार यǑद इसके ͪवपरȣत ĤĐम ɮवारा ġव CO2 को गसैीय अवèथा मɅ 
ǒबना ͩकसी असातं×य के पǐरवǓत[त ͩकया जा सकता है ।  

जब ͩकसी पदाथ[ कȧ एक अवèथा से दसूरȣ अवèथा मɅ पǐरवत[न इस Ĥकार हो ͩक दोनɉ 
Ĥावèथाओं मɅ ͪवभेद करना संभव न हो, अवèथा सांत×य कहलाता है । 



185 
 

6.8 वाÛडर वाãस समीकरण के समतापी वĐ (Isotherms of 
Vander Waals’ equation)  
ͬचğ (6.7) मɅ CO2 गसै के ͧलए समतापी वĐ Ĥायोͬगक तØयɉ पर आधाǐरत हɇ । 

वाÛडर वाãस समीकरण का उपयोग कर, संगत a और b के मानɉ के ɮवारा ͪवͧभÛन ताप पर 
समतापी वĐ बनाए जात ेहɇ । इÛहɅ वाÛडर वाãस गसै के समतापी वĐ कहते हɇ । CO2 गसै के 
ͧलए वाÛडर वाãस िèथरांकɉ a व b के मान को समीकरण (6.11) मɅ रखकर Ǔनिæचत ताप पर 
P के ͪवͧभÛन मानɉ के संगत V के मानɉ कȧ गणना कर लȣ जाती है । इस Ĥकार l और V के 
सैƨािÛतक मानɉ के मÚय Ēाफ खीचंɅ तो वाÛडर वाãस समतापी वĐ ĤाÜत होते हɇ िजÛहɅ ͬचğ 6.8 
मɅ दशा[या गया है । ͬचğ 6.7 व ͬचğ 6.8 कȧ तुलना करने पर £ात होता है ͩक दोनɉ मɅ 
समǾपता पायी जाती है लेͩकन अÛतर केवल इतना हȣ है ͩक वाèतͪवक गसैɉ के समतापी वĐ कȧ 
¢ैǓतज रेखा के èथान पर इनमɅ लहरदार ( )  भाग ELOMF होता है । इस Ĥकार कȧ लहरदार 

रेखाएं यथा[थ मɅ ĤाÜत नहȣ ंकȧ जा सकती हɇ । चू ंͩक ͬचğ (6.8) मɅ वĐ का L O M भाग देखने 
से £ात होता है ͩक CO2 गसै का दाब घटाने पर आयतन घटता है जो असभंव सा Ĥतीत होता 
है । 

 
ͬचğ 6.8 वाÛडर वाãस समीकरण के आधार पर CO2 के समतापी वĐ 

ताप के बढ़ने पर वĐ का लहरदार भाग छोटा होकर एक ǒबÛद ुB पर सीͧमत हो जाता 
है । इस Ĥकार ĐािÛतक ǒबÛद ुपर दोनɉ Ĥकार के वĐɉ मɅ समानता पायी जाती है । अत: वाÛडर 
वाãस समतापी वĐɉ कȧ सहायता से भी ĐािÛतक िèथराकंɉ के मान इĤत ͩकये जा सकते हɇ ।  

बोध Ĥæन 
10. Ǔनàनͧलͨखत कथनɉ के ͧलए स×य / अस×य Ǒदए गए कोçठक मɅ ͧलͨखए (  ) 
(i) आदश[ गैसɉ के ͧलए समतापी वĐ समकोणीय अǓतपरवलय कȧ आकृǓत के होते 
 हɇ ।         (  ) 
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(ii) ͩकसी गैस का ġवण ĐािÛतक ǒबÛदु के नीचे परवलय ¢ेğ मɅ ͩकया जा सकता  
 है।         (   ) 
(iii) ĐािÛतक ताप पर दाब बढ़ा कर ġवण करने पर अवèथा पǐरवत[न सतत नहȣं  
 होता है ।        (   ) 
(iv) वाÛडर वाãस समतापी वĐ मɅ गैस के दाब के ͩकसी एक मान के ͧलए आयतन  
 के दो मान होते हɇ ।       (  ) 
नोट: आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 

6.9 ĐािÛतक िèथरांकɉ कȧ गणना (Calculation of Critical 
Constants) 
काब[न डाइऑÈसाइड के समतापी वĐ (ͬचğ 6.7) के परवलय ¢ेğ को देखने पर यह 

èपçट हो जाता है ͩक एक दाब पर आयतन के अलग-अलग मान हो सकते हɇ Èयɉͩक यहा ँपर 
गसै का ġवण हो रहा है । ¢ैǓतज रेखा के दोनɉ ͧसरɉ पर ͪवचार करने पर P के Ĥ×येक मान के 
ͧलए V के दो मान ĤाÜत होत ेहɇ । ͩकÛत ुͬचğ (6.8) मɅ P के Ĥ×येक मान के ͧलए V के तीन 
मान ĤाÜत होत ेहɇ । चू ंͩक 30.660C ताप पर यह लहरदार भाग एक ǒबÛद ुमाğ के Ǿप मɅ रह 
जाता है अथा[त ्ĐािÛतक ǒबÛद ुपर एक दाब के ͧलए आयतन का एक हȣ मान होता है । ĐािÛतक 
ताप से अͬधक ताप पर एक दाब के ͧलए एक हȣ आयतन ĤाÜत होता है । अत: ĐािÛतक अवèथा 
मɅ वाÛडर वाãस समीकरण कȧ सहायता से ĐािÛतक िèथरांकɉ कȧ गणना कȧ जा सकती है । 
समीकरण (6.11) को हल करने पर - 

2 0a abPV Pb RT
V V

      …….. (6.19) 

समीकरण (6.19) के बायीं तरफ के पदɉ को V2 से गणुा करने पर 
PV3-V2(RT+Pb)+av-ab=0 

या 23 0RT a abV b V V
P p p

      
 

............(6.20)  

चू ंͩक समीकरण (6.20) मɅ आयतन v घनीय है अथा[त ्ͩकसी Ǔनिæचत ताप और दाब पर गसै के 
आयतन v के तीन मान होगɅ िजनमɅ एक वाèतͪवक व दो अͬधकिãपत होगɅ जो ͬचğ (6.8) ɮवारा 
èपçट हो जाता है । वाÛडर वाãस समतापी वĐɉ के अनसुार ĐािÛतक ताप से कम ताप पर, 
ͩकसी दाब के ͧलए आयतन के तीन मान होते हɇ । उदाहरणाथ[ 250c पर ¢ैǓतज रेखा FE 
समतापी वĐ को तीन ǒबÛदओंु F, O व E पर काटती है तथा ĐािÛतक ǒबÛद ुB पर ये तीनɉ 
मान एक हो जाते हɇ अथा[त ्इस ǒबÛद ुपर V का मान ĐािÛतक आयतन VC के बराबर होता है ।  

V=VC 
या (V-VC) = 0 
या (V-VC)3 = 0  
या V3-3VCV2+3VC

2V-VC
3=0     …………(6.21) 
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ĐािÛतक अवèथा मɅ, वाÛडर वाãस समीकरण के èवǾप (6.20) मɅ P= PC और T=TC रखने 
पर 

23 0C

C C C

RT a abV b V V
P p p

 
     
     

…………...(6.22)  

चू ंͩक समीकरण (6.21) और (6.22)ए दोनɉ हȣ ĐािÛतक समतापी वĐ के ͧलए है, अत: V2 व V 
के गणुाकंɉ और इनके िèथर पदɉ कȧ तलुना करने पर Ǔनàनͧलͨखत समीकरण ĤाÜत होते हɇ –  

3 C
C

C

RTV b
P


      

………………(6.23) 

23 C
C

aV
P


      

……………………..(6.24) 

3
C

C

abV
P

        …………………………(6.25) 

उपयु [Èत समीकरणɉ से pc,vc व TC के मान a,b व R के Ǿप मɅ ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ । 
समीकरण (6.25) मɅ (6.25) मे (6.25) का भाग देने पर 

VC=3b 
VC का मान समीकरण (6.24) मɅ रखने पर     .........(6.26) 

3VC
2

C

a
P

  

या 272C
aP
b

  

समीकरण (6.23) मɅ vc और PC का मान Đमश समीकरण (6.26) व (6.27) मɅ रखने पर 

23(3 )
27
RTb b

b
   

2278 cRT bb
a

  

8
27C

aT
Rb

 ……………..(6.28) 

अत: ͩकसी गसै के वाÛडर वाãस िèथरांक a व b के मान £ात होने पर VC, PC, व TC Đमश: 
समीकरण (6.26), (6.27) व (6.28) ɮवारा पǐरकͧलत ͩकये जा सकते हɇ । 

6.10 वाÛडर वाãस िèथरांकɉ कȧ गणना (Calculation of vander 
waals’ constants)  
ͩकसी गसै के ĐािÛतक िèथराकं £ात होने पर इसके वाÛडर वाãस िèथराकंɉ कȧ गणना 
कȧ जा सकती है । 
समीकरण (6.24) से 
a=3PC VC

2 ...(6.29) 
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और समीकरण (6.26) से 

3
CVb  ……...(6.30) 

चू ंͩक ͩकसी गसै के ͧलए PC व TC के मान तो इĤत ͩकए जा सकत ेहɇ ͩकÛत ुVC के 
मान का सहȣ Ǔनधा[रण नहȣ ंहो पाता है, अत: हम a व b का मान PC, TC के Ǿप मɅ 
£ात करत ेहɇ । 
समीकरण (6.23) मɅ VC का मान समीकरण (6.26) से रखने पर 

9 C

C

RTb b
P

   

या 8 C

C

RTb
P

  

8
C

C

RTb
P

  

इसी Ĥकार समीकरण (6.25) मɅ VC का मान समीकरण (6.26) से रखने पर  
3(3 ) c

abb
p

  

a=27b2Pc    ………………(6.32) 
समीकरण (6.31) व (6.32)ए से  

2

27
8

c
c

c

RTa P
P

 
  

 
 

2 227
64 c

a R T
P



      …………(6.34)
 

इसी Ĥकार. समीकरण (6.26)ए व (6.31) से R का मान ĐािÛतक िèथरांकɉ के Ǿप मɅ इÊनत 
ͩकया जा सकता है । 

3 8
c c

c

V RT
P

  

8 2.67
3

c

c c

RT
PV

 
 

        …..(6.34)  

अत: वाÛडर वाãस समीकरण के अनसुार ĐािÛतक ǒबÛद ुपर सभी गसैɉ के ͧलए c

c c

RT
PV

 का मान 

2.67 सदैव िèथर रहता है ͩकÛत ुĤयोगɉ ɮवारा यह मान 3 और 4 के मÚय पाया जाता है । इसी 
Ĥकार गसैɉ के ͧलए ĐािÛतक संपीɬयता गणुाकं का मान समीकरण (6.34) के ɮयछुाम ɮवारा 
£ात ͩकया जा सकता है 
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3 0.375
8

c c

c

PV
RT

         ……..(6.35) 

आदश[ गसैɉ कȧ भांǓत, वाÛडर वाãस गसै के आचरण कȧ åयाÉया भी समीकरण (6.35) ɮवारा कȧ 
जा सकती है । 
इसी Ĥकार ͩकसी गसै के ĐािÛतक ताप और बॉयल ताप मɅ सàबÛध भी ĤाÜत कर सकते हɇ । 
गसै का ĐािÛतक ताप समीकरण (6.28)ए के अनसुार 

8
27c

aT
Rb

  

गसै का बॉयल ताप समीकरण (6.18) से B
aT

Rb
 

27 27
8 8

B

c

T a Rbx
T Rb a

   

3.375B

c

T
T

  

3.375BT  Tc  ... (6.36)  
ͩकसी गसै के ĐािÛतक िèथरांक और वाÛडर वाãस िèथरांकɉ कȧ गणना आप Ǔनàन आͩकक 
उदाहरणɉ कȧ सहायता से समझ सकते हɇ । 
उदाहरण 6.3 यǑद काब[न डाइऑÈसाइड के ͧलए वाÛडर िèथराकं a व b के मान Đमश: 3.59 
atm litre2mol-2 व 0.0427 litter mol-1 है तो इस गसै के ĐािÛतक िèथराकंɉ का पǐरकलन 
कȧिजये । 

(R = 0.0821 litre atm K-1 mol-1) 

हल ĐािÛतक ताप 
8

27c
aT
Rb

  

8 3.5 303.42
27 0.0821 0.0427c

x aT K
x x

   

ĐािÛतक दाब 227c
aP
b

  

2

3.59 72.92
27 (0.0427)cP atm

x
   

ĐािÛतक आयतन Vc=3b 
=3x0.0427=0.1281 litter mol-1 

उदाहरण 6.4 यǑद ͩकसी गसै का ĐािÛतक ताप व ĐािÛतक दाब Đमश 400K और 95 atm है 
तो इसके वाÛडर वाãस िèथराकंɉ का पǐरकलन कȧिजए । (R=0.0821 litter atm K-1mol-1) 

वाÛडर वाãस िèथरांक 
2 227

64
c

c

R Ta
P

  

2 227 (0.0821) (400) 4.789
64 95

x xa
x

   atm litre2mol-2 
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8
C

C

RTb
P

  

0.0821 400 0.0432
8 95

x
x

  litter mol-1 

बोध Ĥæन 
11. Ǔनàनͧलͨखत के ͧलए सूğ दȣिजए 
 (i) ĐािÛतक आयतन Vc 
  …………………………………………………… 
 (ii) ĐािÛतक ताप CT  
  …………………………………………………. 
 (iii) ĐािÛतक दाब CP  
  …………………………………………………. 
 (iv) वाÛडर वाãस िèथरांक a 
  ……………………………………………………… 
 (v) वाÛडर वाãस िèथरांक b 
  …………………………………………………….. 
 (vi) ĐािÛतक ताप व बॉयल ताप के मÚय सàबÛध 
  ……………………………………………………………  
  ………………………………… 
12. Ǔनàनͧलͨखत मɅ ǐरÈत èथान कȧ पूǓत[ कȧिजए। 
 (i) वाÛडर वाãस समीकरण के अनुसार ĐािÛतक ǒबÛदु पर गैसɉ के ͧलए  

  C

C c

RT
P V

का मान .................... आना चाǑहए । 

 (ii) वाÖडर वाãस गैसɉ के ͧलए ĐािÛतक संपीɬयता गुणांक का मान   
  .............. आता है । 
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 

6.11 वाÛडर- वाãस समीकरण कȧ सीमाएँ (Limitation of Vander 
Waals’ equation) 
वाèतͪवक गसैɉ के अͬधकाशं गणु वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा समझाए जा सकते है 

ͩकÛत ुइसकȧ भी कुछ सीमाएँ हɇ िजनके कारण कुछ Ĥायोͬगक तØयɉ कȧ åयाÉया नहȣ ंकȧ जा 
सकती है । 
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(1) वाÛडर वाãस समीकरण से ĤाÜत समतापी वĐ, ĐािÛतक ताप से कम ताप पर लहरदार 
याǓन सतत पाए जात ेहɇ जबͩक वाèतͪवक गसैɉ के ͧलए यह ¢ैǓतज रेखा के Ǿप मɅ असतत पाया 
जाता है ।  

(2) वाÛडर वाãस समीकरण ɮवारा ĐािÛतक ताप पर समèत गसैɉ के ͧलए C

C c

RT
P V

 का 

पǐरकͧलत मान 2.67 आना चाǑहए ͩकÛत ुवाèतव मɅ यह मान अͬधकाशं गसैɉ के ͧलए 3 और 4 
के मÚय आता है । 

(3) वाÛडर वाãस समीकरण के अनसुार ĐािÛतक िèथरांक cV  का मान 3b होता है ͩकÛत ु

वाèतव मɅ इनके मान 2b या 4b के बराबर आत ेहɇ । 
(4) बॉयल ताप के सैƨािÛतक और Ĥायोͬगक मान समान नहȣ ंपाए जाते हɇ । BT और cT का 

अनपुात 3.375 के èथान पर 2 व 3 के मÚय ĤाÜत होता है । 
(5) अͬधक उÍच दाब और बहु त Ǔनàन ताप पर ͪवचलन अͬधक पाया जाता है । 

वाÛडर वाãस समीकरण कȧ सीͧमत उपयोͬगता का मुÉय कारण यह है ͩक वाÛडर वाãस 
िèथराकं a व b यथा[थ मɅ िèथरांक नहȣ ं है Èयɉͩक ये ताप व दाब पǐरवत[न के साथ-साथ 
पǐरवǓत[त हो जाते है । उदाहरणाथ[ काब[न डाइऑÈसाइड गसै के ͧलए 0०C और 100०C के मÚय, 
b को िèथर मान लेने पर a के मान मɅ 20% वृͪ ƨ हो जाती है । इसी Ĥकार यǑद a को िèथर 
मान ͧलया जाय तो b के मान मɅ पाँच गनुा वृͪ ƨ पायी जाती है । दाब बढ़ने के साथ-साथ b के 
मान मɅ कमी आती है ।  

6.12 समानीत अवèथा समीकरण तथा संगत अवèथाओं का Ǔनयम 
(Reduced equation of state and Law of 
corresponding sates)  
आप समझ गए हɉगे ͩक ĐािÛतक ǒबÛद ु के समीप, सभी गसैɉ के ͧलए समतापी वĐ 

लगभग एक समान होने चाǑहए ͩकÛत ुिèथराकं a व b के मान ͧभÛन-ͧभÛन होने के कारण, यह 
समीकरण सभी गसैɉ के ͧलए समान Ǿप से लाग ूनहȣ ंहोती है । सन ्1881 मɅ वाÛडर वाãस के 
अनसुार, समीकरण मɅ ताप, दाब व आयतन को Đमश: ĐािÛतक ताप, ĐािÛतक दाब और 
ĐािÛतक आयतन तथा समानीत ताप, समानीत दाब और समानीत आयतन ɮवारा åयÈत करने 
पर एक ऐसी समीकरण ĤाÜत होती है िजसे समान Ǿप से सभी गसैɉ पर लाग ूͩकया जा सकता है 
। ͩकसी गसै के समानीत ताप (Tr), समानीत दाब (Pr) और समानीत आयतन (Vr) को Ǔनàन 
Ĥकार से ͧलख सकते हɇ - 

 r, P
C C

T PTr
T P

  और r
C

VV
V

  

ताप (T), दाब (P) और आयतन (V) के मानɉ को Đमश: Tr,Pr, व Vr के Ǿप मɅ 
ͧलखने पर वाÛडर वाãस समीकरण (6.11) Ǔनàन èवǾप लेता है - 



192 
 

r 2 2P C
r c

aP
V V

 
 

 
 ( ) r CVrVc b RT T   

समीकरण (6.26), (6.27), और (6.28) ɮवारा Đमश: VC,PC व TC के मान समीकरण 
(6.37) मɅ ĤǓतèथाͪपत करने पर 

r 2 2 2P
27 9 r

a a
b V b

 
 

 
 

8(3 )
27r r

aV b b RT
Rb

   

r2 2

3P
27 r

a
b V

 
 

 
 

8[3 1]
27

r
r

aTb V
b

   

इस समीकरण के दोनɉ ओर 
27
a
b
 का भाग देने पर 

r
3P

rV
 

 
 

 (3 1) 8r rV T   .............(6.38) 

चू ंͩक समीकरण (6.38) मɅ गसै कȧ ĤकृǓत पर Ǔनभ[र करने वाले वाÛडर वाãस िèथरांक a 
व b नहȣ ंहै अत: यह समीकरण सभी गसैɉ के ͧलए समान Ǿप से लाग ूहोती है । इसे अवèथा 
का समानीत समीकरण (Reduced equation of state) कहत ेहɇ । इस समीकरण से èपçट 
हो जाता है ͩक यǑद दो या दो से अͬधक गसैɉ का समानीत ताप व समानीत दाब समान हो तो 
उनका समानीत आयतन भी समान होगा । ऐसी अवèथा मɅ इन गसैɉ को संगत अवèथा 
(Correspponding states) मɅ कहा जाता है और यह Ǔनयम संगत अवèथाओं का Ǔनयम 
(Law of Corresponding States) कहलाता है । 

इस Ǔनयम का उपयोग ͪवͧभÛन ġवɉ के Èवथनांकɉ पर उनके आिÖवक आयतनɉ कȧ 
तुलना करने मɅ ͩकया जाता है । चू ंͩक Èवथनाकं ġव संगत अवèथा मɅ पाए जाते हɇ अत: इनके 
भौǓतक गणुɉ मɅ Ǔनयͧमतता पायी जानी चाǑहए । उदाहरणाथ[ काब[Ǔनक ġवɉ के Èवथनाकं अपने 
ĐािÛतक ताप के दो-Ǔतहाई होते हɇ िजÛहɅ साǐरणी (6.4) मɅ दशा[या गया है । 

साǐरणी 6.4 कुछ काब[Ǔनक ġवɉ के Èवथनांक तथा ĐािÛतक ताप 
ġव Èवथनांक T (K) ĐािÛतक ताप TC(K) T/TC 
n- पेÛटेन 313 470 0.67 
आइसोपेÛटेन 303 468 0.65 
n-हेÈसेन 342 508 0.67 
बेÛजीन 353 561 0.63 
ईथर 308 467 0.65 
ÈलोरोबेÛजीन 405 632 0.64 

उपरोÈत साǐरणी से èपçट है ͩक ġवɉ के Èयथूनांक पर समानीत ताप के मान लगभग 
समान है । चू ंͩक ġव अवèथा मɅ आयतन पर दाब का Ĥभाव अपे¢ाकृत नगÖय रहता है 
अत: इन ġवɉ के समानीत आयतन भी समान होगɅ ।  
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बोध Ĥæन 
13. ͩकसी गैस के ͧलए समानीत ताप, समानीत दाब और समानीत आयतन के ͧलए 
 सूğ दȣिजए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
 .............. ......... .......... ......... ......... ....... ... ...... .............. ......... ......... 
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
14. संगत अवèथाओं का Ǔनयम ͧलͨखए ।  
 .............. ......... .......... ......... ......... .......... ...... .............. ......... .........  
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई के भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 

6.13 गैसɉ का ġवण (Liquification of Gases)  
आप जान चकेु हɇ ͩक गसैɉ के अणओंु के मÚय उपिèथत अÛतराकष[ण बल के कारण 

इÛहɅ उÍच दाब व Ǔनàन ताप पर ġͪवत ͩकया जा सकता है और यह ताप ĐािÛतक ताप से कम 
होना चाǑहए । गसैɉ के ġवण के ͧलए उपयोग मɅ लȣ जाने वालȣ ͪवͬधया ँमुÉयत: Ǔनàन ͧसƨाÛतɉ 
पर आधाǐरत है 
(i) जूल थॉमसन Ĥभाव (Joule Thomson’s effect) 

जेàस जूल और थॉमसन के अनसुार ͩकसी गसै को उÍच दाब से Ǔनàन दाब कȧ ओर 
Ĥसाǐरत करने पर ताप मɅ कमी आती है Èयɉͩक Ĥसरण मɅ अÛतरािÖवक आकष[ण के ͪवǾɮव काय[ 
के ͧलए ऊजा[, èवयम ्अणओंु कȧ आÛतǐरक ऊजा[ से ĤाÜत होती है । जलु थॉमसन Ĥभाव Ĥ×येक 
गसै के ͧलए एक Ǔनिæचत ताप से कम ताप पर हȣ सàभव है । इस ताप को कु×कम ताप (Ti) 
कहत ेहɇ । यह वाÛडर वाãस िèथरांकɉ a व b से Ǔनàन Ĥकार से सàबिÛधत होता है 

2i aT
Rb

  

उदाहरणाथ[ हाइĜोजन और हȣͧलयम गसै का ताप Đमश: - 800 तथा – 2400 से कम हो तो 
इनका ġवण ͩकया जा सकता है । अत: ये ताप इन गसैɉ के åय×ुĐम ताप हɇ । 
(ii) Ǿƨोçम Ĥसार (Adiabatic expansion) 

जब ͩकसी गसै को दाब के ͪवǾɮव Ĥसाǐरत होने Ǒदया जाता है तो उसे कुछ यांǒğक काय[ 
करना पड़ता है िजससे उसके अणुओं कȧ गǓतज ऊजा[ åयय होती है । इस आÛतǐरक ऊजा[ मɅ 
कमी के कारण ताप मɅ कमी आती है । 

इन ͧसƨाÛतɉ के आधार पर गसैɉ का ġवण Ǔनàन ͪवͬधयɉ ɮवारा ͩकया जा सकता है - 
(1) Ǒहम ͧमĮण ɮवारा शीतलन (Cooling by freezing mixtuer) 

सव[Ĥथम फैराड ेने सन ्1823 मɅ Ǒहम ͧमĮण ɮवारा कई गसैɉ जसेै SO2, H2S, CO2 
आǑद िजनके ġवण के ͧलए अͬधक दाब व कम ताप कȧ आवæयकता नहȣ ंहै को ġͪवत ͩकया । 
इसके ͧलए उपयोग मɅ ͧलए गए उपकरण मɅ एक v आकार कȧ नलȣ होती है । इसकȧ एक भुजा 
को गरम कर गसै बनायी जाती है तथा दसूरȣ भुजा को Ǒहमकारȣ ͧमĮण मɅ रख कर ठÖडा कर 
ͧलया जाता है (ͬचğ 6.9) । 
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ͬचğ 6.9. गसैɉ के ġवण कȧ फैराडे ͪवͬध । 

इसके पæचात ् ͬथलेǐरये ने अͬधक दाब सहन करने वाला उपकरण बनाया तथा co2, का ġवण 
ͩकया तथा बताया ͩक ठोस co2, और ईथर का ͧमĮण एक उ×तम Ĥशीतक के जसेै काय[ करता 
है । इन ͧमĮण को ͬथलेǐरये ͧमĮण भी कहत ेहɇ । 
(2) ͧलÖड ेͪवͬध (Linde’s methods) 

यह ͪवͬध जलू थॉमसन Ĥभाव पर आधाǐरत है । इसके ͧलए उपयोग मɅ लाया गया 
उपकरण ͬचğ (6.10) मɅ दशा[या गया है । इस ͪवͬध मɅ वाय ुअथवा गसै िजसका ġवण करना 
होता है को उÍच दाब लगभग 200 वायमुÖडल तक सàपीͫड़त कर कुÖडलȣ C मɅ से ĤवाǑहत 
करते हɇ ताͩक संघǓनत वाçप अलग हो जाए । इस शुçक गसै को सͪप[लाकार पाइप S मɅ से 
ĤवाǑहत कर जेट J से Ĥसरण कराते हɇ । इस Ĥकार गसै का दाब अब 50 वायमुÖडल हȣ रह 
जाता है तथा ताप भी कम हो जाता है । इस ठÖडी गसै को पनु: बाéय नलȣ मɅ पǐरसचǐरत करत े
हɇ । इस Ĥकार चĐȧय ĤĐम मɅ गसै का शीतलन हो जाता है और यह ġͪवत हो जाती है िजसे 
गसै नलȣ B के Ǔनचले Ǒहèसे मɅ एकǒğत कर ͧलया जाता है । 

 
ͬचğ 6.10 ͧलÖड ेͪवͬध ɮवारा वाय ुका ġवण । 

(3) Èलॉड ͪवͬध (Claude’s method) 
यह ͪवͬध जलू थॉमसन Ĥभाव व गसैɉ के Ǿƨोçम Ĥसार के संयÈुत उपयोग पर आधाǐरत 

है । इस ͪवͬध मɅ उपयोग मɅ ͧलया जाने वाला उपकरण ͬचğ (6.11) मɅ दशा[या गया है । इस मɅ 
गसै अथवा शुƨ वाय ु(CO2 व जलवाçप रǑहत) को 200 वायमुÖडल दाब तक सàपीͫड़त कर नलȣ 
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ABC मɅ ĤवाǑहत ͩकया जाता है । ǒबÛद ुC पर नलȣ दो भागɉ मɅ ͪवभािजत होती है, एक भाग 
को Ĥसार वाãव J ɮवारा Ĥसाǐरत होने Ǒदया जाता है तथा दसूरा भाग ͧसलेÖडर D के ͪपèटन को 
Ǿƨोçम Ĥसार ɮवारा बाहर धकेलने का काय[ करता है । दोनɉ ĤĐम ɮवारा शीǓतत गसै अथवा 
वाय ुतब तक पनु: पǐरसचंǐरत कȧ जाती है जब तक ġवण न हो जाय । 

 ġव वाय ु 

 
ͬचğ 6.11 गसैɉ के ġवीकरण के ͧलए Èलॉड उपकरण 

इसी Ĥकार गसैɉ का ġवण, वाçपशील ġवɉ का तजेी से वाçपीकरण ɮवारा अनचुुàबकȧय 
पदाथȾ का Ǿƨोçम ͪवचुàबकन ɮवारा शीतलन आǑद ͪवͬधयɉ ɮवारा भी ͩकया जा सकता है । 
ġͪवत गसैɉ का उपयोग (Application of liquefied gases) 

वत[मान मɅ ġͪवत गसैɉ का उपयोग Ĥशीतक के Ǿप मɅ ͩकया जाता है । रेͩĥजरेटर मɅ ġव 

3NH , ġव 2CO , ġव ĥȧऑन आǑद का उपयोग ͩकया जाता है । रॉकेट मɅ ġव O2 का उपयोग 

ईधन के Ǿप मɅ ͩकया जाता है । Ĥयोगशाला मɅ अͧभͩĐयाओं के ͧलए Ǔनàन ताप, ġव N2 ġव 
वाय,ु ठोस CO2 एãकोहॉल ईथर ͧमĮण ɮवारा उ×पÛन ͩकया जाता है । 

बोध Ĥæन 
15. Ǔनàनͧलͨखत èतàभ I  को èतàभ I I  से सहȣ ͧमलान कर उ×तर दȣिजए । 
 èतàभ I     èतàभ II  

(i) Ǒहम ͧमĮण ɮवारा शीतलन क. जूल थॉमसन व Ǿƨोçम Ĥसार का संयुÈत Ĥभाव 
(ii) ͧलÖडे ͪवͬध   ख. ͬथलेǐरये ͧमĮण 
(iii) Èलॉड ͪवͬध   ग. जूल थॉमसन 
16. ͩकसी गैस के वाÛडर वाãस िèथरांकɉ और åयु×Đम ताप मɅ सàबÛध दशा[इये । 
नोट : आप अपने उ×तर इस इकाई क भाग 6.17 मɅ Ǒदए गए उ×तरɉ से ͧमलान करे । 
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6.14 सारांश (Summary) 
 गसैɉ का आदश[ åयवहार से ͪवचलन संपीɬयता गणुाकं ɮवारा समझाया जाता है । बॉयल 

ताप पर गसैɅ आदश[ åयवहार दशा[ती हɇ । 
 उÍच दाब पर गसै के अणओंु का आयतन, उसके कुल आयतन कȧ तुलना मɅ नगÖय नहȣ ं

होता है | 
 कम ताप व अͬधक दाब पर गसै के अणुओं मɅ परèपर आकष[ण बल पाया जाता है । 
 विज[त आयतन, गसै के अण ुके वाèतͪवक आयतन का चार गनुा होता है । 
 आदश[ गसै समीकरण मɅ आयतन व दाब संशोधन कर वाÛडर वाãस समीकरण ĤाÜत कȧ 

जाती है । 
 ĐािÛतक अवèथा पर ġव और गसैीय अवèथा मɅ ͪवभेद नहȣ ंͩकया जा सकता है । एक 

अवèथा से दसूरȣ अवèथा मɅ यह पǐरवत[न सतत होता है । 
 गसै का ĐािÛतक ताप व ĐािÛतक दाब उसकȧ माğा पर Ǔनभ[र नहȣ ंकरता है परÛत ु

ĐािÛतक 
 आयतन, माğा पर Ǔनभ[र करता है । 
 ĐािÛतक आयतन का Ǔनधा[रण सरल रेखीय åयास Ǔनयम का उपयोग कर-दव व वाçप के 

घन×व मानɉ ɮवारा ͩकया जाता हɇ । 

 वाÛडर वाãस समीकरण के अनसुार सभी गसैɉ के ͧलए c

c c

RT
PV

 मान 2.67 आता है । 

 दो या दो से अͬधक पदाथȾ का यǑद समानीत ताप व समानीत दाब एक हȣ है तो उनके 
समानीत आयतन भी समान होगɅ । 

 जूल थॉमसन Ĥभाव और Ǿƨोçम Ĥसार के आधार पर गसैɉ का ġवण ͩकया जा सकता 
है। 

6.15 शÞदावलȣ (Glossary) 
सुĤेêय appreciable 
अͧभला¢ͨणक िèथराकं characteristic constant 
¢ैǓतज horizontal 
ऊÚवा[धर vertical 
ĐािÛतक समतापी वĐ critical isotherm 
परवलय parabola  
शीष[ apex  
सतत continuous 
असांत×य discontinuous 
घनीय cubic 
अͬधकिãपत imaginary  
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गणुांक coefficient 
समानीत ताप reduced temperature 
समानीत दाब reduced pressure  
समानीत आयतन reduced volume  
åय×ुकम ताप inversion temperature 
यांǒğक काय[ mechanical work 
पǐरसचंǐरत Recirculate 
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6.17 बोध Ĥæनɉ के उ×तर 
1. (i) (ii)x (iii) (iv)x (v) 
2. वह ताप िजस पर वाèतͪवक गसै दाब के सुĤेêय पǐरसर मɅ आदश[ गसै के Ǔनयमɉ का पालन 

करती है बॉयल ताप कहलाता है । 

3. संपीɬयता गणुांक ((z)= 
( )
PV
PV

 PV
RT

 आदश[ 

4. विज[त आयतन ĤǓत मोल (b
344

3 2
xNx 

    
 

 (अण ुका वाèतͪवक आयतन) 

5. 2 ( )aP V b RT
V

    
 

 

6. a कȧ इकाई Nm4mlo-2  
b कȧ इकाई m3mol-1 

7.  B
aT

Rb
   

8. वह अवèथा िजस मɅ ġव व गसैीय अवèथा मɅ ͪवभेद करना सभंव न हो, ĐािÛतक अवèथा 
कहलाती है । 

9. सरल रेखीय åयास का Ǔनयम 
10. (i)स×य (ii)स×य  (iii)अस×य (iv)अस×य 
  

11. ( ) 3ci V b
8( )

27
aii Tc
Rb

 2( )
27

aiii Pc
b
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2 227
( )

64
c

c

R Tiv a
P

 ( )
8

c

c

RTiv b
P

  

 
12.  (i)2.67  (ii) 0.375 

13.  समानीत ताप r
c

TT
T

  

समानीत दाब r
c

PP
T

  

समानीत आयतन r
c

VV
V

  

14. दो गसैɉ का समानीत ताप व समानीत दाब समान होने पर उनका समानीत आयतन भी 
समान होगा । इन गसैɉ को संगत अवèथा मɅ कहत े है तथा यह Ǔनयम संगत अवèथा का 
Ǔनयम कहलाता है। 

15. 1.ख 2.ग 3.क 

16. 2
i

aT
Rb

  

6.18 अßयासाथ[ Ĥæन (Exercise question) 
1. गसैɉ के आदश[ åयवहार से ͪवचलन के कारण कȧ åयाÉया कȧिजए तथा इÛहɅ वाÛडर वाãस 

समीकरण ɮवारा समझाइए । 
2. ͧसƨ कȧिजए ͩक गसै के अणुओं का विज[त आयतन, अण ु के वाèतͪवक आयतन का चार 

गनुा होता है । 
3. वाÛडर वाãस समीकरण से अवèथा सांत×य को समझाइये । 
4. संगत अवèथा का Ǔनयम Èया है ? समानीत अवèथा समीकरण को åयिु×पत कȧिजए तथा 

इसका भौǓतक मह×व समझाइये । 
5. वाÛडर वाãस समतापी वĐ और वाèतͪवक गसै के समतापी वĐ मɅ Èया अÛतर है ? 

समझाइये । वाÛडर वाãस समीकरण कȧ सीमाएँ दȣिजए । 
6. एक मोल गसै के ͧलए वाÛडर वाãस समीकरण ͧलͨखए । ͧसƨ कȧिजए ͩक वाÛडर वाãस गसै 

के ͧलए c

c

RT
PV

होता है जहा ँR गसै िèथरांक व PcVc और Tc Đमश: ĐािÛतक दाब, 

ĐािÛतक आयतन और ĐािÛतक ताप हɇ । 
7. ĐािÛतक घटना से Èया अͧभĤाय है ? ͩकसी गसै के ĐािÛतक िèथराकंɉ के Ĥायोͬगक 

Ǔनधा[रण का वण[न कȧिजए । 
8. ͩकसी गसै के ĐािÛतक िèथराकं और वाÛडर वाãस िèथरांक के ͧलए के åयजंक åयिु×पत 

कȧिजए ।  
9. बॉयल ताप ͩकसे कहत ेहɇ ? समझाइये । 



199 
 
10. जूल थॉमसन Ĥभाव पर आधाǐरत गसैɉ के ġवण कȧ ͪवͬध ͧलͨखए । 
11. काब[न डाइऑÈसाइड के समतापी वĐɉ के ɮवारा अवèथा सातं×य समझाइये । 
12. ͩ कसी गसै के ĐािÛतक ताप कȧ गणना कȧिजए यǑद गसै के वाÛडर वाãस िèथराकं a व b 

के मान Đमश: 428 atm litre2mol-2व 0.04 litter mol-1 है । 
[Tc=400K]  

13. एक वाÛडर वाãस गसै के ͧलए Pc का मान 200 atm व b का मान 0.05 dm3mol-1 है 
तो 

ĐािÛतक ताप कȧ गणना कȧिजए । 

[हल सकेंत: 2 827 ,
27c c

aa P x b T
Rb

   

 
28 27 8

27
c cxP x b P bTc

Rb R


  

  

(उ×तर 974.4K) 
 


