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इकाई 1 : सिàमĮ संÉयाएँ (Complex Numbers) 
इकाई कȧ Ǿप रेखा 
1.0 उƧेæय 
1.1 Ĥèतावना 
1.2 सिàमĮ संÉयाएँ 

1.2.1 दो सिàमĮ संÉयाओं कȧ समानता 
1.3 सिàमĮ संÉयाओं पर संͩĐयाएँ 

1.3.1 सिàमĮ संÉयाओं का योगफल 
1.3.2 सिàमĮ संÉयाओं का गणुनफल 
1.3.3 सिàमĮ संÉयाओं का åयवकलन 
1.3.4 सिàमĮ संÉयाओं का भागफल 

1.4 सिàमĮ संयÊुमी 
1.4.1 सिàमĮ संयÊुमी के गणुधम[ 

1.5 सिàमĮ संÉया का मापांक 
1.5.1 सिàमĮ संÉयाओं के मापाकं के गणुधम[ 

1.6 सिàमĮ संÉयाओं का Ïयाͧमतीय ǓनǾपण 
1.6.1 सिàमĮ संÉयाओं का Ģुवीय Ǿप 

1.7 डी मायवर Ĥमेय 
1.7.1 डी मायवर Ĥमेय के अनĤुयोग 

1.8 सिàमĮ राͧशयɉ कȧ चरघाताकंȧ Įेͨणयाँ 
1.9 अǓतपरवलǓयक फलन 

1.9.1 अǓतपरवलǓयक एव ंǒğकोणͧमतीय (व×ृतीय) फलनɉ मɅ परèपर सàबÛध 
1.9.2 अǓतपरवलǓयक फलनɉ मɅ परèपर सàबÛध 

1.10 सिàमĮ राͧशयɉ के लघगुणुक 
1.11 साराशं 
1.12 शÞदावलȣ 
1.13 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के èतर 
1.14 अßयास Ĥæन 

1.0 उƧेæय 
इस इकाई मɅ आप सिàमĮ राͧशयɉ तथा उनके ͪवͧभÛन गणुधमȾ का अÚययन करɅगे। सिàमĮ 
राͧशयɉ के ͧलये डी मायवर Ĥमेय का अÚययन करɅगे एव Ĥमेय के अनĤुयोगɉ ɮवारा सिàमĮ 
राͧशयɉ से सàबिÛधत ͪवͧभÛन समèयाओं को हल कर सकɅ गे। आप सिàमĮ राͧशयɉ के ͧलये 
चरघाताकंȧ Įेणी, एव सिàमĮ राͧशयɉ के ǒğकोणͧमतीय, अǓतपरवलǓयक; ĤǓतलोम, व×ृतीय एव ं
लघगुणुक फलनɉ का अÚययन भी करɅगे। 
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1.1 Ĥèतावना 
वाèतͪवक संÉयाओं से परे सिàमĮ संÉयाओं कȧ धारणा एव ंउ×पि×त ऐसी बीजीय समीकरणɉ के 
हल हɇ, जो ͩकसी वाèतͪवत राͧश ɮवारा सÛतुçट नहȣं होते हɇ। समीकरण 2 1 0x    तथा 

2 2 4 0x x    ͩकसी भी वाèतͪवक राͧश ɮवारा सÛतुçट नहȣ ंहोत।े गͨणत£ आयलर R -1 के 
वग[मूल का एक नये Ĥतीक के Ǿप मɅ पǐरचय कराया, जहाँ 2 1i    वाèतͪवक गणुांकɉ वाले 
Ĥ×येक बीजीय समीकरण के मूल सिàमĮ होत े हɇ, िजÛहे a ib  के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा 
सकता है। 

1.2 सिàमĮ संÉयाएँ (Complex number) 
यǑद x व y वाèतͪवक संÉयाएँ हɉ तो z x y   एक सिàमĮ संÉया कहलाती है व इसे एक 

Đͧमत यÊुम (x,y) ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 
x व y सिàमĮ संÉया z के घटक कहलात ेहɇ तथा इÛहɅ Ǔनàन Ĥकार से åयÈत करत ेहɇ : 
x = सिàमĮ संÉया z का वाèतͪवक भाग = R (z) 
y = सिàमĮ संÉया z काãपǓनक भाग = I (z) 
यह देखा जा सकता है ͩक यǑद 
(a) सिàमĮ संÉया z मɅ यǑद घटक y=0 तब z एक ͪवशुƨ वाèतͪवक राͧश होती है। 
(b) सिàमĮ संÉया यǑद : x=0 तब z एक ͪवशुƨ काãपǓनक राͧश होती है। उपरोÈत से èपçट है 

ͩक यǑद 
N  =Ĥाकृत संÉयाओं का समुÍचय, ।= पणूा[कɉ का समुÍचय, R  वाèतͪवक संÉयाओं का 
समुÍचय तथा C   सिàमĮ संÉयाओं का समुÍचय हो, तब 
N I R C    

1.2.1 दो सिàमĮ संÉयाओं कȧ समानता 
दो सिàमĮ संÉयाएँ 1 1 1( , )z x y  तथा 2 2 2( , )z x y  परèपर समान (equal) कहलाती है. 
अथा[त 1 2z z  यǑद और केवल यǑद 1 2x x  तथा 1 2y y  

1.3 सिàमĮ संÉयाओं पर संͩĐयाएँ 
1.3.1 सिàमĮ संÉयाओं का योगफल 
माना, 2 2 2( , )z x y  तथा 2 2 2( , )z x y  कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ है। तब 1z  तथा 2z  का 
योगफल 1 2z z  ɮवारा ǓनǾͪपत होता है तथा Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है : 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( )z z z x y x y x x y y         
उदाहरण 
यǑद 1 (3, 5)z    तथा 2 ( 7,11)z    तब 

1 2 (3, 5) ( 7,11) (3 7 5 11)z z z           
( 4,6)   
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4 6i    
सिàमĮ संÉयाओं का योगफल Ǔनàन गणुधमȾ का पालन करता है : 
(a) संवरक गणु : ͩकÛहȣं भी दो सिàमĮ संÉयाओं का योगफल भी एक सिàमĮ संÉया होती है। 
(b) साहचय[ता गणु : सभी सिàमĮ संÉयाओं  के ͧलये 

 
(c) ĐमͪवǓनमेयता गणु : सभी सिàमĮ संÉयाओं 1 2,z z  के ͧलये 1 2z z = 2 1z z  
(d) योग का त×समक अवयव : सभी सिàमĮ संÉयाओं ( , )z x y  ͩक ͧलये एक 

अɮͪवतीय सिàमĮ संÉया 0 (0,0)  इस Ĥकार है। ͩक 
 

(e) योग का ĤǓतलोम अवयव: Ĥ×येक सिàमĮ संÉया ( , )z x y  के ͧलए एक अɮͪवतीय संÉया 
( , )z x y     सदैव इस Ĥकार है ͩक 

 
(f) Ǔनरसन के Ǔनयम : स भी सिàमĮ संÉयाओं 1 2,z z  तथा 3z  के ͧलये 

 (दͯ¢ण Ǔनरसन Ǔनयम) 
 (वाम Ǔनरसन Ǔनयम) 

1.3.2 सिàमĮ संÉयाओं का गणुनफल 
माना  तथा 2 2 2( , )z x y  कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ हɇ। तब 1z  तथा 2z  का 

गणुनफल 1 2z z  ɮवारा ǓनǾͪपत होता है तथा Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है : 

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , )( , ) ( , )z z x y x y x x y y x y x y     
उदाहरण यǑद 1 (3, 5)z    तथा 2 ( 7,11)z    तब 

1 2 (3, 5)( 7,11)
(3 ( 7) ( 5) 11,3 11 ( 5) ( 7))
(34,68)

z z   
          


 

सिàमĮ संÉयाओं का गणुनफल Ǔनàन मलू गणुधमȾ का पालन करता है : 
a) संवरक गणु : ͩकÛहȣं भी दो सिàमĮ संÉयाओं का गणुनफल भी एक सिàमĮ संÉया होता है। 
b) साहचय[ता गणु : सभी सिàमĮ संÉयाओं  के ͧलये  1 2 3 1 2 3( )z z z z z z  
c) ĐमͪवǓनमेयता गणु : सभी 1 2,z z  के ͧलये 1 2z z = 2 1z z  
d) गणुन का त×समक अवयव : सभी सिàमĮ संÉयाओं ( , )z x y  ͩक ͧलये एक अɮͪवतीय 

सिàमĮ संÉया (1,0) इस Ĥकार है ͩक 

 

इसी Ĥकार    (1,0) , ,x y x y z   
अत : सिàमĮ संÉया (1,0) गणुन के त×समक अवयव के Ǿप मɅ ͪवɮयमान होती है। 

1 2 3, ,z z z

1 2 3 1 2 3( ) ( )z z z z z z    

0 ( , ) (0,0) ( 0, 0) ( , )z x y x y x y z       

( ) ( , ) ( , ) ( , ) (0,0) 0z z x y x y x y y y          

1 3 2 3 1 2( )i z z z z z z    

3 1 3 2 1 2( )ii z z z z z z    

1 1 1( , )z x y

1 2 3, ,z z z

 
 
, (1,0) ( .1 .0, .0 .1)

,

x y x y x y

x y z
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e) गणुन का ĤǓतलोम अवयव : Ĥ×येक अशÛूय सिàमĮ सÉंया  ,z x y  के ͧलए एक 

अɮͪवतीय संÉया 

 इस Ĥकार है ͩक 

 एव ं 1 (1,0)z z   
f) Ǔनरसन के Ǔनयम : सभी सिàमĮ संÉयाओं 1 2 3, ,z z z  के ͧलये 

 यǑद  3 0,0z   (दͯ¢ण Ǔनरसन Ǔनयम) 
तथा  यǑद  3 0,0z   (वाम Ǔनरसन Ǔनयम) 

g) वटंन के Ǔनयम : सभी सिàमĮ संÉयाओं 1 2 3, ,z z z  के ͧलये 
 (वाम बटंन Ǔनयम) तथा 

 (दͯ¢ण बटंन Ǔनयम) 
1.3.3 सिàमĮ संÉयाओं का åयवकलन  
माना  1 1 1,z x y  तथा  2 2 2,z x y  कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ हɇ। तब 1z  से 2z  का 
यवकलन 1 2z z  ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है तथा Ǔनàन Ĥकार से पǐरभाͪषत होता है : 

   
   

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

, ,

, ,

z z x y x y

x y x y

  

   
 

1 2 1 2( , )x x y y    (योग के Ǔनयम से) 
उदाहरण यǑद  1 3, 5z    तथा  2 7,11z    तब 

   1 2 3, 5 7,11z z      
   3, 5 7, 11
(3 7, ( 5) ( 11)
(10,16)

   

    


 

1.3.4 सिàमĮ संÉयाओं का भागफल 
माना  1 1 1,z x y  तथा  2 2 2,z x y  कोई दो सिàमĮ संÉयाएँ हɇ। तब 2z  ɮवारा 1z  का 

भागफल 1

2

z
z

 ɮवारा ǓनǾͪपत होता तथा Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत ͩकया जाता है : 

 1 2 2
1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1. , ( , )z x yz x y
z z x y x y


 

 
 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

( , )x x y y x y x y
x y x y

 


 
 जब ͩक  2 2 2, 0z x y   

उदाहरण 
यǑद 1z =(4,-5) तथा 2z =(-3,2) तब 

1
2 2 2 2

1 ,x yz
z x y x y

  
     
1 (1,0)zz 

1 3 2 3 1 2( )i z z z z z z  

3 1 3 2 1 2( )ii z z z z z z  

 1 2 3 1 2 1 3( )i z z z z z z z  

 2 3 1 2 1 3 1( )ii z z z z z z z  
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1
2 22 2

2

4, 5 3 24, 5 ,
3,2 3 2 3 2

3 24, 5 ,
13 13

12 10 8 15 22 7, ,
13 13 13 13

z
z

   
    

      
     

 
          

   

 

 

1.4 सिàमĮ संयुÊमी (Complex conjugate) 
यǑद  ,z x y  कोई सिàमĮ संÉया है, तब z का सिàमĮ संयÊुमी, सिàमĮ संÉया  ,x y  
है। 
इसे z  ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ। अत : यǑद  ,z x y  तब  ,z x y   
उदाहरण 1 

यǑद (5,4) 5 4z i    तब (5, 4)z   
 5, 4
5 4i

 

 
 

उदाहरण 2 
यǑद  3,0 3 .0z i      तब  3,0z    

( 3, 0)    
3, .0i    

 3   
अतएव ͪवशुƨ वाèतͪवक संÉया का सिàमĮ संयÊुमी èवय ंवह वाèतͪवक संÉया होती है। 
उदाहरण 3 

यǑद (0, 2) 0 .2 2z i i     तब 
(0,2) (0, 2) 0 .2 2z i i        

अत एव ͪवशƨु काãपǓनक संÉया का सिàमĮ संयÊुमी èवय ंउस काãपǓनक संÉया का ऋणा×मक 
मान होता है। 
1.4.1 सिàमĮ संयÊुमी के गणुधम[ (Properties of complex conjugate) 
यǑद  तथा 2z  कोई तीन सिàमĮ संÉयाऐं हɇ। तब 1,z z
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 2 0z   

उ×पǓत माना  ,z x y  ,ज़हाँ ,x y R  

तब      1 , ,a z z x y x y    
   
 
   

, ,

,

2 ,0 2 2

x y x y

x x y y

x x R z

  

   

  

 

     1 , ,b z z x y x y    

   
  

, ,

,

x y x y

x x y y

  

   
 

   0.2 2 2y iy iI z    

 
   
 
     

2 2

2 22 2

, ,

,0

x y x y

x y

x y R z I z

 

 

         

 

        , ,d z x y x y    

   , ,x y x y

z

  


 

अब आगे गणुधम[ (e) से (g) के ͧलये माना 
 1 1 1z x y  तथा  2 2 2z x y  जहा ँ 1 2 1 2, , ,x x y y R  

तब      1 2 1 1 2 2, ,e z z x y x y    

   
   
     

  
 
 

2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

2

2

. .

a z z R z

b z z iI z

c zz R z I z

d z z

e z z z z

f z z z z

 

 

       



  



  1 2 1 2g z z z z

    , ,c zz x y x y
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1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

,

,

, ,

x y x y
x x y y

x y x y

x y x y

z z

  

   

   

 

 

 

    1 2 1 1 2 2. , ,f z z x y x y  

 
   
  

1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

,

, ,

, ,

.

x x y y x y x y

x y x y

x y x y

z z

   

  





 

     
 

1 1
1 2

2 2

,
,

x y
g z z

x y
 

   
 

2 0z   

= 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

, ,,x x y y x y x y
x y x y

  
   

(जहाँ 2 2
2 2 0x y  ) 

 
 

 
 

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2

, ,,

, ,,

, ,
, ,

x x y y x y x y
x y x y

x x y y x y x y
x y x y

x y x y
x y x y

z z

  
    
   

    


 





 

1.5 सिàमĮ संÉया का मापांक (Modulus of a complex number) 
सिàमĮ संÉया  ,z x y  मापाकं वाèतͪवक अऋणा×मक (real nonnegative) राͧश 

2 2x y  ɮवारा पǐरभाͪषत ͩकया जाता है तथा इसे Ĥतीक Ǿप मɅ z  ɮवारा åयÈत ͩकया 

जाता है। अत: यǑद  ,z x y  तब 

   2 22 2 0z x y R z I z            

उदाहरण के ͧलये यǑद  3, 4z    तब 

   2 23 4 9 16 5z        
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1.5.1 सिàमĮ संÉयाओं के मापांक के गणुधम[ 
यǑद 1 2, ,z z z  सिàमĮ संÉयाएँ हɉ तब 
   a z R z  यथा  z I z  

 

  2

b z z z

c z zz

  


 

  1 2 1 2d z z z z  

  11

2 2

zze
z z

 2; 0z   

 
 
 
 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

f z z z z

g z z z z

h z z z z

i z z z z

  

  

  

  

 

उपपि×त माना  ,z x y  जहाँ ,x y R  तब 

       2 22 2a z x y R z I z R z            

तथा      2 22 2z x y R z I z I z            

   22 2 2b z x y x y z       

इसी Ĥकार  

   2 22 2z x y x y z         

   2 2 2 2 2 ,0c z x y x y     

 
   
  

2 2( , )

, , ,

, ,

x y x y xy

x y x y

x y x y

zz

   

 





 

अब आगे गणुधम[ (d) से (i) के ͧलये 
माना  1 1 1,z x y  तथा  2 2 2,z x y  जहाँ 1 2 1 2, , , ,x x y y R  तब

   1 2 1 2 1 2 1 2 2 1,d z z x x y y x y x y    
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2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2

,

x x y y x y x y

x x y y x y x y

x y x y

x y x y

z z

   

  

   

  



 

  1 1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2

,z x x y y x y x ye
z x y x y

  
    

(जहाँ  2 0,0z  ) 

 
   

 

2 2

1 2 1 2 2 1 1 2
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

22 2
2 2

2 2 2 2
1 1 2 2

22 2
2 2

2 2
1 1

2 2
2 2

1

2

x x y y x y x y
x y x y

x x y y x y x y

x y

x y x y

x y

x y

x y

z
z

    
        

 




  











 

    2
1 2 1 2 1 2f z z z z z z    गणुधम[ (c) से 

  1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

z z z z

z z z z z z z z

  

   
 

 2 2
1 2 1 2 1 2z z z z z z     

 

 

 अत:  

   

  

 

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

2 ...............

2

2

2

z z R z z i

z z z z R z z

z z z z

z z z z

z z

  

   

  

  

 



1 2 1 2z z z z  
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अत:   

h) समीकरण (1) से 
 

 

  R z z  

 

अत:   

(i) समीकरण (2) से 
 

2 2
1 2 1 22z z z z    

  R z z  

 

अत:     

 

     2
1 2 1 2 1 2g z z z z z z   

  
 
 

   

  

 

1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

2 ............... 2

2

2

2

z z z z

z z z z z z z z

z z z z z z

z z R z z

z z z z R z z

z z z z

z z z z

z z

  

   

   

  

   

  

  

 



1 2 1 2z z z z  

 2 2 2
1 2 1 2 1 22z z z z R z z   

2 2
1 2 1 22z z z z  

 

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

2

2

z z z z

z z z z

z z

  

  

 

1 2 1 2z z z z  

 2 2 2
1 2 1 2 1 22z z z z R z z   

 

2 2
1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2
1 2

2

2

z z z z

z z z z

z z

  

  

 

1 2 1 2z z z z  
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1-6 सिàमĮ संÉयाओं का Ïयाͧमतीय ǓनǾपण 
यǑद ͩकसी समतल मɅ OX तथा OY दो परèपर लàबवत सरल रेखाएँ है। तथा ǒबÛद ुO को मलू 
ǒबÛद ु (origin) मानते हु ये ͩकसी ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशाकं (x,y) हɇ। तब सिàमĮ संÉया 
z=(x,y)=x + iy को Ïयाͧमतीय Ǿप से सǑदश (Ǒदçट रेखाखÖड) OP ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा 
सकता है। सरल रेखा OX वाèतͪवक अ¢ (real axis) तथा सरल रेखा OY काãपǓनक अ¢ 
(imaginary axis) कहलाती है। ऐसी दशा मɅ समतल XOY को आरगेÖड समतल (Argand 
plane) कहते हɇ। 

 
ͬचğ 1.1 

आरगेÖड समतल मɅ सिàमĮ राͧश z=x + iy का वाèतͪवक भाग अथा[त ्R(z)=x=OL को 
वाèतͪवक अ¢ OX के अनǑुदश एवं काãपǓनक भाग अथा[त ् I(z)=y=OM को काãपǓनक अ¢ 
OY के अनǑुदश मापा जाता है। 
 
सिàमĮ संÉया z=(x,0) को वाèतͪवक अ¢ OX पर रेखाखÖड OL एव ं सिàमĮ संÉया 
z=(0,y) को काãपǓनक अ¢ OY पर रेखाखÖड OM ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है। इसी 
Ĥकार सिàमĮ संÉया –z=(-x,-y) को Ïयाͧमतीय Ǿप से सǑदश 1OP  ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जा 
सकता है, जो लàबाई मɅ सǑदश OP कȧ लàबाई के बराबर है। परÛतु सǑदश OP के ͪवपरȣत 
Ǒदशा मɅ है। 
 
1.6.1 सिàमĮ संÉयाओं का Ģुवीय Ǿप (Polar form of complex numbers) 
माना आरगÖैड समतल मɅ ͩकसी सिàमĮ संÉया z=x+iy को ǓनǾͪपत करने वाले ǒबÛद ुP (x,y) 
के Ģुवीय Ǔनदȶशांक (r, ) हɇ। तब 
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cos , sinx r y r    
िजससे ͩक, 

 
 

cos , sin

cos ,sin

z r r

r

 

 




 

èपçट है ͩक 
2 2 2r x y   

या, 2 2r x y   

तथा tan y
x

   

या, 1tan y
x

   

 
ͬचğ 1.2 

r को सिàमĮ संÉया z का मापांक (modulus) तथा   को z का कोणाकं अथवा आयाम 

(argument or amplitude) कहते हɇ। इसे हम arg   अथवा  amp z   ɮवारा 

ǓनǾͪपत करते हɇ। 
सिàमĮ संÉया z का यह Ǿप  cos , sinz r i   Ģुवीय Ǿप कहलाता है। 
उदाहरण 1 सिàमĮ संÉया (1+i) को Ģुवीय Ǿप मɅ åयÈत कȧिजये। 

हल : यहाँ माना  1 cos , sini r i    

अत:  (वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ को समान रखR पर) 

िजससे 2 2 2 2cos sin 2r r    
अथा[त 2 2r   

cos 1
sin 1

r
r
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अत: 2z    

एव sin 1
cos

r
r



  

या tan 1   

या, 
4


   

अतएव  

उदाहरण 2 सिàमĮ संÉया (  1, 3 ) को Ģुवीय Ǿप मɅ åयÈत कȧिजये। 

हल: यहाँ माना  1 3 cos sini r i      
अत: cos 1r     

sin 3r    
िजससे ͩक 2 1 3 4r     
या 2r    

तथा 3tan 3
1

   


 

या, 2
3


   

अतएव 2 21 3 cos sin
3 3

i r i      
 

 

उदाहरण 3 सिàमĮ संÉया  3, 1   को Ģुवीय Ǿप मɅ åयÈत कȧिजये। 

हल: यहा,ँ माना  3 cos sini r i      

अत: cos 3r     
sin 1r     

तब 2 4r   
या, 2r    

यथा 
1 1tan
3 3

 
 


 

या 
4
3


   

(चू ंͩक sin  तथा cos  दोनɉ हȣ -ve हɇ, अत:   का मान   एव ं
3
2


 के मÚय अथा[त 

ततृीय, चतथुाɍश मɅ होना चाǑहये। 

अतएव 4 43 2 cos sin
3 3

i i      
 

 

 

1 2 cos sin
4 4

i i     
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उदाहरण 4 सिàमĮ संÉया 
 2
1 7
2

i
i




 को Ģुवीय Ǿप मɅ åयÈत कȧिजए 

हल:   यहा,ँ 
 

 
2

1 71 7 1 7 3 4
3 4 3 4 3 42

ii i i
i i ii

  
  

  
 

25 25 1
9 16

i i 
   


 

अत: 
 

 2
1 7 1 cos sin
2

i i r i
i

 
    


 (माना) 

िजससे ͩक cos 1r     
sin 1r    

अत: 2 2r   
या 2r    

तथा 
1tan 1
1

   


 

या 
3
4


   (चू ंͩक sin 0   तथा cos 0  ) 

अतएव 
 2
1 7 3 32 cos sin

4 42
i i

i
     

 
 

 
उदाहरण 5 ͧसƨ कȧिजये ͩक सिàमĮ संÉयाओं 1 2,z z  के ͧलये 

       

     

1 2 1 2

1
1 2

2

arg arg arg

arg arg arg

i z z z z

zii z z
z

 

 
  

 

 

हल: माना  1 1 1 1cos sinz r i    
तथा  2 2 2 2cos sinz r i    
तब     1 2 1 2 1 1 2 2cos sin cos sini z z r r i i       

   
    

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

cos cos sin sin sin cos cos sin

cos sin

r r i

r r i

       

   

     
   

 

अत:  1 2 1 2arg z z     

   1 2arg argz z   
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1 1 11

2 2 2 2

1 1 2 21
2 2

2 2 2

cos sin
cos sin

cos sin cos sin
cos sin

r izi
z r i

i ir
r i

 
 

   
 






  
 
  

 

 
   

1 2 1 21

2 1 2 1 2

cos cos sin sin

sin cos cos sin
r
r

   

   

 
  

   
 

    1
1 2 1 2

2

cos sinr i
r

        

अत:  

उदाहरण 6 यǑद 1 2z z  तथा    1 2arg arg 0z z  , तब Ĥदͧश[त कȧिजये 
ͩक 1z , तथा 2z  परèपर संयÊुमी सिàमĮ संÉयाएँ है। 

हल: माना  1 1 1 1cos sinz r i    

 2 2 2 2cos sinz r i    
तब Ǒदया है ͩक 1 2r r  तथा 1 2 0    
अथा[त 2 1    
अत:     2 1 1 1cos sinz r i      

 1 1 1 1cos sinr i z     

इसी Ĥकार Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता है ͩक 1 1z z  अथा[त 1z  तथा 2z  परèपर संयÊुमी संÉयाएँ 
हɇ। 
èवमूãयांकन Ĥæन - 1 

1. यǑद  तथा  2 7, 4z    तो 1 2 ..............z z   

2. यǑद  1 3,5z    तथा  2 7, 4z    तो 1 2 .............z z   

3. यǑद  1 2, 1z    तथा  2 3,4z    तो 1

2

................z
z

  

4. यǑद z=x+iy तब  arg ..........z   

5.  1 2arg ..........z z   

6. यǑद  arg 0z   तब z एक ͪवशुƨ .............राͧश होती है। 

7. यǑद  arg z p  तब z एक ͪवशुƨ .............राͧश होती है। 

8. यǑद  arg
2

z 
  तब z एक ͪवशुƨ .............राͧश होती है। 

9. यǑद z=x+iy तब 1 1z z  तभी सàभव है, जब................. 

   1
1 2 1 2

2

arg arg argz z z
z

 
 

     
 

 1 3,5z  
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1.7  डी मायवर Ĥमेय (De Moivre’s theorem) 
n के ͩकसी भी मान, धना×मक अथवा ऋणा×मक पणूा[क अथवा कोई ͧभÛन, के ͧलये सिàमĮ 

राͧश  cos sin ni   का मान अथवा  cos sin ni   के मानɉ मɅ से एक मान 

cos sinn i n   होता है। 
उपपि×त िèथǓत I  जब n एक धना×मक पणूा[क है। तब 

  
   

   

1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

cos sin cos sin

cos cos sin sin sin cos cos sin

cos sin

i i

i

i

   

       

   

 

   

   

 

पनु:     1 1 2 2 3 3cos sin cos sin cos sini i i         

     
   

1 2 1 2 3 3

1 2 3 1 2 3

cos sin cos sin

cos sin

i i

i

     

     

    

     
 

उपरोÈत ĤͩĐया को n बार दोहराR पर 

    
   
1 1 2 2

1 2 1 2

cos sin cos sin ................. cos sin

cos ............ sin ...........

n

n n

i i i

i

     

     

  

    
 

अब 1 2 ........... n     रख R पर 

 cos sin cos sinni n i n       
िèथǓत  जब n एक ऋणा×मक पणूा[क हɇ। माना n=m जहा ँm एक धना×मक पणूा[क है। तब 

   

 

cos sin cos sin
1

cos sin

n m

m

i i

i

   

 

  




 

1
cos sinm i m 




(िèथǓत I से) 

  

2 2

cos sin
cos sin cos sin
cos sin

cos sin

m i m
m i m m i m
m i m
m i m

 
   

 
 




 






 

cos sinm i m   सिàमĮ संÉयाएँ 
   

 

cos sin
cos sin

cos sin cos sinn

m i m
n i n

i n i n

 

 

   

   

 

   

 

जब n एक ऋणा×मक पणूा[क है। 

II
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िèथǓत III  जब n एक ͧभÛन है। माना 
pn
q

  जहाँ, एक धना×मक पणूा[क है। तथा p

धना×मक अथवा ऋणा×मक कोई भी पणूा[क है। 
ͪपछलȣ दोना िèथǓतयɉ से, 

cos sin cos sin

cos sin

q

i q i q
q q q q

i

   

 

 
   

 
 

 

अत : 
1

cos sin cos sin
q

i i
q q q q
      
     

   
 

अथा[त ्cos sini   के q  वे मलूɉ मɅ से एक मूल cos sini
q q
 
  है। 

अथा[त ्
1

cos sin
q

i
q q
  
 

 
 के मानो मɅ से एक मान cos sini

q q
 
  है। 

अथा[त ्
1

cos sin

p
q

i
q q
        

 के मानɉ मɅ से एक मान cos sin
p

i
q q
  
 

 
 है। 

अथा[त cos sin cos sin
p

q

i p i p
q q q q
    
   

 
 

अब चू ंͩक 
p n
q
  

अत :  cos sin cos sinni n i n       
उदाहरण 7 सरल कȧिजये 

     
   

   
 

4 3

7 3

8

8

cos3 sin 3 cos sin
cos5 sin 5 cos 2 sin 2

1 sin cos
1 sin cos

i i
i

i i

i
ii

i

   

   

 

 

 

 

 

 

 

हल: (i)चू ंͩक  

=  

इसͧलये  

इसी Ĥकार,  

अत:  

   cos sin cos sini i       

  1cos sini  

   3 3cos sin cos sini i      

   3 6cos2 sin 2 cos sini i      

   
   

4 3

7 3

cos3 sin 3 cos sin
cos5 sin 5 cos 2 sin 2

i i
i i
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उदाहरण 8 ͧसƨ कȧिजये ͩक 

   
   
 
 

 

   

   
 

12 3

35 6

9
20

29

8

8

8

cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos sin
cos sin

cos sin

cos 20 sin 20
cos 20 sin 20

1 cos sin
1 sin cos 2 2
1 sin cos

1 cos
2

i i
i i

i
i

i

i
i

i
i

ii
i

   

   

 
 

 

 

 

  
 

   







 


 


  



   

 

                 
     

 

8

8
2

8
2

sin
2

2cos 2 sin cos
4 2 4 2 4 2

2cos 2 sin cos
4 2 4 2 4 2

i

i

i

 

     

     

       

                     
                     

8 8

8 8

2cos cos sin
4 2 4 2 4 2

2cos cos sin
4 2 4 2 4 2

i

i

     

     

                           
                           

   

8

8

16

cos sin
4 2 4 2

cos sin
4 2 4 2

cos sin
4 2 4 2

cos 4 8 sin 4 8
cos8 sin8

i

i

i

i
i
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हल   

 

    

         

    

1

1

1
2

1 cos sin 1 cos sin

2 cos cos
2 2

cos sin sin sin cos sin sin sin

2 cos cos
2 2

1 1 2 cos
4

n n

n n

n n

n n

n
n n

i i i
n

ii i i

n

niii i i

   

 

       

   









    



            
 



   

     1 cos sin 1 cos sinn ni i i       

2 22cos 2 sin cos 2cos 2 sin cos
2 2 2 2 2 2

n n

i i                 
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1

2cos cos sin cos sin
2 2 2 2 2

2cos cos sin cos sin
2 2 2 2 2

2cos 2cos
2 2

2 cos cos
2 2

cos cos sin sin cos c

n n n

n

n

n n

n

i i

n n n ni i

n

n

ii i

    

    

 

 

    



               
       

                     

       
   



          os sin sin

2cos cos 2 sin cos
2 2 2 2

2cos cos 2 sin cos
2 2 2 2

2cos cos sin
2 2 2

cos sin
2 2

n

n

n

nn

n

i

i

i

i

i

  

       

       

     

   

   

       

       
                          

                 

1

2cos cos sin cos sin
2 2 2 2 2

2cos 2cos
2 2

2 cos cos
2 2

n

n

n n

n i n n i n

n

n
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उदाहरण 9 यǑद  तथा  तब ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

हल : Ǒदया है ͩक  

इसͧलये  

 

धना×मक ͬचÛह लेR पर  

इसी Ĥकार Ǒदया है ͩक  

     

2

2

1
2

1 1

1 1 1 12 2
2 2 2 2

2 cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

2 cos sin cos sin
4 4 4 4

2 2cos
4

2 cos
4

n n

n n

n n

n

n

n

iii i i

i i

i i

n n n ni i

n

n

   

   





  

               
      

                     
               

   
 



1 2cosx
x

 
1 2cosy
y

 

 

   

   

2cos
1 2cos

2cos

m m

m n
m n

m n m n

i x x m

ii x y m n
x y

iii x y x y m n



 

 



 

 

  

  
1 2cosx
x

 

2 2cos. 1 0x x  
22 cos 4 cos 4

2
cos sin

x

i



 

 


 
cos sinx i  

1 2cosy
y
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अत:

उदाहरण 10 यǑद  और  समीकरण  के मूल हɇ। तब ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

हल : यहाँ  

इसͧलये  

 
अत: Ǒदया है ͩक  
अब माना  

तब  अत:  या  

तथा  या  

अतएव  

इसी Ĥकार 

 

cos siny i  

     
      
   

         
     

cos sin cos sin

cos sin cos sin

cos sin cos sin
2cos

cos sin cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos sin cos s

m mm m

m n m nm n m n

i x x i i

m i m m i m

m i m m i m
m

ii x y x y i i i i

m i m n i n m i m n i

   

   

   



       

      



  

    

     

   



      

      
       
 

         
      

     

in

cos sin cos sin

2cos

cos sin cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin

m n m nm n m n

n

m n i m n m n i m n

m n

iii x y x y i i i i

m i m n i n m i m n i n

m n i m n m n i m



       

 

       

       

      

  

       

 

      

     

        
       
 

cos sin cos sin

2cos

n

m n i m n m n i m n

m n



       

 

       

 

  2 2 4 0x x  

12 cos
3

n n n n   

2 2 4 0x x  

2 4 16
2

x  


1 3i 
1 3, 1 3    

 1 3 cos sinr i     

1 cos , 3 sinr r   2 4r  2r 

tan 3 
3
 

1 3 2 cos sin
3 3

i i       
 

1 3 2 cos sin
3 3

i i       
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अब  

 

उदाहरण 11 : यǑद  ,तब ͧसƨ कȧिजये ͩक 2Ëन 2 

 

हल: यहाँ  

 

अत:  

 

चू ंͩक  तथा  

एक ग.ु Įे. है) 

 

èवमूãयांकन Ĥæन-2 

 

 

2 cos sin 2 cos sin
3 3 3 3

n n
n n i i                           

1

2 cos sin cos sin
3 3 3 3

2 2cos
3

2 cos
3

n

n

n

n n n ni i

n

n

   





               
   
 



cos sin
2 2n n nx i 

 

1 2............... ............ 1nx x x   

1 cos sin
2 2

x i 
 

2 2 2cos sin
2 2

................................

................................

cos sin
2 2n n n

x i

x i

 

 

 

 

1 2.......... .............. ........nx x x  

2 2cos sin cos sin ... cos sin ......
2 2 2 2 2 2n ni i i                        

2cos ................
2 2
       
 

sini 2 ................
2 2
     
 

 2

2 2cos sin ................1 1 2 21 1
2 2

i   
   
   

       
    
   



cos sin
1

i  
 

  
  
  

1 cos sin ..................

2 cos sin ................

3 cos sin ................

n

n

n

i

i

i

 

 

 





 

 

 

   
 

5

2

cos sin
4

cos sin
i
i
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, तब =……………. 

यथा  ,तब =.............. 

(7) यǑद  तब 

 
7.1.1 डी मायवर Ĥमेय के अनĤुयोग 
सिàमĮ राͧश  के  ͧमलाये वे मलू £ात करना 

माना  
चू ंͩक हम जानते हɇ ͩक 

 

अत:  

 

अब उपरोÈत मɅ , इ×याǑद p ͧभÛन मान रखR पर सिàमĮ राͧश 
के  वे मूल ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ। 
उदाहरण 12 Ǔनàन सिàमĮ राͧशयɉ के सभी मान £ात कȧिजये: 

   

   
हल:   

अत:  तथा  
िजससे ͩक  या  

तथा  या  

इसͧलये  
 

जहाँ m एक पणू[ संÉया है। 

अत:  

  15 2cosa
a

   
 

a

  16 2 cosx
x

   
 

1 2cosy
y

  xy

cos sin
2 2r r rx i 

 

1 2 3......... ...........x x x  

z a ib  ,p p
 cos sinz a ib r i    

   cos sin cos 2 sin 2 ; 0,1,2,.......i m i m m          

   
1 1 11

cos sinp p ppz a ib r i    

   
1 1

1

cos 2 sin 2

2 2cos sin

p p

p

r m i m

m mr i
p p

   

   

     

  
  

 
0,1,2,................ 1m p 

,p p

 
1
3. 1a   

1
3. 1b i 

 
3
4.c i  

1
2.d i

   1 1 .0 cos sina i r i       

cos 1r    sin 0r  
2 1r  1r 

0tan 0
1

  


 

1 cos sini   
   cos 2 1 sin 2 1m i m    

     
11
331 cos 2 1 sin 2 1m i m       
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तथा  

अथवा  

 
अत:  तथा  

जहाँ से  तथा  

या  

इसͧलये  

जहाँ  

अत:

   

 तथा 

 

 

अत:  

 

 जहाँ  

   2 1 2 1
cos sin , 0,1, 2

3 3

cos sin ,cos sin
3 3

m m
i m

i i



   

 
  

  

5 5cos sin
3 3

i 


   1 11 3 , 1, 1 3
2 2

i i  

   1 cos sinb i r i    

cos 1r    sin 1r  

2r  1tan 1
1

   


3
4
 

3 31 2 cos sin
4 4

i i      
 
3 32 cos 2 sin 2
4 4

m i m                 
m W

 
1

1 3
3

3 31 2 cos 2 sin 2
4 4

i m i m  
               

     
1
6 8 3 8 32 cos sin , 0,1,2

12 12
m mi m                   

1 1
6 6 11 112 cos sin , 2 cos sin

4 4 12 12
i i           

   
1
6 19 192 cos sin

12 12
i   

 

  cos sin
2 2

c i i           
   

 

1
3 43

41 cos sin
2 2

i               
      

1
43 3cos sin

2 2
i                

1
43 3cos 2 sin 2

2 2
m i m                 

m W
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अत:  

 तथा  

(d) चू ंͩक  

 

जबͩक m एक पणू[ संÉया है। 

अत:  

 

अथवा  

अथवा  

उदाहरण 13 डी मायवर Ĥमेय का Ĥयोग करते हु ये समीकरण  
 को हल कȧिजये। 

हल:   
या  

या  
Ĥथम गणुनखÖड से 

  

इसͧलये  

   4 3 4 3
cos sin , 0,1, 2,3

8 8
3 3 5 5cos sin ,cos sin ,cos sin ,
2 2 8 8 8 8

9 9cos sin
8 8

m m
i m

i i i

i

 

     

 

 
 

          
   



 
3
4

3 3cos sin ,cos sin ,
8 8 8 8

i i i   
   

5 5cos sin ,
8 8

i 


9 9cos sin
8 8

i 


cos sin
2 2

i i 
 

cos 2 sin 2
2 2

m i m           
   

 
1

1 2
2 cos 2 sin 2

2 2
i m i m                 

cos sin , 0,1
4 4

5 5cos sin ,cos sin
4 4 4 4

m i m m

i i

  

   

          
   

  

1 1 1 1,
2 2 2 2

i i 

 1
2
i



9 5 4 1 0x x x   
9 5 4 1 0x x x   

   5 4 41 1 0x x x   

  5 41 1 0x x  

   

5 1 cos sin
cos 2 1 sin 2 1 , 0,1,2.............

x i
m i m m

 


   

    

    
1
5cos 2 1 sin 2 1x m i m    
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अब  तथा 4 रखR पर समीकरण  के मूल हɇ 

 

 एव ं  

परÛत ु  

 

इसी Ĥकार  

 
अत: समीकरण  के मलू है: 

3 3sin ,cos sin
5 5 5 5

i i   
  तथा  

पनु: ɮͪवतीय गणुन खÖड से  
या  

 तथा  
अतएव Ǒदये हु ये समीकरण के समèत मूल हɇ 

,  एव ं  

1.8 सिàमĮ राͧशयɉ कȧ चरघातांकȧ Įेͨणयाँ (Exponential series of 
complex numbers)  
जब  एक वाèतͪवक राͧश है, तब हम जानते हɇ ͩक 

...........................(1) 

परÛत ुयǑद  एक वाèतͪवक राͧश न होकर Ǿप मɅ कोई सिàमĮ राͧश है तब भी यह Ĥदͧश[त 
ͩकया जा सकता हɇ ͩक 

Įेणी ..........................(2) 

माÛय है। अब यǑद Įेणी (2) मɅ  रखɅ तब (2) का Ǿप है। 

    
1
5cos 2 1 sin 2 1

0,1, 2,3, 4

x m i m

m

    


0,1, 2,3m  5 1 0x  

3 3cos sin ,cos sin ,cos sin
5 5 5 5

i i i       

7 7cos sin
5 5

i 


9 9cos sin
5 5

i 


7 7 3 3cos sin cos 2 sin 2
5 5 5 5

i i              
   

3 3cos sin
5 5

i 
 

9 9sin cos sin
5 5 5 5

i i   
  

5 1 0x  

cos sini 

4 1x 
2 1x  

1x   i

3 3cos sin ,cos sin ,cos sin
5 5 5 5

i i i        1 i

x
2 3

1
1! 2! 3!

x x x xe     

x

2 3

1
1! 2! 3!

x x x xe     

x i
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अत : .............(3) 
इसी Ĥकार .............(4) 
(3) तथा (4) का योग करने पर हम पाते हɇ 

...............(5) 

जब ͩक (3) मɅ से (4) को घटाR पर 

...............(6) 

सàबÛध (5) एव ं(6) आयलर के चरघातांकȧ का मान कहलाते हɇ। समीकरण (5) एव ं(6) मɅ  
एक वाèतͪवक राͧश है। यह Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता हɇ ͩक यǑद  एक सिàमĮ राͧश है, जैसे 
से  जहाँ z एक सिàमĮ राͧश है, तब भी समीकरण (5) त था (6) ɮवारा Ǒदये गये मान 
माÛय हɇ। अथा[त ्

................(7) 

...................(8) 

इसी Ĥकार यह भी Ĥदͧश[त ͩकया जा सकता हɇ ͩक यǑद  और  सिàमĮ राͧशयाँ हɇ, तब 

 

सिàमĮ ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के आवत[नाकं 
यǑद  तथा  लɅ तब उपरोÈत Ǒदये ।गये Ĥथम पǐरणाम से हम देखत ेहɇ ͩक 

 
  [चू ंͩक  तथा ] 

इसी Ĥकार  

 
अत: यǑद z के मान मɅ  कȧ वृͪ ƨ कर दȣ जाये ,तब भी  एव ं  वहȣ बR रहते 
है। अत: जब z एक सिàमĮ राͧश है, तब  एव ं  आवत[नीय फलन हɇ िजनका 
आवत[नांक (Period)  है। 

2 3

2 4 6 3 5

1 .......
1! 2! 3!

1 ........ ......
2! 4! 6! 3! 5!

cos sin

i i i ie

i

i

   

    


 

    

   
          
   

 
cos sinie i   

cos sinie i    

cos
2

i ie e 






sin
2!

i ie e 









z 

cos
2

iz ize ez




sin
2!

iz ize ez




1z 2z
 
 
 
 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

sin sin cos cos sin

cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin

cos cos cos sin sin

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

  

  

  

  

1z z 2y 

 sin 2 sin cos 2 cos sin 2z z z     

sin z 2 1co   sin 2 0 
 cos 2 cos cos 2 sin sin 2z z z     

cos z
2 sin z cos z

sin z cos z
2
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उदाहरण 14 यǑद Z एक सिàमĮ राͧश है, तब ͧसƨ कȧिजये ͩक, 

 

हल: 

 

 

[चू ंͩ क ] 

 

[चू ंͩक ] 

 
 
 
   

2 2

3

3

cos 2 cos sin

sin 3 3sin 4sin

cos3 4cos 3cos

cos cos

a z z z

b z z z

c z z z

d z z

 

 

 

 

 
2 2

2 2cos sin
2 2!

iz iz iz ize e e ea z z
     

     
   

   

   

 

     

   

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

3 3 3 3

3

1
4
1 2 2
4
1 2
4

2
cos 2

1sin 3
2! 2!

1 3
2!

iz iz iz iz

iz iz iz iz iz iz iz iz

iz iz

iz iz

iz iz
iz iz

iz iz iz iz iz iz

e e e e

e e e e e e

e e

e e

z
e eb z e e

e e e e e e

 

   








  

      

       

   






      

      

   33 3 3a b a b ab a b    

   

     

   

3

3

3

3 3 3 3

3

1 2 sin 3 2 sin
2!
1 8 sin 6 sin
2!
3sin 4sin

1cos
2 2

1 3
2

iz iz
iz iz

iz iz iz iz iz iz

i z i z

i z i z

z z
e ec z e e

e e e e e e




  

   

    

 

      

      

   33 3 3a b a b ab a b    
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उदाहरण 15 ͧसƨ कȧिजये ͩक सभी सिàमĮ राͧशयɉ  एव ं  के ͧलये 

 

हल:  

11 2 1 2 1 2 1 2

1 11 2 1 2 1 2 1 2

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

i i

i

z z z z z z z ze e
i i i

z z z z z z z ze e





                
    

               
    

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 11 2 1 2 1 2 1 2

1
2 2 2 2 2

2 2 2 2

i iz z z z z z z ze e
i i i

z z z z z z z ze e

                
    

               
    

 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

1
2

1
2

z z z z z z z z z z z zi i i
i

z z z z z z z zi i
i

e e e e e e
i

e e e e e
i

                           
           

                  
       

              
        
      
   

1 2 1 21
2 2

1 2 1 2
1 12sin ( ) cos ( )
2 2

z z z zi
e

Z Z Z Z

    
   
   

   
  

  

 

1.9 अǓतपरवलǓयक फलन (Hyperbolic functions) 
x के ͩकसी भी मान (वाèतͪवक अथवा सिàमĮ) के ͧलये फलनɉ 

 एव ं  को  

 

    
 

   
   

3

3

3

1 2cos 3 2cos
2
1 8cos 6cos
2
4cos 3cos

cos
2 2

2
cos

i z i z iz iz

iz iz

z z

z z

z z

e e e ed z

e e

z

   



 

 

 

 
  





1z 2z

   1 2 1 2 1 2
1 1sin sin 2sin cos
2 2

z z z z z z   

1 1 2 2

1 2sin sin
2! 2!

iz iz iz ize e e ez z
  

  

2

x xe e
2

x xe e
x
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के Đमश अǓतपरवलǓयक Ïया (hyperbolic sine) तथा अǓतपरवलǓयक कोÏया (hyperbolic 
cosine) कहते हɇ तथा इÛहɅ Đमश:  और  ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता हɇ। अत: 

..........................(1) 

.........................(2) 

 

 

(1) तथा (2) का योग करने पर हम देखते हɇ ͩक 

 

1.9.1 अǓतपरवलǓयक फलनɉ एव ंǒğकोणͧमतीय (व×ृतीय) फलनɉ मɅ परèपर सàबÛध 
अनÍुछेद 1.8 मɅ Ǒदये गये आयलर के चरघाताकंȧ मानɉ (5) तथा (6) से, 

 

यǑद उपरोÈत मɅ  को  ɮवारा ĤǓतèथाͪपत करɅ तब, 

 

(चू ंͩक ) 

 

अत: .........(a) 

तथा  

 

     .........(b) 
(a) तथा (b) से यह देखा जा सकता है ͩक 

sinh x cosh x

sinh
2

x xe ex




cosh
2

x xe ex




sinhtanh
cosh
coshcoth
sinh

x x

x x

x x

x x

x e ex
x e e
x e ex
x e e










 




 


1 2sec
cosh

1 2cos
sinh

x x

x x

hx
x e e

echx
x e e





 


 


cosh sinh
cosh sinh

x

x

x x e
x x e
 

 

 

   

cos cosh
2

1sin sinh sinh
2

i i

i i

e e i

e e i i i
i

 

 

 

  






 


   

 i
2 2

cos
2 2

i ie e e e   


  

 

1i  

cosh
2

e e 




 

 cosh coshi 

   2 2

2sin
2 2

i i i e ee ei
i

  


 

 

sinh
2

e ei i
 


 

  
 
 sin sini i 
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cos cos( )i   

तथा  

इसी Ĥकार से अÛय पǐरणाम भी ĤाÜत ͩकये जा सकते है, जो Ǔनàन है: 
 

 
 

 
 

 

1.9.2 अǓतपरवलǓयक फलनɉ मɅ परèपर सàबÛध 
इस अनÍुछेद मɅ हम अǓतपरवलǓयक फलनɉ मɅ कुछ आधार छू सàबÛधी को £ात करɅगे 

 

उपपि×त   चू ंͩक हम जानते है ͩक 
    ...................(1) 
    ..................(2) 

(1) तथा (2) कȧ परèपर गणुा करने से 
     .................(3) 

(3) मɅ  का भाग देR पर 
 
     ..................(4) 

पनु: (3) मɅ का भाग देR पर 
    ...................(5) 

 

उपपि×त  

 

 

   1sinh sin sini i i
i

    

 sin sinhi i    sinh sini i  

 cos cosh i   cosh cos i 

 tan tanhi i    tanh tani i  

 cot cothi i   coth coti i 

 sec sec h i   sec sech i 

 cos cosec i ech i   cos cosech i ec i 

    2 2

2 2

2 2

cosh sinh 1

sech tanh 1
coth cos h 1

a i

ec

 

 

 

 

 

 

cosh sinh e  
cosh sinh e    

2 2cosh sinh 1  
2cosh 

2 21 tanh sech  
2 2sech tanh 1  

2 2coth cos h 1ec  
   

   

   

. sinh sinh cosh cosh sinh

cosh cosh sinh sinh cosh
tanh tanhtanh

1 tanh tanh

b i

ii

iii

     

     

  
 

  

  


 



      sinh sini i i      

 
       

sin

sin cos cos sin

sinh cosh cosh sinh

i i i

i i i i i

 

   

   

  

    
 

      cosh cosii i     
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उदाहरण 16 Ǔनàन åयजंकɉ को उनके वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ मɅ ͪवभÈत कȧिजये। 

 

हल:  

 

 
       

    

cos

cos cos sin sin

cosh cosh sinh sinh

cosh cosh sinh sinh

i i

i i i i

i i

 

   

   

   

 












      tanh taniii i i      

 
   
   

  

tan

tan tan
1 tan tan

tanh tanh
1 tanh tanh

tanh tanh
1 tanh tanh

i i i

i i
i

i i

i ii
i i

 

 
 

 
 

 
 

  

 
   

 
 

   
 










 

 
2

2 2

2 tanh. sinh 2 2sinh cosh
1 tanh

cosh 2 cosh sinh

C i

ii


  


  

 


 
2

2

2

2

2cosh 1
1 2sinh
1 tanh
1 tanh








 

 






  2

2 tantan 2
1 tanh

ii 





   
   
   
   
   
   

   

   

sin

cosh

2

sin

cosh

tan

tanh

cos

sin

i

i

a i

b i

c i

d i

e ech i

f e

g e

h i

 

 

 

 

 

 

 

 

















       sin sin cos cos sina i i i       

 sin cosh cos sinh
sin cosh cos sinh

i
i
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(चू ंͩक ) 

 

 

 

(चू ंͩक ) 

     cosh cosb i i i     

 
   

cos

cos cos sin sin
cosh cos sinh sin

i

i i
i

 

   

   

 

 

 

     
 

   
   

sin 2sin cos
tan

cos 2cos cos
i i i

c i
i i i

     
 

     
  

  
  

         
         

 
 

sin sin
cos cos

sin 2 sin 2
cos 2 cos 2
sin 2 sinh 2
cos 2 cosh 2

sin 2 sinh 2
cos 2 cosh 2 cos 2 cosh 2

i i i i
i i i i

i
i

i

i

       
       

 
 

 
 

 
   

      


      











 
 

     1tanh tand i i i
i

     

tanhtani i 
 
 
 

   
   

   
   

tan

sin
cos

2sin cos
2cos cos

sin 2 sin 2
cos 2 cos 2

sinh 2 sin 2
cosh 2 cos 2
sinh 2 sin 2

cosh 2 cos 2 cosh 2 cos 2

i i

i
i

i i
i

i i

i
i

i

ii

i

 

 
 

   
   

 
 

 
 
 

   

  


 



  
     

 
    

 
    

 
 

     
1cos

sinh
e ech i

i
 

 
 



 sin
i

i i 




sin sinhi i 
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(चू ंͩक ) 
 

 

 

 

उदाहरण 17  यǑद  तब ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 
 

   
    

         

sin

2sin
2sin sin

2 sin cos cos sin
cos cos

2sinh cos 2 cosh sin
cos 2 cos 2

2sinh cos 2cosh sin
cos 2 cos 2 cos 2 cos 2

i
i i

i
i

i i

i i
i

i i i i

i

i

 

 
   

   
       

   
 

   
   




  
     

 
  

          





 
 

       

 

   

sin sin cos cos sin

sin cosh cos sin

sin cosh cos sinh

sin cosh cos cos sinh sin cos sinh

i i i

i h

i

f e e

e
e

e i

     

   

   

     

 











   
cos sinie i   

     cosh cosi i ig e e    
 

   

   

cos

cos sin sin

cosh cos sinh sin

cosh cos cos sinh sin sin sinh sin

i

i cos i

i

e

e
e
e i

 

   

   

     













   

      2 21sin 2sin
2

h i i     

  

       

 

1 1 cos 2
2
1 1 cos 2 cos 2 sin 2 sin 2
2
1 1 cos 2 cosh 2 sin 2 sinh 2
2
1 cos 2 cosh 2 sin 2 sinh 2

2 2

i

i i

i

i

 

   

   

   

  

    

  

       
   

 sin i x iy   
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हल: यहाँ  

 

वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ कȧ तलुना करने पर 
    ............(i) 
    ............(ii) 

(a) एव ं(2) से 

 तथा  

अत:  

(b)(1) एव ं(2) से 

 तथा  

अत:  

या  

(चू ंͩक ) 
उदाहरण 18 यǑद  तब ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 
हल :  

 

वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ को समान करने पर 

 

वग[ करके योग करने पर 
 

या  

या  

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

1
cosh sinh

1
cosh sinh

x ya

x yb

 

 

 

 

 sinx iy i   

   sin cos cos sin
sin cosh cos sinh

i i
i

   

   

 

 

sin coshx  

cos sinhy  

sin
cosh

x


 cos
sinh

y




2 2
2 2

2 2 sin cos 1
cosh sinh

x y  
 
   

cosh
sin

x


 sinh
cos

y




2 2
2 2

2 2cosh sinh
sin cos

x y
 

 
  

2 2

2 2 1
sin cos

x y
 
 

2 2cosh sinh 1  
 cos cos sini i     

cos 2 cos 2 2  

 cos sin cosi i     

   cos cos sin
cos cosh sin sinh

i sin i
i

   

   

 

 

cos cosh cos
sin sinh sin
  
  

 
  

2 2 2 2 2 2cos cosh sin sinh cos sin 1        

     2 2 2 22cos 2cosh 2sin 2sinh 4    

      1 cos 2 cosh 2 1 1 cos 2 cosh 2 1 4        
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या  
या  

उदाहरण 19 यǑद  तब ͧसƨ कȧिजये ͩक  एक 

अǓनधाय[(indeterminate) राͧश है तथा  एक अपǐरͧमत। 
हल:-    …………………….(1) 

  …………………….(2) 

 

जो ͩक एक अǓनधाय[ Ǿप है। अत: एक अǓनधाय[ राͧश है। 
पनु:  

 

इसͧलए  

या  

या  

या  
या  
या  

या  

या  
अत: β अपǐरͧमत है। 

èवमूãयांकन Ĥæन-3 
1. Sinh x का Įेणी के Ǿप मɅ ͪवèतार है ..... 
2. Cosh x ġका Įेणी के Ǿप मɅ ͪवèतार हɇ...... 
3. Cosh x का आवत[नाक होता है ......... 
4. Tanh x का आवत[नांक होता है ...... 

 2 cos 2 cosh 2 4  

cos 2 cosh 2 2  

 tan i i   



 tan 0i i i    

 tan 0i i i     

   
   
   

 
   

tan 2 tan

tan tan
1 tan tan

0 0
1 1 1 0

i i

i i
i i

i i
i i

    

   
   

     
  


  

 
  

  

     tan 2 tani i i         
   
   

 
  

tan tan
1 tan tan

2
1 1 1

i i
i i

i i i
i i

   
   
  


  

 
 

  
2tan 2
2
ii i  

tan 2 1 
2 2

2 2 1e e
e e

 

 









2 2 2 2e e e e      

22 0e  
2 0e  

2 1
0

e    

2  
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5. (cosh x + cos x) का Įेणी के Ǿप मɅ ͪवèतार है...... 

1.10 सिàमĮ राͧशयɉ के लघुगुणक (Logarithms of complex 
quantities) 
यǑद x+iy कोई सिàमĮ राͧश है त था यǑद  कोई अÛय सिàमĮ राͧश इस Ĥकार है ͩक 

    ................ (1) 
तब राͧश x+iy सिàमĮ राͧश  का एक लघगुणुक कहलाती है। 
चू ंͩ क n के सभी पणूा[क मानɉ के ͧलये 

  ............... (2) 
अत : (1) एव ं(2) से =  

 

अत : यह कहा जा सकता है ͩक यǑद x+iy सिàमĮ राͧश का एक लघगुणुक है तब 
पǐरभाषानसुार x+i (y+2n ) भी सिàमĮ राͧश का एक लघगुणुक है। 
माना , जहां n कोई पणूाɍक है तथा 

 एव ं  

अब यǑद x+iy सिàमĮ राͧश  हɇ का एक लघगुणुक है, तब 
 

 

अत : वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ को समान रखR पर 
 

तथा  
जहाँ से हम ĤाÜत कर सकते हɇ 

 तथा  
या  तथा  

अत:  मɇ का एक लघगुणुक है  अथा[त  

चू ंͩक n पणूाɍक है, अत: हम देखते हɇ ͩक  के अनÛत लघगुणुक ĤाÜत ͩकये जा सकते हɇ 
जो  के गणुक ɮवारा एक दसूरे से ͧभÛन हɇ। èपçट हɇ। ͩक  हɇ का लघगुणुक 

बहु मानीय (many valued) होता हɇ। इसे हम Ǔनàन Ĥकार ǓनǾͪपत करत ेहɇ 

 

1
2

i 
x iyi e   

i 

2 cos 2 sin 2 1nie n i n    
x iye 

 

2

2

.x iy ni

x i y n

i e e

e





  

 

 





   cos 2 sin 2i r n i n           
2 2r     tan 




i 

   cos 2 sin 2i r n i n           

 
.
cos sin

x iy

x iy

x

e
e e
e y i y





 

 cos cos 2xe y r n  

 sin sin 2xe y r n  

xe r 2y n  
logex r 2y n  

i  x iy  log 2e r i n  

i 
2 i i 

   2 2 1log 2 tan ..... 3eLog i i n     
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(चू ंͩक  

जब n=0 तब (3),  के लघगुणुक का मुÉय मान (principle value) कहलाता है तथा 
इसे  ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता हɇ। अत: 

 

या  

तथा तब (3) है: 
 

उदाहरण  मान £ात कȧिजये। 

 

 

 

 
परÛतु  

 

 

अत:  

   जहाँ n कोई भी पणूा[क है। 
 

परÛतु  

2 2 ;r    1tan 




i 

 Log i 

  2 2 1log taneLog i i    


   

     2 2 11 log tan .... 4
2 eLog i i    


   

     2 ....... 5Log i Log i n i       

   
   
   
   
   
   

log 1

log

log 5

log 1

a

b Log

c Log i

d i

e

f i













     log 1 log cos sina i   

log ie
i







     log 2eb Log n i     

    log log 1e    

  log cos sini   

 log

log log
log

i
e

i
e e

e

e

e
i








 



 

 

  log 2eLog i n i      

 log 2 1e i    

   log log 2c i i n i 

log log cos sin
2 2

i i    
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अत:  

 

 

 

 

 

अतएव  का åयापक मान है: 
 

   जहाँ n कोई पणूा[क हɇ 
 

 

अत:  

 

उदाहरण को  के Ǿप मɅ åयÈत कȧिजये। 

हल:    

1
2log

1
2

i
e

i





 
  

 



1 2
2

Logi i n i  

 1 4 1
2

n i 

   0 1 log cos sin
2 2

d l g i     
 

1
2log

1
2

i
e

i








 

      log 5 log 5 1e   

  
 

log 5 cos sin

log 5

log5 log
log5

i

i

i

e

e
i





 



 



 
 

 log 5

 5 log 5 2Log i n i    

 log 5 2 1n i  

     log 1 log 1 1.f i i  

2 1 1

1

1log 1 1 tan
1

log 2 tan 1
1 log 2
2 4

i

i
i





  

 

 

  1log 1 log 2 2
2 4

ii n i    

 1 1log 2 8 1
2 4

n i  

 1log 1 ii  i 

     1log 1 1 log 1 1.ii i i   
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उदाहरण  Ĥदͧश[त कȧिजये ͩक 

 

हल:  

 

उदाहरण  ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

हल:  

 

 

1 11 log 1 1 tan
1

11 log 2
2 4

1 1log 2 log 2
2 4 4 2

i i

ii

i



 

      
     

            

1log 2 tana ib bi
a ib a






   log log loga ib a ib a ib
a ib


   


2 2 1 2 2 1

1 1

1

log tan log tan

tan tan

2 tan

b ba b i a b i
a a

b bi i
a a
bi
a

 

 



              

 



 1log tan tan sinh
4 2

i i     
 

tan tan
4 2log tan log

4 2 1 tan . tan
4 2

i
i

i
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èवमूãयांकन Ĥæन-4 

 

4. यǑद  एक धना×मक राͧश है, तब  

 

1.11 सारांश 
इस इकाई मɅ आपR सिàमĮ राͧशयɉ एव ंउनके बीजगͨणत का अÚययन ͩकया। सिàमĮ राͧशयɉ 
के ͧलये डी मायवर Ĥमेय तथा इसके अनĤुयोग ɮवारा अRक Ĥæनɉ को हल ͩकया। इसी इकाई मɅ 
आपR सिàमĮ राͧशयɉ के ͧलये चरघाताकंȧ Įेͨणयɉ, अǓतपरवलǓयक फलनɉ एव ं लघगुणुक 
सàबÛधी सğूɉ का Ǔनçपादन ͩकया। 

1.12 शÞदावलȣ  
सिàमĮ संÉयाएँ Complex number 
सिàमĮ संयÊुमी Complex conjugate 
मापांक Modulus 
वाèतͪवक अऋणा×मक Real nonnegative 

2 1 2 1

1

1

1 tanh
2log

1 tanh
2

log 1 tanh log 1 tanh
2 2

1 1log 1 tanh tan tanh log 1 tanh tan tanh
2 2 2 2 2 2

2 tan tanh
2

2 tanh
2tan

1 tan

i

i

i i

i i

i

i





 

   





 





  
  

 
 
         
   

                                   
   
 



 

2

1 1
2

1

h
2

22 tan tan
1

tan sinh

xx
x

i





 



 
 
 
 
 

   




 
 
 

1.log ...........

2.log ...........

3. 1 ............

i

i

Log

 

 

 

 

 

  log .............i 

5.log .............e
i
i
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आरगÖैड समतल Argand plane 
Ģुवीय Ǿप Polar form 
कोणाकं Argument 
आयाम Amplitude 
चरघाताकंȧ Įेͨणया ं Exponential series 
आवत[नांक Period 
अǓतपरवलǓयक फलन Hyperbolic function 
अǓनधाय[ Indeterminate 
लघगुणुक Logarithm 
बहु मानीय Many valued 

1.13 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन Ĥæन -1 

1. (-10, 9)  2. (-1, 47)  3.  

4. –arg(z) 5.  
6. वाèतͪवक 7. वाèतͪवक  8 काãपǓनक 
9. y=0 
èवमूãयांकन Ĥæन -2 

  
 

 

 
èवमूãयांकन Ĥæन -3 

 

 

 

èवमूãयांकन Ĥæन -4 

 

 

 

2 1,
5 5
  

 
   1 2arg argz z

1.cos sinn i n  2.cos sinn i n 

3.cos sinn i n  4.cos7 sin 7i 
5.cos sini     6.cos sini     

7. 1

3 5

1. .......
3! 5!
x xx   

2 4

2.1 ........
2! 4!
x x

  

3.2 ni 4.n i
4 8

5.1 ........
4! 8!
x x

  

 1.1 2i ni      2 2 112. log tan
2

i  


 

 3. 2 1n i
14.log
2

i 

15.2 tani 
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1.14 अßयास Ĥæन 
1. सरल कȧिजये' 

 

(उ×तर: ) 

2. यǑद  तथा 

 

 तब Ĥदͧश[त कȧिजये ͩक 

 

3. Ĥदͧश[त कȧिजये ͩक 

 

4. वह समीकरण £ात कȧिजये िजसके मूल समीकरण  के मूलɉ कȧ 
n वीं घात हɇ। 

(उ×तर: ) 
5. ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

6. ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

7. ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

8. वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ मɅ ͪवभÈत कȧिजये: 

 

(उ×तर:  

) 

9. वाèतͪवक एव ंकाãपǓनक भागɉ मɅ ͪवभÈत कȧिजये - 

   
   

5 3

7 5

cos3 sin 3 cos sin
cos5 sin 5 cos 2 sin 2

i i
i i

   

   

 

 

cos13 sin13i 
1 12cos , 2cosa b
a b

    

12cos c
c

  

 1 2cosabc
abc

     

 
 
1 cos sin

cos sin
1 cos sin

n

n

i
i

i
 

 
 

 
 

 
2 2 cos 1 0x x   

2 2 cos 1 0x x n  

 sin sin sini inn e n e      

 
5 91 sin sin ........

2 5! 9!
x xjx x x    

sinh sinh 2sinh cosh
2 2

x y x yx y          
   

   
   

sec

cot

i i

ii i

 

 





  2cos cosh 2sin sinh
cos2 cosh 2 sin 2 sinh 2

i i   
   

   
   

   

  sin 2 sin 2
cosh 2 cos 2 cosh 2 cos 2

ii i 
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(उ×तर:  

) 

10. ͧसƨ कȧिजये ͩक  

11. ͧसƨ कȧिजये ͩक  

12. ͧसƨ कȧिजये ͩक 
 

 

   

   

sin

cosh

x iy

x iy

i e

ii e





     sin cosh cos cos sinh sin cos sinhx yi e x y i x y  

     cosh cos cos sinh sin sin sinh sinx yii e x y i x y  
1log 2 tanii

i
  



 


 log 1 tan log sece ei i    

 1log tan sinh
4 2

i i     
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इकाई 2 : सàबÛध, फलन, फलनɉ कȧ सीमा एव ंसांत×य 
(Relations, Functions, Limit and Continuity of 
functions) 
इकाई कȧ Ǿप रेखा 
2.0 उƧेæय 
2.1 Ĥèतावना 
2.2 सàबÛध 
2.3 सàबÛधɉ के Ĥकार 

त×समक सàबÛध 
èवतुãय सàबÛध 
समͧमत सàबÛध 
संĐामक सàबÛध 
तुãयता सàबÛध 
ĤǓत समͧमत सàबÛध 
आंͧशक Đम सàबÛध 
पणू[ Đम सàबÛध 

2.4 फलन  
फलन कȧ पǐरभाषा 
फलन का ĤाÛत,सहĤाÛत तथा पǐरसर 
दो फलन कȧ समानता 

2.5 फलनɉ के Ĥकार 
अचर फलन 
त×समक फलन 
एकैकȧ फलन 
बहू-ऐकȧ फलन 
आÍछादक फलन 
अंत¢Ɏपी फलन 

2.6 संयÈुत फलन 
2.7 ĤǓतलोम फलन 
2.8 फलन कȧ सीमा 

फलन कȧ सीमा कȧ धारणा 
वाम सीमा एव ंदͯ¢ण सीमा 

2.9 फलन कȧ सातं×य 
2.10 साराशं 
2.11 शÞदावलȣ 
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2.12 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
2.13 अßयास Ĥæन 

2.0 उƧेæय 
Ĥèतुत इकाई मɅ आप एक अǐरÈत समुÍचय से ͩकसी दसूरे अǐरÈत समुÍचय मɅ (अथवा èवय ं
पर) ɮͪवचर सàबधं के बारे मɅ पढ़Ʌगे। गͨणत मɅ फलनɉ (functions) का अ×यÛत मह×व है। 
फलन कȧ ͪवèततृ åयाÉया के साथ ͪवͧभÛन Ĥकार के फलनɉ का भी आप अÚययन करɅगे। इकाई 
के अÛत मɅ फलन कȧ सीमा तथा ͩकसी ǒबÛद ुपर उसका सांत×य के बारे मɅ बताया गया है। 
िजनका अÚययन गͨणत ͪवषय को आगे बड़ाR मɅ अ×यÛत मह×वपणू[ है। 

2.1 Ĥèतावना 
Ĥèतुत इकाई मɅ समुÍचयɉ के अवयवɉ मɅ ɮͪवचर सàबÛधɉ तथा इन सàबÛधɉ के नाना Ĥकारɉ का 
वण[न ͩकया गया है। ͪवͧशçट कोǑट के सàबÛधी िजÛहɅ फलनɉ के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जा 
सकता है, फलनɉ के Ǿप मɅ अÚययन हेत ुĤèतुत ͩकया गया है। फलनɉ के Ĥकार,संयÈुत फलन 
इ×याǑद का वण[न ͩकया गया है। फलन कȧ सीमा कȧ Ĥचͧलत पǐरभाषा देते हु ये अRक Ĥकार के 
फलनɉ कȧ सीमाओं से सàबिÛधत Ĥæनɉ को हल ͩकया गया है। अÛत मɅ ͩकसी ǒबÛद ुपर फलन 
के सातं×य कȧ पǐरभाषा तथा सàबिÛधत Ĥæनɉ को हल ͩकया गया है।  

2.2 सàबÛध (Relations) 
सàबÛध कȧ औपचाǐरक पǐरभाषा देR से पवू[ Ǔनàन कुछ समुÍचयɉ का पनु : अÚययन अ×यÛत 
आवæयक है। 
Đͧमत समुÍचय (Ordered set) ͧभÛन तथा ͪवभेदȣ (distinguishable) वèतुओं के ͩकसी 
अĐͧमत (unordered) संĒह को एक समुÍचय के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत ͩकया जाता है। जब ͩकसी 
समुÍचय के अवयवɉ को ͧलखा जाता है तब िजस Đम मɅ उÛहɅ सचूी बƨ ͩकया जाता है, वह 
अथ[हȣन होती हɇ। जैसे समÍुचय {1,2,3} तथा {1,3,2} एक हȣ समुÍचय को ǓनǾͪपत करत ेहɇ। 
परÛत ुजब समुÍचय के अवयवɉ को एक ͪवशेष Đम के अÛतग[त सचूीबƨ ͩकया जाता है –तब 
समुÍचय एक Đͧमत समुÍचय (Ordered set) कहलाता है अत : Đͧमत समुÍचय ͧभÛन 
वèतुओं का एक Đͧमत संĒह कहा जा सकता है। उदाहरण के ͧलये वष[ के महȣनɉ का समुÍचय 
S={जनवरȣ,फरवरȣ, माच[,................ नवàबर, Ǒदसàबर} एक Đͧमत समुÍचय है। 
Đͧमत यÊुम (Ordered pair) एक Ǒदये हु ये Đम मɅ बƨ, अवयवɉ के यÊुम का समुÍचय, 
एक Đͧमत यÊुम (Ordered pair) कहलाता है। अत : अवयवɉ a तथा b का यÊुम, िजसमɅ a 
Ĥथमतथा b ɮͪवतीय अवयव है, एक Đͧमत यÊुम है िजसे (a,b) ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता हɇ 
इसी Ĥकार यÊुम, िजसमɅ b Ĥथम तथा a ɮͪवतीय अवयव है, एक अÛय Đͧमत यÊुम है िजसे 
(b,a) ɮवाराǓनǾͪपत करते है। अत : (a,b) और (b,a) दो ͧभÛन Đͧमत यÊुम हɇ। 
èपçट है ͩक (a,b) (b,a) यǑद और केवल यǑद a b 
अत : (a,b)=(c,d) a=cतथा b=d 
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आवæयक नहȣं ͩक Đͧमत यÊुम मɅ उपिèथत दोनɉ अवयव ͧभÛन हȣ हɉ। जैसे (a,a) एक Đͧमत 
यÊुम है, िजसमɅ Ĥथम तथा ɮͪवतीय दोनɉ अवयव a हɇ। 
समुÍचयɉ का कातȸय गणुनफल दो समुÍचयɉ A तथा B का कातȸय गणुनफल (Cartesian 
product) सभी Đͧमत यÊुमɉ (a,b) का समुÍचय है, जहाँ a A तथा b B.A तथा B के 
कातȸय गणुनफल को A B ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ। अत : 

A B= {(a, b): a A, b B} 
उदाहरण के ͧलये यǑद A={a,b,c} तथा B={x,y} तब 
A B={(a,x),(a,y),(b,x),(b,y),(c,x),(c,y)} 
तथा B A={(x,a),(x,b),(x,c),(y,a),(y,b),(y,c)} 

èपçटत : A B  B A. यǑद A=B तब A B को है, ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 
समुÍचयɉ A तथा B के कातȸय गणुनफल कȧ पǐरभाषा से èपçट है ͩक यǑद 

(i) A अथवा B अथवा दोनɉ ǐरÈत समुÍचय हɇ, तब A B एव ंB A दानɉ हȣ ǐरÈत 
समुÍचय होते हɇ। 

(ii) A अथवा B अथवा दोनɉ अपǐरͧमत समुÍचय हɇ, तब A B एव ं B A है दानɉ हȣ 
अपǐरͧमत समुÍचय होत ेहɇ। 

सàबÛध कȧ पǐरभाषा (Definition of relations) माना A तथा B कोई दो अǐरÈत समुÍचय 
हɇ। तब कातȸय गणुनफल A B का कोई भी उपसमुÍचय, समुÍचय A से समुÍचय B मɅ एक 
ɮͪवआधारȣ सàबÛध (binary relation)अथवा सàबÛध (relation) कहलाता है। इसे Ĥतीक Ǿप 
मɅ R ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 
अत: R समुÍचय A से समुÍचय B मɅ एक सàबÛध है, जो कातȸय गणुनफल A B के Đͧमत 
यÊुमɉ (a,b), a A,b B का एक समुÍचय है। यǑद Đͧमत यÊुम (a,b) सàबÛध R का एक 
अवयव है, तो इसे aRb ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ। तथा a,b से R-सàबिÛधत है'' पढ़ते है। इसी 
Ĥकार यǑद a,b R तब इसे aRb ɮवारा ǓनǾͪपत करते है। तथा a,b से R- सàबंͬ धत नहȣ है'' 
पढ़त ेहɇ। यǑद R समुÍचय A से A मɅ हȣ एक सàबÛध है अथा[त यǑद R  A A तब हम 
कहत ेहɇ, ͩक R समुÍचय है पर एक सàबÛध है। 
अत: कहा जा सकता है। ͩक यǑद A तथा B दो अǐरÈत समुÍचय हɇ, तब A से B मɅ कोई 
सàबÛध R है; 

R= {(a, b): a A, b B} 
उदाहरण के ͧलये यǑद A={a,b.c} तथा B={1,2} तब Đͧमत यÊुमɉ का समÍुचय 
R={(a,1),(b,1),(b,2),(c,2)} ,चू ंͩक A B का एक उप समÍुचय है, अत: R समÍुचय A से 
समुÍचय B मɅ एक सàबÛध है। यहाँ aR1,bR1,bR2,cR2 परÛत ुचू ंͩक (a,2) R अत: a
R 2. इसी Ĥकार (c,1) R अत: c R 1 
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समुÍचय A से समुÍचय B मɅ ͩकसी सàबÛध R मɅ उपिèथत Đͧमत यÊुमɉ के सभी Ĥथम 
अवयवɉ का समुÍचय सàबÛध R का ĤाÛत (domain) तथा सभी ɮͪवतीय अवयवɉ का समÍुचय, 
सàबÛध R पǐरसर (range) कहलाता है। 
अत: R का ĤाÛत ={a :(a,b) R} तथा R पǐरसर {b: (a,b) R} 
उदाहरण 1 माना A={1,3,5,7} तथा B={1,2,3,4, 5,6}. यǑद R समुÍचय A से B मɅ कोई 
सàबÛध है, जो Ǔनàन Ĥकार पǐरभाͪषत है 
aRb ”a, b को ͪवभािजत करता हɇ। '' a A तथा b B 
तब सàबÛध R को Đͧमत यÊुमɉ के समुÍचय के Ǿप मɅ ĤाÜत कȧिजये तथा R का ĤाÛत एव ं
पǐरसर भी £ात कȧिजये। 
हल: यहाँ R= { (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (3,3),(3,6),(5,5) } तथा R का 
ĤाÛत { 1,3,5} एव ंR का पǐरसर= { 1,2,3,4,5,6 } 
ĤǓतलोम सàबÛध (Inverse relation)माना R ͩकसी अǐरÈत समुÍचय A से अǐरÈत समÍुचय 
B मɅ कोई सàबÛध है। तब R का ĤǓतलोम जो  ɮवारा ǓनǾͪपत होता है. समुÍचय B से 
समुÍचय A मɅ एक सàबÛध है, तथा उन सभी Đͧमत यÊुमɉ (b,a) का समÍुचय है, िजनके ͧलये  
(a,b) R. अथा[त 

{(b, a): (a, b) R} 
èपçट है ͩक (a,b) R (b,a)  

उदाहरण 2 माना A={ 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} तथा माना R समुÍचय A पर कोई सàबÛध है, 
जहा ँ

(a, b) R a+2b=10  
(अथा[त aRb a+2b=10) 
तब R तथा  £ात कȧिजये एव ंइनके ĤाÛत और पǐरसर बताइये। 

हल यहा,ँ (a,b) R a+2b=10 b=  

जहाँ a,b A 
अब उपरोÈत समीकरण से, 

जब a=1 तब b= =  अत: अवयव 1 A समुÍचय A ͩकसी भी अवयव से R- 

सàबिÛधत नहȣ है। इसी Ĥकार अवयव 3,5,7 तथा 9 A भी A के ͩकसी अवयव से R- 
सàबिÛधत नहȣं हɇ। 

पनु: जब a=2 तब  अत: (2,4) R. इसी Ĥकार 

जब a=4 तब  अत: (4,3) R 

जब a=6 तब  अत: (6,2) R 
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तथा जब a=8 तब  अत: (8,1) R 

अतएव R={(2,4),(4,3),(6,2),(8,1)} 
फलèवǾप ={(4,2), (3,4),(2,6),(1,8)} 
R तथा  कȧ पǐरभाषा से हम देखते हɇ ͩक 
R का ĤाÛत = {2, 4, 6, 8} =  का पǐरसर 
R का पǐरसर {1, 2, 3, 4} =  का ĤाÛत 

2.3 सàबÛधɉ के Ĥकार 
त×समक सàबÛध (Identity relations) 
माना A एक अǐरÈत समÍुचय है। तब A A का उपसमुÍचय ={(a,a); a A} समुÍचय 
A पर त×समक सàबÛध कहलाता है। त×समक सàबÛध को ͪवकण[ सàबÛध (diagonal 
relation) भी कहत ेहɇ। 
उदाहरण के ͧलए यǑद A={a,b, c,d}, तब A पर पǐरभाͪषत सàबÛध 

= {(a, a), (b, b), (c, c), (d, d)} 
Aपर त×समक सàबÛध है, जबͩक सàबÛध = {(a, a), (c, c), (d, d)} पर त×समक 
सàबÛध नहȣं है चू ंͩक (b, b)  
इसी Ĥकार सàबÛध ={(a,a),(a,b),(b,b),(c,c),(d,d)}, A पर त×समक सàबÛध नहȣ है, 
चू ंͩक (a,b)  
èवतुãय सàबÛध (Reflexive relations) 
अǐरÈत समÍुचय A पर कोई सàबÛध R एक èवतुãय सàबÛध कहलाता है यǑद Ĥ×येक a A 
के ͧलये (a,a) R अथा[त Ĥ×येक a A के ͧलये aRa èपçट है। ͩक A पर सàबÛध R 
èवतुãय नहȣं है यǑद कोई अवयव a A इस Ĥकार है ͩक (a,a) R 
उदाहरण के ͧलए समुÍचय A={a,b, c,d} पर पǐरभाͪषत सàबÛध 

={(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,c),(d,d)} एक èवतãुय सàबÛध है चू ंͩक Ĥ×येक a A के ͧलये 
(a,a)  जबͩक सàबÛध ={(a,a),(a,b),(a,d),(b,a),(b,b),(c,d),(d,b),(d,d), A पर 

एक èवतुãय सàबÛध नहȣं है चू ंͩक c A इस Ĥकार है ͩक (c,c)  इसी Ĥकार साव[ǒğक 
सàबÛध 

3R
={(a,a),(a,b),(a,c),(a,d),(b,a),(b,b),(b,c),(b,d),(c,a),(c,b),(c,c),(c,d),(d,a),(d,b),(d,c
),(d,d)} A पर èवतुãय सàबÛध है। 
èवतुãय सàबÛध कȧ पǐरभाषा से èपçट है ͩक त×समक सàबÛध सदैव èवतुãय सàबÛध होता है 
जबͩक èवतुãय सàबÛध आवæयक नहȣ ंͩक त×समक सàबÛध हो। जसेै ͩक उपरोÈत उदाहरण मɅ 
A पर पǐरभाͪषत सàबÛध  èवतुãय तो है परÛतु त×समक नहȣ।ं 
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समͧमत सàबÛध (Symmetric relations) 
अǐरÈत समुÍचय A पर पǐरभाͪषत सàबÛध R एक समͧमत सàबÛध कहलाता है यǑद a,b  
के ͧलये (a,b) R (b,a) R (अथा[त aRb bRa) 
उदाहरण के ͧलये समुÍचय A={1,2,3,4} पर पǐरभाͪषत सàबÛध 

={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)} एक समͧमत सàबÛध है, चू ंͩक यǑद 

(a,b) तब (b,a)  
संĐामक सàबÛध (Transitive relations) 
अǐरÈत समुÍचय A पर पǐरभाͪषत कोई सàबÛध R एक संĐामक सàबÛध कहलाता है यǑद 
(a,b) , (b,c) (a,c)  अथा[त aRb तथा bRc  aRc;a,b,c  कहा जा 
सकता है ͩक A पर पǐरभाͪषत सàबÛध R सĐंामक नहȣं है यǑद अवयव a,b,c  इस Ĥकार 
हɇ ͩक (a,b) R तथा (b,c) R परÛतु (a,c) R 
उदाहरण के ͧलये Ĥाकृत संÉयाओं के समÍुचय N पर पǐरभाͪषत सàबÛध R जहाँ (a,b) R

a,b को ͪवभािजत करता है, a,b N 
N पर एक संĐामक सàबÛध है, चू ंͩक 
Ĥाकृत संÉयाओं मɅ a,b को ͪवभािजत करता है अथा[त aRb या (a,b) R व b,c को ͪवभािजत 
करता है अथा[त bRc या (b,c) R, तब a,c को भी ͪवभािजत करेगा अथा[त aRc या (a,c) 

R 
इस Ĥकार(a,b) R, (b,c) R (a,c) R. अत: यह सàबÛध एक संĐामक सàबÛध है। 
तुãयता सàबÛध (Equivalence relations) 
अǐरÈत समुÍचय A पर पǐरभाͪषत कोई सàबÛध R एक तुãयता सàबÛध कहलाता है यǑद R 
(i) èवतुãय (ii) समͧमत तथा (iii) संĐामक है। 
उदाहरण के ͧलये पणूा[कɉ के समुÍचय Z पǐरभाͪषत सàबÛध R जहा ँ
(a,b) R  a-b एक सम पणूा[क है 
अथा[त aRb  a-b एक सम पणूा[क है ;a,b Z 
Z पर एक तुãयता सàबÛध है, चू ंͩक 

(i) R èवतुãय है माना a Z, तब a-a=0 जो ͩक एक सम पणूा[क है। 
अत: (a,a) R, a Z 
अथा[त R èवतुãय है। 

(ii) समͧमत है : चू ंͩक (a,b) R,  a-b एक सम पणूा[क है, a,b Z, 
(b,a) R,  b-a एक सम पणूा[क है। 

अत: (a,b) R (b,a) R :a,b Z 
अथा[त R समͧमत है। 

(iii) R संĐामक है.:माना a,b,c z तब (a,b) R तथा (b,c) R 
 a-b सम पणूा[क है तथा b-c सम पणूा[क है। 

A
   

1R
 1R  1R

R R  R  A
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 a-b=2m तथा b-c=2n जहाँ m तथा n पणूा[क हɇ। 
 (a-b)+ (b-c) =2m+2n 
 a-c=2m (m+n) जो ͩक एक सम पणूा[क है। अत: a-c एक समपणूाɍक है। 
(a, c) R 

अथा[त R सĐंामक है। 
अतएव R एक तुãयता सàबÛध है। 
ĤǓतसमͧमत सàबÛध (Anti-symmetric relations) 
अǐरÈत समÍुचय A पर पǐरभाͪषत कोई सàबÛध R. एक ĤǓतसमͧमत सàबÛध कहलाता है यǑद 
ͩकÛहȣ भी दो अवयवɉ a,b A के ͧलये (a,b) R तथा (b,a) R  a=b अथा[त aRb 
तथा bRa a=b. अत: कहा जा सकता है। ͩक यǑद a,b A इस Ĥकार है। ͩक a b तब 
(a,b) R (b,a) R तथा (b,a) R (a,b) R 
उदाहरण के ͧलये Ĥाकृत संÉयाओं के समÍुचय N पर पǐरभाͪषत सàबÛध R, जहा ँ
(a,b)  R  a, b को ͪवभािजत करता है, a, b N 
समुÍचय N पर एक ĤǓतसमͧमत सàबÛध है, चू ंͩक ͩकÛहȣ ंभी दो Ĥाकृत संÉयाओं a तथा b के 
ͧलये यǑद a,b को ͪवभािजत करता है तथा b,a को ͪवभािजत करता है अथा[त (a,b) R तथा 
(b,a) R तब a=b. यह देखा जा सकता है ͩक उपरोÈत सàबÛध R पणूा[कɉ के समुÍचय Z 
पर एक ĤǓत समͧमत सàबÛध नहȣ ंहै चू ंͩक ͩकसी भी अशÛूय पणूा[क a Z के ͧलए a,-a को 
ͪवभािजत करता है तथा -a,a को ͪवभािजत करता है, अथा[त ्
(a,-a) R तथा (-a, a) R परÛतु a -a 
आंͧशक Đम सàबÛध (Partial order relations) 
अǐरÈत समुÍचय A पर पǐरभाͪषत कोई सàबÛध R एक आंͧशक Đम सàबÛध कहलाता है यǑद 
(i) R èवतुãय है (ii) R ĤǓतसमͧमत है तथा (iii) R संĐामक है। 
उदाहरण के ͧलये Ĥाकृत संÉयाओं के समÍुचय N पर पǐरभाͪषत सàबÛध R जहाँ (a,b) R 

 a,b ,को ͪवभािजत करता है ;a,b N एक आंͧशक Đम सàबÛध है। 
पणू[ Đम सàबÛध (Total order relations) 
अǐरÈत समÍुचय A पर पǐरभाͪषत कोई सàबÛध R एक पणू[ Đम सàबÛध कहलाता है, यǑद 

(i) R,A पर एक आंͧशक Đम सàबÛध है तथा 
(ii) A के Ĥ×येक दो अवयवɉ.a तथा b के ͧलये (a,b) R, अथवा (b,a) R. अथवा a=b 

उदाहरण के ͧलये Ĥाकृत संÉयाओं के समुÍचय N पर पǐरभाͪषत सàबÛध R जहाँ (a,b) R
a b:a,b N, एक पणू[ Đम सàबÛध है चू ंͩक यह सàबÛध èवतुãय है, ĤǓतसमͧमत है, 
संĐामक है तथा Ĥ×येक दो Ĥाकृत संÉयाओं a,b N के ͧलये a<b या b<a या a=b एक 
अÛय उदाहरण के Ǿप मɅ समुÍचय A ={1,2,3,4,5,6,12,24,36} पर सàबÛध R जहाँ aRb 

 a,b को ͪवभािजत करता है; a,b A 
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A पर एक पणू[Đम सàबÛध नहȣं है, चू ंͩक R, èवतुãय, ĤǓतसमͧमत तथा संĐामक है परÛत ु
Ĥ×येक दो अवयवɉ 
a, b A के ͧलये a, b को ͪवभािजत करता है अथवा b, a को ͪवभािजत करता है अथवा 
a=b स×य नहȣं है, जैसे 2 तथा 3 A इस Ĥकार है ͩक न तो 2, 3 को ͪवभािजत करता है, न 
हȣ 3, 2 को तथा साथ हȣ 2  3. 
उदाहरण 3 वाèतͪवक संÉयाओं के समुÍचय R पर कोई सàबÛध S जहाँ (a,b) S
1+ab>0, a,b R èवतुãय एव ंसमͧमत है परÛतु संĐामक नहȣ।ं 
हल: चू ंͩक सभी a R के ͧलये 

1+aa=1+ >0, अत: (a, a) S  a R 
अथा[त ्सàबÛध S èवतुãय है। 
माना (a,b) S जहाँ a,b R 
तब (a,b) S 1+ab>0 

1+ba>0 
(b, a) S 

अत: S समͧमत है। 
यह Ĥदͧश[त करने के ͧलये ͩक सàबÛध S संĐामक नहȣं हɇ 

चू ंͩक  

तथा  

अत: (1, ) S तथा S 

परÛतु (1, ) S, S  S 

(चू ंͩक  जो ͩक धना×मक नहȣ ंहɇ।) 

अत: S संĐामक नहȣं हɇ 
èवमूãयांकन Ĥæन - 1 

1 पणूा[कɉ के समुÍचय Z पर सàबÛध aRb a+b सम पणूा[क है, एक ................. 
सàबÛध है। 

2 n अवयवɉ के समÍुचय A पर पǐरभाͪषत कुल सàबÛधɉ कȧ संÉया =....................... 
3 त×समक सàबÛध सदैव एक ................................होता है। 
4 यǑद सàबÛध R =  तब R एक ..................सàबÛध होता है। 
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2.4 फलन (Functions) 
ͪवͧशçट Ĥकार का सàबÛध (Relation) R जो ͩकसी अǐरÈत समुÍचय A से ͩकसी अǐरÈत 
समुÍचय B मɅ इस Ĥकार पǐरभाͪषत है ͩक समÍुचय A का Ĥ×येक अवयव समुÍचय B के ͩकसी 
अɮͪवतीय (unique) अवयव B से R- सàबिÛधत है, समुÍचय A से समुÍचय B मɅ फलन 
(functions) कहलाता है। अत: कहा जा सकता है ͩक अǐरÈत समुÍचय A से अǐरÈत समुÍचय 
B मɅ कोई सàबÛध R एक फलन f है f यǑद कातȸय गणुनफल A B का एक ऐसा उपसमुÍचय 
है िजसमɅ Đͧमत यÊुम इस Ĥकार है ͩक Ĥ×येक अवयव a A एक और केवल एक हȣ Đͧमत 
यÊुम के Ĥथम अवयव के Ǿप ͪवɮयमान है अथा[त f के ͩकÛहȣ भी दो ͧभÛन Đͧमत यÊुमɉ के 
Ĥथम अवयव एक नहȣं है (अथा[त ͧभÛन है।) तथा A का Ĥ×येक अवयव ͩकसी Đͧमत यÊुम मɅ 
उपिèथत है। 
èपçट है ͩक Ĥ×येक फलन एक सàबÛध तो है परÛतु Ĥ×येक सàबÛध आवæयक नहȣं ͩक एक 
फलन हो। 
उदाहरण के ͧलये माना 
f1={ (a,1),(b,1),(c,2),(d,3) } 
f2={ (a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,3),(d,4) } 
तथा f3={ (a,2),(b,3),(d,1) } 
समुÍचय A={a,b, c,d} से समुÍचय B={1,2,3.4} पर सàबÛध हɇ, तब f1 तो A से B मɅ एक 
फलन है। परÛतु f2 तथा f3 नहȣं चू ंͩक f2 मɅ. a A दो कȧमत यÊुमɉ मɅ ͪवɮयमान है जबͩक f3 
मɅ c अब हम फलन कȧ Ǔनàन Ĥचͧलत पǐरभाषा दɅगे। 
फलन कȧ पǐरभाषा 
माना A तथा B दो अǐरÈत समÍुचय हɇ। यǑद एक Ǔनयम (rule) अथवा संगǓत 
(correspondence) ''f”,A के Ĥ×येक अवयव a को B के ͩकसी अɮͪवतीय अवयव b से 
सàबƨ करे तब f, समुÍचय A से समÍुचय B मɅ एक फलन (functions) अथवा ĤǓतͬचğण 
(mapping) कहलाता है। अवयव b A को a का f- ĤǓतǒबàब (f-image) कहते हɇ। तथा इसे 
f(a) ɮवारा åयÈत करत ेहै 
संकेत Ǿप मɅ समÍुचय A से समÍुचय B मɅ ͩकसी फलन को Ǔनàन Ĥकार से दशा[या जाता है:  

f: A  B, जहाँ f (a) =b a A 
b B को a A पर फलन f का मान भी कहत े हɇ। a A को b का ĤǓत-ĤǓतǒबàब 
(inverse-image) कहते है। 
उदाहरण के ͧलये यǑद A={1,2} तथा B={3,6} तब 
f: N N, जहाँ f(x) =x2+2 x A 
समुÍचय A से समुÍचय B मɅ एक फलन है। इसी Ĥकार 
f: N N, जहा ँf (n) =2n n N 
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धना×मक पणूा[कɉ (Ĥाकृत संÉयाओं) के समुÍचय N पर एक फलन है। यǑद f अǐरÈत समÍुचय 
A से A मɅ हȣ एक फलन हɇ तब कहते हɇ ͩक f, अǐरÈत समुÍचय A पर एक फलन है। 
 
फलन का ĤाÛत (Domain),सहĤाÛत (Co-domain),तथा पǐरसर (Range) 
माना f: A B, जहाँ f(a)=b a A, समुÍचय A से समुÍचय B मɅ कोई फलन है। तब 
समुÍचय A, फलन f का ĤाÛत (domain) तथा समÍुचय B. फलन f का सह ĤाÛत (co-
domain) कहलाता है। 
ĤाÛत A के अवयवɉ के f ĤǓतǒबàबɉ के समुÍचय को f का पǐरसर (range) कहते है तथा इसे 
f(A) ɮवारा ǓनǾͪपत करते हɇ। 
अत: f(A)={ f(a):a A } 
èपçट है ͩक f(A)  B उदाहरण के ͧलए यǑद 
f: Z Z जहाँ f(x) =2x x Z 
तब समुÍचय Z, फलन f का ĤाÛत तथा सहĤाÛत भी है जबͩक f का पǐरसर है 

f(Z) = {2x: x Z} 
= {0, 2, 4, 6,} 
= सभी सम पणूा[कɉ का समुÍचय। 

दो फलनɉ कȧ समानता 
दो फलन f तथा g परèपर समान फलन कहलाते हɇ यǑद 

(a) f का ĤाÛत = g का ĤाÛत 
(b) f का सह ĤाÛत = g का सह ĤाÛत 

तथा (c) f तथा g के उभयǓनçट ĤाÛत के Ĥ×येक अवयव Ĥ के ͧलये 
f(x) = g(x) 

यǑद फलन f तथा g परèपर समान हɇ तब इसे f = g ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है। उदाहरण के 
ͧलये यǑद A= {-1,3} तथा B={1,5,9,13,17 }, तब फलन f : A B जहाँ f(x)=x2 x A 

तथा g: A B जहाँ g(x)=2x+3 x A समान फलन हɇ। चू ंͩक f(-।)=(-
1)2=1 ;g(-1)=2(-1)+3=1 
एव ंf(3)=(3)2=9 ; g(3)=2(-1) +3=9 
अत: f(x) = g(x) x A 
अथा[त f = g. 
उदाहरण 4 माना f: R R 
जहा ँf(x)= 1 यǑद x Q 
= -1 यǑद x Q 
जब ͩक Q पǐरमेय राͧशयɉ का समÍुचय है तब £ात कȧिजये 
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(a) f (-5), f (5), f ( ), f ( ) 

(b) f के अÛतग[त समुÍचय R का ĤǓतǒबàब समुÍचय f(R) 
(c) 1 R के ĤǓत-ĤǓतǒबàबɉ का समुÍचय। 

हल (a) चू ंͩक -5 तथा 5 Q 
अत: f(-5)=1, f((5)=1 

चू ंͩक  तथा Q 

अत : f( )= -1, f( ) = -1 

(b) चू ंͩक Ĥ×येक वाèतͪवक संÉया पǐरमेय (rational) अथवा अपǐरमेय (irrational) होती है, 
अत : f={ -1,1 } 

(c) चू ंͩक 1 Ĥ×येक पǐरमेय संÉया का f - ĤǓतǒबàब है अत : 1 के ĤǓत - ĤǓतǒबàबɉ का 
समुÍचय =Q 

उदाहरण 5 माना f: R R, जहाँ f(x)=ex x R तब £ात कȧिजये 
(a) f के अÛतग[त R का ĤǓतǒबàब समुÍचय, f(R) 
(b) Èया सभी x,y R के ͧलये 
f(x+y) = f(x) f(y) स×य है? 
हल 
(a) चू ंͩक x के ऋणा×मक अथवा धना×मक ͩकसी भी मान के ͧलये ex सदैव एक धना×मक मान 

होता है, अत: Ǒदये हु ये फलन कȧ पǐरभाषानसुार ĤाÛत R का f- ĤǓतǒबàब समÍुचय f(R) = 
सभी धना×मक वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय, R+ 

(b) f(x+y)=ee+y 

= ex ey 
= f(x) f(y) x,y R 

èवमूãयांकन Ĥæन - 2 
1 यǑद f: R R, जहाँ f(x)=x2+3 तब 

 {x: f (x) =28} =................ 
2 यǑद f:R R, जहाँ f(x)=x2 तब 

 {x: f (x) =-4} =................ 
3 यǑद f:R+ R, जहाँ f(x)=loge x 

तथा R+ धना×मक वाèतͪवक संÉयाओं का समुÍचय है तब 
 f(xy)= f (x)+f(y)  x,y R+ 

 स×य है अथवा अस×य? 
4 यǑद फलन f(x) =2x2-1 तथा g(x)=1 -3x 

5
2





5
2
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 समान फलन है तब f तथा g का ĤाÛत है................ 

2.5 फलनɉ के Ĥकार (Kinds of functions) 
अचर फलन (Constant functions) 
फलन f: X Y, जहाँ f(x)=x x X तथा c Y एक िèथराकं है, एक अचर फलन 
कहलाता है। èपçट हɇ ͩक यǑद f एक अचर फलन है, तब f(x) एक एकल समÍुचय (singleton 
set) होता है। 
उदाहरण के ͧलये फलन f:X Y जहाँ f(x)=sin x, x X 
X = { n: n = 0, 1, 2,} एक अचर फलन हɇ चू ंͩक यहा ँf(x) = {0} 
त×समक फलन (Identity function) 
अǐरÈत समुÍचय X पर कोई फलन f: X y, जहाँ f(x)=x x X एक त×समक फलन 
कहलाता है। इसे Ĥाय : Ix ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। 
एकैकȧ फलन (one-one functions or Injection) 
फलन f: X Y जहाँ f(x)=X : x X एक एकैकȧ फलन कहलाता है, यǑद ͧभÛन अवयवɉ 
x X, के समुÍचय Y मɅ f- ĤǓतǒबàब भी ͧभÛन हɇ। अथा[त 

x1 x2 f(x1) f(x2); x1, x2 X 
या f(x1) = f(x2) x1 = x2, x1x2 X 

उदाहरण के ͧलये f: N N जहाँ f(n)=2n+1 n N 
एक एकैकȧ फलन है, चू ंͩक यǑद n1,n2 N इस Ĥकार हɇ ͩक 

f (n1) = f (n2), तब 
f (n1) = f (n2) 2n1+1=2n2+1 

n1 =n2 

बहु-ऐकȧ फलन (Many-one function) 
फलन f: X Y जहाँ f (x)= y, x X एक बहु ऐकȧ फलन कहलाता है यǑद दो अथवा 
अͬधक ͧभÛन अवयव x X, समुÍचय Y मɅ एक हȣ अवयव पर ĤǓतǒबिàबत होते हɇ। उदाहरण 
के ͧलये फलन f :R R, जहाँ f (x) = x2 , x R एक 
बहु-ऐकȧ फलन है, चू ंͩक यǑद x1,x2 R तब 

F(x1) =f(x2) x1
2 =x22 

 x1 =  x2 

अत : x1 तथा –x1 R का एक हȣ ĤǓतǒबàब है। 
आÍछादक फलन (Onto function or Surjection) 
फलन f: X Y, जहाँ f(x) = y, x X एक आÍछादक फलन कहलाता है, यǑद Ĥ×येक y

Y के ͧलये एक अवयव x X इस Ĥकार अवæय है ͩक f(x) =y 
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उदाहरण के ͧलये यǑद  तथा , तब फलन f: X Y जहाँ 

f(x)= cosx, x X एक आÍछादक फलन है। 
एकैकȧ- आÍछादक फलन (One-one function or Bijection) 
यǑद फलन f: X Y एकैकȧ तथा आÍछादक है, तब यह एकैकȧ-आÍछादक फलन कहलाता है। 
अÛत¢ȶपी फलन (Into function) 
फलन f: X Y, जहाँ f(x)= y, x X एक अÛत¢ȶपी फलन कहलाता है यǑद Y मɅ कम से 
कम एक अवयव इस Ĥकार है ͩक यह ͩकसी भी अवयव x X का f- ĤǓतǒबàब नहȣं है। 
उदाहरण के ͧलये फलन f: R R, जहाँ f(x)= sinx, x R एक अÛत¢ȶपी फलन है, चू ंͩक 
सहĤाÛत समुÍचय R मɅ वɅ सभी अवयव िजनके मान -1 से कम तथा 1 से अͬधक है, ĤाÛत 
समुÍचय R ͩकसी भी अवयव x के f-ĤǓतǒबàब नहȣं है। 
उदाहरण 6 ͧसƨ कȧिजये ͩक फलन f: Z Z, जहा ँ

(a) f(x)= x2+x, x  Z बहु-ऐकȧ अÛत¢ȶपी है। 
(b) f(x)= x- 3, x  Z एकैकȧ आÍछादक है। 
(c) f(x)= x3- x, x  Z बहु-ऐकȧ अÛत¢ȶपी है। 
(d) f(x)= x3 , x  Z एकैकȧ अÛत¢ȶपी है। 

हल: 
(a) यहा,ँ f(x) = x2+ x, x  Z 

माना x1,x2 Z x1  x2 
तब  

 

अत : x1  x2  (जब x1 = - (x2+1)) 
अथा[त f बहुऐकȧ है। 
पनु : सहĤाÛत समुÍचय Z मɅ अनेक अवयव जसेै 1  Z इस Ĥकार है ͩक यह ͩकसी भी x  
Z का f- ĤǓतǒबàब नहȣं है। फलèवǾप f अÛत¢ȶपी है। 
(b) यहाँ f(x) = x-3, x  Z 

माना x1,x2 Z तब 
 

 
अत : f एकैकȧ है। f आÍछादक भी है चू ंͩक Ĥ×येक पणूा[क x  Z के ͧलये एक पणूा[क x+3  
Z सदैव इस Ĥकार है ͩक 

;
2

nX n Z   
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f(x+3) =(x+3) -3 =x 
अत : f आÍछादक है। 

(c) यहा,ँ f(x) = x3-x, x  Z 
चू ंͩक, f(-1)= (-1)3-(-1)=-1+1=0 

f (0) = 0 - 0 =0 
तथा f(1) =(1)3-1=0 
अत : f(-1) =f(0) = f(1) =0 
अथा[त f बहु-ऐकȧ है। 

पनु : सहĤाÛत समुÍचय Z मɅ अनेक पणूा[क जसेै 2 Z इस Ĥकार है ͩक यह ͩकसी भी x Z 
का f- ĤǓतǒबàब नहȣं है, अत : f अÛत¢ȶपी है। 
(d) यहाँ f(x) = x3, x  Z 

चू ंͩक f(x1)=f(x2)  
x1 = x2 

अत: f एकैकȧ है। 
पनु: 2 Z पनु: Z के ͩकसी भी अवयव का f ĤǓतǒबàब नहȣं है, 
अत: f अÛत¢ȶपी है। 

उदाहरण 7 दशा[इये ͩक यǑद A= {x: -1 x 1}, तब फलन f :A  A, जहाँ f(x) = sin
x, x  A एकैकȧ आÍछादक है। 

हल: यहाँ f(x) = sin x, x  A 
माना x1,x2 A तब 
f(x1) =f(x2)  sin x1= sin x2 

x1= x2 ( ) 
x1 = x2 

अत: f एकैकȧ है। 
पनु: चू ंͩक Ĥ×येक x  A का f- ĤǓतǒबàब -1 तथा 1 के मÚय हȣ कोई राͧश है, अत: f का 
पǐरसर 

F (A) =A (सहĤाÛत), अतएव f आÍछादक है। 

उदाहरण 8 : यǑद फलन f: Q-{1} Q जहाँ   

तब ͧसƨ कȧिजये ͩक f एकैकȧ है परÛतु आÍछादक नहȣ।ं 

हल यहाँ   

माना x1,x2  
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तब f(x1) = f(x2)  

 

 

 
अथा[त ्f एकैकȧ है। 
पनु: Ĥ×येक y Q के ͧलये 

 

अथा[त y =2 Q इस Ĥकार है ͩक यह ͩकसी भी x Q – {1} का 
f- ĤǓतǒबàब नहȣं है। अत: f आÍछादक नहȣं है। 

2.6 संयुÈत फलन (Composite functions) 
माना f: X Y,ज़हाँ f(x)=y x X तथा g:Y Z, जहाँ = g(y)=z y Y Đमश: 
समुÍचय X से समुÍचय Y तथा समुÍचय Y से समुÍचय Z मɅ कोई दो फलन हɇ। तब समुÍचय 
X से समुÍचय Z मɅ पǐरभाͪषत फलन 

gof: X Z 
जहाँ (gof)(x)=g[f(x)] 

=g(y) = z x X 
फलनɉ f तथा g का संयोजन (composition) कहलाता हɇ 

अत: संयÈुत फलन gof के अÛतग[त Ĥ×येक x X का gof- ĤǓतǒबàब समुÍचय Z का कोई 
अवयव z है। 

 
ͬचğ 2.1 

उदाहरण के ͧलये माना f: R R, जहाँ f(x) = x3+3 x R तथा g: R R, जहा ँg(x) 
=x - 5 x R फलन हɇ। तब f तथा g का संयÈुत फलन है 

1 2

1 2

2 3 2 3
1 1

x x
x x
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gof : R R जहाँ (gof) (x) =g [f(x)] 

 

इसी Ĥकार g तथा f का संयÈुत फलन है 
fog: R R, जहाँ (fog) (x) =f [g(x)] 

 

यह èपçट है ͩक सामाÛयत: gof  fog 
उदाहरण 9 यǑद h :X Y,g: Y Z, तथा f :Z W, तीन फलन इस Ĥकार हɇ ͩक 
संयÈुत फलन (fog) oh तथा fo (goh) समुÍचय X से समुÍचय W मɅ पǐरभाͪषत हɇ। तब 
ͧसƨ कȧिजये ͩक (fog) oh = fo (goh) (साहचय[ता गणु) 
हल: 

माना ͩक x X,y Y, z Z तथा w W इस Ĥकार है ͩकh(x) =y ,g(y)=z तथा 
f(z)=w तब 

 

 

     ..........(1) 

पनु:  

 

     ..........(2) 
(1) तथा (2) से 

 x X 
अथा[त  

उदाहरण 10 यǑद f : R R तथा g : R R वाèतͪवक संÉयाओं के समुÍचय R पर 
पǐरभाͪषत फलन हɇ, जहाँ 

f(x) =x2-2x x R तथा g(x) =2x-5 x R, तब 
(gof) (x) एव ं(fog) (x) £ात कȧिजये। 
हल: 
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यहा,ँ  

 

x R 
तथा   

 

x R 

2.7 ĤǓतलोम फलन (Inverse functions) 
माना f: X Y, जहाँ f(x) = y x X एक एकैकȧ आÍछादक फलन है। तब फलन g: Y

X जो y के Ĥ×येक अवयव y Y हɉ को समुÍचय X के ͩकसी अɮͪवतीय अवयव x X से 
इस Ĥकार सàबƨ करता है ͩक f(x) = y, फलन f का ĤǓतलोम फलन कहलाता है इसे f-1, 
ɮवारा ǓनǾͪपत ͩकया जाता है। अत: यǑद f:X Y, जहाँ f(x) = y x X कोई एकैकȧ 
आÍछादक फलन है तब f का ĤǓतलोम फलन हɇ 

f-1: Y X जहाँ f-1(y) =x y Y इस Ĥकार है ͩक f(x) = y 
उदाहरण के ͧलये यǑद 
f: X Y जहा ँ f(x) = 2x x X कोई एकैकȧ आÍछादक फलन है, तब f का 
ĤǓतलोम फलन 

f-1: Y X जहाँ f-1(x) =  x Y है चू ंͩक f ( ) =2( ) =x 

èवमãूयांकन Ĥæन - 3 
1 यǑद f: R R जहाँ f(x)=x3+1 

 तब f-1(0)=................. 
2 यǑद : R R जहाँ f(x)=x3+8 

 तब f-1(19)=................. 
3 यǑद f: R R जहा ँf(x)=2x तथा 

 g: R R जहा ँg(x) =x+2 
 तब (gof)(1)=.............. 

2.8 फलन कȧ सीमा (Limit of a function) 
èवतÛğ चर राͧश x R के ͩकसी फलन f(x) का मान x के ͩकसी ͪवͧशçट मान a पर f(a) 
होता है। Ĥæन यह उठता है ͩक Èया x के Ĥ×येक मान के ͧलये फलन f(x) का मान ĤाÜत ͩकया 
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जा सकता है? इसके ͧलये फलन  लेते हɇ, तथा x=2 पर इसका मान ĤाÜत 

करत ेहै। x=2 पर फलन f(x) का मान  जो ͩक एक अथ[हȣन मान है। अत 

: कहा जा सकता है। ͩक चू ंͩक x=2 पर फलन पǐरभाͪषत नहȣं है, इसͧलये f(2) का मान अथ[हȣन 
है। 
फलन कȧ सीमा कȧ धारणा 

फलन  के अǓतǐरÈत सभी मानɉ के ͧलये पǐरभाͪषत है। जब x 2 .तब 
2 4 ( 2)( 2)( ) 2

2 ( 2)
x x xf x x
x x
  

   
 

 

Ǔनàन ताͧलका से हम देखते है ͩक जसेै जैसे x, बायीं ओर से अथवा दाǑहनी ओर से 2 के समीप 
आता है. फलन का मान राͧश 4 के लगभग समीप पहु ँचता है तथा जब x,2 के अ×यÛत समीप है 
तब x+2 तथा 4 के मÚय अÛतर अ×यÛत कम है। अत : कहा जा सकता है। ͩक जसेै- जैसे x,2 
कȧ ओर अĒͧसत होता है वसेै – वसेै f(x) का मान 4 कȧ ओर बढ़ता है. अथा[त f(x) कȧ सीमा 4 
है। 
X 1.25 1.5 1.75 1.8 1.875 2.03125 2.0625 2.125 2.2 2.25 
f(x) 3.25 3.5 3.75 3.80 3.875 4.03125 4.0625 4.125 4.2 4.25 
अत : फलन कȧ सीमा को Ǔनàन Ĥकार से पǐरभाͪषत ͩकया जा सकता है जब चर राͧश x ͩकसी 
मान a कȧ और अĒसर होती है. तब कोई राͧश  फलन f(x) कȧ सीमा कहलाती है यǑद ͩकसी 
भी पवू[ Ǔनधा[ǐरत सूêम से सूêमतर èवेÍछ 
धना×मक मान (epsilon) के ͧलये एक धना×मक राͧश (delta) इस Ĥकार है ͩक 

 
Ĥतीक Ǿप मे इसे ͧलखते हɇ। 

 

वाम सीमा एव ंदͯ¢ण सीमा (left limit and right limit) 
जब x,a के बायɅ प¢ से a से छोटे मानɉ को ĤाÜत करता हुआ, a कȧ ओर अĒͧसत होता है तब 
यǑद फलन f(a) राͧश  को ĤाÜत करता है, ऐसी िèथǓत मɅ राͧश , x=a पर फलन f(x) कȧ 
वाम सीमा कहलाती है। इसे Ǔनàन Ĥकार ͧलखा जाता है 

 या  या  तथा  ɮवारा åयÈत 

ͩकया जाता है। 
इसी Ĥकार जब x,a के दाǑहने प¢ से a से बड़े मानी को ĤाÜत करता हुआ, a कȧ ओर अĒͧसत 
होता है, तब यǑद फलन f(x) राͧश  को ĤाÜत करता है. ऐसी िèथǓत मɅ राͧश , x=a पर 
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फलन f(x) कȧ दͯ¢ण सीमा कहलाती है। इसे f(a+0) ɮवारा åयÈत ͩकया जाता है तथा Ǔनàन 
Ĥकार ͧलखा जाता है 

 या  या  

जब x,a कȧ ओर अĒͧसत होता है एव ंयǑद 
 तो राͧश  फलन f(x) कȧ सीमा कहलाती है। 

यǑद फलन f(x) तथा g(x) इस Ĥकार है ͩक 
 तथा , तब 

 

 

जहाँ c एक िèथराकं है। 

कुछ मानक सीमाएँ (Some Standard limits) 

 

उदाहरण 11 सीमा £ात कȧिजये: 
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हल 
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(x=1+h लेने पर) 

 

यहाँ  

 

 

 

(ɮͪवपद Ĥमेय ɮवारा ͪवèतार करने पर) 

  

  

3

1 1 2 1
6lim

1 1 1lim 1 2
6

1 11 0 2 0
6 3

a

a

n n n

n

n n





 


      
  

   

   
2 3

0 0

......log 1 2 3lim lim
x x

x xxx
v

x x 

 
  

  
  
 

2 3

0
lim ......

2 3
1 0 0.............
1

x

x xx


 
   

 
  


   
 1 0

log 1loglim lim
1 1 1x h

hxvi
x h 




  

2 3

0

2 3

0

......
2 3lim

lim ......
2 3

h

h

h hh

h
h hh





 


 
   

 
1 0 0.............  

1

  lim 1
x

x

nvii
x

  
 

  21
lim 1 .............

2!x

x xn nx
x x

           
     



73 
 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

2

2

2

1lim 1 1 .........
2!

1 1 0 ...........
2!

1 .........
2!

x

n

nn
x

nn

nn

e



          

    

   



 
0 0

sin
sinlim lim

sinsinx x

axax
ax axviii

bxbx bx
bx

 

 
 
 
 
 
 

0

sin

lim sinx

ax
a ax

bxb
bx



 
 

  
 
 

0

0

sinlim

sinlim

1
1

x

x

ax
a ax

bxb
bx

a a
b b





 
 

  
 
 
   
 

 
2 2

2 2

2 1 3 2lim
9 5 4 3n

n nix
n n

   
     

2 2

2 2

1 22 3
lim

5 39 4

2 0 3 0
9 0 4 0

2 3 2 3
3 2

n

n n

n n



 
   

 
 

   
 

   
      


  





74 
 

èवमूãयांकन Ĥæन -4 

 

 

2.9 फलन का सांत×य (Continuity of a function) 
फलन f(x), ͩकसी ǒबÛद ुx=a पर सतंत (continuous) कहलाता है यǑद ͩकसी पवू[Ǔनधा[ǐरत 
सूêम से सूêम èवेÍछ धना×मक राͧश  के ͧलये एक धना×मक राͧश  इस Ĥकार है ͩक 

 अथा[त 
 

उपरोÈत को Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है : 
फलन f(x) ͩकसी ǒबÛद ुx=a पर संतत (continuous) है, यǑद 
(i) f(x), x=a पर पǐरभाͪषत है 
(ii)  का अिèत×व है 

तथा यह पǐरͧमत है एव ं
 

अथा[त  

यǑद फलन f (x) ͩकसी ǒबÛद ुx = a पर संतत नहȣं है तब यह x = a पर असंतत 
(discontinuous) कहलाता है। 

उदाहरण 12 £ात कȧिजये ͩक Ǔनàन फलन संगत सàमखु ǒबÛदओंु पर संतत हɇ अथवा नहȣ?ं 

  ; x = 0 पर 

;   ; x = 0 पर 
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 पर 

 पर 

; x = 1 पर 

; x = a पर 

हल 
 

 

=0 (कोई राͧश जो -1 तथा 1 के मÚय िèथत है) 
=0 

इसी Ĥकार  

 

= 0 
पनु: Ǒदया है कȧ f(0)=0. अत: f(0-0) =f(0+0) = f(0) अथा[त Ǒदया हुआ फलन x = 0 पर 
संतत है। 

 

 

 उ×तर: 

    ; 0iii f x x x 
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= 4 
इसी Ĥकार 

 

तथा चू ंͩक f(2) =4 Ǒदया है, अत:f(2-0) =f(2+0) =f(2) अथा[त फलन x =2 पर सतंत है। 
 

 

तथा  

 

पनु: चू ंͩक  

इसͧलये f(0-0) = f(0+0) = f(0) 
अथा[त फलन x =0 पर सतंत है। 

 

 

तथा  

 

चू ंͩक f(0-0)  f(0+0) अत: Ǒदया हुआ x =0 पर असंतत है। 
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तथा  

 

पनु: f(1) = 5(1) -4 =1 
चू ंͩक f(1-0) =f(1+0) = f(1) अत: फलन x = 1 पर सतंत है। 
यहाँ  
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तथा  

 

पनु: चू ंͩक f(a)=0, अत: f(a -0) =f (a+0)= f(a), अथा[त फलन x = a पर संतत है। 
 
èवमूãयांकन Ĥæन - 5 

1 फलन  , x =0 पर ...............है। 

2 िèथराकं फलन (constant function) सदैव ........................होता है। 

3 फलन  , x =0 पर ...................है। 

4 यǑद f (a -0) =f (a+0)  f (a), तब फलन f (x), x=a पर .................. होता है। 
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2.10 सारांश 
Ĥèतुत इकाई मɅ आपने सàबÛध कȧ पǐरभाषा के अǓतǐरÈत ͪवͧभÛन Ĥकार के सàबÛधɉ का 
अÚययन ͩकया। Đͧमत यÊुमɉ के समुÍचय के Ǿप मɅ फलन का अÚययन ͩकया एव ं ͪवͧभÛन 
Ĥकार के सàबÛधɉ को पǐरभाͪषत ͩकया। फलन कȧ सीमा एव ंसांत×य का अÚययन ͩकया तथा 
सàबिÛधत Ĥæनɉ को हल ͩकया। 

2.11 शÞदावलȣ 
ɮͪवचर सàबÛध Binary relation 
संयÈुत सàबÛध Composite relation 
èवतुãय Reflexive 
समͧमत Symmetric 
संĐामक Transitive 
ĤǓतसमͧमत Antisymmetric 
तãुयता सàबÛध Equivalence relation 
आंͧशक Đम सàबÛध Partial order relation 
पणू[ Đम सàबÛध Total order relation 
फलन Function 
ĤǓतͬचğण Mapping 
ĤाÛत Domain 
सहĤाÛत Co-domain 
पǐरसर Range 
आÍछादक Onto 
अÛत¢ȶपी Into 
सीमा Limit 
सांत×य Continuity 
असंतत Discontinuous 

2.12 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन Ĥæन1 

(1) तुãयता (2)  
(3) तुãयता (4) समͧमत 

 
èवमूãयांकन Ĥæन 2 
(1)  {5} (2)  

2

2n
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(3) स×य (4)  

èवमूãयांकन Ĥæन 3 
(1) -1 (2) 3 (3) 4 
èवमूãयांकन Ĥæन 4 
(1) 1 (2) e (3)  

(4)  (5)  (6) 0 

èवमूãयांकन Ĥæन 5 
(1) संतत (2) संतत 
(3) असंतत (4) असंतत 

2.13 अßयास Ĥæन 
1 ͧसƨ कȧिजये ͩक पणूा[कɉ के समुÍचय Z पर सàबÛध, , 5 से भाÏय 

है, एक तãुयता सàबÛध है। 
2 ͧसƨ कȧिजये ͩक सàबÛध  जहाँ , 

एक तुãयता सàबÛध है। 
3 यǑद X = R- {2} तथा Y = R – {1}, तब Ĥदͧश[त कȧिजये ͩक फलन 

  जहाँ   एकैकȧ आÍछादक है। 

4 यǑद  जहाँ   तथा  जहा ँ

 
 फलन हɇ, तब  एव ं  £ात कȧिजये। 

[उ×तर : ] 

5 सीमाएँ £ात कȧिजये : 

  (उ×तर: 0) 

   (उ×तर: ) 

   (उ×तर: ) 

   (उ×तर: ) 

6 ͧसƨ कȧिजये ͩक Ǔनàन फलन संतत है 
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 ; x = 0 पर 

 ; x = 2 पर 

 ; x = 2 पर 
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इकाई: 3 अवकलन (Differentiation) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
3.0 उƧेæय 
3.1 Ĥèतावना 
3.2 अवकल गणुाकं 

3.2.1 संकेतन 
3.3 Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन 
3.4 मानक फलनो के Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 

3.4.1  का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.2  का Ĥथम ͧसƨाÛत से असकल गणुाकं £ात करना 
3.4.3  का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.4  का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 
3.4.5 cosx का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.6 sinx का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.7 tanx का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.7 secx का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
3.4.8  का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 

3.5 अवकल के ͧलए मलू Ǔनयम 
3.5.1 फलनɉ के योगफल अथवा अÛतर का अवकलन गणुाकं 
3.5.2 दो फलनो के गणुनफल का अवकल गणुांक 
3.5.3 दो फलनɉ के भागफल का अवकलन गणुांक 

3.6 फलन के फलन का अवकलन गणुाकं £ात करना 
3.7  का अवकलन £ात करना 
3.8 ǾपाÛतरण ɮवारा अवकलन 
3.9 लघगुणकȧय अवकलन 
3.10 अèपçट फलनɉ का अवकलन 
3.11 Ĥाचͧलक समीकरणɉ का अवकलन 

3.12 अवकल गणुाकं  का Ïयाͧमतीय अथ[  

3.13 साराशं 
3.14 शÞदावलȣ 
3.15 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
3.16 अßयास Ĥæन 

nx
xe

log xe
xa

1sin x

sin( )axe bx c

dy
dx
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3.0: उƧेæय 
इस इकाई के अÚययन के पæचात आप ͩकसी भी अवकलनीय फलन का उसकȧ चर राͧश के 
सापे¢ अवकलन गणुांक £ात कर सकɅ गे । 

3.1: Ĥèतावना 
अवकलन कȧ ͪवधा गͨणत ͪवषय का एक अ×यतं मह×वपणू[ अंग है। इस ͪवधा के Ĥयोग से 
अͧभयांǒğकȧ, Ïयाͧमती आǑद से सकंͧलत कई समèयाओं का सामाधान होता है  
आपने पवू[ मɅ चर व अचर राͧशयɉ के बारे मɅ पड़ा है । इस ͪवषय मɅ आप ͩकसी आͬĮत फलन 
का èवतंğ चर राͧश के सापे¢ पǐरवत[न कȧ दर £ात करत ेहै । अवकलन कȧ सहायता से Ǒदये 
हु ए वĐ के ͩकसी ǒबÛद ुपर èपश[ रेखा व अͧभलàब कȧ Ĥवणता £ात कर सकते है । 
इस अÚयाय मɅ आप Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन गणुाकं Ǔनकालने कȧ ͪवͬध से Ĥारंभ करके 
जǑटल Ĥæनɉ का अवकलन Ǔनकालने कȧ ͪवͬध का अÚययन करɅगे । 

3.2: अवकलन गुणांक 
यǑद एक èवतंğ चर राͧश  का संतत फलन हो, तो  के मान मɅ पǐरवत[न होने पर 

के मान भी पǐरवǓत[त होता है । के मान मɅ पǐरव[तन को  म ्(डेãटा )से åयÈत करे 
तो के मान मɅ पǐरव[तन  (डेãटा ) होगा । के सापे¢  कȧ औसत पǐरव[तन कȧ 

दर  से åयÈत कȧ जा सकती है । यǑद 0( शूÛय कȧ ओर अĒसर) हो तो 

0( शÛूय कȧ ओर अĒसर) होगा । इस Ĥकार यǑद  ͪवɮयमान हो, तो इसे  

का  के सापे¢ अवकल गणुांक कहते है तथा इसे  से ǓनǾͪपत ͩकया जाता है । 

 

=  

3.2.1 संकेतन (Notation) 
Ǒदये गये फलन को के सापे¢ अवकलन गणुाकं को साधारणतया 

या या  या ɮवारा åयÈत करते है । 

फलन  का  पर अवकलन गणुांक को या 

ɮवारा åयÈत करते है । 
ǑटÜपणी: 
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(1) यहा ँ का अͧभĤाय  और  के गणुनफल से नहȣ परÛत ुयह  मɅ वृͪ ƨ को 
åयÈत करता है । 

(2) का मान चर राͧश के मान बढ़ने या घटने के अनसुार धना×मक या ऋणा×मक 
होता है l  

(3)  और अÛतर के अÍछȤ तरह समझना चाǑहए ।  एक ͧभÛन हɇ िजसके 

अंश और हर को एक दसूरे से अलग ͩकया जा सकता हɇ परÛतु एक ͧभÛन नहȣ ं

है । अͪपत ु  ͧभÛन के सीमाÛत मान को Ĥकट करने का एक सकेंत माğ है । 

को से अलग नहȣं ͩकया जा सकता है । 

3.3: Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन (Differentiation of first principle) 
अवकलन कȧ पǐरभाषा से अवकलन गणुाकं £ात करने कȧ ͪवͬध को Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन 
या आǑदत: अवकलन कहते है । इस ͧसƨाÛत से अवकलन गणुाकं £ात करने के ͧलए 
Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार ͩĐयाͪवͬध का Ĥयोग करते है । 
I Ǒदये गए फलन को Ǔनàनͧलͨखत Ĥकार ͧलͨखये l 

 

II फलन मɅ एव ं  के èथान पर Đमश: और ͧलͨखये अथा[त ्
 

III उपयु [Èत दोनो से का मान £ात कȧिजये अथा[त ्
 

IV दोनो प¢ɉ मɅ का भाग देने पर 

 

V जब (शूÛय कȧ ओर अĒसर) होता है तब उपयु [Èत अनपुात कȧ सीमा £ात कȧिजए 
अथा[त ्

 

या  

उपयु [Èत काय[ ͪवͬध से फलन का Ĥथम ͧसƨाÛत कȧ सहायता से अवकलन गणुाकं £ात कर 
सकते है । 
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3.4 मानक फलनɉ के Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन गुणांक £ात करना 
(To find the differential coefficient of standard function by first 
principle)  
Ĥथम ͧसƨाÛत कȧ सहायता से जǑटल फलनɉ के अवकल गणुांक £ात करना कǑठन होता है । 
यहाँ आप कुछ मानक फलनɉ का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकलन गणुांक £ात करɅगे । 
3.4.1 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
I माना ͩक  

यǑद मɅ वृͪ ƨ के संगत  मɅ वृͪ ƨ हो, तो 
II  

III  
दोनो प¢ɉ मɅ  का भाग देने पर 

IV  

होने पर का संÉया×मक मान 1 से कम होगा, अत:  का ɮͪवपद 

Ĥमेय से ͪवèतार करने पर 

 

 कȧ उÍच घात के पद 

अतः  

 

अथा[त  

3.4.2 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 
माना ͩक  
यǑद  मे वृͪ ƨ के संगत  मे वृͪ ƨ हो, तो 
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अतः  

 

3.4.3 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 
माना ͩक  
यǑद  मɅ के संगत वृͪ ƨ हो, एव ं  मɅ वृͪ ƨ हो तो 

 

 

अथवा  

जब हो तो  होगा ।अवकलन 

अत:  

 

 

 

 

3.4.4 का Ĥथम ͧसƨाÛत के अवकल गणुाकं £ात करना 
माना ͩक  
यǑद  मɅ वृͪ ƨ  संगत  मɅ वृͪ ƨ हो, तो 

 

  2

2
x x

y e x


 
 

      
  

  2

1
2 3

x xy xe x
x

 


 
         

  

  2

0 0
lim lim 1

2 3
x

x x

xy xe x
x 

 


 

 
         

  
dy
dx

 xe

 x xd e e
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या  कȧ उÍच घात 

 कȧ उÍच घात 

 

 अथा[त 
 

3.4.5 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 
माना ͩक  
यǑद मɅ वृͪ ƨ के संगत  वृͪ ƨ  हो, तो । 

 
 

या    

 

 

    

अतः  

अथा[त ्  
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3.4.6 का Ĥदम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
माना ͩक  
यǑद मɅ वृͪ ƨ  के संगत  मɅ वृͪ ƨ हो, तो 

 

   

   

 

 

 

अथा[त ्  

3.4.7 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना  
माना ͩक  
यǑद  मɅ वृͪ ƨ के संगत  मɅ वृͪ ƨ  हो, तो 

 

 

 

  

 

अतः  
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3.4.8 का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुाकं £ात करना 
माना ͩक  
यǑद मɅ वृͪ ƨ के संगत मɅ वृͪ ƨ  हɉ तो 
या  
या  

 

 

  

 

 

 

अथा[त ्  

इसी Ĥकार हम अÛय ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के अवकल गणुाकं £ात कर सकते है । अत: 

 

 

3.4.9  का Ĥथम ͧसƨाÛत से अवकल गणुांक £ात करना 
माना ͩक  
यǑद मे वृͪ ƨ  के संगत मɅ वृͪ ƨ  हɉ तो 
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अत:  

 

जब है तो  

 

 

 

    

अथा[त ्  

इसी Ĥकार Ĥथम ͧसƨाÛत से ĤǓतलोम व×ृतीय फलनो के अवकल गणुांक Ǔनàन Ĥकार ĤाÜत कर 
सकते है। 

(i)  
(ii)  

(iii)  

(iv)  

(v)  

उदाहरण - 1 Ĥथम ͧसƨाÛत से का अवकल गणुाकं £ात कȧिजए । 
हल:-माना ͩक  
दोनɉ प¢ɉ का लेने पर 
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यǑद मɅ वृͪ ƨ के संगत मɅ वृͪ ƨ के संगत हɉ, तो 
 

 

या  

या

 

या  

या  

जब  तब  

 

 

 

 अथा[त ्
 

3.5 अवकलन के ͧलए मूल Ǔनयम (Fundamental Rules for 
differentiation) 
3.5.1फलनɉ के योगफल अथवा अÛतर का अवकल गणुाकं 

माना ͩक  
जहाँ सभी के अवकलÏय फलन है एव ं  वृͪ ƨ  के 

संगत मɅ संगत वृͪ ƨ हो, तो 
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अथा[त ्
 

अतः फलनɉ के बीजीय योगफल का अवकल गणुाकं , इन फलनɉ के अवकल गणुांकɉ के बीजीय 
योग के बराबर होता हɇ ।

 

3.5.2 दो फलनो के गणुनफल का अवकल गणुांक:- 
माना ͩक और के अवकलÏय फलन है और 

 
यǑद  वृͪ ƨ  के संगत मɅ वृͪ ƨयाँ Đमश. हो तो 

 
 

 

 

जब हो तो , Èयɉͩक और अवकलÏय फलन है, 

अत :  

 

अथा[त  

अथा[त ् दो फलनɉ के गणुनफल का अवकल गणुाकं = (Ĥथम फलन)  (ɮͪवतीय फलन का 
अवकलन गणुांक) + (ɮͪवतीय फलन)  (Ĥथम फलन का अवकलन गणुांक) 
ǑटÜपणी : 

(1) दो फलनɉ मɅ से ͩकसी भी एक को Ĥथम एव ंदसूरे को ɮͪवतीय फलन माना जा सकता है । 
(2) यǑद दो से अͬधक फलनɉ को गणुनफल हो, तो एक फलन को लो और शेष को ɮͪवतीय 

फलन मानकर अवकलन करɉ और इस ͩĐया को बार-बार तब तक दहुराओं जब तक सभी 
फलनɉ का अवकलन नहȣं हो जायɅ । 

(3) अचर राͧश का अवकल गणुाकं सदैव शुÛय होता है अथा[त  

(4) अचर राͧश एव ंफलन का अवकल गणुाकं अचर राͧश और फलन के अवकल गणुांक 

के बराबर होता है अथा[त ्  

0 0 0
lim lim lim .........
x x x

y u v w
x x x x  

   
     

   

...........dy du dv dw
dx dx dx dx

    

 ......... ...........d du dv dwu v w
dx dx dx dx

      

u ,u v
y  u .v

x x ,u v ,u v 

  y y y u u v v       

. . .y y uv u v v u u v        

. . .y u v v u u v       

. . .y v u vu v u
x x x x

   
   

   

0x  0u  0v  u v

0 0 0 0 0
lim lim . lim . lim . lim
x x x x x

y v u vu v u
x x x x    

   
       

        
   

. .dy dv duu v
dx dx dx
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3.5.3 दो फलनɉ के भागफल का अवकल गणुांक - 

मानो ͩक और के अवकलÏय फलन है एवं है ।  

अब  

यǑद  मɅ वृͪ ƨ के संगत  और ४ मɅ वृͪ ƨ Đमश: और हो, तो 

 

या  

 

 

 

 

जब  है तब एव  होगा । अत: 

 

अथा[त ्  

दो फलनɉ के भागफल का अवकल गणुांक 
= (हर)  ×  (अंश का अवकल गुणाकं) −  (अंश)  ×  (हर का अवकल गुणांक)

हर का वग[
 

 

उदाहरण 2: :- हो, तो  का मान £ात कȧिजए ।  

हल :-यहाँ  
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दोनɉ प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

उदाहरण:-3  का के सापे¢ अवकल गणुाकं £ात कȧिजए । 
हल:-माना ͩक  
दोनɉ प¢ी का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

उदाहरण- 4  का के सापे¢ मवकलन £ात कȧिजए । 

हल:-माना  

दोनɉ प¢ɉ का Ĥ  के सापे¢ अवकलन करने से पवू[ Ǒदए गए फलन का पǐरͧमतीकरण करने 
पर 

 

 

 

 

 

 

3.6: फलन के फलन का अवकल गुणांक £ात करना 
(Different coefficient of a function of a function) 
अभी तक आपने ऐसे फलनɉ का अवकलन ͩकया है िजसमɅ फलन èवतंğ चर एव ंआͬĮत चर मɅ 
Ĥ×य¢ सàबधं था । इस अनÍुछेद मे आप ऐसे फलनɉ का अवकल गणुाकं £ात करɅगे िजनमɅ  
आͬĮत चर एव ंèवतंğ चर मɅ सàबधं Ĥ×य¢ नहȣ ंहोकर अÛय मÚयवतȸ फलनɉ के माÚयम से 
होता है l 

x
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माना ͩक और अथा[त यहाँ का फलन हɇ और  का  
फलन है । यǑद  मɅ वृͪ ƨ  के संगत  एव ं  मɅ संगत वृͪ ƨ Đमश : अ और 

छ हो, तो 

 

एव ंजब है, तो होगा, अत:  

 

 

 

ǑटÜपणी: फलन के फलन सàबिÛध Ĥæनो का अवकल गणुाकं £ात करते समय Ĥ×येक आͬĮत 

चर का उसके èवतंğ घर के सापे¢ अवकलन करत ेहै। जब तक ĤाÜत नहȣ हो । 

उदाहरण 5: का अवकल गणुांक £ात कȧिजये । 
हल:यहाँ का फलन जो अÛतत: èवतंğ चर  का फलन है । 

अत: यǑद    

एव ं  

यहाँ एव ं  

अत:  का मान रखने पर 

  

 

आप फलन के फलन सàबंͬ धत Ĥæनो के अवकल गणुाकं £ात करना Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ से  
अÍछȤ तरह समझ सकत ेहɇ। 

3.7: का अवकलज £ात करना (To find the 

differentiation of ) 
यहा ँ  
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 cos sin( )axdy e b bx c a bx c
dx
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इस पǐरणाम को एक अÛय Ǿप मɅ ͧलखने के ͧलये । 
मानो ͩक   

…. (2) 

सàबधं (2) का (1) मɅ Ĥयोग करने पर 

 

 

 r एव ं  का मान रखने पर 

 

अथा[त  

उदाहरण:-6 का  के सापे¢ अवकलन £ात कȧिजए  

हल:-माना ͩक  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

cos ,a r  sinb r 

 2 2 1; tan br a b a    

   sin cos cos sinaxdy e r bx c r bx c
dx

      

 . sinaxdy e r bx c
dx

    



  2 2 1sin tanaxdy ba b e bx c adx
   

    2 2 1sin .sin tanax axd be bx c a b e bx c adx
      

2 2

log x x a
a

  
 
  

x

2 2

log x x ay
a

  
  

  
2 2

2 2,x x a u x a v
a

 
   

log ;ey u 2 2;x vu v x a
a


  

2 2

1 1; 1 ;dy du dv dv x
du u dx a dx dx x a

      
  

.dy dy du
dx du dx

 

1 1. 1 dv
u a dx

   
 

2 22 2

1. 1a x
a x ax x a

 
        


 

2 2

2 2 2 2

1 . x a x

x x a x a

 
   
 

2 2

1dy
dx x a

 




96 
 

 उदाहरण :- 7  का  सापे¢ अवकल गणुाकं £ात कȧिजए l 

 हल :- मानɉ ͩक  

 

पनु: माना ͩक   

     

 

 

 

 

 

उदाहरण :- 8 तो ͧसƨ कȧिजए ͩक  

हल :- Ǒदया हुआ है ͩक  

दोनɉ प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

 

3.8: ǾपाÛतरण ɮवारा अवकलन (Differentiation by transformation) 
ǒğकोणͧमतीय एव ंबीजीय ǾपाÛतरण के ɮवारा Ǒदए गए फलन को सरलतम Ǿप मɅ ĤाÜत करके 
फलन का अवकलज सुगमता से £ात ͩकया जा सकता है । Ǔनàनͧलͨखत ǒğकोणͧमतीय सàबÛधɉ 
कȧ सहायता से आप फलन को सरलतम Ǿप मɅ £ात कर सकते हो । 
1.  
2.  

 log sin xe x

 log sin xy e

 1 log sin
2

xe

sin xu e ; xv e
1 log
2

y u  ; sinu v ; xv e

1 , cos ,
2

xdy du dvv e
dx u dv dx

   

. .dy dy du dv
dx du dv dx

 

1 .cos .
2

xdy v e
dx u



1 .cos .
2sin

x x
x e e

e


1 .cot
2

x xdy e e
dx

 

sin sin( )y x a y 
 2sin

sin
a ydy

dx a




 
sin

sin
yx

a y




y
 

   2 2

sin cos sin cos( ) sin( )
sin sin

a y y y a ydy a y y
dx a y a y

    
 

 

 2

sin
sin

dy a
dx a y




 2sin
sin

a ydy
dx a


 

sin2 2sin cosx x x
2 2 2 2cos 2 cos sin 2cos 1 1 2sinx x x x x     
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3.  

4.  

5.  

6.  
7.  

8.  

9.  

10.  

उपयु [Èत ǒğकोणͧमतीय सàबधंɉ कȧ सहायता से Ǒदए गए फलनो को सरलतम Ǿप मɅ ĤाÜत करके  
अवकल गणुाकं £ात करने कȧ ͩĐया ͪवͬध को आप Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ से अÍछȤ तरह समझ  
सकते हो । 

उदाहरण 8 :- हो तो  £ात कȧिजए । 

हल -: मानɉ ͩक  

   

 

 

अंश एव ंहर मɅ का भाग देने पर 

 

     

 

2

2 tantan 2
1 tan

xx
x




2

2 tansin 2
1 tan

xx
x




2

2

1 tancos 2
1 tan

xx
x





3sin3 3sin 4sinx x x 

3cos3 4cos 3cosx x x 
3

3

3tan tantan 3
1 3 tan

x xx
x





1 1 1tan tan tan

1
x yx y

xy
   

 


tan tantan( )
1 tan tan

x yx y
x y


 


 
 

1 1 1
tan

1 1

x x
y

x x

   
 
    

dy
dx

1cos cosx x    

1 1 cos 1 costan
1 cos 1 cos

y  
 

    
  

   

2cos 2cos 1
2
  

2cos 1 2sin
2
  

1
cos sin

2 2tan
cos sin

2 2

y

 

 


  
  

 
 

cos
2


1 1
1 tan

2tan tan tan
4 21 tan

2

y


 


 

              
 

11 cos
4 2 4 2

y x       1cos x  

2

1
2 1

dy
dx x
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èवमूãयांकन Ĥæन -1 

1. यǑद हो तो  का मान ͧलͨखए । 

2. यǑद हो तथा हो तो का मान ͧलͨखये । 

3.  का अवकल गणुाकं ͧलͨखए । 

4. यǑद हो तो  का मान Èया होगा 

5. यǑद  हो तो  का मान ͧलͨखए । 

6. यǑद  हो तो का मान ͧलͨखए । 

7. यǑद  हो तो  का मान ͧलͨखए । 

8. का अवकल गणुांक ͧलͨखए । 

3.9 लघुगणकȧय अवकलन (Logarithmic differentiation) 
यǑद ͩकसी फलन मɅ चर राͧशया ँघात मɅ आये या फलन ͪवͧभÛन फलनɉ का गणुनफल हो, तो  
ऐसे फलनɉ का अवकलन करने के ͧलए दोनो प¢ɉ का लघगुणक लेत े है। त×पæचात ् ĤाÜत 
पǐरणाम का अवकलन करते है। 
 
मानो ͩक  और के अवकलÏय फलन हो तथा  
दोनɉ प¢ɉ का लेने पर 

 
दोनɉ प¢ɉ का  सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  

 

इसी Ĥकार आप कई फलनɉ के गणुनफल वाले फलन का भी लघगुणकȧय ͪवͬध से सुगमता के 
साथ अवकलन £ात कर सकत ेहो ।  

3.10 अèपçट फलनɉ का अवकलन (Differentiation of Implicit 
functions) 
अभी तक आपने èपçट फलनɉ के अवकल गणुांक £ात करना सीखा है इस अनÍुछेद मɅ आप 
अèपçट  का अवकल गणुांक £ात करɅगे । अèपçट फलन  का 

अवकलन करते समय यह Úयान मɅ रखना चाǑहए ͩक  का फलन है और Ĥ×येक पद का  

log(sec tan )y x x 
dy
dx

  ( )( 3)f x x c x   '(1) 0f  c
2 2sin x

2
1

2

1sin ( )
1

xy
x

 



dy
dx

3 cosxy x e x dy
dx

2 2'( ) sin cosf x x x   ' 0f

logey x dy
dx

10log x

u ,v x vy u
log

log loge ey v u
x

1 1. . loge
dy du dvv u

y dx u dx dx
       
   

loge
dy v du dvy u
dx u dx dx

   
 

logv
e

dy v du dvu u
dx u dx dx

    
 

 , 0f x y   , 0f x y 

,y x x
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के सापे¢ अवकलन करना चाǑहए । इस Ĥकार के फलनɉ के अवकलन £ात करना आप Ǔनàन 
उदाहरणɉ कȧ सहायता से आसानी से समझ सकत ेहो । 
उदाहरण 9 :- का अवकल गणुांक £ात कȧिजए । 

हल :- मानो ͩक  
दानɉ प¢ɉ का लेने पर 

 
अब  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

या  

 

उदाहरण 10:- का  के सापे¢ अवकलन £ात कȧिजए । 
हल:-मानो ͩक और और  

अत:  

अब  
 

 

 

 

 

पनुः  

 

 

 

xx
xy x

loge

log loge ey x x
x

1 1. 1.loge
dv x x

y dx x
 

 1 loge
dy y x
dx

  

   log log logx x
e e e

dy x e x x ex
dx

  

   logx x
e

d x x ex
dx

 

log (sin )x xy x x  x
y u v  log xu x (sin )xv x
dy du dv
dx dx dx

 

log xu x

 2log log .log loge e e eu x x x  

1 1. 2.log .e
du x

u dx x
 

2loge xdu u
dx x

    
log 2.log.x e xdu x

dx x


log 12.log . e x
e

du x x
dx



 log log sine ev x x

   cos1 log sin
sine

x xdv x
v dx x

 

 log sin cote
dv v x x x
dx

    

   sin cot log sinx
e

dv x x x x
dx
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अत :  

उदाहरण :- 11 यǑद हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल:-Ĥæनानसुार  
दोनो प¢ɉ का लेने पर 

    

 

दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

उदाहरण 12 :- का अवकलन गणुांक  £ात कȧिजए । 

हल:- Ĥæनानसुार  
दोनो प¢ɉ का  लेने पर 

 
अब दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

 

उदाहरण :- 13 यǑद  हो. तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल:- Ĥæनानसुार  

 
दोनो प¢ी का लेने पर 

   log 12 log . sin cot log sine
xx

e e
dy x x x x x x
dx

    
y x yx e 

 2

log
1 log

e

e

xdy
dx x



y x yx e 

loge

 log loge ey x x y e  log 1e e 

log
1 loge

e

xy x x y y
x

    


x

 

 2

11 log 1 .

1 log

e

e

x x
dy x
dx x

    
  




 2

log
1 log

e

e

xdy
dx x




   cos siny xx y dy
dx

   cos siny xx y

loge

   log cos log sine ey x x y

x

     1 cos.log cos . sin log sin
cos sine e

dy y dyx y x y x
dx x y dx

    

   log cos cot log sin tane e
dy x x y y y x
dx

     

 
 

log sin tan
log cos cot

e

e

y y xdy
dx x x y


 


..........xx

y x



2

.
2 log

dy yx
dx y x




..........xx
y x





2
y

yy x x  
loge
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दोनो प¢ɉ का के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

 

3.11 Ĥाचͧलक समीकरणɉ का अवकलन (Differentiation of 
parametric equations) 
जब चर राͧशयाँ  और  ͩकसी अÛय तीसरȣ चर राͧश का फलन हो. तो तीसरȣ राͧश  
को Ĥाचल कहते है एव ंइस Ĥकार के सàबधं को Ĥाचͧलक समीकरण कहते है । जसेै 

या इ×याǑद 
Ĥाचͧलक समीकरण का अवकलन करने के ͧलए Ĥाचल का ͪवलोपन ͩकये ǒबना अवकल 
गणुांक Ǔनàन सूğ कȧ सहायता से £ात कर सकते हो : 

 

आप Ĥाचͧलक समीकरण का अवकलज दोनो समीकरणɉ से Ĥाचल को ͪवलाͪपत करने पर ĤाÜत 
सàबधं का अवकलन करके भी ĤाÜत कर सकत ेहो । 

3.12: अवकल गुणांक का Ïयाͧमतीय अथ[ (Geometrical 

meaning of the differentiation coefficient ) 

यǑद फलन  एक वĐ को ǓनǾͪपत करता हɇ तो वĐ के ͩकसी ǒबÛद ु पर 

अवकल गणुाकं  उस कोण कȧ èपश[Ïया होती है जो ǒबÛद ुपर èपश[ रेखा अ¢ 

कȧ धना×मक Ǒदशा के साथ ǓनǾͪपत करती है। सामाÛयत: इस कोण को  से ǓनǾͪपत करत े
है। 

जो ͩक ǒबÛद ु पर वĐ कȧ Ĥवणता कहलाता है । 

यǑद èपश[ रेखा अ¢ के समाÛतर होगी तो उसकȧ Ĥवणता शÛुय होगी और अ¢ के  
समाÛतर हो, तो èपश[ रेखा कȧ Ĥवणता अनÛत होगी । 

1log log
2e ey y x

x
1 1 1. log . .

2 2e
dy dyx y

y dx dx x
 

1 1 log
2 2e

dy yx
y dx x

 
   

 

 
2 2

1 2 log2 2 . .log
2

e
e

dy y yx
dx y xy x

  


x y

   ;x f t y t  2 , 2x at y at 

dy
dy dt

dxdx dt


dy
dx

 
 
 

dy
dx

 y f x  ,p x y
dy
dx

 ,p x y x 



 ,

tan
x y

dy
dx

   
 

 ,p x y

x y 
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3.12.1 èपश[ रेखा का समीकरण:- 
वĐ के ǒबÛद ु पर èपश[ रेखा का समीकरण 

होगा । 

3.12.2 अͧभलàब 
वĐ के ͩकसी ǒबÛद ुपर अͧभलàब वह सरल रेखा होती है जो उस ǒबÛद ुसे गजुरे तथा उस ǒबÛद ु

पर èपश[ रेखा पर लàबवत हो। अत: अͧभलàब कȧ Ĥवणता होगी । 

वĐ के ǒबÛद ु पर अͧभलàब का समीकरण 

 होगा । 

उदाहरण :- 14 यǑद  हो, तो का मान £ात कȧिजए । 

हल:- का Ĥाचल  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

 

 

 
उदाहरण :- 15 यǑद  और हो तो  £ात कȧिजए । 

हल:- Ĥæनानसुार 

     ........... (1) 

     ........... (2) 

मानो  

 y f x 1 1( , )p x y

 
1 1

,x y

dyy y x x
dx

    
 

 1 1,

1

x y

dy
dx

 
 
 

 y f x  ,p x y

 
 

1 1

1
,

. 1 0
x y

dyy y x x
dx

     
 

log sin , costx t t y e t    dy
dx

log sin , costx t t y e t    t
1 cos ,; sintdx dyt e t

dt t dt
   

1 cos ; sintdx t t dy e t
dt t dt


   


dy

dy dt
dxdx dt

 

 sin
1 cos

te t
t t
t




 
 
 

 
 

sin
1 cos

tt e tdy
dx t t






1
2

2sin
1

tx
t




1
2

2tan
1

ty
t




dy
dx

1
2

2sin
1

tx
t




1
2

2tan
1

ty
t




tant 
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इसी Ĥकार

 

 

 
 

 

अत:  

 

उदाहरण 16 :- वĐ के ǒबÛद ु पर èपश[ रेखा एव ंअͧभलàब के 
समीकरण £ात कȧिजए । 
हल:- Ĥæनानसुार दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

वĐ के ǒबÛद ु(2, 4) पर èपश[ रेखा कȧ Ĥवणता 

 

 
अत : (2 ,4) पर èपश[ रेखा का समीकरण होगा 

 
 

उपरोÈत से (2 ,4) पर अͧभलàब कȧ Ĥवणता होगी  

अत: ǒबÛद ु(2, 4) पर अͧभलàब का अभीçट समीकरण होगा 

 

 
 

 èवमूãयांकन Ĥæन -2 

 1 1
2

2 tansin sin sin 2 2
1 tan

x   


       

 2.................. 3dx
d

 

1
2

2 tantan
1 tan

y 


     
 1tan tan 2 2  

2y 

 2................. 4dy
d

 

2 1
2

dy
dy d

dxdx d




  

1dy
dx

 

3 22 4y x x    2,4

3 22 4y x x   x
23 4dy x x

dx
 

 

2

2,4

3(2) 4(2)dy
dx

    
 

12 8 4  

4 4( 2)y x  

4 4x y  
1
4

  
 

   14 2
4

y x
   

4 16 2y x    

4 18x y  
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(1) यǑद हो, तो  का मान ͧलͨखए । 

(2) यǑद के ͧलए ǒबÛद ु(1 - 1) पर  का मान £ात कȧिजए ।  

(3) यǑद और हो, तो  का मान £ात कȧिजए । 

(4) वĐ  के ǒबÛद ु पर èपश[ रेखा कȧ Ĥवणता ͧलͨखये । 

(5) वĐ के ǒबÛद ु पर अͧभलàब का समीकरण ͧलͨखये ।  

3.13: सारांश 
इस इकाई मɅ आपने अवकल गणुाकं को पǐरभाͪषत ͩकया तथा अवकल गणुाकं £ात करने कȧ 

ͪवͧभÛन ͪवͬधयɉ का अÚययन ͩकया । अवकल गणुांक  के Ïयाͧमतीय अथ[ का भी आपने 

अÚययन ͩकया तथा ͩकसी वĐ के ͩकसी ǒबÛद ुपर èपश[रेखा ओर अͧभलàब से समीकरण भी 
ĤाÜत ͩकये । 

3.14: शÞदावलȣ 
अवकलन Differentiation 
अवकल गणुाकं Differential Coefficient 
अèपçट फलन Implicit Function 
Ĥाचल Parameter 
Ïयाͧमतीय अथ[ Geometrical Meaning 
èपश[ रेखा Tangent Line 
अͧभलàब Normal 

3.15 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन Ĥæन -1 
(1)  
(2)  
(3)  

(4)  

(5)  

(6) शूÛय 

(7)  

yy x dy
dx

2 2 6 4 0x y x y    dy
dx

2x at 2y at
dy
dx

2 4x by x   0,0
xy e  0,1

dy
dx

sec x
5

22 sin(2 )x x

2

2
1 x



 2 3cos cos sinxx e x x x x x 

1
2x
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(8)  

èवमूãयांकन Ĥæन -2 
(1)  

(2)  

(3)  

(4)  

(5)  

3.16 अßयास Ĥæन 
1. Ǔनàन फलनɉ का Ĥथम ͧसƨाÛत से  के सापे¢ अवकल गणुाकं £ात कȧिजए । 

    

    
 
उ×तर:-     

     
2. Ǔनàन फलनɉ का के सापे¢ अवकलन कȧिजए । 

     

  
  

 
 

 

उ×तर:-  
 

 

 

 

3. Ǔनàन फलनो का  के सापे¢ अवकलन कȧिजए । 

  
 

1
log 10ex

2 / (1 log )y x y x
2
3



1
t
4
b

1 0y x  

x

 i 5x  ii xxe  iii 2cos x  iv 1 2sin x

 v 2sin x  vi 2sin x

 i 5 .log 5x
e  ii ( 1)xe x  iii sin 2x  iv

4

2
1

x
x

 v sin 2x  vi 22 cosx x

 i 3 tan 5xa x   ii 3 sinxx e x

 iii 1 tan
sec

x
x

  iv sin cos
sin cos

x x x
x x x




 v
 sec 1
sec 1

x
x



 i 23 log secx
ea a x

 ii  2 3sin sin cosxx e x x x x x 

 iii cos sinx x

 iv
   

 2

cos sin cos sin 1
cos

x x x x x
x x

   



 v  cos cot cosecx x ecx 

x

 i 2 sin ox
  ii log tan

4 2
x  
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उ×तर:- 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

4. Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ अवकलन कȧिजए । 

  
 

   
उ×तर:- 

 
 

 

 
 

5. Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का  के सापे¢ अवकलन £ात कȧिजए । 
(i)  

(ii)  

(iii)  

(iv)  
उ×तर:- 

(i)  

(ii)  

(iii)  

(iv)  
6. Ǔनàनͧलͨखत अèपçट फलनɉ के ͧलए  £ात करɉ । 

(i)  
(ii)  
(iii)  
(iv)  

 iii 1 cossin
cos

a b x
b a x

  
  

 iv 2 2sin (log )x

 v  1
tan xa  vi cot xe

 i 2cos ox


 ii sec x

 iii
2 2

cos
b a

b a x
 


 iv  22 sin 2 log x
x

 v
1 12

2

.sec ( ).logx x
ea a a

x
  vi

2
cot1 cos .

2 cot
xec x e

x


 i 1
2

4tan
1 4

x
x

  
    ii

2
1

2

1tan
1

x
x

  
  

 iii 1 3sin (3 4 )x x   iv  1 2cos 1 2x 

 i 2

4
1 4x

 ii 4

2
1

x
x




 iii
2

3
1 x

 iv
2

2
1 x

x
sin sin 2 sin 3 sin 4x x x x
 sin xx

 tan xx

 
xxx

 sin sin 2 sin 3 sin 4 cot 2 cot 2 3cot 3 4 cot 4x x x x x x x x  

   sin cot logsinxx x x x

   tan log tan 2 cos 2xx x x ec x

    11 log log
xx xx x x ex x 

dy
dx

2 22 0ax hxy by  
yxy e

y x bx y a 
2 2log xy x y 
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उ×तर:- 

(i)  

(ii)  

(iii)  

(iv)  

7. यǑद  हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक  

 

8. Ǔनàनͧलͨखत Ĥाचͧलक समीकरणɉ से  £ात कȧिजए । 

(i)  

(ii)  

(iii)  
(iv)  

उ×तर:- 

(i)  

(ii)  

(iii)  

(iv)  

9. वĐ  के ǒबÛद ु èपश[ रेखा एव ंअͧभलàब का 
समीकरण £ात कȧिजए । 
 उ×तर:- èपश[ रेखा  
 अͧभलàब  
10. यǑद वĐ पर िèथत ǒबÛद ु(2, 3) पर खींची गई èपश[ रेखा का 
 समीकरण हो, तो  और का मान £ात कȧिजए । 

 

ax hy
hx by






 1
y

x y 
1

1

.log

.log

y x

x y

yx y y
xy x x










 
 

2

2

2 1

2 1

y x

x y





1

2

sin
1

xy
x






 21 1dyx xy
dx

  

dy
dx

cos ; sinx a y b  
2

2 2

2 1;
1 1

t tx y
t t


 

 
2cos cos 2 ; 2sin sin 2x t t y t t   

1 2tan ; sin 2x t y t t 

 cotb
a 

 2
2

1
t

t




 
 
cos cos2
sin 2 sin

t t
t t



   21 sin 2 sin 2 4 cos2t t t t t 
2 29 16 52x y   2,1

9 8 26 0x y  

8 9 7 0x y  
2 3y ax b 

4 5y x  a b
 2, 7a b  
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इकाई 4: उ×तरो×तर अवकलन एव ंअǓनधा[य Ǿप 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
4.0 उƧेæय 
4.1 Ĥèतावना 
4.2 पǐरभाषा एव ंसकेंतन 
4.3 मानक फलनɉ के  वɅ अवकलज £ात करना 

4.3.1 का  वाँ अवकलज £ात करना 

43.2  का  वाँ अवकलज £ात करना 

43.3  का  वाँ अवकलज £ात करना 
43.4 का  वाँ अवकलज £ात करना 

4.4 ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का  वाँ अवकलज £ात करना  
4.4.1  का  वाँ अवकलज £ात करना 
4.4.2 का  वाँ अवकलज £ात करना 

4.5 आंͧशक ͧभÛनɉ कȧ सहायता से अवकलज £ात करना 
4.6 लेबनीज Ĥमेय 
4.7 अǓनधा[य Ǿप 
4.8 दे. ल '' हािèपटल Ǔनयम 
4.9 अÛय अǓनधा[य Ǿपɉ पर दे ल '' हािèपटल Ǔनयम का Ĥयोग 
4.10 साराशं 
4.11 शÞदावलȣ 
4.12 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
4.13 अßयास Ĥæन 

4.0: उƧेæय 
इस इकाई मɅ आप ͩकसी ऐसे फलन का अवकल £ात कर सकɅ गे िजसका पवू[ अवकल £ात हो । 
इस इकाई के बाद आप ͩकसी फलन यथा ,  इ×याǑद का ͪवͧभÛन Ĥमेयɉ कȧ 
सहायता से Įेणी मɅ ǾपाÛतरण £ात कर सकɅ गे । 
आप इकाई मɅ कुछ ऐसे फलनɉ कȧ सीमा £ात कर सकɅ गे िजनका मान ͩकसी ǒबÛद ुपर 

अपǐरभाͪषत हो यथा आप  जैसे फलनɉ कȧ सीमा ®  होने पर £ात कर सकɅ गे ।  

4.1 : Ĥèतावना 
इस इकाई मɅ दो ͪवͧभÛन भागɉ मɅ उ×तरो×तर अवकलन व फलन के अǓनधा[य Ǿपɉ के बारे मे 
अÚययन करɅगे । पहले भाग मɅ उ×तरो×तर अवकलन मɅ ऐसे फलनɉ का ǓनरÛतर अवकलन £ात 

n

 max b n

  max b  n
axe n

 loge ax b n

n
 sin ax b n

 .sinaxe bx c n

sinxe x loge x

2 4
2

x
x



x 2
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ͩकया जायेगा िजनका पवू[वतȸ अवकलन £ात हो । आप दो फलनɉ के गणुनफलɉ से संबंͬ धत n 
वां अवकलन £ात करने का Ĥमेय भी पढ़Ʌगे ताͩक ͪवͧभÛन मानक फलनɉ का n वाँ अवकलन 
£ात करɅगे । दसूरे भाग मɅ अǓनधाय[ फलनɉ कȧ सीमा £ात करने का दे ल हािèपटल Ǔनयम का 
अÚययन करɅगे । 

4.2 पǐरभाषा एवं संकेतन (Definition and Notation)  

पवू[ इकाई मɅ आपने फलन  का अवकलज  £ात करना सीखा है, इस अवकलज 

 को फलन का Ĥथम कम का अवकलज भी कहत े है । इसे  या  या  या 

 से भी ǓनǾͪपत कर सकते हो ।  

यǑद ͩकसी फलन  का Ĥथम कोǑट का अवकलज  भी  का अवकलÏय फलन 

हो, तो इसका अवकलज पवू[ इकाई मɅ सीखी ͪवͬधयɉ कȧ सहायता से £ात कर सकते है ।,िजसे 

फलन का ɮͪवतीय Đम या ɮͪवतीय कोǑट का अवकलज कहत ेहै, िजसे  या  या 

 या  या  से ǓनǾͪपत ͩकया जा सकता है ।  
इसी Ĥकार फलन  के उÍच Đम (कोǑट) के अवकलज £ात कर सकते है व फलन के 

उ×तरो×तर अवकलज (Ĥथम कोǑट. ɮͪवतीय कोǑट. ततृीय कोǑट................ n वी कोǑट) ǓनǾͪपत 
ͩकये जा सकते है । ͩकसी भी फलन के उ×तरो×तर अवकलज £ात करना आप Ǔनàनͧलͨखत 
उदाहरणɉ कȧ सहायता से आसानी से समझ सकत ेहो । 
उदाहरण 1 :- यǑद  हो, तो इसका ɮͪवतीय कोǑट का अवकलज £ात कȧिजए ।  
हल:- Ǒदया गया फलन ..............................(1) 

दोनɉ प¢ोॱका  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

......................(2)  

 
पनु: (2) का दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

 

उदाहरण 2 :- के ͧलए  का मान £ात कȧिजए ।  

हल:- Ĥæनानसुार  

 y f x
dy
dx

dy
dx

 'f x 'y 1y
'D

 y f x
dy
dx

x

2

2

d y
dx

 "f x

"y 2y 2D
 y f x

3 logey x x
3 logey x x

x

 3 21. log . 3e
dy x x x
dx x

 

2 23 .loge
dy x x x
dx

 

x
2

2
2

12 6 .log 3 .e
d y x x x x
dx x

     
 

2

2 6 .log 5e
d y x x x
dx

 

sin3 cos6y x x
2

2

d y
dx

sin3 cos6y x x
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दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

पनु:  के सापे¢ अवकलन करने पर 
 

 

 

उदाहरण 3 :-यǑद हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल:- Ĥæनानसुार  
दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  
दोनो प¢ɉ का वग[ करने पर 

 

 

या  
पनु: दोनो प¢ɉ का के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या   ( का भाग देने पर) 

या  

उदाहरण 4 :- यǑद   हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल - Ĥæनानसुार ..................(1), ........... (2) 
दोनो सàबधंɉ (1) और (2) का t के सापे¢ अवकलन करने पर 

.......... (3) 

 1 sin9 sin3
2

y x x      2sin cos sin sinA B A B A B    

x

 1 9cos9 3cos3
2

dy x x
dx

 

x

 
2

2

1 81sin 9 9sin 3
2

d y x x
dx

  

 1 9sin3 81sin9
2

x x 

 1sin siny m x

 2 2
2 11 0x y xy m y   

 1sin siny m x

x

1
dyy
dx

  1

2
cos sin .

1
mm x

x




 2 1
11 cos sinx y m m x 

   2 2 2 2 1
11 cos sinx y m m x 

 2 2 11 sin sinm m x   

 2 2 2 2
11 1x y m y    

x

   2 2 2
1 2 1 11 2 2 2x y y xy m yy   

   2 2
2 11 x y xy m y    12y

 2 2
2 11 0x y xy m y   

sin ,x t siny pt

 
2

2 2
21 0d y dyx x p y

dx dx
   

sinx t siny pt

cosdx t
dt
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........... (4) 

 
(3) एव ं(4) से 

 

दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर  

 

 

 

 

या  

या  

या  

सàबधं (1) से (4) का Ĥयोग करने पर 

 

उदाहरण 5 :- यǑद  तो ͧसƨ कȧिजए ͩक  

 
हल:- Ĥæनानसुार  

 

दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  

cosdy p pt
dt



cos
cos

dy p ptdy dx
dt dtdx t

 

x
2

2

cos.
cos

d y d ptp
dx dx t

    
cos. .
cos

d pt dtp
dt t dx
    

   
2

cos sin cos sin
. .

cos
t p pt pt t dtp

t dx
   

  
 

 
2

cos sin cos sin 1. .
cos cos

p t pt pt t
p

t t
  

  
 

2
2

2

cos sincos sin
cos

d y pt tt p p pt
dx t

     
2

2 2
2

coscos sin .sin 0
cos

d y ptt p pt p t
dx t

    
 

 
2

2 2
2

cos1 sin .sin sin 0
cos

d y ptt p t p pt
dx t

     
 

 
2

2 2
21 0d y dyx x p y

dx dx
   

2 1
m

y x x   
 

 2 2
2 11 0x y xy m y   

2 1
m

y x x   
 

x
1

2
1 2

21 . 1
2 1

m xy m x x
x

          
21

2
1 2

11 .
1

m x xy m x x
x
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या  

दोनो प¢ɉ का वग[ करने पर 
 

पनु: के सापे¢ अवकलन करने पर 
 

दोनो प¢ɉ मɅ  से भाग देने पर 

 

4.3 मानक फलनɉ के n वɅ अवकलज £ात करना 
(nth derivative of standard functions)  
इस अनÍुछेद मɅ आप कुछ अवकलनीय मानक फलनɉ के n वे अवकलज £ात करना सीखɅगे । 
4.3.1 का n वां अवकलज जब  हो  

माना  
दोनो प¢ɉ का उ×तरो×तर अवकलन करने पर 

 

.......................................................... 

........................................................... 
 

अथा[त  
जब  हो तो  

 

.  
जब  हो, तो 

 

4.3.2 का n वां अवकलज £ात करना 

माना  
दोनɉ प¢ɉ का  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

1 2
.

1
my y

x




 2 2 2 2
11x y m y  

x

 2 2 2
1 1 2 12 1 2 2xy x y y m yy  

12y

 2 2
2 11 0x y xy m y    

 max b m n

 my ax b 

 
   
    

1
1

22
2

33
3

1

1 2

m

m

m

y ma ax b

y m m a ax b

y m m m a ax b







 

  

   

      1 2 ............... 1 m nn
ny m m m m n a ax b      

         1 2 ............... 1m m nn nD ax b m m m m n a ax b       

m n

      01 2 ...............3.2.1.....mn nD ax b n n n a ax b    

 mn nD ax b a   n

1, 0a b 

        1 2 ............... 1 .....mn n m m nD ax b D x m m m m n x       

  max b 

  my ax b  

x

   1
1 .my m ax b a    
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या  

इसी Ĥकार  

 
............................................................................... 
................................................................................ 

 
अथा[त 

 

( )( 1)
( 1) . ( )

( 1)
n n m nm n

a ax b
m

 
 

  


 

4.3.3 का n वाँ अवकलज £ात करना 
माना  
दोनो प¢ɉ का  के सापे¢ उ×तरो×तर अवकलन करने पर 

 

.................... 

.................... 
 

अथा[त ्  

4.3.4 का n वाँ अवकलज £ात करना 
माना  
दोनो प¢ɉ का के सापे¢ उ×तरो×तर अवकलन करने पर 

 

 

............................................... 

................................................ 
 

अथा[त ्  

     1
1 1 . . .my m ax b a   

       2 2 2
2 1 . . 1 2 .my m m m ax b a     

       3 3 3
3 1 . 1 2 .my m m m ax b a     

         1 . 1 2 ............... 1 .n m n n
ny m m m m n ax b a       

            1 1 2 ............... 1m n m nn nD ax b a m m m m n ax b         

axe
axy e

x

1
2

2
3

3

.

.
.

ax

ax

ax

y a e

y a e
y a e







.n ax
ny a e

  .n ax n axD e a e

 loge ax b

 logey ax b 

  1
1

ay a ax b
ax b

  


   
   

22
2

2 33
3

1

1 2.

y a ax b

y a ax b





  

  

     11 1n nn
ny n a ax b    

   
 

11 . 1
log .

n
n n

e n

n
D ax b a

ax b
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ǑटÜपणी: इसी Ĥकार आप  ĤाÜत कर सकते है । 

4.4: ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का n वां अवकलज £ात करना 
(nth derivative of trigonometric functions) 
इस अनÍुछेद मɅ आप ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के n वɅ अवकलज £ात करना सीखोगे ।  
4.4.1 का n वां अवकलज £ात करना:- 

माना  

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ उ×तरो×तर अवकलन करने पर 

 

 

................................................................................ 

.................................................................................. 

इसी Ĥकार  

अथा[त ्  

इसी Ĥकार आप  ĤाÜत कर सकत ेहै ।  

4.4.2 का n वां अवकलज £ात करना 
मानो ͩक  
दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

............(1) 
यहाँ माना ͩक ,  

 
एवं …….................(2) 
 (2) का Ĥयोग (1) मɅ करने पर 

 
 

 

   . log nn x x
eD a a a

 sin ax b

 siny ax b 

 1 cos sin
2

y a ax b a ax b       
 

2 2
2

3 3
3

cos 2. sin 2.
2 2

cos 2. sin 3.
2 2

y a ax b a ax b

y a ax b a ax b

 

 

            
   

           
   

 cos 1 . sin .
2 2

n n
ny a ax b n a ax b n             

   

 sin sin
2

n n nD ax b a ax b           

 cos cos
2

n n nD ax b a ax b           
 sinaxe bx c

 sinaxy e bx c 

   1 . cos . .sinax axy e b bx c a e bx c   

sinb r  sina r 
2 2 2 2 2r a b r a b     

tan  b a  1tan b a  

   1 sin cos cos sinaxy e r bx c r bx c      
 1 . .sinaxy e r bx c   

   2 2
1 . .sinaxy a b e bx c     
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इस Ĥकार पनु: दोनो प¢ɉ का × के सापे¢ अवकलन करने पर  

 

 

............................................................. 

............................................................. 

 

अथा[त ्  

इसी Ĥकार आप  

 

ĤाÜत कर सकत ेहै । 
उपयु [Èत सुğɉ के ɮवारा आप ͩकसी भी फलन का n वाँ अवकलज £ात करना Ǔनàनͧलͨखत 
उदाहरणɉ कȧ सहायता से समझ सकते हो । 
उदाहरण 6 : फलन का n वाँ अवकलज £ात कȧिजए।  

हल :- Ǒदया हुआ है । ͩक 
 

आप जानते है ͩक 
 

अत:  

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ n वाँ अवकलन करने पर 

 

 

इसी Ĥकार  

अथा[त  

उदाहरण 7 : का n वाँ अवकलज £ात कȧिजए । 

हल:- आप जानते हो ͩक और  

   
2

2 2
2 . .sin 2axy a b e bx c    

   
2

2 2
3 . .sin 3axy a b e bx c    

   2 2 . .sin
n

ax
ny a b e bx c n   

    22 2 1. .cos . .sin .tan
nn ax ax bD e bx c a b e bx c n

a
              

    22 2 1. .cos . .cos .tan
nn ax ax bD e bx c a b e bx c n

a
              

sin 3 cos5y x x

sin 3 cos5y x x

   2sin cos sin sinA B A B A B   

 1 sin8 sin 2
2

y x x 

1
1 8.sin 8 2sin 2
2 2 2

y x x                

2 2
2

1 8 .sin 8 2. 2 .sin 2 2.
2 2 2

y x x                
1 8 .sin 8 . 2 .sin 2 .
2 2 2

n n
ny x n x n                

  11sin 3 cos5 8 .sin 8 2 .sin 2
2 2 2

n n nn nD x x x x                
4siny x

2 1 cos 2sin
2

xx 
 2 1 cos 2cos

2
xx 
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या  

 

या  

या  

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ n वाँ अवकलन करने पर  

 

ǑटÜपणी: Ïया और कोÏया के घातɉ के फलनɉ को ǒğकोणͧमतीय बहु ल कोणɉ मɅ पǐरवǓत[त करके 
11 वां अवकलज £ात ͩकया जा सकता है । 
उदाहरण 8: यǑद हो, तो फलन y का n वां अवकलज £ात कȧिजए। 
हल:- Ĥæनानसुार Ǒदया है ͩक 

जहाँ  है  ................. (1)  
दोनो प¢ी का x सापे¢ अवकलन करने पर 

 

  ................. (2)  

(1) के दोनो प¢ɉ का x सापे¢ अवकलन करने पर 
 

 

((2) से) 

 

 

अत:  

 

 

 

 
2

24 2 1 cos 2sin sin
2

xy x x      
 

 21 1 cos 2 log
4

x s 

21 1 cos 2 2cos 2
4

y x x    

1 1 cos41 2cos 2
4 2

xy x         

 1 3 cos 4 4cos 2
8

y x x  

1 4 .cos 4 4.2 cos 2
8 2 2

n n
n

n ny x x                

1 log 1n
ey x x n  

1 logn
ey x x 1n 

 1 2
1

1. 1 .log .n n
ey x n x x

x
   

 2 21 .log .n n
ex n x x   

1 logn n
n ey D x x   

 1 1 logn n
eD D x x    

 1 2 21 . .logn n n
n ey D x n x x      

   1 2 1 21 . .logn n n n
n ey D x D n x x       

 1 2 0 1n nD x n    

  1 21 . .logn n
n ey n D x x     

   2 3 31 2 . .logn n n
en D x n x x       

   2 31 2 .logn n
en n D x x      

2 3 0n nD x    

    3 41 2 3 .logn n
en n n D x x       
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................................................................................................... 

 

अथा[त  

4.5 आंͧशक ͧभÛनɉ कȧ सहायता से अवकलज £ात करना  
(To find differentiation with use of partial fractions)  
आप ͧभÛना×मक åयजकंɉ िजनके अंश एव ंहर पǐरमेय बीजीय åयजंक हो तो ऐसे फलनɉ के n वɅ 
अवकलज £ात करने से पवू[ ͧभÛना×मक åयजंक को आंͧशक ͧभÛनɉ (Partial fractions) मɅ 
खिÖडत करके n वाँ अवकलज £ात कर सकते हो । 
आंͧशक ͧभÛनो मɅ खिÖडत करके अवकलज £ात करना आप Ǔनàनͧलͨखत उदाहरणɉ कȧ सहायता 
से सुगमतापवू[क समझ सकते हɉ । 

उदाहरण 9: का n वां अवकलज £ात कȧिजए। 

हल:- Ĥæनानसुार  

आͧशक ͧभÛनɉ मɅ खिÖडत करने पर 

  

दोनो प¢ɉ का  वाँ अवकलज करने पर 

 

या   

उदाहरण 10 :- का n वाँ अवकलज £ात कȧिजए ।  

हल – Ĥæनानसुार 

 

आंͧशक ͧभÛनो मɅ खिÖडत करने पर 

 

   1 2 3 .............3...2...1... .logn n
en n n D x x      

0 11. .logn e
ny n D x x

x
    

1 1.logn n
e

nD x x
x

    

 2 2

1y
x a




  
1y

x a x a


 

   
1 1 1
2

y
a x a x a
 

    
n

 
 

 
 1 1

1 1 .1
2

n n

n n n

n n
y

a x a x a 

  
  

   

 
   1 1

1 . 1 1
2

n

n n n

n
y

a x a x a 

 
  

   

 2

1
5 6

y
x x


 

     2

1 1
3 25 6

y
x xx x

 
  

   
1 1

3 2
y

x x
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दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ का n वाँ अवकलन £ात कȧिजए । 

 

या  

4.6 लेबनीज Ĥमेय (Leibnitz’s Theorem) 
दो फलनɉ के गणुनफल का n वाँ अवकलज आप लेबनीज Ĥमेय कȧ सहायता से £ात कर सकत े
हɉ । यǑद u और v, x म ्के दो अवकलनीय फलन हो,तो लेबनीज Ĥमेय से इसे Ǔनàन Ĥकार 
ĤाÜत कर सकत ेहै । 

 

 

इस Ĥमेय के Ĥयोग करते समय Ĥथम फलन का चयन इस Ĥकार करते है ͩक उसका n वाँ 
अवकलज आसानी से ĤाÜत ͩकया जा सकता हो तथा ɮͪवतीय फलन का चयन इस Ĥकार करते हɇ 
ͩक इस फलन का उ×तरो×तर अवकलन ͩकसी एक िèथǓत पर आकर शुÛय हो जाये । 
लेबनीज Ĥमेय का Ĥयोग आप Ǔनàन उदाहरणɉ कȧ सहायता से आसानी से समझ सकत ेहो । 
उदाहरण 11 : -यǑद  हो तो का मान £ात कȧिजए । 
हल- : Ĥæनानसुार  
यहाँ  को Ĥथम तथा  को ɮͪवतीय फलन मानɉ Èयɉ ͩक  का उ×तरो×तर अवकलन 
एक िèथǓत मɅ आकर शÛुय हो जाता है । अत : 

 

 

 

 

उदाहरण 12 :- यǑद हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 
हल:- Ĥæनानसुार 

 

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  

   1 13 2n
ny D x x      

 
   1 1

1 11 .
3 2

n
n n ny n

x x 

 
   

   

       1 2 2
0 1 2. . . . .............n n n n n n nD u v c D u v c D u Dv c D u D v    

     . ...... .n n r r n n
r nc D u D v c u D v  

3.siny x x ny
3.siny x x

sin x 3x 3x

         3 3 1 3 2 2 3
1 2sin . sin sin . sin .n n n n n n

ny D x x x D x c D x D x c D x D x      

         3 3 3 4 4 3 3
3 4sin . sin . ............... sin .n n n n n n

nc D x D x c D x D x c x D x    

     3 2 1 2
.sin 3 .sin 3 1 sin

2 2 2n

n nny x x nx x xn n x
                 

     

     3
1 2 sin

2
n

n n n x
 

    
 

 cos(log ) sin loge ey a x b x 

   2 2
2 12 1 1 0n n nx y n xy n y     

 cos(log ) sin loge ey a x b x 

1
sin(log ) cos(log )e ea x b xy

x x


 

1 sin(log ) cos(log )e exy a x b x  
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पनु : x के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  

या  
लेबनीज Ĥमेय से n बार अवकलन करने पर 

 

या  

या  

 
उदाहरण 13 :- यǑद  हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल:- Ĥæनानसुार 
     .............(1)  

दोनो प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 
    ............ (2) 

 

पनु: x के सापे¢ अवकलन करने पर  
 

    ............. (3)  

को Ĥथम एव ं  को ɮͪवतीय फलन मानकर (1) का लेबनीज Ĥमेय से n वाँ अवकलन 
करने पर 

 

 

 

 2 1
1 cos(log ) sin(log )e exy y a x b x
x

   

2 1
yxy y
x

  

2
2 1 0x y xy y  

   2
2 1 0n n nD x y D xy D y     

   2
2 1 1

1
. . . 2 . .2 . .1 0

2n n n n n n

n n
y x n y x y y x ny y  


     

   2 2
2 12 1 . 1 0n n nx y n x y n y     

2 xy x e

       2 1
1 11 2 1 2
2 2ny n n y n n y n n y      

2 xy x e

2
1 2 x xy xe x e 

 
 

1

1

2 2 2
1 1 2 1 2

2 2 2 2
1

sin 2
1

sin
1 2 2

2 2 1 2

1

1

1 1

a x

a x

xy x y y a y y

x y a y

y e x y ay
a ayy e

x x





   

 

   

 
 

2y   22 2 2x xe x e x x     
2 4 2xe x x    

xe 2x

       2 1 2 2 2 2
1 2. . .n x n n x n n x

ny D e x c D e Dx c D e D x   

   2.................... .n x n
nc e D x 

 2 1
. . .2 .2 0 .............. 0

2
x x x

n

n n
y e x n e x e
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Ĥæन कȧ  

 

 

 

 Ĥæन कȧ  

उदाहरण 14 :- यǑद  हो तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 
 

हल:- Ĥæनानसुार     ................ (1) 
दोनɉ प¢ɉ का x के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

या  
उ×तरो×तर अवकलन एव ंअǓनधाय[ Ǿप 
दोनो प¢ɉ का वग[ करने पर 

 
पनु: अवकलन करने पर 

 

या ....................(2)  (2  का भाग देने पर) 

(2) का लेबनीज Ĥमेय से n वाँ अवकलन करने पर 
 

या  

या  
èवमूãयांकन Ĥæन- (1) 
1. का n वाँ अवकलज ͧलͨखये । 
2. यǑद  हो, तो  का मान ͧलͨखये । 
3.  हो तो  का मान होगा । 

 2 2 1 ................(4)xe x nx n n     

       2 1
1 11 2 1 2
2 2

RHS n n y n n y n n y      

         

 

2 2

2

1 1 . . 4 2 1 2 . . 2
2
1 1 . .
2

x x

x

n n e x x n n n e x x

n n x e

       

 

              1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1
2

xe n n n n n n x n n n n n n              

 2 2 1xe x nx n n     

ny  LHS
1sina xy e




     2 2 2
2 11 2 1 0n n nx y n xy n a y      

1sina xy e




1sin
1 2 21 1

a x a ayy e
x x



 
 

2
11 x y ay 

 2 2 2 2
11 x y a y 

 2 2 2
1 1 2 1 22 2 1 2xy x y y a y y   

 2 2
2 11 0;x y xy a y    1y

   2 2
2 11 0n n nD x y D xy D a y        

           2 2
2 1 1

1
1 2 . 2 1 0

2n n n n n n

n n
x y n x y y x y n y a y  


          

     2 2 2
2 11 2 1 0n n nx y n xy n a y      

xxe
cos ,x a t siny a t 2d y dx

3.logey x x 4y
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4. यǑद  हो तो  का मान होगा । 
5. यǑद  हो तो,  का मान होगा । 

 4.7: अǓनधा[य[ Ǿप (Indeterminate Form)  

यǑद भागफल  का Ǿप  ĤाÜत होता हɇ तो इस  Ǿप को अǓनधा[य 

Ǿप कहते है। अǓनधा[य[ Ǿप के अÛय Ĥकार Ǔनàनͧलͨखत होते है । 

 और  

इन अǓनधा[य[ Ǿप के उदाहरण Ǔनàन Ĥकार है।, 

 

आǑद 

इस Ĥकार के अǓनधा[य[ Ǿप वाले फलनɉ कȧ सीमा £ात करने के ͧलए दे ल हािèपटल Ǔनयम का 
Ĥयोग करते है।  

4.8 दे ल '' हािèपटल Ǔनयम (De L’Hospital’s Rule)  
यǑद  और  पर सतंत एव ंअवकलनीय फलन हो तथा 

 एव ं होगा ।  

 

ǑटÜपणी :- 
(1) यǑद  के èथान पर हो तो  एव ं  

 हो. तो x के èथान  ĤǓतèथाͪपत करके को  मɅ पǐरवǓत[त करके मान £ात 

ͩकया जा सकता है, अथा[त ् 

 

(2) दे-ल हािèपटल Ǔनयम  Ǿप के ͧलए भी Ĥयोग मɅ आता है । अǓनधा[य[ Ǿप के  Ǿप  

एव ं  Ǿप के Ĥæनɉ को आप Ǔनàन उदाहरणɉ कȧ सहायता से समझ सकते हो । अÛय अǓनधा[य[ 

Ǿपɉ को इन दो Ĥकारɉ के Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कर हल ͩकया जाता है । 

उदाहरण 15 - का मान £ात कȧिजए । 

5xy  ny
xy e 2y

 
   lim 0

x a

f x
g x

g x
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हल:- Ĥæनानसुार     ( Ǿप) 

दे ल. हािèपटल Ǔनयम से 

     ( Ǿप) 

 

 

उदाहरण 16 :- का मान £ात कȧिजए । 

हल:- Ĥæनानसुार 

   ( Ǿप) 

 

   ( Ǿप)  

पनु: दे ल हािèपटल से 

 

उदाहरण 17 :- का मान £ात कȧिजए।  

हल:- Ĥæनानसुार  

    ( Ǿप) 

अत: दे. ल 'हािèपटल Ǔनयम से  

   ( Ǿप) 

    ( Ǿप) 

पनु: दे. ल '' हािèपटल Ǔनयम से 
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उदाहरण 18 :- का मान £ात कȧिजए 

हल :- Ĥæनानसुार 

    ( Ǿप) 

दे.ल '' हािèपटल Ǔनयम से  

  ( Ǿप) 

पनु: दे.ल '' हािèपटल Ǔनयम से 

 

 
 

4.9 अÛय अǓनधा[य[ Ǿपɉ पर दे ल हािèपटल Ǔनयम का Ĥयोग 
(The use of D’L Hospital Rule to another Inderterminate forms)  

यǑद अǓनधा[य[ Ǿप  और  के Ĥæनो को हल करने के ͧलए इनको  

Ǿप या Ǿप मɅ पǐरवǓत[त करके दे.ल हािèपटल Ǔनयम कȧ सहायता से Ǒदये गये फलन कȧ 

सीमा का मान £ात कर सकते हो । 
उदाहरण : 19 का मान £ात कȧिजए । 

हल:- Ĥæनानसुार  

जो ( )Ǿप मɅ है, िजसे  Ǿप मɅ Ǔनàन Ĥकार पǐरवǓत[त करके दे ल '' 

 हािèपटल Ǔनयम कȧ सहायता से मान £ात कर सकत ेहै । 

 

  ( Ǿप) 
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उदाहरण 20 :- का मान £ात कȧिजए ।  

हल:- Ĥæनानसुार जो  Ǿप है िजसे आप Ǔनàन Ĥकार  

Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कर सकते हो । 

   ( Ǿप) 

 

 

   ( Ǿप)  

   ( Ǿप) 

   ( Ǿप) 

   ( Ǿप) 

 

उदाहरण :-21 का मान £ात कȧिजए ।  

हल:- Ĥæनानसुार  

( Ǿप)  

दोनɉ प¢ɉ का log लेने पर 

  (0 Ǿप) 

   ( Ǿप) 

अत: दे. ल '' हािèपटल Ǔनयम से  
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उदाहरण :-22  का मान £ात कȧिजए ।  

हल:- माना    ( Ǿप) 

   (0 x Ǿप) 

   ( Ǿप) 

 

उदाहरण :-23 का मान £ात कȧिजए । 

हल :- मानो ͩक  

  ( Ǿप) 

   ( Ǿप)  

     ( ) 

( Ǿप) 
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èवमूãयांकन Ĥæन - 2 

1. का मान होगा ।   Ǿप  

2. का मान होगा ।  

3. का मान होगा  

4. का मान होगा ।  

5. का मान होगा । 

4.10 सारांश  
इस इकाई मɅ आपने अवकलनीय फलनɉ के उ×तरो×तर अवकलज £ात करना सीखा । दो फलनɉ 
के गणुनफल का n वाँ अवकलज भी लेबनीज Ĥमेय कȧ सहायता आप £ात कर सकते हो । 
अǓनधा[य[ Ǿप वाले फलनɉ कȧ सीमा का मान भी आप दे.ल. '' हािèपटल Ǔनयम कȧ सहायता से 
£ात कर सकते हो ।  

4.11 शÞदावलȣ 
 उ×तरो×तर Successive  
 अǓनधा[य[ Ǿप Indeterminate form  
 मानक फलन Standard Function  
 ǒğकोणͧमतीय Trigonometrical 

4.11 èवमूãयांकन Ĥæनो के उ×तर - 1 
(1)  

(2)  

(3)  

(4)  

(5)  
èवमूãयांकन Ĥæनो के èतर- 2  
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(1) 2 
(2)  

(3) 0 
(4)  
(5)   

4.13 अßयास Ĥæन  
Ĥ.1 यǑद  हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

Ĥ.2 यǑद  हो तो  पर का 

मान £ात कȧिजए ।  

उ×तर   

Ĥ.3 यǑद  हो तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

Ĥ.4 यǑद  हो तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

Ĥ.5 यǑद  तो ͧसƨ कȧिजए ͩक  

 

 

Ĥ.6  हो तो का मान £ात कȧिजए ।  

उ×तर  

Ĥ.7 यǑद हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

Ĥ.8 यǑद  हो, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक 
 

Ĥ.9 यǑद  हो तो, ͧसƨ कȧिजए ͩक 
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Ĥ.10 Ǔनàनͧलͨखत के मान £ात कȧिजए । 

(i)  
(ii)  

(iii)  
(iv)  

(v)  
 

उ×तर (i) 1 (ii) 0. (iii) a  
 (iv) 0 (v) 1  
Ĥ.11 Ǔनàनͧलͨखत के मान £ात कȧिजए । 

(i)  

(ii)  

उ×तर(i) (ii)1 

Ĥ.12 का मान £ात कȧिजए । 

उ×तर  
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2 11 2 1 0n n nx y xy n n y     
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इकाई 5 : समाकलन (Integration) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
5.0 उƧेæय 
5.1 Ĥèतावना 
5.2 फलन का समाकलन  
5.3 समाकलन अचर 
5.4 समाकलन के Ĥमेय  
5.5 समाकलन के मानक सğू  
5.6 समाकलन £ात करने कȧ अÛय ͪवͬधया ँ

5.6.1 ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन  
5.6.2 खÖडश: समाकलन 
5.6.3 बीजीय फलनɉ का समाकलन 
5.6.4 ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का समाकलन 

5.7 साराशं  
5.8 शÞदावलȣ 
5.9 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के èतर 
5.10 अßयास Ĥæन  

5.0 उƧेæय 
इस इकाई के माÚयम से हम जान सकɅ गे ͩक समाकलन अवकलन ĤͩĐया कȧ ĤǓतलोम  
ĤͩĐया है व इसके मानक सूğ Èया है । मानक सूğɉ ɮवारा Ǒदये गये फलनɉ का  
समाकलन ͩकस Ĥकार ĤाÜत ͩकया जाता है। इस इकाई मɅ हम अÚययन करɅगे ͩक ͪवͧभÛन 
ͪवͬधयɉ-ĤǓतèथापन ͪवͬध, खÖडश: समाकलन ͪवͬध आǑद ɮवारा फलनɉ का समाकलन ͩकस 
Ĥकार ĤाÜत ͩकया जाता है । 

5.1 Ĥèतावना 
समाकलन गͨणत कȧ खोज वĐ या रेखाओं या वĐɉ ɮवारा पǐरबƨ समतल ¢ेğɉ के 
¢ेğफल £ात करने के ͧलए कȧ गई थी । इस ͪवͬध मɅ समतल ¢ेğɉ को अãपाशंɉ मɅ 
जैसे पǑ͠यɉ (strips) या आयतकारɉ के Ǿप मɅ ͪवभािजत करके इन ¢ेğफलɉ के  
योगफल कȧ सीमा £ात करते है । जहाँ अãपांशɉ कȧ संÉया अनÛत कȧ ओर Ĥवतृ होती 
है तथा Ĥ×येक अãपाशं का ¢ेğफल शूÛय कȧ ओर Ĥवतृ होता है । ' समाकलन करना ' 
का अथ[ 'योग £ात करना' है । समाकलन ĤͩĐया को अवकलन कȧ ĤǓतलोम ĤͩĐया 
के Ǿप मɅ भी जाना जाता है । अवकलन गͨणत मɅ हम Ǒदये हु ए फलनɉ के अवकल 
गणुांक £ात करते है जबͩक समाकलन गͨणत मɅ ऐसे फलनɉ को £ात ͩकया जाता है 
िजनके अवकल गणुांक Ǒदये हु ए हो । 
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5.2 फलन का समाकलन (Integration of a function) 

यǑद फलन का अवकल गणुांक है अथा[त तो पǐरभाषानसुार 

फलन का  के सापे¢ समाकलन कहलाता है । इसे संकेतन Ǿप मɅ Ǔनàन  
Ĥकार से ͧलखा जाता है । 

 

 का Ĥयोग समाकलन हेतु तथा  का अ¢र उस चर को åयÈत करता है िजसके 
सापे¢ समाकलन करना है । 
फलन िजसका समाकलन करना होता है उसे समाकãय (Integrand) कहत े

है तथा को समाकल (Integral) कहते है । सामाÛयतया समाकãय को व के 
मÚय ͧलखा जाता है । 
उदाहरणाथ[ 

(i) चूँͩक अत:  

(ii) चूँͩक  अतः  

(iii) चूँͩक  

5.3 समाकलन अचर (The constant of Integration) 

हम जानते है ͩक ͩकसी भी अचर फलन का अवकल गणुाकं शूÛय होता है अथा[त  

जहाँ c एक अचर फलन है। 

अब यǑद हो 

तब  

अत: समाकलन कȧ पǐरभाषानसुार 
 होगा । 

यहा ँअचर c समाकलन अचर कहलाता है तथा  से èवतंğ होता है। c का मान 
Ǔनिæचत नहȣ होता है अथा[त c के ͧभÛन- ͧभÛन मान लेने पर Ǒदये गये फलन के ͧभÛन- ͧभÛन 
समाकल ĤाÜत होते है िजनमɅ केवल अचर पद का हȣ अÛतर होता है। c कȧ अǓनिæचतता के 

कारण हȣ  को  का अǓनिæचत समाकल (Indefinite integral) कहते है। 

उदाहरणाथ[ :- (i))  (ii)  

( )F x  f x    ( )d F x f x
dx



( )F x  f x x

  ( )f x dx F x
 dx x

 f x
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d
dx
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1

n
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n
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1

n
n xx dx

n

 
   

  1 0n  

 sin cosd x x
dx

 cos sinxdx x 

 x x x xd e e e dx e
dx

  

( ) 0d c
dx



   ( )d F x f x
dx



       ( )( ) ( ) 0d d d cF x c F x f x f x
dx dx dx

     

  ( )f x dx F x c  

x

( )F x c  f x

cos sinf x x c  x xe dx e c  
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ǑटÜपणी : (i) अǓनिæचत समाकलन कȧ Ĥ×येक समèया मɅ समाकलन ĤͩĐया के अÛत मɅ 
समाकलन अचर c जोड़ा जाता है। 
(ii) c का मान शÛूय भी हो सकता है। 

5.4: समाकलन के Ĥमेय (Theorem on Integration) 
Ĥमेय 1. एक अचर तथा एक फलन के गणुनफल का समाकलन उस 

अचर तथा फलन के समाकल के गणुनफल के बराबर होता है, अथा[त 
 

Ĥमेय 2.पǐरͧमत संÉया मɅ Ǒदए गए फलनɉ के बीजीय योगफल का समाकल इन 
फलनɉ के समाकलɉ के बीजीय योगफल के बराबर होता है, अथा[त 

 

5.5: समाकलन के मानक सूğ (Standard Formulae of Integration) 
चूँͩक समाकलन, अवकलन कȧ ĤǓतलोम ĤͩĐया है। अत: कुछ फलनɉ के समाकल, अवकल 
गͨणत मɅ उनके संगत पǐरणामɉ से पǐरभाषा ɮवारा £ात ͩकये जा सकते है जो अÛय फलनɉ के 
समाकलन मɅ मानक सूğɉ के Ǿप मɅ Ĥयोग ͩकये जात ेहै। 

अवकलन समाकलन 

1.  

1.  

2.  
2.  

3.  
3.  

4.  
4.  

5.  
5.  

6.  
6.  

7.  
7.  

8.  
8.  

9.  
9.  

10.  
10.  

( ) ( )kf x dx k f x dx  

         1 2 1 2n nf x f x f x dx f x dx f x dx f dx             

  1
d x

dx
 1.dx x c  
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1
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n
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dx n

 
    

 
1

1
1

n
n xx dx c n
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  1log , 0e
d x x
dx x

   1 log , 0edx x c x
x

   

 x xd e e
dx

 ,x xe dx e c  

  logx x
e

d a a a
dx

 ,
log

x
x

e

aa dx c
a

  

 sin cosd x x
dx

 cos sin ,xdx x c  

 cos sind x x
dx

  sin cosxdx x c   

  2tan secd x x
dx


2sec tanxdx x c  

  2cot cosd x ec x
dx

 
2cos cotec xdx x c   

 sec sec tand x x x
dx

 sec tan secx xdx x c  
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11.  
11.  

12.  
12.  

13.  
13.  

14.  
14.  

15.  
15.  

16.  
16.  

17. 
17.  

18.  18.   

19.  

19.  

20.  
20. 

21.  
21. 

22.  
22.  

ǑटÜपणी 1. एक फलन के अǓनिæचत समाकल को ͪवͧभÛन Ǿपɉ मे ͧलखा जा सकता है 
परÛत ुउसके ͩकÛहȣ दो Ǿपɉ का अÛतर अचर हȣ होता है। Ǔनàन उदाहरण से यह èपçट होगा 
उदाहरण - ĤǓतलोम ǒğकोणͧमती से हमे £ात है ͩक 

 

चूँͩक  तथा  दȣनɉ का अवकलज  होता है इससे यह Ǔनçकष[ 

Ǔनकलता है ͩक दोनɉ फलनो मɅ केवल अचर का अÛतर है इसी Ĥकार  के समाकलन 

 तथा मɅ केवल अचर का अÛतर है। 
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उदाहरण1.  का मान £ात कȧिजए ।  

हल -  

 

 

 

 

उदाहरण 2.  का मान £ात कȧिजए । 

हल :  

 
 

उदाहरण-3 Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए । 

(i) (ii) (iii)  

हल -(i)  

(ii)  

 
 

 
(iii)  

 

 

5.6: समाकलन £ात करने कȧ अÛय ͪवͬधयाँ 
यǑद Ǒदया हुआ फलन समाकलन के मान सूğɉ ɮवारा समकͧलत नहȣं हो तो ऐसे फलनɉ 
के समाकलन £ात करने के ͧलए Ǔनàन ͪवͬधयɉ का Ĥयोग ͩकया जाता है । 

3 22 3 4x x dx
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3 22 3 4x x dx
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 2 12 3 4x dx xdx dx
x

    

2 1 1 1

2. 3. 4.log
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5. 6. 1 ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन 
इस ͪवͬध से समाकलन £ात करने के ͧलये समाकãय फलन मɅ उͬचत ĤǓतèथापन से èवतंğ चर 
को नये चर मɅ पǐरवǓत[त करके समाकल को मानक Ǿप मɅ ĤाÜत ͩकया जाता है । त×पæचात 
मानक सूğɉ का Ĥयोग करके समाकलन £ात करते है । 
Ĥमेय : - यǑद ɮवारा चर को सàबधं  ɮवारा चर मɅ बदला जाये तब 

जहाँ   

इस ͪवͬध मɅ ĤǓतèथापन करने का कोई åयापक Ǔनयम नहȣं है । यह समाकãय कȧ 
ĤकृǓत पर Ǔनभ[र करता है । Ĥाय: समाकãय को ऐसे दो गणुनखÖड़ɉ मɅ तोड़ना होता है ͩक उन मɅ 
से एक गणुनखÖड िजस फलन का अवकल गणुांक हो, दसूरे गणुनखÖड को उसी फलन के पदɉ मɅ 
åयÈत ͩकया जा सके । 
उदाहरण - 1 Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए । 

(i)   (ii)  

हल -(i)  

माना  अत:  तब  

 

 

 

अब  का मान  के पदɉ मɅ पनु[èथाͪपत करने पर,  

(ii)  

 माना अत:  

 

 
 

उदाहरण-2  का मान £ात कȧिजये । 
हल -  माना  

 f x dx x x   t t

      ' ,f x dx f t t dt        ' dt t
dt

 

sin x dx
x

  cos log x
dx

x


sin x dx
x



x t  d dtx
dx dx
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1 2dx dt
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sin x dx
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 sin .2t dt  2 sin tdt x 

 2 cos t c  
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sin 2cosx dx x c
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cos(log )x dx
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log ,x t 1 dx dt
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 cos log
cos

x
dx tdx

x
  

 sin t c
sin(log )x c 

sin( )ax b dx 
ax b t 
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अत:  

अथवा    अथवा  

 

 

 का मान  के पदɉ मɅ पनु[èथाͪपत करने पर 

 

ǑटÜपणी:- आपको £ात है कȧ होता है जहाँ फलन मे के 

गणुांक से गणुनफल को अवकल मɅ ĤाÜत ͩकया जाता है । उसी Ĥकार समाकलन मɅ  
के गणुाकं से भाग Ǒदया जाता है जैसा ͩक आगे के उदाहरण मɅ देखɅगे 
उदाहरण 3. फलन  का  के सापे¢ समाकलन कȧिजये l 

हल -  

  

 

 

 

उदाहरण 4.  का मान £ात करो । 

हल - माना ͩक  तब  

 

 

उदाहरण 5.  का मान £ात कȧिजये । 

हल : माना तब  

 

 d dtax b
dx dx

 

dta
dx


1dx dt
a



1 1sin( ) sin sinax b dx t dt tdt
a a

     

1 cos t c
a

  

t x
1sin( ) cos( )ax b dx ax b c
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उदाहरण 6.  का समाकलन कȧिजये। 

हल:माना तब  

 

(ǒğकोणͧमतीय ĤǓतèथापन के ͧलये 5.6.1 कȧ साǐरणी दɅगे) 

   

ǒğकोणͧमतीय ĤǓतèथापन 
कभी कभी उͬचत ǒğकोणͧमतीय ĤǓतèथापन से बीजीय फलनɉ का समाकलन बड़ी सरलता से 
ĤाÜत ͩकया जा सकता है। ऐसे ĤǓतèथापन Ǔनरȣ¢ण ɮवारा हȣ £ात ͩकये जाते है।  
 समाकãय मɅ उपिèथत åयजंक  ĤǓतèथापन  

1.  
2.  
3.  
4.  

5.  

6.  

 या  
 या  
 या  
 

 
 

 
 

èवमãूयांकन Ĥæन 1 
(i) समाकलन अचर Èया होता है? 
(ii) समाकलन कȧ Ĥमेय बताइये। 
(iii) समाकलन मɅ ĤǓतèथापन ͪवͬध का Ĥयोग कब ͩकया जाता है। 

5.6.2 खÖडश: समाकलन (Integration by parts) 
कुछ फलनɉ के गणुनफल का समाकलन ĤǓतèथापन ͪवͬध से £ात नहȣ ंͩकया जा सकता । ऐसे 
फलनɉ के गणुनफल का समाकलन खÖडश: समाकलन के Ǔनयम से करत ेहै । 
खÖडश: समाकलन का Ǔनयम (Rule of Integration by parts) 
यǑद तथा के दो फलन है तो 

 

यǑद  को Ĥथम तथा  को ɮͪवतीय फलन कहɅ तो उपयु [Èत समीकरण से खÖडश :  
समाकलन Ǔनयम को शÞदɉ मɅ इस Ĥकार åयÈत ͩकया जा सकता है । 
दो फलनɉ के गणुनफल का समाकलन 
=Ĥथम फलन  ɮͪवतीय का समाकलन - [Ĥथम फलन का अवकलन  ɮͪवतीय फलन का 
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समाकलन ] का समाकलन 
उÈत Ǔनयम के Ĥयोग मɅ ɮͪवतीय फलन का चुनाव इस Ĥकार ͩकया जाना चाǑहये ͩक इसका  
समाकलन £ात हो । फलनɉ के चयन का कोई åयापक Ǔनयम नहȣं है ͩफर भी Ǔनàन बातɅ Úयान 
देने योÊय है - 

(i) यǑद समाकãय  कȧ घात तथा ǒğकोणͧमतीय या चरघातांकȧ फलनɉ का गणुनफल हो तो 
ǒğकोणͧमतीय या चरघातांकȧ फलन को ɮͪवतीय फलन लेना चाǑहये । 

(ii) अकेले लघगुणुकȧ या ĤǓतलोमी ǒğकोणͧमतीय फलनɉ के समाकलन के ͧलए इकाई 1 को 
ɮͪवतीय फलन लेना चाǑहये । 

(iii) आवæयकता पड़ने पर खÖडश: समाकलन का सूğ एक बार से अͬधक Ĥयोग मɅ ͧलया जा  
सकता है । 

(iv) Ĥथम फलन का चुनाव Ǔनàन Đम मɅ करने पर समाकलन £ात करने मɅ सुͪवधा रहती है : 
(i) ĤǓतलोम ǒğकोणͧमतीय फलन (Inverse trigonometric function) 
(ii) लघगुणकȧय फलन (Logarithmic Function) 
(iii) बीजगͨणतीय फलन (Algebraic Function) 
(iv) ǒğकोणͧमतीय फलन (Trigonometric Function) 
(v) चर घातांकȧ फलन(Exponential Function) 

 इस Đम को आई ILATE का Đम कहते है । 
उदाहरण1.  का मान £ात कȧिजये । 
हल यहा ँ को Ĥथम व  को ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: समाकलन करने पर 

माना =   

 

 

 

पनुः दायीं ओर के समाकल मɅ  को Ĥथम व को ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: 
समाकलन करने पर 

 

 

 

उदाहरण 2. फलन  का  के सापे¢ समाकलन कȧिजये । 
हल माना  
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यहा ँ  को Ĥथम तथा ɮͪवतीय फलन मानकर खÖडश: समाकलन करने पर 

 

 
 

उदाहरण 3.  का मान £ात कȧिजये । 
हल – यहाँ  को Ĥथम व इकाई 1 को ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: समाकलन करने पर 

  

 

 

 
 
 

उदाहरण 4.Ǔनàन फलनɉ का समाकलन £ात करो 
(i)   (ii)  

हल (i)  
यहां को दसूरा फलन लेकर खÖडश : समाकलन करने पर 

 

 

 

 

अथा[त  

 

 

(ii) इसी Ĥकार  का समाकलन करने पर 
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दो मह×वपणू[ समाकल 
(i)  

(ii)  
उदाहरण 5. फलन का  के सापे¢ समाकलन कȧिजये । 
हल माना  

 

 

 
 

èवमूãयांकन Ĥæन 2. 
(i) खÖडश: समाकलन का Ǔनयम बताइये । 
(ii) खÖडश: समाकलन ͪवͬध मɅ Ĥथम व ɮͪवतीय फलनɉ का चयन ͩकस Ĥकार ͩकया जाता 

है । 
5.6.3 बीजीय फलनɉ का समाकलन (Integration of Algebraic Function) 
(i) पǐरमेय बीजीय फलन (Rational Algebraic Functions) 

यǑद और के दो बहु पद हो तो फलन को  का पǐरमेय बीजीय फलन कहते 

है। 
जैसे 

 इ×याǑद । 

यǑद ͩकसी पǐरमेय ͧभÛन मɅ अशं कȧ घात, हर कȧ घात से कम हो तो उसे पǐरमेय वाèतͪवक 
ͧभÛन (Rational Proper Function) कहत ेहै और यǑद अंश कȧ घात, हर कȧ घात के बराबर 
या अͬधक हो तो पǐरमेय ͪवषम ͧभÛन (Rational Improper Function) कहत ेहै । 
(ii) पǐरमेय बीजीय फलनɉ का समाकलन (Integration of Rational Algebraic 

Function) 
यǑद Ǒदया गया पǐरमेय बीजीय फलन एक ͪवषम ͧभÛन हो तो हर का अंश मɅ भाग देकर इसको  
वाèतͪवक ͧभÛन तथा बहु पद के योग के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है । जसेै 
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अब बहु पद  का सरलता से समाकलन ͩकया जा सकता है एव ं वाèतͪवक ͧभÛन

का समाकलन करने के ͧलये इसे आंͧशक ͧभÛनɉ मɅ ͪवयोिजत कर Ĥ×येक ͧभÛन का 

समाकलन ͩकया जाता है। 
(iii) आͧशक ͧभÛन (Partial Fraction) 
वाèतͪवक ͧभÛन को आंͧशक ͧभÛन मɅ åयÈत करने के ͧलए सव[Ĥथम यǑद हर गणुनखÖडɉ के Ǿप 
मɅ नहȣ हो तो हर के गणुनखÖड ͩकये जात े है तथा हर कȧ घात के बराबर अचर राͧशया ँ

आǑद मानते है । 
अब मानी गयी अचर राͧशयɉ का मान गणना ɮवारा £ात करके संगत आंͧशक ͧभÛनɉ मɅ 
ĤǓतèथाͪपत करते है। अलग-अलग िèथǓतयɉ मɅ वाèतͪवक ͧभÛन कȧ संगत आंͧशक ͧभÛनɉ Ǔनàन 
Ǿप मɅ होती है । 
िèथǓत 1 : यǑद ͧभÛन मɅ हर के गणुनखÖड एक घातीय एव ंअलग अलग हो तो आंͧशक ͧभÛनɉ 
का Ǿप Ǔनàन होता है। 

 

 

िèथǓत 2.यǑद हर के एक घातीय गणुनखÖडɉ कȧ पनुरावतȸ हो तो आंͧशक ͧभÛनɉ का Ǿप 

 

िèथǓत 3.यǑद हर मɅ ɮͪवघात खÖड ले तो आंͧशक ͧभÛनɉ का Ǿप 

 

 

अचर राͧशयɉ का मान £ात करना 
आंͧशक ͧभÛनɉ मɅ मानी गई अचर राͧशयɉ म,ै  के मान Ǔनàन Ĥकार £ात करते 
है। 
(a) ͧभÛन को अचर राͧशयɉ के साथ आͧशक ͧभÛनɉ मɅ åयÈत करने के बाद दोनɉ प¢ɉ को 

ͧभÛन के हर से गणुा करके एक सव[सͧमका ĤाÜत करते है। जैसे 

 

दोनɉ प¢ɉ को से गणुा करने पर 
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 के समान घातɉ वाले पदɉ कȧ तुलना करने पर 
 और  

दोनɉ समीकरणɉ को हल करने पर, 
और ĤाÜत होता है । 

लघुͪ वͬध: इस ͪवͬध मɅ अचर राͧशयɉ के मान, दाǑहने प¢ मɅ मानी गई ͧभÛनɉ का लघतुम 
समापव×य[ (LCM)लेकर दोनɉ प के अंशɉ को बराबर रखने पर ĤाÜत सव[सम मɅ 
Đमानसुार रखकर ĤाÜत ͩकया जा सकता है । 

(b) यǑद ͧभÛन के हर मɅ एक घातीय गणुनखÖड कȧ पनुराविृ×त हो र हȣ है या ɮͪवतीय 
गणुनखÖड है तो उपयु [Èत ͪवͬध से आंͧशक ͧभÛनɉ कȧ सब अचर राͧशयɉ के मान £ात 
नहȣ ंकर सकते । ऐसी िèथǓत मɅ शेष अचर राͧशयɉ के मान सव[सͧमका (1) के दोनɉ 
प¢ɉ मɅ x के समान घातɉ वाले पदɉ के गणुांकɉ कȧ तलुना करके समीकरण ĤाÜत करत े
है । इन समीकरणɉ को करने से शेष अचर राͧशयɉ के मान ĤाÜत हो जात ेहै । 

उदाहरण 1 : का मान £ात कȧिजये । 

हल : यहाँ  

अत: मान लो  

 
अब लघ ुͪवͬध से Đमश: व रखने पर 

, ĤाÜत होता है । 

अत:  

 

 

उदाहरण 2. का मान £ात कȧिजये । 

हल : मान लो  

  ........(1) 

समीकरण (1) मɅ रखने पर  

समीकरण (1) मɅ रखने पर  

  
दोनɉ ओर वाèतͪवक व काãपǓनक भागɉ को समान रखने पर और  
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 और   
समीकरण (1) मɅ  रखने पर है   

अत:  

 

 

 

èवमूãयांकन Ĥæन 3. 
(i) पǐरमेय वाèतͪवक ͧभÛन व पǐरमेय ͪवषम ͧभÛन को पǐरभाͪषत कȧिजये । 
(ii) आंͧशक ͧभÛन £ात करने कȧ ͪवͬध बताइये  

5.6.4 ǒğकोणͧमतीय फलनɉ का समाकलन (Integration of trigonometrical 
Functions) 
इस ͪवͬध मɅ ǒğकोणͧमǓतय समाकãय को ĤǓतèथापन ͪवͬध से या ͩकसी अÛय ͩĐया से मानक 
Ǿप मɅ पǐरवǓत[त करके मानक सूğɉ से इनका समाकलन करɅगे । 
(i) तथा का समाकलन, जहाँ n धन पणूाɍक है : 

िèथǓत - I: जब n ͪवषम हो : 
मान लो , जहाँ m कोई धन पणूा[क है तब 

 
अब  ले तो  

 

चू ंͩक m धन पणूाɍक है इसͧलए दाǑहने प¢ के समाकãय को ɮͪवपद Ĥमेय कȧ सहायता 

से Ĥसार करके Ĥ×येक पद का समाकलन £ात ͩकया जा सकता है । इसी Ĥकार, जब n धन 
ͪवषम पणूाɍक हो, तो  का समाकलन ĤǓतèथापन  ɮवारा ͩकया जाता है। 

िèथǓत – II : जब n सम हो : 
यǑद n छोटा हो,तो ǒğकोणͧमतीय ǾपाÛतर कȧ सहायता से इÛहे कोण के गणुन वाले Ïया 

तथा कोÏया के Ǿप मɅ पǐरवǓत[त कर समाकलन करते है और यǑद n बड़ा है 
तो यह ǾपाÛतर द:मायवर Ĥमेय कȧ सहायता से करते है जसैा ͩक आगे उदाहरण मɅ बताया गया 
है। 

(ii) का समाकलन 
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mn xdx t dt   

 21
m

t

cosn x sin x t

 sin e  cos ine

sin cosm nx x



143 
 

िèथǓत I: जब m या n धन ͪवषम पणूा[क हो : मान लो , जहाँ  कोई धन 
पणूा[क है तब के सभी मानɉ के ͧलए समाकलन, ĤǓतèथापन  ɮवारा 
ͩकया जा सकता है। 

अत:  
 

 

 
अब ɮͪवपद Ĥमेय से Ĥसार करके समाकलन £ात ͩकया जा सकता है । 
िèथǓत :II जब  कोई ऋण संपणूाɍक हो : 
ऐसी िèथǓत मɅ समाकãय को तथा के पदɉ मɅ åयÈतकर ĤǓतèथापन ɮवारा समाकलन ͩकया जा 
सकता है । 

माना  जहाँ r कोई धन पणूाɍक है तब 

 

 
 

 

 जहाँ  
अब ɮͪवपद Ĥमेय से Ĥसार करके Ĥ×येक पद का समाकलन £ात ͩकया जा सकता है । 
िèथǓत : III जब m तथा n दोनɉ हȣ सम धन पणूाɍक हो : ऐसी िèथǓत मɅ द : मायवर Ĥमेय का 
Ĥयोग कर समाकलन ͩकया जा सकता है । Ǒदये गये उदाहरणɉ से यह ͪवͬध èपçट हो जायेगी । 
उदाहरण- 1 का मान £ात कȧिजए । 
हल : -  यहाँ  

 
अब रखे तो  

 

 

 

उदाहरण-2 का मान £ात कȧिजए । 
हल- मान लो  

तब  

2 1m r  r
cos , sint xdx dt  

' sin cosm nx xdx ' 2 1sin cosr nx dx 
' 2sin cos sinr nx xdx 

 ' 21 cos cos sin
r nx x xdx  

   ' 21
r nt t dt   

m n

2 ,m n r  

' sin cosm nx xdx ' sin cos
cos

m
m n

m

x xdx 

' 2tan cosm rx xdx 
' 2 2 2tan sec secm rx x xdx 

  1' 2 2tan 1 tan sec
rm x x xdx


  

  1' 2t 1 t
rm x x dt


   tan x t

' 7sin xdx
' 7sin xdx ' 6sin sinx xdx 

 3' 21 cos x   sin xdx

cos x t sin xdx dt 
' 7sin xdx    3' 21 nt t dt     ' 2 4 61 3 3t t t dt    

3 5 73 3
3 5 7
t t tt c

 
      

 
3 5 73 1cos cos cos cos

5 7
x x x x c     

4cos xdx
cos sinZ x i x 

1 cos sinZ x i x  
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 तथा   ......(1) 
पनु: द-मायवर Ĥमेय से 

 

 
 तथा  .....(2) 

अब (1) से 

 

 

 

 

या  

अतः  

 

उदाहरण - 3  का मान £ात कȧिजए । 
हल : यहाँ  कȧ घात ͪवषम धन पणूाɍक है अत: 

 

=  
माना  

 

 

 

उदाहरण - 4 का मान £ात कȧिजए ।  
हल – यहाँ  और  दोनɉ कȧ घात सम धन पणूाɍक है अत: द-मायवर Ĥमेय का 
उपयोग करɅगे । 

माना  
....(1) 

द-मायवर Ĥमेय 
 तथा  

अब समीकरण (1) से 

1 2cosZ Z x   1 2 sinZ Z i x 

 cos sin cos sinnnZ x i x nx i nx   

 cos sin cos sinnnZ x i x nx i nx    

2cosn nZ Z nx   2 sinn nZ Z i nx 

   44 1 4 3 1 2 2 3 42cos 4 6 4x Z Z Z Z Z Z Z ZZ Z          

   4 4 2 24 6Z Z Z Z     

 2cos 4 4 2 cos 2 6x x  

 416cos 2cos 4 8cos 2 6x x x  

 4 1cos cos 4 4cos 2 3
8

x x x  

 4 1cos cos 4 4cos 2 3
8

xdx x x dx   
1 sin 4 4sin 2 3
8 4 2

x x x c      
3 4sin cosx xdx 

sin x
3 4 2 4sin cos sin cos sinx xdx x x xdx 

 2 41 cos cos sinx x xdx
cos x t sin xdx dt 
3 4sin cosx xdx    2 41 t t dt  

 4 6t t dt 
5 7

5 7
t t 

   
 

7 51 1cos cos
7 5

x x c   

4 2sin cosx xdx 
sin x cos x

cos sinZ x i x  1 cos sinZ x i x  
1 12cos 2 sinZ Z x tZ Z i x      

2cosn nZ Z nx  2 sinn nZ Z i nx 
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अत:  

 

5.7 सारांश  
इस इकाई अÚययन ͩकया ͩक समाकलन के मानक सğू Èया है एवॱ मानक सğूɉ का Ĥयोग कर 
समाकलन ͩकस Ĥकार ĤाÜत ͩकया जाता है। हमɅ फलनɉ का समाकलन £ात करने कȧ ͪवͧभÛन 
ͪवͬधयɉ का भी अÚययन ͩकया । 

5.8 शÞदावलȣ 
समाकलन Integration 
फलन Function 
समाकãय Integrand 
समाकल Integral 
अवकलन Differentiation 
ǒğकोणͧमतीय फलन Trigonometric Function 
लघगुणुकȧय फलन Logarithmic Function 
चरघाताकंȧ फलन Exponential Function 
पǐरमेय बीजीय फलन Rational algebraic Function 
आͧशक ͧभÛन Partial Fraction 

5.9 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर  
Ĥæन :1 Ĥæन(i), (ii) एव ं(iii) के उ×तर इकाई से देखे । 
èवमूãयांकन Ĥæन 
Ĥæन :2 Ĥæन (i), (ii) एव ं(iii) के उ×तर इकाई से देखे । 
èवमूãयांकन Ĥæन 
Ĥæन :3 Ĥæन (i), (ii) एव ं(iii) के उ×तर इकाई से देखे । 

       4 24 2 1 12 sin 2cosi x x Z Z Z Z   

 4 3 1 2 2 3 44 6 4Z Z Z Z Z ZZ Z       

 2 1 22Z ZZ Z  

   4 4 2 2 2 24 6 2Z Z Z Z Z Z             

     6 6 4 4 2 22 4Z Z Z Z Z Z        

   2cos 6 2 2 cos 4 2 cos 2 4x x x   
6 4 22 sin cos 2cos 6 4cos 4 2cos 2 4x x x x x   

 ' 4 2 '1sin cos cos 6 2cos 4 cos 2 2
32

xdx x x x dx     

1 1 1 1sin 6 sin 4 sin 2 2
32 6 2 2

x x x x C      
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5.10अßयास Ĥæन 
Ĥæन -1 Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए- 

(i)  
(ii)  

(iii)  (iv)  

Ĥæन-2 ĤǓतèथापन ͪवͬध ɮवारा Ǔनàन फलनो का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए 

(i)  
(ii)  

(iii)  
(iv)  

(v)  (vi)  

Ĥæन -3 Ǔनàन फलनɉ का खÖडश: ͪवͬध से x के सापे¢ समाकलन कȧिजए -  

(i)  (ii)  

(iii)  (iv)  

(v)  (vi)  

(vii)  

 

Ĥæन-4 Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए -  

(i)  
(ii)  

(iii)  

(iv)  

(v)  

 

Ĥæन-5 Ǔनàन फलनɉ का x के सापे¢ समाकलन कȧिजए - 

(i)  (ii)  
(iii)  (iv)  
(v)  (vi)  

अßयास Ĥæनɉ के उ×तर 
Ĥ.1 

(i)  

(ii)  

2ax bx c
x
  252 3secxe x

x
 

25 3x xe
x

   21 x

x



 1

2

cos tan
1

x
x





xe
x

2

cos
1 sin

x
x

tan 2secxe x

cos sinxe x 1tan

21

xe
x





2 axx e

 
1

2

sin

1

x

x





sinx x 1tan x

 cos log sinxe x x 3 cos 4xe x

 21

xxe
x 

2

1
2x x  2

3
2

x
x x 

  2

8
2 4x x    

cos
1 sin 2 sin

x
x x 

   2 2

1
1 1x x 

3sin x 4sin x
7cos x 5 6sin cosx x
4 2sin cosx x

2

log
2

ax bx c x C  
2 5log 3tanxe x x c  
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(iii) 
(iv)  

Ĥ.2 
(i)  (ii)  (iii)  

 (iv)  (v)  (vi)  
Ĥ.3 

(i) 
(ii)  

 (iii)  (iv)  

 (v)  (vi)  

 

(vii)  

 

 
Ĥ.4 

(i)  
(ii)  

 (iii)  

 

(iv)  
(v) 

Ĥ.5 
(i)  

(ii) 

 (iii)   

 (iv)    

 (v)  

 
  

5 3 2 log
log5

x
xe x c   3 2 5 24 22

3 5
x x x c  

 1sin tan x c  2 xe c  1tan sin x c 
tan xe c cos xe c  1tan xe c




2 2

3 2 2
axe a x ax c

a
    

 1 1sin cos sinx x c  

cos sinx x x c    1 21tan log 1
2

x x x c   

logsinxe x c  31 3cos 4 4sin 4
25

xe x x c 

1

xe c
x




1 2log
3 1

x c
x





    2log 1 2x x c  

   2 11log 2 log 4 tan
2 2

x x c    

1 sinlog
2 sin

x c
x

    
   21 1 1 1log 1 log 1

2 2 1 4
x x c

x
       

31cos cos
3

x x x c   1 sin 4 8sin 2 12
32

x x x c  

3 5 73 1sin sin sin sin
5 7

x x x x c   

7 9 111 2 1cos cos cos
7 9 11

x x x c   

1 1 1 1sin 6 sin 4 sin 2 2
32 6 2 2

x x x x c      
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इकाई 6: Ǔनिæचत समाकल (Definite Integral) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
6.0 उƧेæय 
6.1 Ĥèतावना 
6.2 Ǔनिæचत समाकल 
6.3 Ǔनिæचत समाकल का मान £ात करना 

6.3.1 ĤǓतèथापन ͪवͬध 
6.3.2 खÖडश: समाकल ͪवͬध 

6.4 Ǔनिæचत समाकल के गणुधम[ 
6.4.1 एक मह×वपणू[ समाकल 

6.5 योगफल सीमा के Ǿप मɅ Ǔनिæचत समाकल 
6.6 Įेणी का योग 
6.7 समानयन सूğ 

6.7.1 Ǔनिæचत समाकल का मान £ात करना 
6.8 साराशं  
6.9 शÞदावलȣ 
6.10 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के èतर 
6.11 अßयास Ĥæन  

6.0 : उƧेæय  
उƧेæय : इस इकाई को पɭने के उपराÛत आप समझ सकɅ गे 
(1) Ǔनिæचत समाकल कȧ पǐरभाषा । 
(2) Ǔनिæचत समाकल का हल £ात करने कȧ ͪवͬधयɉ । 
(3) Ǔनिæचत समाकल के गणुधम[ । 
(4) Ĥथम ͧसƨाÛत ɮवारा समाकलन करना । 
(5) समानयन सूğɉ ɮवारा समाकलन £ात करना ।  

6.1 : Ĥèतावना 
पवू[ मɅ आपने समाकलन कȧ ĤͩĐया को अवकलन कȧ ĤǓतलोम ĤͩĐया के Ǿप मɅ अÚययन ͩकया 
और फलनɉ के ͪवͧभÛन ͪवͬधयɉ से समाकलन £ात ͩकये । उन पǐरणामɉ मɅ हम एक अचर राͧश 
को शाͧमल करते है और चूͩक अचर राͧश अǓनिæचत मूãय ले सकता है, वे समाकलन अǓनिæचत 
समाकलन कहलाता है। वाèतव मɅ समाकलन गͨणत कȧ खोज समतल ¢ेğɉ के ¢ेğफल £ात 
करने के ͧलए हु ई थी । इस इकाई मɅ हम Ǒदये गये फलन का Ǒदये गये सीमा अÛतराल मɅ 
Ǔनिæचत समाकल £ात करने कȧ ͪवͬध का अÚययन करɅगे । हम अÚययन करɅगे कȧ दȣ गई Įेणी 
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का योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ Ǔनिæचत समाकल ͩकस Ĥकार ĤाÜत ͩकया जाता है। समाकलन 
£ात करने के ͧलए समानयन सूğɉ का Ĥयोग करने कȧ ͪवͬध का अÚययन करɅगे । 

6.2 : Ǔनिæचत समाकल  

पǐरभाषा : यǑद  तथा a व b èवतंğ चर  के मान हो, जबͩक  

तो को तथा सीमाओं के बीच का Ǔनिæचत समाकल कहते है। यहाँ Ǔनàन सीमा (lower 
limit) तथा b ऊपरȣ सीमा (upper limit) कहलाती है तथा अÛतराल [a,b]को समाकलन का 
पǐरसर (Range of integration) कहते हɇ। 
यहाँ Úयान देने योÊय बात यह है ͩक, यǑद 

 हो, तो 

( ) [ ( ) ]
b b

aa
f x dx F x c   

  
 

अत: ͩकसी Ǔनिæचत समाकल का मान Ǔनिæचत होता है इसͧलए समाकलन करने के पæचात अचर 
 का Ĥयोग नहȣ ͩकया जाता हɇ।  

6.3 : Ǔनिæचत समाकल का मान £ात करना 
Ǔनिæचत समाकल  का मान £ात करने के ͧलए सव[Ĥथम का माना,

,इकाई 5 मɅ वͨण[त ͪवͬधयɉ ɮवारा £ात ͩकया जाता है त×पæचात  मɅ चर  के 

èथान पर ऊपरȣ सीमा  तथा Ǔनàन सीमा a ĤǓतèथाͪपत करके  तथा  ĤाÜत 

ͩकये जाते हɇ अब  मɅ से  को घटाने पर ĤाÜत संÉया हȣ Ǔनिæचत समाकल का 

अभीçट मान होता है। 
èवमãूयांकन Ĥæन:1 
(1) Ǔनिæचत समाकल को पǐरभाͪषत कȧिजए। 

(2) मान £ात कȧिजये  

उदाहरण : 

(i)  

 

(ii)  

   d f x F x
dx

   x

 f x

   f x dx F x c 

      F b c F a c  

    F b F a

c

 
b

a
f x dx  f x dx

 F x  F x x

b  F b  F a

 F b  F a

4

0
cos 2xdx





   3 3 323 2

1

3 1
3 3 3
xx dx

    
               


27 1 26
3 3 3

  

 
5 5

22

1 logdx x
x
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6.3.1 ĤǓतèथापन ͪवͬध (Method of substitution) 
ĤǓतèथापन ͪवͬध ɮवारा Ǔनिæचत समाकल का समाकलन करते समय सव[Ĥथम ĤǓतèथापन ɮवारा 
èवतंğ चर को नये चर मɅ पǐरवǓत[त ͩकया जाता है तथा साथ हȣ समाकल कȧ दȣ हु ई सीमाओं को 
नई ĤǓतèथाͪपत चर राͧश के अनसुार पǐरवǓत[त ͩकया जाता है। त×पæचात पहले वाले èवतंğ चर 
राͧश का नये समाकल से कोई सàबÛध नहȣं रहता है। 
उदाहरणाथ[  

 मɅ  ĤǓतèथाͪपत करते है तो  हो जाता 

है तथा नये चर t के संगत समाकल कȧ Ǔनàन व ऊपरȣ सीमायɅ Ǔनàन Ĥकार £ात कȧ जाती है - 
जब , तब   अथा[त  

  तब   अथा[त  

अतः  

उदाहरण 1: का मान £ात कȧिजए । 

हल :माना  तब  

सीमाएँ जब ,  और जब  तब  

 

 

 

उदाहरण 2: का मान £ात कȧिजए । 

ͪवͬध- 1 : ǒğकोणͧमǓत फलन के ĤǓतèथापन से 
हल : माना  ,   तब  
सीमाएं जब ,  और  जब ,  

 

log5 log 2 
5log
2



2 4

0
sin cosx xdx



 sin x t cos xdx dt

0x  sint o 0t 

2
x 
 sin

2
t 
 1t 

152 14 4

0 0
0

1 1sin cos 0
5 5 5
tx xdx t dt

  
     

 
 

 1
1

20

sin tan
1

x
x




1tan x t  2

1
1

dx dt
x




0x  0t  1x 
4

t 


   
1

1 4 4
2 00 0

sin tan
sin cos

1
x t

tdt t
x

 
 

   
 

 cos cos0
4
    

11
2

 

31

20 1
x dx

x


sinx  sdx co d 
0x  0  1x  2 

3 3 31 4 2

2 20 0 0

sin cos sin cos
cos1 1 sin

x dx d d
x
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ͪवͬध – 2   

माना  अत :  
अथवा  

जब ,  
तथा  ,  

अतः  

 

उदाहरण -3 मान £ात कȧिजए - 

 

हल : मान लो , तब  
या  
तथा,जब ,  
जब ,   

 

 

 

 

 

2 23

0 0

3sin sin3sin
4

d d
         

  
2

2

1 13cos cos3
4 3



      

 1 1 20 0 3
4 3 3
            

3 31 1

2 20 0

.
1 1
x x xdxdx

x x


  
 2 21 x t  2 2xdx tdt 

xdx tdt 
0x  1t 
1x  0t 

   
221 0 0 2

20 1 1

1
1

1

t tdtx xdx t dt
tx


   


  

0 03 3

1 1

1 20 1
3 3 3 3
t tt t

                 
    

 
 

2 2
0

2 21

a x
x dx

a x




2 2 cos2x a  22 2 sin 2xdx a d  

2 sin 2xdx a d  
0x  s 2 1co   4  

x a s2 1co   0 

 
 

2 2 2 202
2 22 21 4

cos 2 sin 2
cos 2

a a x a ax dx a d
a aa x 

  


  
      
 

02

4

1 cos 2 sin 2
1 cos 2

a d


  


     
02

4

sin .2sin cos
cos

a d


   


  
 

0 02 2 2

4 4
2sin 1 cos 2a d a d

 
        

0
2 2

4

sin 2 10 sin
2 4 2 2

a a
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उदाहरण - 4 का मान £ात कȧिजए । 

हल - [ से भाग देने पर] 

माना तब  

तथा जब  और जब  

 

 

 

 

6.3 खिÖडश समाकलन ͪवͬध (Integration by parts)  

खÖडश: समाकलन ͪवͬध ɮवारा Ǔनिæचत समाकल का मान £ात करने के ͧलए 

सव[Ĥथम का मान खÖडश: समाकलन ͪवͬध से £ात करते हɇ त×पæचात 

Ǔनिæचत समाकलन कȧ पǐरभाषानसुार  का मान £ात करते हɇ। 

उदाहरण – 5  का मान £ात कȧिजए।  

हल - यहाँ  को Ĥथम फलन तथा  को ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: समाकलन करने 
पर 

 

 

[समाकãय के अंश मɅ 1 जोड़ने व घटाने पर]  

 

 

 21 2
4

a  

2

2 2 2 20 cos sin
dx

a x b x



22 2

2 2 2 2 2 2 20 0

sec ,
cos sin tan

dx xdx
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उदाहरण – 6 का मान £ात कȧिजए । 

हल- यहाँ  को Ĥथम फलन एव  को ɮͪवतीय फलन लेकर खÖडश: समाकलन 
करने पर 

 

 

 

 

 

 

 

 

उदाहरण - 7 का मान £ात कȧिजए । 

हल – माना   
सीमाएँ : जब  
औरजब  
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(आͧशक ͧभÛनɉ मɅ बदलने पर) 

 

 

उदाहरण – 8 का मान £ात कȧिजए । 

हल – यहा ँ  

 

 

उदाहरण – 9 का मान £ात कȧिजए ।  

हल -  

[खÖडश: समाकलन करने पर] 
ɮͪवतीय पद मɅ पनु: खÖडश: समाकलन का Ĥयोग करने पर 

 

 
 

6.4 : Ǔनिæचत समाकल के गुणधम[(Properties of Definite integral)  
गणुधम[ I :Ǔनिæचत समाकल मɅ यǑद समाकल कȧ सीमाएँ (limits) समान रहे तो चर राͧश को 
ͩकसी अÛय चर राͧश मɅ बदलने पर इसके मान मɅ कोई पǐरवत[न नहȣ होता  

अथा[त   

गणुधम[ II : Ǔनिæचत समाकल मɅ यǑद समाकल कȧ सीमाओं को परèपर बदला जायɅ तो 
समाकलन का मान तो वहȣ रहता है परÛतु ͬचÛह बदल जात ेहɇ  

अथा[त   

गणुधम[ III : यǑद  तो  

åयापकȧकरण 
यǑद  हो, तो 

  

ǑटÜपणी : इस गणुधम[ का Ĥयोग Ĥाय: तब करते हɇ जब समाकãय Ǒदये गये समाकलन अÛतराल 
अथा[त ् मɅ एक से अͬधक Ǔनयमɉ से ĤाÜत होता है । 

    1

0
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उदाहरण – 10  जहाँ  

हल - यहा ँǑदये गये अÛतराल  मे फलन एक से अͬधक Ǔनयम से पǐरभाͪषत है अथा[त  

, के मान, से 0 के मÚय 

, के मान,0 से 1 के मÚय  

अत: [गणुधम[ III से]  

 

 

 
गणुधम[ IV:   

इस गणुधम[ का Ĥयोग Ĥाय: ऐसे समाकलɉ का मान £ात करने मɅ करते हɇ िजनके समाकãय 
अथा[त ्  के हर मɅ x कȧ जगह  रखने से पǐरवत[न नहȣ ंआता है । इस गणुधम[ के 

Ĥयोग के ͧलए Ǔनàन सीमा का शूÛय होना आवæयक है ।  

उदाहरण – 11समाकल का मान £ात कȧिजये । 

हल – माना  

    .......(1) 

 

  [गणुधम[ IV से] 
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    ......(2) 

समीकरण (1) व (2) को जोड़ने पर 

 

 

अतः   

गणुधम[ V:  यǑद  

अथा[त फलन आवत[नांक a का आवतȸ फलन है। 

गणुधम[ VI: यǑद सम फलन हो अथा[त ् 

 

=0,यǑद  ͪवषम फलन हो  
अथा[त ्  

गणुधम[ VII:  यǑद  

=0,यǑद  
उदाहरण-12Ǔनàनͧलͨखत समाकलɉ के मान £ात कȧिजए। 

(i)   (ii)  

हल – (i)हम जानते है ͩक  

    [गणुधम[ III से]  

  

 

(ii) हम जानते हɇ ͩक  
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उदाहरण- 13 का मान £ात कȧिजए । 

हल :यहाँ   

    [गणुधम[ VII से] 

पनु:  

अत: एक ͪवषम फलन है 

     [गणुधम[ VII से] 

अत:  

उदाहरण – 14 ͧसƨ कȧिजए ͩक   

हल : मान लो    ...... (1) 

तब     [गणुधम[ IV से] 

...... (2) 

अब (1) व (2) का योग करने पर 

  [माना   ] 

[गणुधम[ II से ] 

 

 

 

अत:  

6.4.1 एक मह×वपणू[ समाकल (An important integral) 
यहाँ हम एक ऐसे समाकल का मान £ात करɅगे िजसका Ĥयोग दसूरे समाकलɉ के मान £ात करने 
के ͧलए सीधा ͩकया जाता है। यह समाकल है : 

 

हल : मान लो    ...... (i) 

   1 0 0 1 1 1 2      
2

0
cos xdx




  5cosf x x      5 52 cos 2 cosf x x x f x      
2

0 0
cos 2 cosxdx xdx

 
  

     5 5cos cosf x x x f x       
5cos x

0
2 cos 0x


 

2

0
2 cos 0xdx




2

20

sin
1 cos 4

x x dx
x

 




20

sin
1 cos

x xI dx
x





   

 20

sin
1 cos

x x
I dx

x
  


 


 

 
2 2 20 0 0

sin sin sin
1 cos 1 cos 1 cos

x x x x xdx dx dx
x x x
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गणुधम[ (IV)का Ĥयोग करने पर 

  ....... (ii) 

Ǔनिæचत समाकल (i) तथा (ii) का योग करने  

 

 

 

 

.......(iii) 

[मान लो] 
अब  मɅ  रखɅ, तो  
तथा तब  और जब  

(गणुधम[ VII से)  

[गणुधम[ I से] 

पनुः  

अब  व  का मान (iii) मɅ रखने पर  

  

ǑटÜपणी : Èयɉͩक [गणुधम[ (IV) से ] 

 

èवमूãयांकन Ĥæन : 2 
(1) Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमाएँ समान रहɅ तो चर राͧश को ͩकसी अÛय चर राͧश मɅ 

बदलने पर Ǔनिæचत समाकल के मान मɅ कोई पǐरवत[न नहȣ ंहोता  [स×या/अस×य] 
(2) Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमाओं को परèपर बदलने पर समाकल का मान वहȣ रहता है 

परÛतु ͬचÛह बदल जाते है।     [स×या/अस×य] 
उदाहरण- 15 मान £ात कȧिजए 

  

हल : मान लो    ......(1) 
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तब    [गणुधम[ IV से] 

 

 

......(2) 

और (2) के योग से 

 

अतः  

उदाहरण - 16 ͧसƨ कȧिजए ͩक 

 

हल- मान लो  तब  

 

 

 

 

 

 

6.5 : योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ Ǔनिæचत समाकल 

(Definite integral as a limit of sum) 
अभी तक हमने समाकलन को अवकलज कȧ ĤǓतलोम सͩĐय के Ǿप मɅ पढ़ा है । इस अनÍुछेद 
मɅ हम Ǔनिæचत समाकल को एक Įेणी के योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ पǐरभाͪषत करɅगे जबͩक 
Įेणी के पदɉ कȧ संÉया अनÛत कȧ ओर अĒसर होती है और Įेणी का Ĥ×येक पद शÛूय कȧ ओर 
अĒसर होता है । 
समाकलन गͨणत कȧ मूल Ĥमेय (Fundamental theorem of integral calculus) 

कथन : यǑद अÛतराल [a,b] मɅ  एक सतत फलन हो तथा  तो  
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जहाँ a और b Ǔनिæचत संÉयायɅ है तथा  तथा  

उदाहरण - 17  का मान योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ £ात करो । 

हल : यहाँ  अत: योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ समाकल कȧ पǐरभाषा से  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

उदाहरण - 18 Ĥथम ͧसƨाÛतɉ से  का मान £ात कȧिजए ।  

हल : यहाँ ,अत: समाकल कȧ योगफल कȧ सीमा के Ǿप कȧ पǐरभाषा से  
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उदाहरण- 19 Ǔनàनͧलͨखत समाकलɉ के मान Ĥथम ͧसƨाÛत से £ात कȧिजए । 

(i)   (ii)  

हल :(i)  

 

   

  

 

 
(ii) , यहा ँ  

तथा हɇ | 

 

 

 

 

 

 

6.6: Įेणी का योग योगफल (Summation of series) 
योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ Ǔनिæचत समाकल कȧ पǐरभाषानसुार  
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जहाँ  
यǑद हम  तथा  ले तो  होगा तथा  

जबͩक  

 

या  

अत: एक अनÛत Įेणी के योग को Ǔनिæचत समाकल के Ǿप मɅ åयÈत ͩकया जा सकता है। इस 
ͪवͬध से हम Įेͨणयɉ के योग कȧ सीमा £ात कर सकते हɇ। 
ͩĐया ͪवͬध (Working rule):- 
(i) सव[Ĥथम दȣ हु ई Įेणी को Ǔनàन Ǿप मɅ åयÈत कȧिजए : 

 

(ii) संगत Ǔनिæचत समाकल ͧलखने के ͧलए :- 
के èथान पर के èथान पर  तथा ∑ के èथान पर ͧलखɅ । 

(iii) समाकल कȧ Ǔनàन एव ं उÍच सीमायɅ ͧलखɅ, जो Đमश: r के Ǔनàनतम एव ं उÍचतम 

मानɉ के ͧलए 
0

lim
h

r
n

   
 

के मान हɇ।  

ǑटÜपणी :Įेणी मɅ पदɉ कȧ संÉया n होनी चाǑहये ͩकÛतु चू ंͩक Įेणी का Ĥ×येक पद शूÛय कȧ ओर 
अĒसर होता है अतः कुछ Ǔनिæचत पदɉ कȧ संÉया बढ़ाने अथवा घटाने से अभीçट सीमा का मान 
अपǐरवǓत[त रहता है। 
उदाहरण – 20 Ǔनàन Įेणी के योग कȧ सीमा £ात कȧिजए जबͩक  

 

हल : यहाँ åयापक पद  

 

 

 

यहाँ संगत Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमाएँ हɉगी जब  तब Ǔनàन सीमा  

जब  तब Ǔनàन सीमा  
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, [ कȧ जगह  कȧ जगह , तथा कȧ जगह ͧलखने 

पर]  

 

 
 

उदाहरण - 21 का मान £ात कȧिजये। 

हल :-  यहाँ åयापक पद  

 

 

 

अब संगत Ǔनिæचत समाकल कȧ सीमायɅ हɉगी 

जब  तब Ǔनàन सीमा  

जब  तब उÍच सीमा  

अतः  

 

उदाहरण-22 : Ǔनàन Įेणी के योग कȧ सीमा £ात कȧिजए जबͩक 

 

 

 

संगत Ǔनिæचत समाकल  
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[ कȧ जगह x, कȧ जगह,  तथा कȧ जगह ͧलखने 

पर]  

जहाँ  

 

उदाहरण -23 : मान £ात कȧिजए 

 

हल :- मान लो 

 

अब दोनɉ प¢ɉ का log लेने पर 
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उदाहरण -24 :  का मान £ात कȧिजए । 

हल : मान लो  

 

अब दोनɉ प¢ɉ का log लेने पर  

 

 

 

 

 

  
èवमूãयांकन Ĥæन - 3  

Ĥæन:1 को Ǔनिæचत समाकल के Ǿप मɅ ͧलͨखए । 

Ĥæन:2 को Ǔनिæचत समाकल के Ǿप मɅ ͧलͨखए । 

6.7 : समानयन सूğ (Reduction formula)  
वह सूğ जो एक समाकल को ͩकसी दसूरे सरलतम समाकल के पदɉ मɅ åयÈत करɅ, पहले वाले 
समाकल का समानयन सूğ कहलाता है । समानयन सूğ के Ĥयोग से हम समाकãय कȧ घात या 
Đम को सकुंͬचत कर सरलता से समाकलन £ात कर सकत ेहै । 
यहाँ सूğ सामाÛयत: खÖडश: समाकल के Ǔनयम का Ĥयोग कर ĤाÜत ͩकए जाते हɇ । 
समानयन सूğ 

(i)  

 [यहाँ n समाधन पणूाɍक है] 
जब n ͪवषम धन पणूा[क हो तो ĤǓतèथाͪपत करके फलन का समाकलन करते है । 
यहाँ  लेने पर  
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चू ंͩक  अत: ɮͪवपद Ĥमेय से समाकãय  का  पदɉ के योगफल Ǿप मɅ 

Ĥसार कर Ĥ×येक पद कर समाकलन ͩकया जाता है । 

(ii)  

[जब x सम धन पणूा[क हɇ ।] 
जब n ͪवषम धन पणूा[क हो तो फलन का समाकलन  ĤǓतèथापन ɮवारा ĤाÜत ͩकया 
जा सकता है । 

(iii)  

(iv)  

(v)  

[जब n ͪवषम धन पणूा[क हो ] 
ͪवशेष िèथǓत : जब n एक सम धन पणूाɍक हो, तो ĤǓतèथापन  ɮवारा भी फलन का 
समाकलन ͩकया जा सकता है । 

मान लो   
तो  

 

 

 

चूँͩक , अत: ɮͪवपद Ĥमेय कȧ सहायता से  का K पदɉ के योगफल 

Ǿप मɅ Ĥसार कर Ĥ×येक पद का समाकलन ͩकया जा सकता है । 

(vi)  

[जब n ͪवषम धन पणूा[क हो] 
ͪवशेष िèथǓत : जब n सम धन पणूा[क हो, तो ĤǓतèथापन  ɮवारा फलन का 
समाकलन आसानी से ĤाÜत ͩकया जा सकता है । 
6.7.1 Ǔनिæचत समाकल का मान £ात करना  

(a)  (b)  

हल : (a) के समानयन सूğ मɅ सीमाऐं 0 तथा  लेने पर  
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समानयन सूğ का पनु: Ĥयोग करने पर 

 

 

 

पनुः समानयन सूğ का Ĥयोग करने पर 

   इ×याǑद  

(i) जब n ͪवषम हो तो अिÛतम समाकल  

 

अत:  

 

 
(ii) जब n सम धन पणूा[क हो तो अिÛतम समाकल  

अतः  

 

(b) मɅ  ĤǓतèथाͪपत करने पर  

 

 

अतः  

उदाहरण - 25  का मान £ात कȧिजए । 
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हल : माना  तो  या  

अत:  

  [ सम धन पणूा[क रखने पर] 

 

उदाहरण - 26 का मान £ात कȧिजए।  

हल :   

 

उदाहरण - 27 मान £ात कȧिजए  

हल : यǑद  तो  

तथा सीमायɅ  तथा  

अत:   

      .....(1) 

अब हम Ǔनàन समानयन सूğ का Ĥयोग करɅगे 

 ....... (2)  

सूğ (2) मɅ बारȣ बारȣ से  रखकर सीमा 0 से  लेने पर 

=  

     .....(3) 

 

    ……….(4) 
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    .....(5) 

समी.(5) का Ĥयोग समी.(4) मɅ करने पर  

.....(6) 

समी.(6) का Ĥयोग समी.(3) मɅ करने पर 

 

   ………..(7) 

समी.(1) एव(ं7) से अभीçट समाकल 

 

 

 

6.8 : सारांश  
इस इकाई मɅ आपने Ǔनिæचत समाकल कȧ पǐरभाषा एव ं Ǔनिæचत समाकल को हल करने कȧ 
ͪवͧभÛन ͪवͬधयɉ का अÚययन ͩकया। आपने जाना ͩक Ǔनिæचत समाकल के गणुधमȾ एव 
समानयन सूğɉ का Ĥयोग करके समाकãय का हल ͩकस Ĥकार ĤाÜत ͩकया जाता है आपने दȣ 
गयी Įेणी का योगफल कȧ सीमा के Ǿप मɅ Ǔनिæचत समाकल के Ǿप मɅ हल करने कȧ ͪवͬध का 
अÚययन ͩकया । 

6.9 : शÞदावलȣ 
Ǔनिæचत Definite 
सीमाएँ Limits  
गणुधम[ Properties  
अÛतराल Interval  
Įेणी Series 
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610 : èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर  
èवमूãयांकन Ĥæन-1 
(1) उ×तर इकाई से पड़ े 

(2)  

èवमूãयांकन Ĥæन-2 
(1) स×य (2) स×य 
èवमूãयांकन Ĥæन-3  

(1)  (2)  

6.11: अßयास Ĥæन  
Ĥæन:1 Ǔनàनͧलͨखत Ǔनिæचत समाकल के मान £ात कȧिजए। 

(i)  (ii)  

(iii)  (iv)  

(v)  (vi)  

उ×तर : (i)  (ii)  (iii)  (iv)  

 (v)  (vi)    

 
Ĥæन:2 Ǔनàन समाकलɉ के मान £ात कȧिजए। 
(i)  (ii)  

उ×तर : (i)  (i)  

Ĥæन:3 ͧसƨ कȧिजए कȧ Ǔनàन मɅ से Ĥ×येक समाकल का मान है।  

(i)  (ii)   

(iii)  (iv)  

[Hint: गणुधम[ (iv) कȧ सहायता से] 
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Ĥæन : 4 ͧसƨ कȧिजए Ǔनàन मɅ से Ĥ×येक समाकल का मान शूÛय है 

(i)   

 
 

Ĥæन : 5 Ĥथम ͧसƨाÛत से Ǔनàनͧलͨखत समाकलɉ के मान £ात कȧिजए। 

 
[उ×तर = ] 

 
[उ×तर = ] 

 
[उ×तर = ] 

 
[उ×तर = 4] 

Ĥæन : 6 Ǔनàन ͧलͨखत Įेͨणयɉ के अनÛत पदɉ तक योग £ात कȧिजए। 

 

[उ×तर = 3/8) 

 

[उ×तर = log 3] 

 

 

[उ×तर =   

Ĥæन : 7 Ǔनàन समाकलɉ का मान £ात कȧिजए। 
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इकाई 7 : शांकव पǐरÍछेद (Conic-Section) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
7.0 उƧेæय 
7.1 Ĥèतावना 
7.2 शांकव पǐरÍछेद कȧ पǐरभाषा 
7.3 शांकव पǐरÍछेद का åयापक समीकरण 
7.4 परवलय कȧ पǐरभाषा 

7.4.1 परवलय का समीकरण 
7.4.2 पǐरभाषायɅ 
7.4.3 नाͧभलàब का समीकरण एव ंउसकȧ लàबाई 
7.4.4 परवलय का åयापक समीकरण 

7.5 परवलय एव ंसरल रेखा का ĤǓतÍछेदन 
7.6 परवलय के Ĥाचͧलक समीकरण एव ंĤाचͧलक Ǔनदȶशाकं 
7.7 èपश[ रेखा तथा अͧभलàब का समीकरण एव ंपरवलय से सàबिÛधत Ĥमुख सूğ 
7.8 दȣघ[व×ृत कȧ पǐरभाषा 

7.8.1 दȣघ[व×ृत का मानक समीकरण 
7.8.2 पǐरभाषायɅ 

7.9 सहायक व×ृत और उ×केÛġ कोण 

7.10 दȣघ[व×ृत के मानक समीकरण  से सàबिÛधत Ĥमखु सूğ 

7.11 दȣघ[व×ृत का åयास 
7.11.1 संयÊुमी åयास 
7.11.2 संयÊुमी åयासɉ के गणुधम[ 

7.12 अǓतपरवलय कȧ पǐरभाषा 
7.12.1 अǓतपरवलय का मानक समीकरण 
7.12.2 पǐरभाषायɅ 

7.13 अǓतपरवलय के मानक समीकरण  से सàबिÛधत Ĥमुख सूğ 

7.14 अनÛतèपशी ं
7.15 साराशं 
7.16 शÞदावलȣ 
7.17 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
7.18 अßयास Ĥæन 

2 2

2 2 1x y
a b

 

2 2

2 2 1x y
a b
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7.0 : उƧेæय 
इस इकाई मɅ शाकंव पǐरÍछेद के ͪवषय मɅ चचा[ कȧ गयी है। इस इकाई को पढ़ लेने के बाद आप,  
 समझ सकɅ गे ͩक शांकव पǐरÍछेद ͩकसे कहते हɇ और मुÉयत: ये ͩकतने Ĥकार के होते हɇ।  
 आप यह जानकारȣ ĤाÜत कर सकɅ गे ͩक इनके मानक समीकरण Èया होते हɇ। 
 आप समझ सकɅ गे ͩक  मɅ ɮͪवघात åयापक समीकरण 

 को इनके मानक समीकरण मɅ ͩकस Ĥकार से 
पǐरवǓत[त करत ेहɇ। 

 आप समझ सकɅ गे ͩक कोई रेखा  शाकंव पǐरÍछेद को यǑद दो ǒबÛदओंु पर 
काटती है या èपश[ करती है या बाहर रहती है तो इसके ͧलए Èया ĤǓतबÛध होते हɇ। 

 आप यह भी समझ सकɅ गे ͩक शांकव पǐरÍछेद के ͩकसी ǒबÛद ु पर èपश[ रेखा तथा 
अͧभलàब के समीकरण Èया होते हɇ। 

7.1 : Ĥèतावना 
इस इकाई मɅ हम शांकव पǐरÍछेद के ͪवषय मɅ चचा[ करɅगे और यह बतलायɅगे ͩक शांकव पǐरÍछेद 
ͩकन पǐरिèथǓतयɉ मɅ परवलय, दȣघ[व×ृत तथा अǓतपरवलय होता है। इन तीनɉ के मानक 
समीकरणɉ का अÚययन करते हु ए इनसे सàबिÛधत Ĥमुख सğूɉ के ͪवषय मɅ भी चचा[ करɅगे। 

7.2: शांकव पǐरÍछेद कȧ पǐरभाषा 
शांकव पǐरÍछेद एक ऐसे ǒबÛद ुP का ǒबÛदपुथ होता है, जो एक समतल मɅ इस Ĥकार गǓत 
करता है ͩक उसकȧ उसी समतल मɅ िèथत एक िèथर ǒबÛद ुS तथा एक िèथर रेखा से दरूȣयɉ का 
अनपुात सदैव अचर रहता है। 
िèथर ǒबÛद ुS को नाͧभ (Focus) िèथर रेखा को Ǔनयता (Directrix) तथा अचर अनपुात को 
शांकव पǐरÍछेद कȧ उ×केÛġता (Eccentricity) कहते हɇ और इसे e से Ĥदͧश[त करते है। यǑद e 
= 1, व e < 1 तथा e >, 1 हो तो शांकव पǐरÍछेद Đमश: परवलय (Parabola), दȣघ[व×ृत 
(Ellipse) तथा अǓतपरवलय (Hyperbola) कहलाता है। 
Ǔनयता के लàबवत ्तथा नाͧभ से गजुरने वालȣ रेखा को शाकंव पǐरÍछेद का अ¢ कहते हɇ। शांकव 
पǐरÍछेद तथा इसके अ¢ का ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुशांकव पǐरÍछेद का शीष[ (Vertex) कहलाता है। 

7.3 : शांकव पǐरÍछेद का åयापक समीकरण 
माना एक समतल मɅ िèथत िèथर ǒबÛद ु S के Ǔनदȶशाकं ( ) तथा िèथर रेखा ZZ' का 
समीकरण 0lx my n    है। 

,x y
2 22 2 2 0ax hxy by gx fy c     

y mx c 

α,β
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Fig.(7.1) 

पनु: माना ͩक ͩकसी समय इस समतल मɅ गǓतमान ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक ( ) हɇ। PS को 

ͧमलाया तथा P िèथर रेखा ZZ' पर लàब PM डाला। अब पǐरभाषा अनसुार 

 

या  

या  

ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ अथा[त ्शांकव पǐरÍछेद समीकरण होगा 

 

इस समीकरण को सरल कर Ǔनàन Ǿप मɅ ͧलखा जा सकता है 
 

जहाँ  अचर हɇ। 

7.4 : परवलय कȧ पǐरभाषा 
परवलय एक समतल मɅ उस गǓतमान ǒबÛद ुका ǒबÛदपुथ है जो इस Ĥकार गǓत करता है ͩक 
उसकȧ उसी समतल मɅ एक िèथर ǒबÛद ुसे दरूȣ तथा एक िèथर रेखा से दरूȣ सदैव बराबर रहती 
है। 
7.4.1 परवलय का समीकरण: - 
माना ͩक ZZ' परवलय कȧ Ǔनयता तथा ǒबÛद ुS परवलय कȧ नाͧभ है। नाͧभ- S से Ǔनयता ZZ' 
पर SK लàब डाला। माना A,SK का मÚय ǒबÛद ु है तो परवलय कȧ पǐरभाषा से ǒबÛद ु A 
परवलय पर िèथत होगा और यह परवलय का शीष[ है। 

h,k

PS e
PM



   2 22PS e PM

   
2

2 2 2

2 2

h mk nh k e
m

 
  

     
 




 ,P h k

   
2

2 2 2

2 2

x mk nx y e
m

 
  

     
 




2 22 2 2 0ax hxy by gx fy c     
, , , , ,a b c f g h
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Fig.(7.2) 

रेखा AS को x- अ¢ ǒबÛद ुA को मलू ǒबÛद ुतथा A से जाने वालȣ और AS पर लàब रेखा 
AY को y-अ¢ माना। माना ͩक नाͧभ S के Ǔनदȶशाकं (a=0) है । चूͩक AS =AK, इसͧलए 
ǒबÛद ुK के Ǔनदȶशांक (-a,0) हɉगे। Ǔनयता का समीकरण x = -a होगा । माना P(h,k) परवलय 
पर िèथत कोई चर ǒबÛद ुहै। ǒबÛद ुP से Ǔनयता ZZ' पर PM लàब डाला। परवलय कȧ पǐरभाषा 
से 

 

या  

या  

या =  a h 
अत: ǒबÛद ुP (h,k) का ǒबÛदपुथ  होगा, जो परवलय का अभीçट समीकरण है। 
7.4.2 पǐरभाषायɅ 
(i) नाभीय दरूȣ - परवलय पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुP(x,y) कȧ नाͧभ S से दरूȣ PS, ǒबÛद ु

P कȧ नाभीय दरूȣ कहलाती है। ͬचğ (7.2) से PS = PM = PQ + QM = x+a 
(ii) नाभीय जीवा -. परवलय कȧ नाͧभ से गजुरने वालȣ ͩकसी भी जीवा को नाभीय जीवा 

कहत ेहɇ। 
(iii) ɮͪवकोǑट - परवलय कȧ वह जीवा जो परवलय कȧ अ¢ के लàबवत ् हो परवलय कȧ 

ɮͪवकोǑट कहलाती है। ͬचğ (7.2) मɅ जीवा PNP' ɮͪवकोǑट है। 

PS PM

   2 2PS PM

   2 22h a k h a   

2 4k 
2 4y ah
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(iv) नाͧभलàब - वह नाभीय जीवा जो परवलय के अ¢ के लàबवत ्हो नाͧभलàब कहलाती 
है। अथा[त वह ɮͪवकोǑट जो नाͧभ से गजुरती है नाͧभलàब कहलाती है। ͬचğ (7.2) मɅ 
जीवा LSL' नाͧभलàब है। 

7.4.3 नाͧभलàब का समीकरण एव ंउसकȧ लàबाई: - 
नाͧभलàब कȧ पǐरभाषा के अनसुार यह एक सरल रेखा है जो y-अ¢ के समाÛतर परवलय 

 के नाͧभ (a,0) से गजुरती है। अत: इसका समीकरण x = a है । चूँͩक परवलय 

 अपनी अ¢ (x -अ¢) के समͧमत है अत : ͬचğ (7. 2) के अनसुार SL = SL '. 
नाͧभलàब कȧ लàबाई =2SL. माना SL=b, तो ǒबÛद ुL के Ǔनदȶशांक (a,b) हɉगे तथा यह 
परवलय  पर िèथत है। अत : 

  
या  

अत: नाͧभलàब कȧ लàबाई  ǒबÛद ु  और  के Ǔनदȶशांक Đमश:  और 

 हɉगे। 

परवलय  के ͧलए : - 
(i) शीष[ (0, 0) 
(ii) नाͧभ (a, 0) 
(iii) अ¢ का समीकरण y =0 
(iv) Ǔनयता का समीकरण x+a = 0 
(v) नाͧभलàब का समीकरण x = a 
(vi) नाͧभलàब कȧ लàबाई 4a 
(vii) नाͧभलàब के ͧसरɉ के Ǔनदȶशाकं (a,2a); (a -2a) 
जब नाͧभ Ǔनयता के बाँई ओर िèथत हो अथा[त ्जब a < 0 हो तो परवलय का समीकरण 

 होगा तथा उपयु [Èत सभी पǐरणाम संगत पǐरणाम मɅ a, कȧ जगह, -a ĤǓतèथाͪपत 
करने से ĤाÜत हɉगे। 
यǑद x और y को परèपर बदल दɅ तो परवलय कȧ िèथǓत ͬचğ (7.3) मɅ दशा[ये अनसुार होगी 
तथा इसका मानक समीकरण  = 4ay होगा। 

2y =4ax
2y =4ax

1LL
2y =4ax

2 2b =4a
b=±2a

=2×2a=4a, L 1L  a,2a

 a,-2a
2y =4ax

2y =-4ax

2a
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Fig.(7.3) 

इस परवलय के ͧलए 
(i) शीष[ (0, 0) 
(ii) नाͧभ (0, 0) 
(iii) अ¢ का समीकरण x = 0 
(iv) Ǔनयता का समीकरण y+a = 0 
(v) नाͧभलàब का समीकरण y= a 
(vi) नाͧभलàब कȧ लàबाई 4a 
(vii) नाͧभलàब के ͧसरɉ के Ǔनदȶशाकं (2a,a); (-2a, a) 
जब नाͧभ Ǔनयता के नीचे िèथत हो अथा[त ्जब a < 0 हो तो उपयु [Èत परवलय का समीकरण 

 = -  होगा तथा इसके ͧलए सभी पǐरणाम संगत पǐरणाम मɅ a कȧ जगह -a 
ĤǓतèथाͪपत करने से ĤाÜत हɉगे। 
7.4.4 परवलय का åयापक समीकरण: - 
यǑद ͩकसी परवलय कȧ नाͧभ ( , ) तथा Ǔनयता ax + by + c = 0 हो, तो इसका 

समीकरण होगा।  

जो सरल करने पर Ǔनàन Ǿप मɅ ĤाÜत होता है  = 0, जहाँ g,f,d 
अचर हɇ। इस समीकरण को देखने से परवलय के åयापक समीकरण कȧ Ǔनàन ͪवशेषताऐं सामने 
आती हɇ 
(i) यह दो चरɉ मɅ ɮͪवघात समीकरण है। 
(ii) इसमɅ ɮͪवघात के सभी पद ͧमलकर पणू[ वग[ बनाते है। 
(iii) इसमे एक घात का कम से कम एक पद ͪवɮयमान है। 

2x 4ay

α β

     2
2 2

2 2

ax+by+c
x-α + y-β =

a +b
 2bx-ay +2gx+2fy+d
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अत: दो चरɉ x,y मɅ åयापक ɮͪवघात समीकरण  एक 
परवलय ǓनǾͪपत करता है यǑद 
(i)  
(ii)  

उदाहरण : - 1 परवलय  का शीष[, अ¢, नाͧभ, Ǔनयता एव ंनाͧभलàब कȧ लàबाई 
£ात करो। 
हल : - Ǒदये हु ए परवलय का समीकरण  है 

या  

या  

या  

उपयु [Èत समीकरण मɅ y-1 = Y तथा  = X रखने पर , = - 2X.......... (1)  

जो परवलय  = 4 axके Ǿप का है । इसका समीकरण (1) से तलुना करने पर 4a = -2 या 

 Ǒदये हु ये परवलय का शीष[ (X= 0, Y = 0) या . 

अत: शीष[ है । परवलय के अ¢ का समीकरण Y = 0 या y = 1 है। परवलय कȧ नाͧभ (X = 

a = , 0) या (x = 0,y = 1) अत: नाͧभ (0, 1) है। 

Ǔनयता का समीकरण  या x = 1 है। 

नाͧभलàब कȧ लàबाई = 4 a = 2 
उदाहरण -2 ͧसƨ करो ͩक परवलय,  के शीष[ से गजुरने वालȣ सभी जीवाओं के मÚय 

ǒबÛदओंु का ǒबÛदपुथ परवलय  होता है। 
हल :- माना AB परवलय,  के शीष[ A (0, 0) से गजुरने वालȣ कोई जीवा है। पनु : 

माना C (h, k) जीवा AB के मÚय ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɇ। अत: ǒबÛद ुB के 

2 2ax +2hxy+by +2gx+2fy+c=0

2h ab
2 2 2abc+2fgh-af -by -ch 0

2y =2y-2x

2y =2y-2x
2y -2y=-2x

 2y-1 =-2x+1

 2 11 2( )
2

y x   

1x-
2

2Y
2y

1a=-
2

1x= ,y=1
2

 
 
 

1-
2

1X=-a=
2

2y =4ax
2y =2ax

2y =4ax
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Fig.(7.4) 

Ǔनदȶशांक (2h ,2k) लɅगे। चूँͩक ǒबÛद ु B (2h, 2k) परवलय  य¢ पर िèथत है, 
इसͧलए  

या  
ǒबÛद ुC (h, k) का ǒबÛदपुथ  होगा। 

उदाहरण - 3 यǑद परवलय का शीष[ व नाͧभ x-अ¢ पर मूल ǒबÛद ुसे Đमश: a तथा  दरूȣ 

पर हɉ तो ͧसƨ करो ͩक परवलय का समीकरण  होगा। 

हल : - माना A परवलय का शीष[ और S नाͧभ है, तो ͬचğ (7.5) से 

 
Fig.(7.5) 

2y =4ax
24 8k ah

2 2k ah
2y =2ax

1a

  2 1y =4 a -a x-a
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OA = a,  OS =  
 AS = OS – OA=  
 शीष[ A और नाͧभ S के Ǔनदȶशांक Đमश (a,0) और (ƨ ', ०) हɇ। परवलय के अ¢ 

का समीकरण y = 0 है। SA को K तक इतना बढ़ाया ͩक 
 तथा  

अत: Ǔनयता का समीकरण  या  है। 

माना P (x, y) परवलय पर कोई ǒबÛद ुहै। परवलय के पǐरभाषा के अनसुार - 
PS = PM 
या  

या  

या  
या  
या  

 

यहȣ परवलय का अͧभçट समीकरण है। 
èवमूãयांकन Ĥæन :- 1 
1. Ǔनàन समीकरणɉ मɅ कौन-कौन से परवलय के समीकरण हɇ? 
(i)  = 0 
(ii)  = 0 
(iii)  = 0 
2. उस परवलय का समीकरण £ात करो िजसकȧ नाͧभ (3, 0) और Ǔनयता का समीकरण 

x+2 = 0 है। 

7.5 : परवलय एवं सरल रेखा का ĤǓतÍछेदन 
माना परवलय का समीकरण है 

 .......... (1) तथा सरल रेखा का समीकरण है 
 ............ (2) समीकरण (2) से y को मान को समीकरण (1) मɅ रखने पर 

 

या  ..............(3) 

1a
 1a -a


1SA=AK=a -a  1 1OK=AK-OA= a -a -a=a -2a=LM

 1 1x=- a -2a =2a-a 1x-2a+a =0

     2 2 2PS = PM = PL+LM

     2 221 1x-a + y-o = x-2a+a
2 2 2 2 2 2 1x -2a'x+a' +y =x +4a +a' -4ax+2a'x-4aa
2 2 1 1y =4a -4ax+4a x-4aa

   2 1y =-4a x-a +4a x-a

   

  

1

1

=4 x-a a -a

=4 a -a x-a .

2 2x -y +2xy-5
2 24x +9y -12xy+x+1
24x +3x-5y+1

2y =4ac
y=mx+c

 2mx+c =4ax

 2 2 2m x +2 mc-2a x+c =0
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चूँͩक समीकरण (3), x मɅ ɮͪवघातीय है इसͧलए कोई भी सरल रेखा परवलय को दो ǒबÛदओंु पर 
काटेगी। ये दोनɉ ǒबÛद ुवाèतͪवक एव ंͧभÛन, संपाती या काãपǓनक हɉगे यǑद समीकरण (3) के 
दोनɉ मूल वाèतͪवक एव ंͧभÛन, संपाती या काãपǓनक हɉगे। इसके ͧलए 

 

या  
या  
या  

अत: रेखा  परवलय  को èपश[ करेगी यǑद a = mc या  अत: रेखा  

 सदैव परवलय  को m वाèतͪवक मान  के ͧलए èपश[ करती 

है। èपश[ ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक  हɉगे। यǑद रेखा (2) परवलय (1) को दो ǒबÛदओंु P 

और Q पर काटती है तो जीवा PQ कȧ लàबाई  होगी। 

7.6 : परवलय के Ĥाचͧलक समीकरण सव[ Ĥाचͧलक Ǔनदȶशांक 
परवलय  के Ĥाचͧलक समीकरण  हɇ। अत: इस परवलय पर िèथत 

ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशकɉ  हɇ। ǒबÛद ु  को सं¢ेप मɅ ǒबÛद ु 't' कहत ेहɇ। t 
ǒबÛद ुका Ĥाचल कहलाता है। 

7.7 : èपश[ रेखा तथा अͧभलàब का समीकरण एवं परवलय से 
सàबिÛधत Ĥमुख सूğ 
(i) परवलय  के ǒबÛद ु  पर èपश[ रेखा का समीकरण  

होता है। 
(ii) परवलय  के ǒबÛद ु  पर èपश[ रेखा का समीकरण  होता 

है। परवलय  के  और  ǒबÛदओंु पर खीचंी गई èपश[ रेखाओं का 

ĤǓतÍछेद ǒबÛद ु  होता है। 

(iii) परवलय  के ǒबÛद ु  पर अͧभलàब का समीकरण होता है 

 .........(1) 

यǑद अͧभलàब कȧ Ĥवणता m हो, तो  

या  
चूँͩक ǒबÛद ु  परवलय  पर िèथत है। 

  2 2 22 mc-2a -4m c >=<=0  
2 2 2 2 2m c -4mca+4a -m c >=<0
 a a-mc >=<=0

a>=<mc

y=mx+c 2y =4ax ac=
m

ay=mx+
m

2y =4ax  m o

2

a 2a,
m m

 
 
 

  2
2

4 a a-mc 1+m
m

2y =4ax 2x=at ,y=2at

 2at ,2at  2at ,2at

2y =4ax  1 1x ,y  1 1yy =2a x+x

2y =4ax  2at ,2at 2ty=x+at
2y =4ax 1't ' 2't '

  1 2 1 2at t ,a t +t
2y =4ax  1 1x ,y

 1
1 1

yy-y =- x-x
2a

1ym=-
2a

1y =-2am

 1 1x ,y 2y =4ax



182 
 

  
या  
या  

 और  के मान समीकरण (1) मɅ रखने पर 

 

या  ........(2) 
समीकरण (2) मɅ m उस कोण कȧ èप[Ïया है जो अͧभलàब x-अ¢ के साथ बनाता है। 

अͧभलàब के पाद के Ǔनदȶशांक  हɉगे जहाँ. m अͧभलàब कȧ Ĥवणता है। 

(iv) परवलय  के ǒबÛद ु't' पर अͧभलàब का समीकरण है 
......... (3) 

उपयु [Èत समीकरण (2) और (3) से èपçट है ͩक m Ĥवणता वाले अͧभलàब के 
अͧभलàब ǒबÛद ुका Ĥाचल 't' हो, तो . 
समीकरण (2) से èपçट है ͩक रेखा  परवलय  का अͧभलàब है 
यǑद  

(v) ͩकसी ǒबÛद ु से परवलय पर तीन अͧभलàब खींचे जा सकते है। माना परवलय का 
समीकरण  है तथा अͧभलàब का समीकरण  है जहाँ m 

अͧभलàब कȧ Ĥवणता है। यǑद यह अͧभलàब Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  से गजुरता है, तो 
 

या .............(4) 

चूँͩक समीकरण (4), m मɅ ǒğघातीय है इसͧलए ͩकसी ǒबÛद ु  से परवलय पर 

तीन अͧभलàब खींचे जा सकत ेहै। माना समीकरण (4) के  हɇ। इसͧलए 

m1+m2+m3=-
୫ଶ का गुणाकं
୫ଷ का गुणाकं

  

 

अत: Ĥवणताओं का योग शूÛय है। अͧभलàबɉ के पादɉ कȧ कोǑटयɉ का योग 

 

 2
1 1y =4ax

2 2
14a m =4ax

2
1x =am

1x 1y

 2y+2am=m x-am
3y=mx-2am-am

 2am ,-2am
2y =4ax

3y+tx=2at+at

t=-m

y=mx+c 2y =4ax
3c=-2am-am

2y =4ax 3y=mx-2am-am
 1 1x ,y

3
1 1y =mx -2am-am

 3
1 1am + 2a-x m+y =0

 1 1x ,y

1 2 3m ,m ,m

o= =0
a

 

1 2 3

1 2 3

=-2am -2am -2am

=-2a m +m +m

=-2a×0

=0
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(vi) परवलय के Ĥ×येक ǒबÛद ु(शीष[ को छोड़कर) पर खीचंा गया अͧभलàब पवरवलय को पनु: 
एक ǒबÛद ुपर काटता है। पǐरणामत: परवलय के Ĥ×येक ǒबÛद ुपर खीचें गये ͧभलàब के 
संगत एक जीवा ĤाÜत होती है िजसे उस ǒबÛद ु पर अͧभलàब जीवा कहते है। यǑद 
परवलय  के ǒबÛद ु

 
ͬचğ (7.6) 

पर खीचंा गया अͧभलàब परवलय को पनु:  पर ͧमलता है तो  

यǑद ǒबÛदओंु  और  पर खीचें गये अͧभलàब पनु: परवलय पर ͧमलते है। तो . 
(vii) हम जानते हɇ ͩक ͩकसी बाहरȣ ǒबÛद ुसे परवलय पर दो èपश[ रेखाएँ खींची जा सकती हɇ। इन 

दोनɉ èपश[ रेखाओं के èपश[ ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ जीवा उस ǒबÛद ुके सापे¢ परवलय कȧ 
èपश[ जीवा कहलाती है। ǒबÛद ु  से परवलय  न पर खीचंी गयी èपश[ जीवा 

का समीकरण  है। 

(viii) परवलय  के जीवा का समीकरण िजसके मÚय ǒबÛद ु के Ǔनदȶशांक  हɇ 

 होता है, जहाँ  तथा  हɇ। 

(ix) ͩकसी परवलय कȧ समाÛतर जीवाओं के मÚय ǒबÛदओंु का ǒबÛद ुपथ उसका åयास कहलाता 
है । परवलय  कȧ समाÛतर जीवाओं  (  Ĥाचल है) के मÚय ǒबÛदओंु 

का ǒबÛद ु पथ अथा[त åयास का समीकरण  होता है तथा परवलय कȧ अ¢ के 

समाÛतर है 
(x) ͩकसी बाहरȣ ǒबÛद ु  से परवलय  पर खीचंी गयी èपश[ रेखाओं का संयÈुत 

समीकरण  होता है, जहा ँ
 तथा  

2y =4ax

1P(t )  2Q t 2 1
1

2t =-t -
t

1t 2t 1 2t t =2

 1 1x ,y 2y =4ax

 1 1yy =2a x+x
2y =4ax  1 1x ,y

1T=S  1 1T=yy -2a x+x 2
1 1S y -4ax

2y =4ax y=mx+c c
2ay=
m

 1 1x ,y 2y =4ax
2

1SS =T
2 2

1 1 1 1S y -4ax ,S y -4ax ,   1 1T yy -2a x+x
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(xi) ǒबÛद ु  परवलय  के अÛदर या ऊपर या बाहर िèथत है यǑद  या 

 या  जहाँ  है। 
èवमूãयांकन Ĥæन -2 
1. परवलय  के नाͧभलàब के ऊपरȣ ͧसरे पर èपश[ रेखा का समीकरण £ात 

कȧिजये। 
2. रेखा  के समाÛतर परवलय  के अͧभलàब का समीकरण £ात 

कȧिजए। 
3. परवलय  के ǒबÛद ु (2,4) पर खीचंा गया अͧभलàब परवलय को पनु: ͩकस 

ǒबÛद ुपर ͧमलता है? 
उदाहरण - 1 यǑद परवलय  कȧ ͩकसी नाभीय जीवा के एक ͧसरे के Ǔनदȶशांक 

 हɉ, तो ͧसƨ कȧिजये ͩक दसूरे ͧसरे के Ǔनदȶशांक  हɉगे तथा जीवा कȧ 

लàबाई  होगी। 

हल - परवलय  पर िèथत ǒबÛदओंु ' ' व ' ' को ͧमलाने वालȣ रेखा का समीकरण 

 

या  

या  
या  
या  

यǑद यह जीवा नाͧभ (a,0) से होकर जाती है, तो 
 

या  

या  

अत: दसूरे ͧसरे के Ǔनदȶशांक  हɉगे। 

नाͧभय जीवा कȧ लàबायी  

 

 
 

 

 1 1x ,y 2y =4ax 1S <0

1S =0 1S >0, 2
1 1 1S y -4ax

2y =16x

y=2x+3 2y =8x

2y =8x

2y =4ax

 2at ,2at 2

a -2a,
t t

 
 
 

21a t+
t

 
 
 

2y =4ax t 1t
21

1 1

2a(t -t)y-2at= (x-at )
a(t -t)(t +t)

2

1

2(x-at )y-2at=
(t +t)

  2
1y-2at (t +t)=2x-2at

  2 2
1 1y t +t -2att -2at =2x-2at

 1 1y t +t =2x+2att

10=2a+2att

1tt =-1

1
1t =-
t

2

a -2a,
t t

 
 
 

2 2 2 2 2 2
1 1= a (t -t ) +4a (t -t)

2 2 2
1 1 1=a (t -t) (t -t) +4(t -t)

2
1 1=a(t -t) (t +t) +4
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 Èयɉͩक  

 

उदाहरण - 2 ͧसƨ करो ͩक रेखा  परवलय  को èपश[ करती है, 

यǑद . 

हल - दȣ हु ई रेखा का समीकरण  
............(1) 

Ǒदये हु ए परवलय का समीकरण  
……………. (2) 

समीकरण (1) से y का मान समीकरण (2) मɅ रखने पर 
 

या .............(3) 
रेखा (1) परवलय (2) कȧ èपश[ रेखा होगी यǑद समीकरण (3) के दोनɉ मूल संपाती हɉगे। इसके 
ͧलए 

 

या  
या  

या  

उदाहरण – 3 ͧसƨ करो ͩक परवलय  कȧ उन èपश[ रेखाओं के ĤǓतÍछेद ǒबÛदओंु का 
ǒबÛदपुथ Ǔनयता है जो एक दसूरे पर लàब है। 
हल - हम जानते है ͩक रेखा 

…….... (1) 

परवलय  कȧ èपश[ रेखा होती है। माना (h, k)èपश[ रेखाओं का ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुहै, तो 

समीकरण (1) से 
ak m
m

   

या ..........(2) 
माना  व  इसके दो मूल हɇ। अत: 

1 2
am m 

 

Ĥæनानसुार   

2 2
1 1 1 1=a(t -t) (t +t +2tt -4tt 1tt =-1

21=a t+
t

 
 
 

y=mx+c  2y =4a x+a
ac=am+
m

y=mx+c

 2y =4a x+a

   2mx+c =4a x+a

   2 2 2 2m x +2 mc-2a x+ c -4a =0

   2 2 2 24 mc-2a -4m c -4a =0
2 2 2 2 2 2 2m c +4a -4amc-m c +4m a =0

 24a a-mc-am =0
ac=am+
m

2 4y ax

ay mx
m

 

2 4y ax

2m h-mk+a=0

1m 2m

1 2m m =-1
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अत:  1 a
 


 

या  0a   
ǒबÛद ु(h, k) का ǒबÛदपुथ x+a=0 होगा जो ͩक Ǔनयता का समीकरण है। 
उदाहरण - 4 ͧसƨ करो ͩक परवलय  कȧ नाभीय जीवाओं के मÚय ǒबÛदओंु का 
ǒबÛदपुथ भी परवलय  होता है। 
हल - माना परवलय  के ͩकसी नाभीय जीवा का मÚय ǒबÛद ु  है। जीवा का 
समीकरण  होगा। 

या  
चूँͩक यह जीवा परवलय कȧ नाͧभ (a,0) से गजुरती है अत: 

 
या  
ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ  होगा। 

उदाहरण - 5 व×ृत  तथा परवलय  कȧ उभयǓनçट èपश[ रेखा का 
समीकरण £ात कȧिजये। 
हल - Ǒदये हु ए परवलय का समीकरण 

   ........(1) 
Ǒदये हु ए व×ृत का समीकरण 

  .........(2) 
व×ृत का कɅ ġ (-a, 0) तथा ǒğÏया a है। हम जानते है ͩक रेखा 

    ……..... (3) 

परवलय (1) कȧ èपश[ रेखा है। यǑद यह व×ृत (2) को èपश[ करती है, तो व×ृत के केÛġ (-a,0) 
से रेखा (3) पर डाले गये लàब कȧ लàबाई व×ृत के ǒğÏया के बराबर होगी। अत: 

 

या  
या  
या  

या  

m इस मान को समीकरण (3) मɅ रखने पर 

 

2 4y ax
2y =2a(x-a)
2 4y ax 1 1(x ,y )

1T=S
2

1 1 1 1yy -2a(x+x )=y -4ax

2
1 1 10-2a(a+x )=y -4ax

2
1 1y =2a(x -a)

1 1(x ,y ) 2y =2a(x-a)
2 2x +y +2ax 0 2y =4ax

2y =4ax

2 2x +y +2ax 0

ay=mx+
m

2

a0-am+
m =a

1+m

2 2 2 2(1-m ) =m (1+m )
4 2 2 4m -2m +1=m +m

23m =1
1m=±
3

1y=± x± 3a
3
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या   
यहȣ उभयǓनçट èपश[ रेखाओं के समीकरण हɇ। 

उदाहरण-6 ͧसƨ कȧिजये कȧ परवलय का अध[ नाͧभलàब ͩकसी नाͧभय जीवा के खÖडɉ का 
हरा×मक माÚय होता है। 
हल - माना परवलय का समीकरण  है। पनु: माना परवलय के ͩकसी नाͧभय 

जीवा के एक ͧसरे के Ǔनदȶशाकं  हɇ, तो दसूरे ͧसरे  के Ǔनदȶशांक  

हɉगे। परवलय कȧ नाͧभ  है। 

 
 

 

 

अब 

 

अध[ नाͧभलàब 
अतः  हरा×मक Įेणी मɅ हɇ। 

उदाहरण - 7 ͧसƨ करो ͩक सरल रेखा  परवलय  पर अͧभलàब है तथा 

उसकȧ लàबाई  इकाई है। 
हल –  सरल रेखा का समीकरण 

............ (1) 
परवलय का समीकरण 

............(2) 
समीकरण (1) से 

…………. (3) 
हम जानते हɇ ͩक रेखा  परवलय  पर अͧभलàब होती है यǑद 

 यहाँ  और  
अतः  

अतः रेखा (1) परवलय (2) पर अͧभलàब है। अͧभलàब का अͧभलàब ǒबÛद ु
 इस ǒबÛद ुकȧ ǒबÛद ु  से तलुना करने पर  

3y=±x±3a

2y =4ax
2P(at ,2at) P' 2

a -2a,
t t

 
 
 

S(a,0)
2 2 2 4 2SP= (at -a) +(2at-0) =a t +2t +1

2=a(t +1)
2 2

2 4 2

a -2a 1 2SP'= -a + -0 =a + +1
t t t t

   
   
   

4 2 2
2 2

a a= t +2t +1= (t +1)
t t

2 2 2 2
2 2

1 2 2

2 21
2

2 2

2a 2a (t +1)(t +1)2SP.SP t t= =
1 a(t +1)SP+SP a(t +1) 1+
t t

 
  

=2a=
SP,2a,SP'

2x+y-12a=0 2y =4ax
5 5a

y=-2x+12a

2y =4ax

y=-2x+12a
y=mx+c 2y =4ax

3c=-2am-am . c=12a m=-2.
3 3-2am-am =4a-a(-2) =4a+8a=12a

2(am ,-2am)=(4a,-4a). 2(at ,2at) t=-2.
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हम जानत ेहै ͩक परवलय  के ͩकसी ǒबÛद ु  पर खींचा गया अͧभलàब यǑद परवलय 
पर पनु: ǒबÛद ु  पर ͧमलता हɇ तो 

 

 

इस ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक  हɉगे। 

जीवा कȧ लàबाई  

 
 

 इकाई 
उदाहरण - 8 ͩकसी परवलय के उन èपश[ रेखाओं के ĤǓतÍछेदन ǒबÛद ुका ǒबÛदपुथ £ात करो जो 
एक दसूरे से  कोण बनाती हɇ। 
हल - माना परवलय का समीकरण  है। माना m के पदɉ मɅ परवलय कȧ ͩकसी èपश[ 
रेखा का समीकरण 

     ...........(1) 

माना रेखा (1) ǒबÛद ु  से गजुरती है। अत: 
2 0m mk a       ........(2) 

माना  व  समीकरण (2) के मूल हɇ। 

 1 2m m
k

 
  

तथा  

ǒबÛद ु  से जाने वालȣ दोनɉ èपश[ रेखाओं के बीच का कोण  है। अत: 

 

2

22
4

4

1

k a
k ahh

a a h
h

 
 



  

या  
ǒबÛद ु ( , )k  का ǒबÛदपुथ होगा 

 

2y =4ax 1't '

2't '

2 1
1

2t =- -t
t

2=- -(-2)=1+2=3
-2

(9a,6a)
2 2= (9a-4a) +(16a+4a)

=a 25+100
=a 125
=5 5a

α
2y =4ax

ay=mx+
m

(h,k)

1m 2m



1 2
am m =
h

(h,k) α
2

1 2 1 21 2

1 2 1 2

(m +m ) -4m mm -mtanα= =
1+m m 1+m m

2 2 2k -4ah=(a-h) tan a

2 2 2y -4ax=(a+x) tan α
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7.8 :  दȣघ[व×ृत कȧ पǐरभाषा  
दȣघ[व×ृत एक समतल मɅ उस ǒबÛद ुका ǒबÛदपुथ है जो इस Ĥकार गǓत करता है ͩक उसकȧ उसी 
समतल मɅ एक िèथर ǒबÛद ु (नाͧभ) से दरूȣ तथा उसकȧ समतल मɅ िèथत एक िèथर रेखा 
(Ǔनयता) से दरूȣ का अनपुात सदैव अचर रहता है और यह अनपुात एक से कम होता है। अचर 
अनपुात को दȣघ[व×ृत कȧ उ×केÛġता कहत ेहɇ और इसे e ɮवारा Ĥदͧश[त करते है।  
èपçटत : e < 1. 
7.8.1 दȣघ[व×ृत का मानक समीकरण 
माना S दȣघ[व×ृत कȧ नाͧभ, ZZ' इसकȧ Ǔनयता तथा SK नाͧभ से Ǔनयता पर डाला गया लàब 
है। चूँͩक दȣघ[व×ृत कȧ उ×केÛġता, 

 
ͬचğ (7.7) 

 है इसͧलए दȣघ[व×ृत रेखा  को  के अनपुात मɅ  और  पर Đमश: अÛत: 
एव ंबाéय ͪवभािजत करेगा। चूँͩक  दȣघ[व×ृत पर है। 

............(1) 
इसी Ĥकार चूँͩक  दȣघ[व×ृत पर है 

...........(2) 
माना  और  इसका मÚय ǒबÛद ुहै, तो 

 
समीकरण (1) और (2) को जोड़ने पर 

 
या  
या  Èयɉͩक  
या  Èयɉͩक  

e<1 SK e:1 A A'
A

AS=eAK
A'

1 1A S=eA K

 AA' 2a C

CA=CA'=a

AS+A'S=e(AK+A'K)
AA'=e(CK-CA+CA'+CK)
AA'=2eCK, CA=CA'
2a=2eCK, AA'=2a
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या ............(3) 

समीकरण (2) मɅ से समीकरण (1) को घटाने पर 
 

या  
या  Èयɉͩक  और  
या ................(4) 

माना  का मÚय ǒबÛद ु  मूल ǒबÛद ु  अ¢ और  से जाने वालȣ  के 
लàब रेखा y अ¢ है। इसͧलए नाͧभ S के Ǔनदȶशांक  हɇ और Ǔनयता  का समीकरण 

 होगा। 

माना  दȣघ[व×ृत पर कोई ǒबÛद ुहै और  Ǔनयता  पर व   अ¢ पर 
 से लàब है। दȣघ[व×ृत कȧ पǐरभाषा के अनसुार 

 
या  
या  Èयɉͩक  
या  

या  Èयɉͩक  

या  

या  

या  

या 
 

या 
जहाँ  

यहȣ दȣघ[व×ृत का मानक समीकरण है। चूँͩक दȣघ[व×ृत मɅ e < 1 होता है, इसͧलए b < a होगा। 
यǑद ͬचğ (7.7) मɅ x-अ¢ पर मूलǒबÛद ुC कȧ दायी तरफ अथा[त ्ऋणा×मक Ǒदशा मɅ एक ǒबÛद ु

S' तथा एक अÛय ǒबÛद ुK’ इस Ĥकार ͧलये जायɅ ͩक CS' = CS = ae तथा  

तो नाͧभ  Ǔनयता  का समीकरण  होगा तथा इसके सापे¢ दȣघ[व×ृत का 

उपयु [Èत समीकरण हȣ ĤाÜत होता है। अत : Ĥ×येक दȣघ[व×ृत के ͧलए दो नाͧभयाँ तथा दो 
Ǔनयताएँ होती हɇ। 

aCK=
e

A'S-AS=e(A'K-AK)
(A'C+CS)-(CA-CS)=eAA'
2CS=2ae, CA=CA' AA'=2a
CS=ae

AA' C CA, x- C AA'
(ae,o) ZZ'

ax=
e

P(x,y) PM ZZ' PN, x-
P

PS=ePM
2 2 2(PS) e (PM)

2 2 2 2(x-ae) +(y-0) =e (NK) , PM=NK
2 2 2 2(x-ae) y = e (CK-CN)

2 2 2 2a(x-ae) y =e (( -x) )
e

 CN=x

2
2 2 2 2 2 2

2

a 2axx -2aex+a e +y =e - +x
e e

 
 
 

2 2 2 2 2 2 2x -2aex+a e +y =a -2aex+e x
2 2 2 2 2x (1-e )+y =a (1-e )
2 2

2 2 2

x y+ =1
a a (1-e )

2 2

2 2

x y+ =1
a b

2 2 2b =a (1-e )

aCK'=CK=
e

S'(-ae,o), RK'
ax=-
e
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7.8.2 पǐरभाषायɅ 
(i) शीष[ : नाͧभयɉ को ͧमलाने वालȣ रेखा दȣघ[वतृ को िजन ǒबÛदओंु पर ͧमलती हɇ वे ǒबÛद ु

दȣघ[व×ृत के शीष[ कहलाते हɇ। ͬचğ (7.7) मɅ A (a, o); A' (-a, o) शीष[ हɇ। 
(ii) दȣघ[ अ¢ : दȣघ[व×ृत के शीषɟ को ͧमलाने वालȣ जीवा AA' इसकȧ दȣघ[ अ¢ कहलाती है। 

मानक दȣघ[व×ृत के ͧलए दȣघ[अ¢ का समीकरण y = 0 तथा इसकȧ लàबाई 2a है। 
(iii) लघअु¢ : दȣघ[व×ृत के दȣघ[ अ¢ को लàबवत ्समɮͪवभािजत करने वालȣ जीवा BB' 

दȣघ[व×ृत के ͧलए लघअु¢ कहलाती है। मानक दȣघ[व×ृत के ͧलए लघअु¢ का समीकरण 
x=0 तथा इसकȧ लàबाई 2b है। 

(iv) केÛġ : दȣघ[व×ृत के दȣघ[ अ¢ एव ं लघ ु अ¢ का ĤǓतÍछेद ǒबÛद ु दȣघ[व×ृत का कɅ ġ 
कहलाता है। मानक दȣघ[व×ृत के ͧलए केÛġ C (0.0) है। दȣघ[व×ृत के कɅ ġ से जाने वालȣ 
Ĥ×येक जीवा केÛġ पर समɮͪवभािजत होती है। 

(v) मुÉय अ¢ : दȣघ[ अ¢ व लघ ुअ¢ दोनɉ दȣघ[व×ृत के मुÉय अ¢ कहलाते है। 
(vi) नाͧभलàब : दȣघ[व×ृत के नाͧभ से जाने वालȣ और Ǔनयता के समाÛतर रेखा नाͧभलàब 

कहलाती है। ͬचğ (7.7) मɅ LSL' और QS'Q' दो नाͧभलàब हɇ तथा नाͧभलàब कȧ 

लàबाई  है। 

(vii) उ×केÛġता : दȣघ[व×ृत के समीकरण 

 मɅ  से 

 

  

(viii) दȣघ[व×ृत के ͩकसी ǒबÛद ुP कȧ नाभीय दǐूरयɉ का योग अचर तथा दȣघ[व×ृत कȧ दȣघ[ अ¢ 
के बराबर होता है, अथा[त ्  दȣघ[व×ृत के इसी गुणधम[ के कारण इसे Ǔनàन 
Ĥकार से भी पǐरभाͪषत करते है। दȣघ[व×ृत एक समतल मɅ उस ǒबÛद ुका ǒबÛदपुथ है जो 
इस Ĥकार गǓत करता है ͩक उसी समतल मɅ िèथत दो िèथर ǒबÛदओंु से दǐूरयɉ का योग 
सदैव अचर रहता हɇ। 

(ix) यǑद दȣघ[व×ृत  मɅ b > a हो तो  होगा। दȣघ[व×ृत के इस 

Ǿप मɅ, x-अ¢ लघ ुअ¢ तथा y-अ¢ दȣघ[ अ¢ होती है। यहाँ दȣघ[ अ¢ कȧ लàबाई 2b 
तथ लघ ुअ¢ कȧ लàबाई 2a होती है। 

2
22b= =2a(1-e )

a

2 2

2 2

x y+ =1
a b

2 2 2b =a (1-e )

2
2

2

be =1-
a


2

2

be= 1-
a

PS+PS'=2a.

2 2

2 2

x y+ =1
a b

2 2 2a =b (1-e )
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ͬचğ (7.8) 

इसकȧ नाͧभयɉ  व  के Ǔनदȶशांक Đमश: ( ) व ( ) होत े हɇ। Ǔनयताओं के 

समीकरण  होते हɇ। यहाँ नाͧभलàब कȧ लàबाई  होती है। 

èवमूãयांकन Ĥæन - 3 

1. उस दȣघ[व×ृत का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ नाͧभ (1,o), उ×केÛġता तथा 

Ǔनयता x= 4 है। 
2. दȣघ[व×ृत  के दȣघ[ अ¢ कȧ लàबाई £ात कȧिजए। 
3. दȣघ[व×ृत . के नाͧभलàब कȧ लàबाई £ात कȧिजए। 

उदाहरण - 1 उस दȣघ[व×ृत का समीकरण £ात कȧिजये िजसकȧ नाͧभ (-1, 1), Ǔनयता 

= 0 तथा उ×केÛġता हɇ। 

हल - माना दȣघ[व×ृत पर  कोई ǒबÛद ुहै। पनु: माना D (-1, 1), नाͧभ तथा Ǔनयता 
पर से  
लàब है। दȣघ[व×ृत के पǐरभाषा के अनसुार 

 
या  

या  

या  

या 4  

या  = 0 

S S' o,be o,-be

y= b
e


22a

b

1
2

2 216x +25y =400
2 29x +4y =36

x-y+4 1e=
2

P(h,k) PM
P

PS=ePM
2 2 2PS =e PM

2
2 2 1 h-k+4(h+1) +(k-1) =

2 2
 
 
 

 22 24 (h+1) +(k-1) = h-k+4  
2 2 2 2h +k +2h=2k+2 = h +k +16-2hk+8h-8k      

2 23h +3k +2hk-8
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ǒबÛद ु ( , )p k का ǒबÛदपुथ अथा[त ्दȣघ[व×ृत का समीकरण 
 = 0 होगा। 

उदाहरण - 2 दȣघ[व×ृत  कȧ उ×केÛġता, नाͧभलàब और नाͧभ के 
Ǔनदȶशांक £ात करो। 
हल - Ǒदये हु ए दȣघ[व×ृत का समीकरण है 

 
या  
या  
या  

या  

........(1) जहाँ  

तथा  है। 

यहाँ a > b है, इसͧलए इस समीकरण कȧ  से तुलना करने पर  तथा 

 उ×केÛġता  

नाͧभलàब कȧ लàबाई  

दȣघ[व×ृत (1) के नाͧभ के Ǔनदȶशांक  हɉगे 

या  

या  
अतः नाͧभ से Ǔनदȶशांक (3, 1) और (1, 1) हɉगे । 

उदाहरण- 3 Ǔनदȶश अ¢ɉ को मुÉय अ¢ मान कर दȣघ[व×ृत का समीकरण £ात करो िजसका 

नाͧभलàब 5 और उ×केÛġता  है। 

हल -  माना दȣघ[व×ृत का समीकरण है 

............... (1) 

चूँͩक नाͧभलàब कȧ लàबाई 5 है 

  

या ................(2) 

2 23x +3y +2xy-8
2 23x +4y -12x-8y+4=0

2 23x +4y -12x-8y+4=0
2 23(x -4x)+4(y -2y)=-4

2 23(x-2) +4(y-1) =-4+12+4
2 23(x-2) +4(y-1) =12

2 2(x-2) (y-1)+ =1
4 3

2 2X Y+ =1
4 3

X=x-2

Y=y-1
2 2

2 2

x y+ =1
a b

2a =4

2b =3
2

2

b 3 1e= 1- = 1- =
a 4 2

22b 2×3= = =3
a 2

(X=±ae,Y=0)
1(x-2=±2× ,y-1=0)
2

(x=2±1,y=1)

2
3

2 2

2 2

x y+ =1
a b


22b =5

a
22b =5a
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तथा  है। 

अतः  

...............(3) 

(2) व (3) को हल करने पर  व  

  के मान समीकरण (1) मɅ रखने पर 

 

यह दȣघ[व×ृत का अभीçट समीकरण है। 

7.9 : सहायक व×ृत और उ×केÛġ कोण 
वह व×ृत जो दȣघ[ अ¢ को åयास मानकर खीचंा जाता है, सहायक व×ृत कहलाता है। 

èपçटत : इसका समीकरण  होगा। 
दȣघ[व×ृत पर ͩकसी ǒबÛद ुका उ×केÛġ कोण वह कोण होता है जो ͩक सहायक 

 
ͬचğ (7.9) 

7.11.1 संयÊुमी åयास: - 
ͩकसी दȣघ[व×ृत के दो åयास संयÊुमी åयास कहलाते हɇ यǑद Ĥ×येक åयास दसूरे åयास कȧ समाÛतर 
जीवाओं को समɮͪवभािजत करता है। 

रेखाओं  और  दȣघ[व×ृत  कȧ संयÊुमी åयास है यǑद 

. 

2e=
3

2 2 4b =a 1-
9

 
 
 

25= a
9

2 81a =
4

2 45b =
4

2a 2b
2 24x 4y+ =1

81 45

2 2 2x +y =a

1y=m x 2y=m x
2 2

2 2

x y+ =1
a b

2

1 2 2

bm m =-
a
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अतः यǑद दȣघ[व×ृत का एक åयास  है तो इस åयास के संयÊुमी åयास का समीकरण 

 होगा। 

7.11.2 संयÊुमी åयासɉ के गणुधम[ :- 
(i) दȣघ[व×ृत के दो संयÊुमी åयासɉ के ͧसरɉ के उ×केÛġ कोणɉ का अपर एक समकोण होता है। 
(ii) दȣघ[व×ृत के दो संयÊुमी अध[åयासɉ के वगȾ का योग अचर होता है और यह दȣघ[व×ृत के 

अथ[-अ¢ɉ के वगȾ के योग के बराबर लेता है। 
(iii) दȣघ[व×ृत के संयÊुमी åयासɉ के ͧसरɉ पर खीचंी गयी èपश[ रेखाएँ समाÛतर चतभुु [ज बनाती हɇ 

िजसका ¢ेğफल उनके अ¢ɉ के गणुनफल के बराबर होता है। 
(iv) दȣघ[व×ृत के ͩकसी åयास के ͧसरɉ पर खीचंी गयी èपश[ रेखाएँ संयÊुमी åयास के समाÛतर 

होती है। 
èवमूãयांकन Ĥæन - 4 
1. दȣघ[व×ृत  के Ǔनयामक व×ृत का समीकरण £ात कȧिजए। 
2. दȣघ[व×ृत  के åयास का समीकरण £ात कȧिजए िजसका संयÊुमी åयास 

 हɇ। 

3. यǑद  और  दȣघ[व×ृत  के दो संयÊुमी åयास हɉ तो  

का मान £ात कȧिजए। 
उदाहरण- 1 यǑद रेखा  दȣघ[व×ृत  को èपश[ करती है तो c का मान 
£ात कȧिजए। 
हल - दȣ हु यी रेखा का समीकरण हɇ 

.................(1) 
Ǒदये हु ए दȣघ[व×ृत का समीकरण हɇ 

 

या ..................(2) 

हम जानते हɇ ͩक रेखा  दȣघ[व×ृत  को èपश[ करती है, तो 

 
Èयɉͩक  तथा  

या  
या   

उदाहरण - 2 ͧसƨ करो ͩक दȣघ[व×ृत  कȧ èपश[ रेखा का जो भाग दोनɉ अ¢ɉ 

के मÚय है, उसके मÚय ǒबÛद ुका ǒबÛदपुथ  होता है ।.  

y=mx
2

2

by=- x
a m

2 24x +9y =36
2 29x +4y =36

9x+4y=0

CP CD
2 2x y+ =1

5 4
2 2CP +CD

y x c  2 22 3 6x y 

y x c 

2 22 3 6x y 
2 2

1
3 2
x y

 

y mx c 
2 2

2 2 1x y
a b

 

2 2 2 2c a m b 
 2 3 1 2,c    1,m  2 3a  2 2b 

2 5c 

5c  
2 2

2 2 1x y
a b

 

2 2

2 2 4a b
x y
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हल – माना  दȣघ[व×ृत  पर कोई एक ǒबÛद ु है । èपश[ 

रेखा का समीकरण होगा । 

………………….. (1)
 

माना रेखा (1) x-अ¢ और y-अ¢ से Đमश: A और B ǒबÛद ुपर ͧमलती है । चूँͩक x-अ¢ पर 
y=0 होता है इसͧलए ǒबÛद ुA के Ǔनदȶशांक ( ) हɉगे । इसी Ĥकार y- अ¢ पर x=0 
होता है इसͧलए ǒबÛद ुB के Ǔनदȶशांक ( ) होगा । माना Q ,AB का मÚय 

ǒबÛद ुहै तब 

तथा  

.............. (2) तथा 

.............. (3) तथा 

 
 

या ....... (2) 
माना  और  समीकरण(2) के मलू हɇ इसͧलए 

 तथा 

  

चूँͩक èपश[ रेखाओं के बीच का कोण  है 

 

 

या  

या  

 cos , sinP a b 
2 2

2 2 1x y
a b

  P

cos sin 1x y
a b

  

sec ,0a 
, seco bco   ,h k

sec
2

ah 


sec
2

bk 


cos
2
a
h

 

sin
2
b
k

 

 2 2 2k mx a m b  

 2 2 2 2k mh a m b  

 2 2 2 2 22 0m h a mkh k b    
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या  

ǒबÛद ुT(h,k) का ǒबदंपुथ होगा 

 

7.12 : अǓतपरवलय कȧ पǐरभाषा  
अǓतपरवलय एक समतल मɅ उस ǒबÛद ुका ǒबदंपुथ है जो इस Ĥकार गǓत करता है ͩक उसकȧ 
उसी समतल मɅ एक िèथर ǒबÛद ु (नाͧभ) से दरूȣ तथा उसकȧ समतल मɅ िèथत एक िèथर रेखा 
(Ǔनयता) से दरूȣ का अनपुात सदैव अचर रहता और यह अनपुात एक से अͬधक होता है । अचर 
अनपुात को अǓतपरवलय कȧ उ×केÛġता कहते हɇ और इसे e ɮवारा Ĥदͧश[त करता हɇ । 
èपçटत : e>1 
7.12.1 अǓतपरवलय का मानक समीकरण  

अǓतपरवलय का मानक समीकरण  होता है जहाँ  

 
ͬचğ (7.10) 

अǓतपरवलय के ͧलए a एव ंb मɅ Đम सàबÛध Ǔनिæचत नहȣं हɇ। यह e के मान पर Ǔनभ[र करता 
है । 

यǑद , तो  
यǑद , तो  
यǑद , तो  

उदाहरण -1 यǑद एक अǓत परवलय तथा इसके संयÊुमी अǓतपरवलय कȧ उ×कɅ ġताएँ e तथा 

शांकव पǐरÍछेद तो ͧसƨ करɉ ͩक  

हल – माना अǓतपरवलय का समीकरण है  

 22 2 2 2 2 2 2 2 2 24h k a b h k a k a b       

   22 2 2 2 2 2 2 2 2 24x y a b b x a y a b     

2 2

2 2 1x y
a b

   2 2 2 1b a e 

2e  b a

2e  b a

2e  b a

'e 2 2

1 1 1
'e e
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   ……. (1) 

(1) के संयÊुमी अǓतपरवलय का समीकरण होगा  

….. (2) 

अǓतपरवलय (1) कȧ उ×केÛġता 

….. (3) 

अǓतपरवलय (2) कȧ उ×केÛġता  

….. (4) 

समीकरण (3) और (4) से  

या  

उदाहरण- 2 उस अǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजये िजसकȧ नाͧभ (6,4) तथा (-4,4) है 
तथा उ×केÛġता 2 है। 

हल – नाͧभयɉ के बीच कȧ दरूȣ  
परÛतु नाͧभयɉ के बीच कȧ दरूȣ  होती है। 
अतः  
या ,Èयɉͩक  हɇ। 

या  

हम जानते हɇ ͩक अǓतपरवलय के समीकरण  मɅ  होता है।  

 

अत: अǓतपरवलय का अभीçट समीकरण होगा  

या  

7.13 : अǓतपरवलय के मानक समीकरण  से सàबिÛधत 

Ĥमुख सूğ  
चूँͩक दȣघ[व×ृत के समीकरण मɅ यǑद , कȧ जगह - , ĤǓतèथाͪपत ͩकया जाए तो हमɅ 
अǓतपरवलय का समीकरण ĤाÜत होता हɇ । अत: वे सभी पǐरणाम जो दȣघ[व×ृत के ͧलए सहȣ हɇ 
को अǓतपरवलय के ͧलए भी केवल  कȧ जगह -.  रख कर ĤाÜत ͩकये जा सकत ेहɇ  

2 2

2 2 1x y
a b

 

2 2

2 2 1x y
a b

  

2 2
2

2 21 b a be
a a


  

2 2
'2

2 21 a a be
b b


  

2

2 2 2 2

1 1 1
'

a b
e e a b


  



2 2

1 1 1
'e e

 

   2 26 4 4 4 10    

2ae
2 10ae 

4 10a  2e 
5
2

a 

2 2

2 2 1x y
a b

   2 2 2 1b a e 

 2 25 754 1
4 4

b   

2 2

25 75 1
4 4

x y




2 212 4 75x y 
2 2

2 2 1x y
a b

 

2b 2b

2b 2b
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चूँͩक  के Ĥ×येक मान के ͧलए ǒबÛद ु  अǓतपरवलय मɅ समीकरण

को सÛतçुट करत े हɇ अत: अǓतपरवलय पर ͩकसी ǒबÛद ु के Ĥाचͧलक Ǔनदȶशाकं 

 हɇ तथा अǓतपरवलय का Ĥाचͧलक समीकरण होगा। 

अǓतपरवलय पर ' ’ तथा ' ’ ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ जीवा का समीकरण होगा 
अǓतपरवलय के ' ' ǒबÛद ुपर अͧभलàब का समीकरण होगा । 

7.14 : अनÛतèपशȸ 
मूल ǒबÛद ुसे पǐरͧमत दरूȣ पर िèथत एक रेखा यǑद ͩकसी वĐ को अनÛत पर èपश[ करे तो वह 
रेखा उस वĐ कȧ एक अनÛतèपशी ंकहलाती है । 

अǓतपरवलय  तथा इसके संयÊुमी अǓतपरवलय  कȧ अनÛतèपशȸ 

के समीकरण है ।  

या  व  

इनका संयÈुत समीकरण होगा  

 

या  

या  
ǒबÛद ु(h,k) का ǒबदंपुथ होगा 

 
उदाहरण - 3 उस अǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसके अनÛत èपशȸ 

 और  हɇ और जो मूल ǒबÛद ुसे गजुरता है । 
हल - अनÛतèपͧश[यɉ का संयÈुत समीकरण :होगा 

....... (1) 
चूँͩक अǓतपरवलय व अनÛतèपͧश[यɉ के संयÈुत समीकरण मɅ एक अचर राͧश का अÛतर होता है 
इसͧलए माना अǓतपरवलय का समीकरण है 

....... (2) 
चूँͩक समीकरण (2) मलू ǒबÛद ु(0, 0) से गजुरता है 

 
या  

 समीकरण (2) मɅ रखने पर 
 

  sec , tana b 
2 2

2 2 1x y
a b

 

 sec , tana b  sec , tanx a y b  

1 2


2 2

2 2 1x y
a b

 
2 2

2 2 1x y
a b

  

by x
a

 

0x y
a b
  0x y

a b
 

0x y x y
a b a b

      
  

1 2 1m m  
2 2

2 2 1k b
h a


 


2 2 2 2h k a b  

2 2 2 2x y a b  

3 4 7 0x y   4 3 1 0x y  

  3 4 7 4 3 1 0x y x y    

  3 4 7 4 3 1 0x y x y k     

 7 0k 
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या  
यहȣ ंअǓतपरवलय का अभीçट समीकरण हɇ ।  

7.15 : सारांश  
इस इकाई मɅ हमने शांकव पǐरÍछेद के ͪवषय मɅ चचा[ कȧ है और यह जानकारȣ ĤाÜत कȧ है ͩक 
शांकव पǐरÍछेद के परवलय, दȣघ[व×ृत और अǓतपरवलय होने के ͧलए Èया शतȶ हɇ। आप ने इनके 
मानक समीकरण Èया होते है इसकȧ भी जानकारȣ ĤाÜत कȧ हɇ। आप ने देखा है ͩक कोई रेखा 
इनको दो ǒबÛदओंु पर काटती है या èपश[ करती है या बाहर रहती है तो इसके ͧलए ĤǓतबÛध 
Èया होते हɇ। इनके ͩकसी ǒबÛद ुपर èपश[ रेखा और अͧभलàब के समीकरण Èया होते हɇ आप ने 
इसकȧ भी जानकारȣ ĤाÜत कȧ हɇ। 

7.16 : शÞदावलȣ 
शांकव पǐरÍछेद Conic Section 
नाͧभ Focus 
Ǔनयता Directrix 
उ×केÛġता Eccentricity 
नाभीय जीवा Focal Chord 
नाͧभलàब Latus rectum 
Ĥाचͧलक Ǔनदȶशांक Parametric Coordinates 
èपश[ जीवा Chord of contact 
सहायक व×ृत Auxiliary Circle 
उ×केÛġ कोण Eccentric angle 

 

7.17 : èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन Ĥæन - 1 
(i) यह परवलय का समीकरण नहȣं है Èयɉͩक ɮͪवघात पद पणू[ वग[ नहȣं बनाते हɇ। 
(ii) यह परवलय का समीकरण है Èयɉͩक ɮͪवघात पद पणू[ वग[ बनाते हɇ तथा 

Abc+2 fgh – af2-bg2-ch2 0 
(iii) यह भी परवलय का समीकरण हɇ। 
2. y2 – 10x + 5 

èवमूãयांकन Ĥæन - 2 
1. y= 2x - 4 
2. y= 2x – 24 
3. (18, -12) 

èवमूãयांकन Ĥæन – 3 

2 212 7 12 31 17 0x xy y x y    
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1. 3x2 + 4y2= 12 
2. 10 
3.  

èवमूãयांकन Ĥæन - 4 
1. x2 + y2= 13 
2. y = x 
3. 13 

èवमूãयांकन Ĥæन - 5 
1. अनĤुèथ अ¢ कȧ लàबाई = 4 

संयÊुमी अ¢ कȧ लàबाई = 6 

2.  

3.  

7.18 : अßयास Ĥæन 
1. परवलय  के शीष[, अ¢, नाͧभ, Ǔनयता और नाͧभलàब कȧ लàबाई 

एव ंसमीकरण £ात कȧिजये।  

[उ×तर: शीष[ और नाͧभ के Ǔनदȶशाकं Đमश:  तथा  हɉगे। नाͧभलàब 

कȧ लàबाई  तथा नाͧभलàब का समीकरण  है। अ¢ का समीकरण  

तथा Ǔनयता का समीकरण  हɇ] 

2. उस परवलय का समीकरण £ात कȧिजये िजसकȧ नाͧभ (1,0) तथा Ǔनयता 
 है। 

[उ×तर:  ] 
3. परवलय  पर èपश[ रेखा का समीकरण £ात कȧिजये जो x-अ¢ से 45o का 

कोण बनाती है। èपश[ ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं भी £ात कȧिजए। 

(उ×तर: èपश[ रेखा का समीकरण , èपश[ ǒबÛद ु  ] 

4. परवलय  कȧ उस जीवा का समीकरण £ात कȧͧलए िजसका मÚय ǒबÛद ु(5, -
2) है।  
[उ×तर : .] 

5. उस दȣघ[व×ृत कȧ उ×केÛġता £ात कȧिजए िजसकȧ नाͧभलàब उसकȧ लघ ुअ¢ कȧ आधी 
हो 

15 8

32
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22
6
a

24 6 4 5y x y  

11,
2

  
 

5 1,
8 2

  
 

3
2

5
8

x   1
2
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11
8

x  

1 0x y  
2 2 2 6 2 1 0x y xy x y     

2y x

4 4 1 0x y  
1 1,
4 2

 
 
 

2 8y x

2 8 0x y  
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[उ×तर : ] 

6. यǑद दȣघ[व×ृत के नाͧभलàब के एक ͧसरे पर खीचंा गया अͧभलàब लघ ुअ¢ के एक ͧसरे 
से गजुरता है, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक वĐ कȧ उ×केÛġता समीकरण  
ɮवारा दशा[यी जाती है। 

7. यǑद ǒबÛद ु (a,b) से दȣघ[व×ृत  पर खीचंी गयी èपश[ रेखाओं कȧ èपश[ 

जीवा व×ृत  को èपश[ करती है, तो ͧसƨ कȧिजए ͩक (a,b) दȣघ[व×ृत 

 पर िèथत है। 

8. ͧसƨ कȧिजए ͩक दȣघ[व×ृत  के åयास  तथा  
संयÊुमी åयास हɇ। 

9. ͧसƨ करो ͩक रेखाओं  तथा  के ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुका ǒबÛद ु

पथ अǓतपरवलय होता है। यहाँ m Ĥाचल है। 

10. ͧसƨ करो ͩक अǓतपरवलय  कȧ ͩकसी èपश[ रेखा पर नाͧभ से डाले गये 

लàब के बाद का ǒबÛदपुथ होता है। 
11. उस अǓतपरवलय का समीकरण £ात कȧिजए िजसकȧ अनÛत èपͧश[यɉ के समीकरण 

 तथा  हɇ और जो ǒबÛद ु(1, -1) से गजुरती है। 
[उ×तर: ] 

  

3
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4 2 1 0e e  
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a b
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2 23 10 8 14 22 7 0x xy y x y     



203 
 

इकाई 8 : ǒğͪवम Ǔनदȶशांक Ïयाͧमती -समतल एव ं सरल 
रेखाएँ(Three dimensional co-ordinate geometry – 
Plane and Straight line) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
8.0 उƧेæय 
8.1 Ĥèतावना 
8.2 समिçट मɅ ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक 
8.3 समिçट मɅ दो ǒबÛदओंु के बीच कȧ दरूȣ 
8.4 दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा को ͪवभािजत करने वाले ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक 
8.5 Ĥ¢ेप 

8.5.1 ͩकसी ǒबÛद ुका एक सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 
8.5.2 एक Ǒदçट रेखा खÖड का अÛय सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 

8.6 Ǒदक् कोÏयाएँ 
8.6.1 ǑदÈकोÏयाओं मɅ सàबधं 
8.6.2 दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा का दȣ हु ई सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 
8.6.3 दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ 
8.6.4 लेगराÛज का सव[सͧमका 
8.6.5 £ात ǑदÈकोÏयाओं दालȣ दो सरल रेखाओं के मÚयकोण 

8.7 Ǒदक् अनपुात 
8.8 समतल 

8.8.1 समतल का सामाÛय समीकरण 
8.8.2 समतल के समीकरण के मानक Ǿप 
8.8.3 समतल के åयापक समीकरण का मानक Ǿपɉ मɅ समानयन 
8.8.4 Ǒदये हु ए ǒबÛदओंु से जाने वाले समतल का समीकरण 
8.8.5 दो समतलɉ के मÚय कोण 
8.8.6 समतल एव ंǒबÛद ु
8.8.7 दो समतलɉ के मÚय कोण को समɮͪवभािजत करने वाले समतल का समीकरण 

8.9 सरल रेखा 
8.9.1 सरल रेखा का åयापक समीकरण 
8.9.2 सरल रेखा का समͧमत Ǿप मɅ समीकरण 
8.9.3 सरल रेखा के åयापक समीकरण का समͧमत Ǿप मɅ समानयन 
8.9.4 दो Ǒदये हु ए ǒबÛदओंु से गजुरने वालȣ रेखा का समीकरण 
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8.9.5 एक ǒबÛद ुकȧ सरल रेखा से दरूȣ 
8.9.6 एक सरल रेखा के समीकरण मɅ èवेÍछ अचरɉ कȧ संÉया 

8.10 रेखा एव ंसमतल 
8.10.1 एक समतल और एक रेखा के बीच कोण 
8.10.2 ͩकसी समतल मɅ दȣ हु Ƀ रेखा के िèथत होने का ĤǓतबÛध 
8.10.3 समतल का समीकरण जो एक दȣ हु ई रेखा से गजुरे 
8.10.4 समतल का समीकरण जो दȣ हु ई रेखा से गजुरे एव ं दसूरȣ दȣ हु ई रेखा के 
समाÛतर हो 

8.11 साराशं 
8.12 शÞदावलȣ 
8.13 èवमूãयाकंन Ĥæनɉ के उ×तर 
8.14 अßयास Ĥæन 

8.0 उƧेæय 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप समिçट (Space) मɅ ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक £ात करने 
के साथ हȣ दो ǒबÛदओंु के बीच कȧ दरूȣ एव ंͩकसी रेखा खÖड को ͪवभािजत करने वाले ǒबÛदओंु 
के Ǔनदȶशाकं £ात कर सकɅ गे। 
इसके साथ हȣ समिçट मɅ समतल एव ंसरल रेखा के समीकरण £ात करते हु ए ǒबÛद,ु समतल एव ं
सरल रेखा के मÚय सàबधंɉ कȧ åयाÉया कर सकɅ गे। समतल एव ंसरल रेखा के समीकरणɉ के 
ͪवͧभÛन Ǿपɉ को जान सकɅ गे। 

8.1 Ĥèतावना 
पवू[ मɅ आप ɮͪवͪवम ÏयाͧमǓत का अÚययन कर चुके हɇ। इसमɅ सभी Ĥकार का अÚययन एक 
समतल मɅ ͩकया जाता है। िजसके ͧलये हमɅ दो ͪवमाओं के £ान कȧ आवæयकता होती है। 
उदाहरण के ͧलये, यǑद हमɅ ͩकसी ǒबÛद ुके भजु एव ंकोǑट £ात हɉ, तो हम एक समतल मɅ ǒबÛद ु
कȧ िèथǓत £ात कर सकते है। इसͧलये इस Ĥकार का अÚययन समतल Ǔनदȶशाकं ÏयाͧमǓत भी 
कहलाता है। 
यǑद हमɅ ͩकसी ǒबÛद ुकȧ िèथǓत को समिçट मɅ £ात करना हो, तो हमɅ एक और ͪवमा के £ान 
कȧ आवæयकता होगी अथा[त तीन ͪवमाओं के £ात होने पर ͩकसी भी ǒबÛद ुको समतल के èथान 
पर समिçट मɅ ͬचिÛहत ͩकया जा सकता है। अत : ͩकसी समिçट मɅ ÏयाͧमǓत का अÚययन 
ǒğͪवम Ǔनदȶशांक ÏयाͧमǓत (Three dimensional co-ordinate geometry) या ठोस 
Ǔनदȶशांक ÏयाͧमǓत (Solid Coordinate Geometry) कहलाता है। इस इकाई मɅ हम समिçट 
मɅ ǒबÛद ु के Ǔनदȶशांक समतल एव ंरेखा के समीकरण एव ंइनके अनĤुयोगɉ का अÚययन करɅगे। 
ǒğͪवम ÏयाͧमǓत के अÚययन हेतु तीन Ĥकार कȧ पƨǓतयɉ आयतीय कातȸय, बेलनी एव ंगोलȣय 
Ǔनदȶशांक पƨǓतयɉ मɅ से हम आयतीत कातȸय Ǔनदȶशांक पƨǓत (Rectangular Cartesian 
Co-ordinate System) का Ĥयोग करɅगे। 
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8.2 समिçट मɅ ͩकसी ǒबÛद ु के Ǔनदȶशांक (Coordinate of a point 

space) 
ɮͪवͪवम ÏयाͧमǓत कȧ तरह, ǒğͪवम ÏयाͧमǓत मɅ भी ͩकसी एक ǒबÛद ुको समिçट मɅ मलूǒबÛद ु
मान लेते हɇ और दो अ¢ɉ के èथान पर तीन परèपर लàबवत ्रेखाओं को तीन अ¢ मान लेते है। 
ये अ¢ परèपर मलूǒबÛद ुपर ĤǓतÍछेǑदत होते है। इÛहɅ आयतीय Ǔनदȶशांक अ¢ या Ǔनदȶशांक अ¢ 
कहते है। ͬचğानसुार, ǒबÛद ु0 मलूǒबÛद ुहै। 

 
ͬचğ 8.1 आयतीय Ǔनदȶशाकं अ¢ 

 तीन परèपर लàबवत ् रेखाएँ हɇ जो मलूǒबÛद ु0 पर ĤǓतÍछेǑदत होती है। ये 

Đमश: x-अ¢, y- अ¢ एव ंz-अ¢ कहलाती है। Ĥ×येक दो Ǔनदȶशांक अ¢ एक समतल बनाते है। 
इस Ĥकार हमɅ तीन परèपर लàबवत ्समतल ĤाÜत होते है। x -अ¢ और y-अ¢ से बनने वाले 
समतल को xoy-तल या xy-तल कहत ेहɇ इस Ĥकार x -अ¢ और z -अ¢ से बनने वाले तल को 
yoz -तल या yz -तल एव ंx -अ¢ और z -अ¢ से बनने वाले तल को xoz -तल या xz - तल 
कहते है। ये तीनɉ तल आयतीय Ǔनदȶशांक तल (rectangular co-ordinate planes) या 
Ǔनदȶशांक तल (Co-ordinate Planes) कहलाते है। इन तलɉ का ͪवèतार समिçट मɅ अनÛत 
तक माना जाता है। ये तल समिçट को आठ भागɉ, िजÛहे अçटाशंक (Octant) कहते हɇ, 
ͪवभािजत करते है। 
अब हम समिçट मɅ ͩकसी ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक £ात करने कȧ ͪवͬध को समझɅगे। ͬचğानसुार, 
ǒबÛद ुP से xy-तल PB लàब डाला। लàबपाद B से x -अ¢ और y- अ¢ के समाÛतर दो सरल 
रेखाएँ खींची जो इन अ¢ɉ को Đमश: ǒबÛद ुA एव ंC ǒबÛद ुपर ͧमलती है। अब ǒबÛद ुP से z - 
अ¢ पर OB के समाÛतर एक लàब डाला जो z - अ¢ को D ǒबÛद ुपर ͧमलता है। अब माना 

' ', ',xox yoy zoz
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दǐूरयाँ OA = CB = AB = y, OD = BP = z है। इस िèथǓत मɅ ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक 
(x,y,z)हɉगे । अथा[त P(x,y,z) समिçट मɅ एक ऐसे ǒबÛद ुको Ĥदͧश[त करता है, िजसकȧ yz -
तल से लàबवत ्दरूȣ x, xz- तल से लàबवत ्दरूȣ y एव ंxy -तल से लàबवत ्दरूȣ z है। 
ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक £ात होने पर, आयतीय Ǔनदȶशांक पƨǓत कȧ सहायता से. उसे उपरोÈत 
ͪवͬध ɮवारा ͬचिÛहत भी ͩकया जा सकता है। ǒबÛद ु के Ǔनदȶशांको के धना×मक और ऋणा×मक 
होने पर उसे ͪवͧभÛन अçटाशंको मɅ ͬचिÛहत ͩकया जाता है।  एव ं  के ͬचÛह Ǔनàनͧलͨखत 
ताͧलका के अनसुार होत ेहै: 
Ǔनदȶशांक 
  
 
अçटाशंक 

  
 
 
x  

 
 
 
y  

 
 
 

z  
OXYZ        
OXYZ       
OXYZ       
OXYZ       
OXYZ      
OXYZ      
OXYZ      
OXYZ     

8.3 समिçट मɅ दो ǒबÛदओुं के बीच कȧ दरूȣ (Distance between two 

points in the space) 
दो ǒबÛदओंु  एव ं  के बीच कȧ दरूȣ £ात करना। 

माना समिçट मɅ दो ǒबÛद ुA एव ंB इस Ĥकार हɇ ͩक उनके Ǔनदȶशांक Đमश :  एवं 

 है। A एव ंB से xy- तल पर लàब डाले, िजनके पाद Đमश : P एव ंQ है। ये 

ǒबÛद ुxy- तल मɅ हɇ अत : इनके Ǔनदȶशाकं Đमश :  एव ं  हɉगे। ɮͪवͪवम 

ÏयाͧमǓत के अनसुार इस तल मɅ इन ǒबÛदओंु के Ǔनदȶशाकं Đमश :  एव ं  

हɉगे। ɮͪवͪवम ÏयाͧमǓत मɅ दो ǒबÛदओंु के बीच कȧ दरूȣ के सूğ से 
     .........................(1) 

,x y z

 1 1 1, ,A x y z  2 2 2, ,B x y z

 1 1 1, ,x y z

 2 2 2, ,x y z

 1 1, , 0x y  2 2, ,0x y

 1 1,x y  2 2,x y

   2 22
2 1 2 1PQ x x y y   
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ͬचğ 8.2 

ǒबÛद ुA से PQ के समाÛतर एक रेखा खीचंी जो रेखा BQ को ǒबÛद ुR पर ͧमलती है। चू ंͩक 

 एव ं  अत :  एव ं  , अत :  एक 

समकोण ǒğभजु होगा िजसमɅ  है। 
अब, समकोण ǒğभुज  मɅ, 

 जहाँ  
समीकरण (1) से 

 
अत : दो ǒबÛदओंु  एव ं  के बीच कȧ दरूȣ 

 

ǑटÜपणी : 1. ͩकसी ǒबÛद ु  कȧ मलू ǒबÛद ुसे दरूȣ होगी 

 

2. xy -तल मɅ िèथत ͩकसी ǒबÛद ु का z-Ǔनदȶशांक शÛूय होगा। इसी Ĥकार yz-तल मɅ 
िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुका x -Ǔनदȶशांक और xz -तल मɅ िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुका y Ǔनदȶशांक शूÛय 
होगा।अथा[त (x, y ,o), (x ,o ,z) (o, y, z) Đमश: xy -तल, xz -तल एव ंyz -तल मɅ 
िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं है। 
3. x -अ¢ पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके ͧलये y और z दोनɉ Ǔनदȶशांक शÛूय हɉगे। अत: (x, 

0 ,0),x -अ¢ पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं है। इसी Ĥकार (0, y,0) एव ं(0, 0, 
z) Đमश :y -अ¢ एव ंz- अ¢ पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे। 

AR PQ PQ BQ AR BQ AR PQ ARB

90oARB 
ARB

2 2 2 ,AB AR BR  2 1BR BQ RQ BQ AP z z     

     2 2 22
2 1 2 1 2 1AB x x y y z z     

 1 1 1, ,A x y z  2 2 2, ,B x y z

     
1

2 2 2 2
2 1 2 1 2 1AB x x y y z z       

 , ,P x y z

 2 2 2OP x y z  
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8.4 दो ǒबÛदओुं को ͧमलाने वालȣ रेखा को ͪवभािजत करने वाले ǒबÛद ु
के Ǔनदȶशांक 
दो ǒबÛदओंु  एव ं  को ͧमलाने वालȣ रेखा के खÖड AB को m:n मɅ 
ͪवभािजत करने वाले ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक £ात करना। 
माना सरल रेखा AB को m:n मɅ ͪवभािजत करने वाले ǒबÛद ुC के Ǔनदȶशाकं  है। 

 
ͬचğ 8.3 

ǒबÛद ु A,B एव ं C से xy-तल पर Đमश: AA1,BB1, एव ं CC1, लàब डाले। लàबपादɉ 
A1,B1,C1 से x- अ¢ पर Đमश:  लàब डाले। रेखाएँ  

एक हȣ समतल पर िèथत हɇ एव ंǒबÛद ुC1. रेखा A1B1 को m:n मɅ ͪवभािजत करेगा। अथा[त ्

 तथा  

इसी Ĥकार 

 

अत: ……..(1) 

साथ हȣ, 

 1 1 1, ,A x y z  2 2 2, ,B x y z

 , ,x y z

1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C 1 2 1 2 1 2, ,A A B B C C

AC m
CB n

 1 1

1 1

ACAC
CB C B



2 2 1 1

2 2 1 1

A C A C
C B C B



2 2 1 1

2 2 1 1

A C A C AC m
C B C B CB n
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अत: समीकरण (1) से, 

 

इसी Ĥकार x-अ¢ एव ंz-अ¢ पर लàब डालने पर, 

 

अतः ǒबÛद ुC के Ǔनदȶशाकं हɇ  

 

ǑटÜपणी: 1. रेखा AB पर िèथत Ĥ×येक ǒबÛद,ु AB को : 1 मɅ ͪवभािजत करेगा। अत : इस 
ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक 

 

हɉगे। AB पर िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुके संगत  का एक मान ĤाÜत होगा एव ं  के Ĥ×येक मान 
के ͧलये रेखा AB पर कोई ǒबÛद ुĤाÜत होगा। इसͧलये उपरोÈत Ǔनदȶशांक, सरल रेखा AB पर  
Ĥाचल मɅ, चर ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक है। 
2. यǑद ǒबÛद ुC, रेखा AB को बाéय ͪवभािजत करे. तो ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं हɉगे 

 

3. AB के मÚय ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

8.5 Ĥ¢ेप (Projection) 
Ĥ¢ेप, ÏयाͧमǓत कȧ एक मह×वपणू[ अवधारणा है। इस भाग मɅ हम एक ǒबÛद ुका ͩकसी सरल 
रेखा पर Ĥ¢ेप तथा एक रेखाखÖड का दȣ हु ई सरल रेखा पर Ĥ¢ेप का अÚययन करɅगे। 
8.5.1 ͩकसी ǒबÛद ुका एक सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 

 
ͬचğ 8.4 

2 2 2 2 1

2 2 2 2 2

A C OC OA x x
C B OB OC x x

   
   

1 2 1

2

x x mx nxm x
x x n m n
 

  
 

2 1 2 1,my ny mz nzy z
m n m n
 

 
 

2 1 2 1 2 1, ,mx nx my ny mz nz
m n m n m n
   

    


2 1 2 1 2 1, ,
1 1 1

x x y y z z  
  
   

    
 



2 1 2 1 2 1, ,mx nx my ny mz nz
m n m n m n
   

    

2 1 2 1 2 1, ,
2 2 2

x x y y z z   
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दȣ हु ई सरल रेखा PQ पर ͩकसी ǒबÛद ुA का Ĥ¢ेप £ात करने के ͧलये, ǒबÛद ुA से रेखा PQ 
पर एक लàब डाला। इस लàब का पाद B हȣ, रेखा PQ पर ǒबÛद ुA का Ĥ¢ेप कहलाता है। 
8.5.2 एक Ǒदçट रेखाखÖड का अÛय सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 
(Projection of a directed line segment on another straight line) 
माना AB एक Ǒदçट रेखाखÖड है एव ंPQ एक अÛय सरल रेखा है। हमɅ AB का. रेखा PQ पर 
Ĥ¢ेप £ात करना है। इसके ͧलये ǒबÛद ुA एव ंB से PQ रेखा पर Đमश: AM एव ंBN लàब 
डाले। ǒबÛद ुM एव ंN Đमश: ǒबÛद ुA एव ंB के Ĥ¢ेप हɉगे तथा रेखाखÖड MN , Ǒदçट रेखा 
AB का PQ पर Ĥ¢ेप होगा। 

 
ͬचğ 8.5 

माना AB और PQ के मÚय कोण  है। ͬचğानसुार A से PQ के समाÛतर रेखा खीचंी जो 

BN को ǒबÛद ुC पर ͧमलती है। चू ंͩक  एव ं  अत:  अथा[त 

 एक समकोण ǒğभुज है, िजसमे  एव ं  है। 
समकोण  मɅ, 

 

अत: AB का PQ पर Ĥ¢ेप  , जहाँ , AB एव ंPQ के मÚय कोण है। 
ǑटÜपणी : 1. Ĥ¢ेप कȧ पǐरभाषा ABC का Ĥ¢ेप MN तथा BA का Ĥ¢ेप NM होगा। अत: AB 
एव ंBA के Ĥ¢ेप के मान बराबर ͩकÛत ुͪवपǐरत Ǒदशा मɅ होगे। 
2. यǑद ǒबÛद ु  एव ं इÛहɅ ͧमलाने वालȣ रेखाएँ ͬचğानसुार हɉ तो 

 का PQ Ĥ¢ेप,  के PQ पर Ĥ¢ेपɉ के योग के 
बराबर होगा। 


MN BN AC MN AC BN

ABC 0, 90BAC ACB    AC MN
ABC

cos

cos cos

AC
AB

AC AB MN AB



 



   
cosAB  

1 2, ,................. nA A A

1 nA A 1 2 2 3 1, ,.............. n nA A A A A A
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ͬचğ 8.6 

चू ंͩक ,  
 का PQ पर Ĥ¢ेप  का PQ पर Ĥ¢ेप  का PQ पर 

Ĥ¢ेप  का PQ पर Ĥ¢ेप 

8.6 ǑदÈकोÏयाएँ (Direction Cosines) 
ÏयाͧमǓत मɅ ͩकसी सरल रेखा कȧ Ǒदशा को Ĥदͧश[त करने के ͧलये ǑदÈकोÏयाओं का Ĥयोग ͩकया 
जाता है। यǑद कोई 
सरल रेखा, ox, oy एव ंoz (अथा[त x-अ¢, y-अ¢ एव z-अ¢) कȧ धना×मक Ǒदशा के साथ 
Đमश:  कोण बनाती है तो, इन कोणɉ कȧ कोÏयाओं (cosines) अथा[त 

 को सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ कहत ेहɇ। इÛहɅ Đमश:  एव ं  से 
Ĥदͧश[त करत ेहɇ। अतः 

 
ͩकसी सरल रेखा PQ के अ¢ɉ के साथ कोण £ात करने के ͧलये इस रेखा के समाÛतर मूलǒबÛद ु
से जाने वालȣ एक सरल रेखा OA खीचंते हɇ। मूलǒबÛद ुसे जाने वालȣ इस सरल रेखा के अ¢ɉ के 
साथ कोण हȣ, दȣ हु ई सरल रेखा PQ के अ¢ɉ के साथ कोण हɉगे। इस Ĥकार दो समाÛतर सरल 
रेखाओं कȧ ǑदÈकोÏयाएँ समान होती हɇ। 

1 2 2 3 1 1, , .............. n n nB B B B B B B B  

1 2A A 2 3A A 1.............. n nA A

1 nA A

, ,  
cos ,cos ,cos   ,l m n

cos ,l  cos ,m  cosn 
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ͬचğ 8.7 

ͪवशेष िèथǓत: 1. यǑद सरल रेखा PQ कȧ ǑदÈकोÏयाएँ 
 

है तो QP कȧ ǑदककोÏयाएँ  एव ं
 अथा[त  या 
 हɉगी। 

2. चू ंͩक x-अ¢, OX , OY एव ंOZ कȧ धना×मक Ǒदशा से Đमश: 

 एव ं  कोण बनाती है अत: x-अ¢ कȧ ǑदÈकोÏयाएं' 

 या 1 ,0 ,0 हɉगी। इसी Ĥकार y -अ¢ एव ं z-अ¢ कȧ ǑदÈकोÏयाएँ 

Đमश: 0, 1, 0 एव ं0, 0, 1 हɉगी। 
8.6.1 ǑदÈकोÏयाओं मɅ सàबधं 
यǑद ͩकसी सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ l,m,n हȣ तो ͧसƨ करना है :  

 
ͬचğ 8.8 

cos ,l  cos ,m  cosn 

   cos ,cos    

 cos   cos , cos , cos    

, ,l m n  

0,
2


2


cos0,cos ,cos
2 2
 

2 2 2 1l m n  
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माना PQ एक दȣ हु ई सरल रेखा है िजसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ है। मूलǒबÛद ु0 से PQ के समाÛतर 
एक सरल रेखाएँ OA खींची। रेखा OA कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  हɉगी। 
माना ǒबÛद ुA के Ǔनदȶशांक  एव ंOA = r है। ǒबÛद ुA से x-अ¢ पर AC लàब 

डाला। अत : दरूȣ OC= x एव ं  होगा। अब समकोण ǒğभुज  मɅ, 

 

इसी Ĥकार ǒबÛद ुA से y-अ¢ एव ंz-अ¢ पर लàब डाल कर Đमश: y = r m एव ंz = r n 
ĤाÜत ͩकया जा सकता है। अतः 

 

चू ंͩक  
अत:  या  

ǑटÜपणी: ͬचğानसुार CB, y- अ¢ के समाÛतर एव ंAB, z- अ¢ के समाÛतर है। अत: 
OC का OA पर Ĥ¢ेप  
CB का OA पर Ĥ¢ेप  
BA का OA पर Ĥ¢ेप  
भाग (8.5.2) कȧ ǑटÜपणी 2 के अनसुार, 

OA का OA पर Ĥ¢ेप = OC का OA पर Ĥ¢ेप + CB का OA पर Ĥ¢ेप + BA का OA 
पर Ĥ¢ेप 

 
या  

8.6.2 दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा का दȣ हुई सरल रेखा पर Ĥ¢ेप (Projection of a 
line joining two points on a given line) 
ǒबÛद ु  एव ं  को ͧमलाने वालȣ रेखा का, ǑदÈकोÏयाओं  

वालȣ सरल रेखा PQ पर Ĥ¢ेप £ात करना है। 

, ,l m n

 , ,x y z

2
OCA 

  AOC

cosOC xAOC l x rl
OA r

     

 2 2 2 2 2 2 2, ,x rl y rm z rn x y z r l m n        
2 2 2 2x y z r  
2 2 2 1l m n   2 2 2cos ,cos ,cos 1   

.cos ,OC AOC xl  

.cos ,OB AOY ym  

.cos ,BA AOZ zm  

0cos0OA xl my zn   
cos cos cosr x m n y   

 1 1 1, ,A x y z  2 2 2, ,B x y z , ,l m n
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ͬचğ 8.9 

ͬचğानसुार, ǒबÛद ुA एव ंǒबÛद ुB से xy-तल पर Đमश:  एव ं  लàब डाले। लàबपाद 
 एव ं  से x-अ¢ पर Đमश: तथा  y- अ¢ पर Đमश:  एव ं  लàब 

डालɅ। 
इसी Ĥकार ǒबÛद ुA एव ंǒबÛद ुB से x-अ¢ पर Đमश:  एव ं  लàब डाले। ͬचğानसुार, 

=  , =  , =  
रेखा PQ के समाÛतर, मूलǒबÛद ुo से जाने वालȣ रेखा OL खींची। रेखा OL कȧ ǑदÈकोÏयाएँ 

 हɉगी। 
अब PQ = रेखा AB का OL पर Ĥ¢ेप............ (1) 
साथ हȣ, 
रेखा AB का OL पर Ĥ¢ेप = रेखा  का OL पर Ĥ¢ेप + रेखा  का OL पर Ĥ¢ेप 

+ रेखा  का OL पर Ĥ¢ेप   ............ (2) 
एव ं

 का OL पर Ĥ¢ेप =  
= .  

इसी Ĥकार, 
 का OL पर Ĥ¢ेप = .  

 का OL पर Ĥ¢ेप = .  
समीकरण (1) एव ं(2) से 

रेखा AB का PQ पर Ĥ¢ेप = + +  

1AA 1BB

1A 1B 1 2 1 2,A A B B 1 3A A 1 3B B

4AA 4BB

2 2A B 2 1x x 3 3A B 2 1y y 4 4A B 2 1z z

, ,l m n

2 2A B 3 3A B

4 4A B

2 2A B 2 2A B  2cos A OL

 2 1x x l

3 3A B  2 1y y m

4 4A B  2 1z z n

 2 1x x l  2 1y y m  2 1z z n
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8.6.3 दो ǒबÛदओंु का ͧमलाने वालȣ सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ (Direction cosines of a 
straight line joining two points) 
ǒबÛद ु  एव ं ǒबÛद ु  को ͧमलाने वालȣ सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ 

£ात करना। 
माना रेखा AB कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  है। ͬचğ 8.9 के अनसुार, 

 = AB का x-अ¢ के पर Ĥ¢ेप 
=  = AB. (AB का x-अ¢ के साथ कोण कȧ कोÏया) 

 

इसी Ĥकार, 
 AB का y-अ¢ के पर Ĥ¢ेप.  AB का z -अ¢ पर Ĥ¢ेप 

 
अतः 

 

या  

 
8.6.4 लेगरॉÛज का सव[सͧमका (Lagrange’s identity) 
ͧसƨ करना है 

 

 
हल :  

 

ǑटÜपणी: यǑद  एव ं  ǑदÈकोÏयाएँ हɉ, तो सàबधं  के 

 1 1 1, ,A x y z  2 2 2, ,B x y z

, ,l m n

2 2A B

 2 1x x

 2 1 .x x AB l  

3 3A B  4 4A B 

   2 1 1 2. , .y y AB m z z AB n    

     2 2 22 1 2 1 2 1
2 1 2 1 1 2

x x y y z z AB x x y y z z
l m n
  

       

     
2 1 2 1 2 1

2 2 2
2 1 2 1 2 1

, ,x x y y z zl m n
x x x x x x

  
  

    

    

     

22 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2
1 2 2 1 1 1 2 1 1 2 2 1

l m n l m n l l m m n n

m n m n n l n l l m l m

      

     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1. .L H S l l l m l n l m m m n m     

   
 

     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

2 2 2 2
2 1 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1

2
2 2

2 2

2

l n m n n n l l m m n n l l m m
m m n n n n l l

l m l m l l m m n m m n m m n n

l n l n n n l l

l m l m m n m n n l n l

      
 

     

  

     

1 1 1, ,l m n 2 2 2, ,l m n 2 2 2 1l m n  
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Ĥयोग से, 
 

8.6.5 £ात ǑदÈकोÏयाओं वालȣ दो सरल रेखाओं के मÚय कोण (Angle between two 
straight lines of known direction cosines) 
दो सरल रेखाएँ िजनकȧ ǑदÈकोÏयाएँ Đमश:  और  हɇ, के मÚय कोण £ात 
करना। 

 
ͬचğ 8.10 

माना AB एव ंCD दो सरल रेखाएँ हɇ िजनकȧ ǑदÈकोÏयाएँ Đमश:  और 

 हɇ तथा इनके मÚय Ûयनू कोण  है। रेखा AB एव ंरेखा CD के समाÛतर मूलǒबÛद ु

O से Đमश : OP एव ंOQ रेखाएँ खीचंी। रेखा OP एव ंरेखा OQ कȧ ǑदÈकोÏयाएँ Đमश : 
 और  होगी एव ंइनके मÚय Ûयनू कोण भी  होगा। 
माना ǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक  एव ंǒबÛद ुP के Ǔनदȶशांक  तथा 

माना OP =r , 
OQ =r2, 
भाग (8.6.1) के अनसुार 

 
एव ं  
अब, 

 

……………………… (1) 
 मɅ. 

       2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 11 l l m m n n l m l m m n m n n l n l        

1 1 1, ,l m n 2 2 2, ,l m n

1 1 1, ,l m n

2 2 2, ,l m n 

1 1 1, ,l m n 2 2 2, ,l m n 

 1 1 1, ,x y z  2 2 2, ,x y z

1 1 1 1 1 1 1 1, ,x rl y rm z r n  

2 2 2 2 2 2 2 2, ,x r l y r m z r n  

     
     

2 2 22
2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 22

PQ x x y y z z

x y z x y z x x y y z z

     

        

 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22r r r r l l m n n n     

OPQ
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  ...................(1) 

समीकरण (1) एव ं(2) से 

 

अत. दोनɉ रेखाओं के मÚय कोण Ǔनàन ɮवारा Ǒदया जाता है 
 

ͪवशेष िèथǓत : 

1. यǑद रेखाएँ लàबवत ्हɉ, तो  या  अत:  

2. यǑद रेखाएँ समाÛतर हɉ, तो दोनो रेखाएँ अ¢ɉ से समान कोण बनाऐंगी 
अत:  

8.7 Ǒदक्अनुपात (Direction cosines) 
माना ͩकसी सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  है। यǑद a, b, c तीन संÉयाएँ इस Ĥकार है 

ͩक ये  के समानपुाती हɇ, तो ये सरल रेखा के Ǒदक्अनपुात कहलाती है। अत a, b, c 
यǑद Ǒदक्अनपुात हɇ, तो 

 (माना) 

, सàबधं  से 

 

अत:  

यǑद + ͬचÛह AB कȧ ǑदÈकोÏयाओं को Ĥदͧश[त करे, तो - ͬचÛह BA' कȧ ǑदÈकोÏयाओं को 
Ĥदͧश[त करता है। 
Ǒदक्अनपुात के पदɉ मɅ कुछ पǐरणाम : 
1. दो सरल रेखाओं के Ǒदक्अनपुात यǑद  एव ं  हɉ एव ंइनके बीच का 

कोण हो,तो 

 

2. रेखाएँ लàबवत ्होने पर 
 

3. रेखाएँ समाÛतर होने पर 

 

2 2 2

cos
2. .

OP OQ PQ
OA OB

  


   2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

2
cos

2
r r r r r r l l m n n n

r r


       

1 2 1 2 1 2cos l l m n n n   

2


  cos 0  1 2 1 2 1 2 0l l m n n n  

1 2 1 2 1 2, ,l l m m n n  

, ,l m n
, ,l m n

l m n k
a b c
  

, ,l ka m kb n kc    2 2 2 1l m n  

2 2 2

1k
a b c

 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,a b cl m n

a b c a b c a b c
     

     

1 1 1, ,a b c 2 2 2, ,a b c


   
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
.

a a b b c c

a b c a b c
  


   

1 2 1 2 1 2 0a a b b c c  

1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

 



218 
 

उदाहरण 1. यǑद ǒğभजु PQR के शीषɟ के Ǔनदȶशाकं  एव ं

 हɉ, तो इसके केÛġक के Ǔनदȶशांक £ात कȧिजये। 
हल:- 

 
ͩकसी  का केÛġक G, शीष[ और उसके सàमखु भजुा के मÚय ǒबÛद ु को ͧमलाने वालȣ रेखा 
2:1 मɅ ͪवभािजत करता है। माना S, भुजा QR का मÚय ǒबÛद ुहै। अत: ǒबÛद ुS, के Ǔनदȶशाकं 
हɉगे (भाग (8.4) ǑटÜपणी 3 से) 

 

केÛġक G, शीष[ P और ǒबÛद ुS को ͧमलाने वालȣ रेखा को 2:1 मɅ ͪवभािजत करता है केÛġक 
G के Ǔनदȶशाकं हɉगे 

 

या  

उदाहरण 2. दरूȣ के सूğ से ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ु (1, 2, 3), (-1 ,-1 ,-1) एव ं(3 ,5 ,7) 
सम रेख है। 
हल: माना ǒबÛद ुA के Ǔनदȶशांक (1 ,2 ,3), B के Ǔनदȶशांक (-1 ,-1 ,-1) एव ंC के Ǔनदȶशांक (3 
,5 ,7) है। दरूȣ के सूğ से 

 

अथा[त 
 

   1 1 1 2 2 2, , , , ,P x y z Q x y z

 3 3 3, ,Z x y z



2 3 2 32 1 , ,
2 2 2

y y z zx x   
 
 

2 3 2 32 1
1 11 2 1.. 2 1.2 1.

2 22 , ,
2 1 2 1 2 1

y y z zx x y zx                     
   

 
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3, ,
3 3 3

x x x y y y z z z      
 
 

     

        
     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1 2 1 3 4 9 16 29,

3 1 5 1 7 1 16 36 64 2 29,

3 1 5 2 7 3 4 9 16 29

AB

BC

AC

            

            

         

AB AC BC 
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अतः तीनɉ ǒबÛद ुसमरेख है। साथ हȣ यह भी देखा जा सकता है ͩक ǒबÛद ुA,BC का मÚय ǒबÛद ु
है। 
उदाहरण 3. ǒबÛद ुP (-2, 4, 7) एव ंQ (3 , -5, 8) को ͧमलाने वालȣ रेखा को Ǔनदȶशाकं 
समतल ͩकस अनपुात मɅ ͪवभािजत करते है। साथ हȣ तलɉ के रेखा के साथ ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुभी 
£ात कȧिजये। 
हल : ǒबÛद ुP(-2 ,4 ,7) एव ंQ(3, -5, 8)को ͧमलाने वालȣ रेखा ĤǓतÍछेद कोई ǒबÛद,ु PQ को 

:1 मɅ ͪवभािजत करेगा। अत: इस रेखा पर िèथत ͩकसी चर ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

xy - तल के साथ ĤǓतÍछेदन: यह चर ǒबÛद,ु रेखा एव ंxy - तल का ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुहोगा, 
यǑद और केवल यǑद इसका z-Ǔनदȶशांक शÛूय होगा, अथा[त ्

 

अथा[त xy-तल रेखा PQ को - 7:8 के अनपुात मɅ ͪवभािजत करेगा।  का मान रखने पर 
ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

या (- 37, 67, 0) 
xy - तल के साथ ĤǓतÍछेदन: yz -तल पर िèथत ǒबÛद ुका x -Ǔनदȶशांक शूÛय होगा अत: 

 

अथा[त yz-तल, रेखा PQ को 2:3 के अनपुात मɅ ͪवभािजत करेगा।  का मान रखने पर 
ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

xz- तल के साथ ĤǓतÍछेदन: xz -तल पर िèथत ǒबÛद ुका y-Ǔनदȶशांक शÛुय होगा, अत: 

 

अथा[त xz -तल, रेखा PQ को 4:5 के अनपुात मɅ ͪवभािजत करेगा।  का मान रखने पर 
ĤǓतÍछेद ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

उदाहरण 4. एक सरल रेखा के अ¢ɉ पर Ĥ¢ेप Đमश: 12, 4 एव ं3 है। रेखा कȧ लàबाई एव ं
ǑदÈकोÏयाएँ £ात कȧिजये। 


3 2 5 4 8 7, ,

1 1 1
  
  
    

    

8 7 70
1 8

 



   




7 7 73 2 5 4 8 7
8 8 8, ,7 7 71 1 1
8 8 8

                        
       
 

3 2 20
1 3







   




2 370, ,
5 5

 
 
 

5 4 40
1 5





 

   




2 67,0,
9 9
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हल: माना दȣ हु ई रेखा PQ है, िजसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ  है। Ǒदया है, 
रेखा PQ का x - अ¢ पर Ĥ¢ेप = 12 

= 12     .....................(1) 
इसी Ĥकार 

      ………………………..(2) 
एव ं

       ……………(3) 
समीकरण (1) (2) एव ं(3) को वग[ करके जोडने पर, 

 

सàबधं  के Ĥयोग से, 
 या  

समीकरण (1),(2) एव ं(3) मɅ PQ का मान रखने पर 
13  = 12,13  =4,13  = 3 

 

अतः दȣ गई रेखा कȧ लàबाई 13 इकाई एव ंǑदÈकोÏयाएँ  है। 

उदाहरण 5. उन रेखाओं कȧ ǑदÈकोÏयाएँ £ात कȧिजये िजनमɅ Ǔनàन सàबधं है 
 तथा  

हल : Ǒदया हुआ है 
..........(1) 

...........(2) 
समीकरण (1) से । का मान (2) मɅ रखने पर, 

 
या  
या  
अतः  या  

यǑद , तो  तथा समीकरण (1) से मान रखने पर,  , अत: 

ǒğͪवम Ǔनदȶशांक ÏयाͧमǓत 
समतल एव ंसरल रेखाएँ 

 

अथा[त Ǒदक अनपुात - 1, 1, 2 हɇ। अत: 

, ,l m n

.PQ l

. 4PQ m 

. 3PQ n 

       2 2 22 2 2 2 12 4 3 144 16 9 169PQ l m n        
2 2 2 1l m n  

2 169PQ  13PQ 

l m n
12 ,
13

l  4 ,
13

m 
3

13
n 

12 4 3, ,
13 13 13

5 3 0l m n   2 2 27 5 3 0l m n  

5 3 0l m n  
2 2 27 5 3 0l m n  

 2 2 27 5 3 5 3 0m n m n   
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’ इसी Ĥकार,  

 यǑद , तो  तथा समीकरण (1) से अत: 

, 

अथा[त Ǒदक्अनपुात 1,2,3 हɇ। 

अत:    

अत: रेखाओं कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  एव ं है। 

èवमूãयांकन Ĥæन -1 
1. ǒबÛद ु  िèथत होगा 

-अ¢ पर  - अ¢ पर 

- तल पर  -तल पर 

2.  िèथत होगा 

-अ¢ पर - अ¢ पर 

 -तल पर  -तल पर 

3.  एव ं  को  मɅ बाéय ͪवभाजन करने वाले ǒबÛद ुके 

Ǔनदȶशांक हɉगे 

(i)  

 

(ii)  

 

(iii)  

 
(iv)  
 
4.  एव ं  को ͧमलाने वालȣ रेखा के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
(i)  

 2 2 2

1 1
61 1 2

l  
 

  

1 2,
6 6

m n 

3 2 0m n 
2 3
m n


1 2
l m


1 2 3
l m n
 

1 ,
14

l  2 ,
14

m 
3 ,
14

n 

1 1 2, ,
6 6 6


1 2 3, ,
14 14 14

 0,1, 2

 i x  ii z

 iii xy  iv yz

 -3,0,0

 i x  ii y

 iii xy  iv yz

 1 1 1P x ,y ,z  2 2 2x ,y ,zQ :a b

1 2 1 2 1 2, ,ax bx ay by az bz
a b a b a b
   

    

1 2 1 2 1 2, ,ax bx ay by az bz
b a b a b a
   

    

2 1 2 1 2 1, ,ax bx ay by az bz
a b a b a b
   

    

 2 1 2 1 2 1, ,ax bx ay by az bz  

 1 1 1,b ,cA a  2 2 2,b ,cB a

1 2 1 2 1 2, ,a a b b c c  
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(ii)  

(iii)  

(iv)  

5. दो सरल रेखाएँ िजनके Ǒदक्अनपुात  एव ं  हɇ, लàबवत ्हɉगी यǑद 

(i)  (ii)  

(iii)  (iv)  
 
6. यǑद  ͩकसी सरल रेखा के Ǒदक्अनपुात हɇ, तो ǑदÈकोÏयाएँ हɉगी 

(i)  (ii)  

(iii)  
 

8.8 समतल (Plane) 
पǐरभाषा (Definition) : यǑद ͩकसी पçृठ (surface) पर िèथत कोई भी दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने 
वालȣ रेखा का Ĥ×येक ǒबÛद ुउसी पçृठ पर िèथत हो, तो ऐसा पçृठ समतल कहलाता है। अत : 
समतल पर कोई भी दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा पणू[तया : समतल पर िèथत होती है। 
8.8.1 समतल का सामाÛय समीकरण (General equation of a plane) 
ͧसƨ करना है ͩक  मɅ Ĥ×येक एक घातीय (linear) समीकरण एक समतल को Ĥदͧश[त 
करता है। 

तीन चरɉ  मɅ एक घातीय åयापक समीकरण है 
............. (1) 

जहाँ  िèथराकं हɇ एव ं  तीनɉ एक साथ शूÛय नहȣं हɇ। 
अब हम यह Ĥदͧश[त करɅगे ͩक पçृठ (1) पर िèथत कोई भी दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा 
पर िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुपçृठ (1) पर िèथत है। 
माना पçृठ (1) पर िèथत कोई दो ǒबÛद ु  एव ं  हɇ। अत : ǒबÛद ु  

एव ंǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक पçृठ के समीकरण (1) को संतुçट करɅगे। अथा[त ्
...... (2) 
....... (3) 

समीकरण (3) मɅ  का गणुा करके समीकरण (2) मɅ जोड़ने पर, 
 

या  

2 1 2 1 2 1, ,a a b b c c  

1 2 1 2 1 2, ,
2 2 2

a a b b c c  

2 1 2 1 2 1, ,
2 2 2

a a b b c c  

1 1 1,b ,ca 2 2 2,b ,ca
1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

  1 2 1 2 1 2, ,a a b b c c  

1 2 1 2 1 2 0a a b b c c   1 2 1 2 1 2 1a a b b c c  

, ,a b c
, ,a b c

2 2 2
, ,a b c

a a a  

, ,a b c
b c a

, ,x y z

, ,x y z
0ax by cz d   

, , ,a b c d , ,a b c

 1 1 1,y ,zA x  2 2 2,y ,zB x A

B

1 1 1 0ax by cz d   

2 2 2 0ax by cz d   


   2 2 2 1 1 10 0ax by cz d ax by cz d         

       2 1 2 1 2 1 1 0a x x b y y c z z d          
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या ...... (4) 

भाग (8 .4) कȧ ǑटÜपणी (1) के अनसुार, दो ǒबÛदओंु  एव ं  को 

ͧमलाने वालȣ सरल रेखा पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɇ: 

जहाँ  Ĥाचल है। 

समीकरण (4) Ĥदͧश[त करता है ͩक यह ǒबÛद ुसमीकरण (1) को संतçुट करता है अथा[त  एवं 
 को ͧमलने वालȣ रेखा पर िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुपçृठ (1) पर िèथत है, अथा[त रेखा पणू[तया : 

पçृठ पर िèथत है। अतः समीकरण (1) ɮवारा Ĥदͧश[त पçृठ एक समतल है। 
ǑटÜपणी : समीकरण (1) को इस Ĥकार भी ͧलखा जा सकता है 

 

या  
अथा[त ͩकसी समतल के समीकरण मɅ तीन èवेÍछ अचर (arbitrary constants) होते हɇ। अत: 
ͩकसी समतल का समीकरण £ात करने के ͧलये तीन èवेÍछ ĤǓतबÛधɉ (arbitrary 
conditions) कȧ आवæयकता होती है। 
8.8.2 समतल के समीकरण के मानक Ǿप 
(Standard forms of equation of a plane) 
ͩकसी भी समतल के समीकरण को Ǔनàनͧलͨखत दो Ǿपɉ मɅ भी åयÈत ͩकया जा सकता है :  
(1) अͧभलàब Ǿप (Normal forms) (2) अÛत खÖड Ǿप (Intercept forms) 
(1) अͧभलàब Ǿप : ͩकसी समतल पर मूलǒबÛद ुसे खीचें गये अͧभलàब कȧ लàबाई p एव ं

इसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ  £ात हो, तो समतल का समीकरण £ात ͩकया जा सकता 
है।  के पदɉ मɅ समतल का समीकरण समतल का अͧभलàब Ǿप मɅ 
समीकरण कहलाता है। 

माना  एक समतल है। इस पर मलूǒबÛद ु  से एक लàब खींचा जो समतल को  ǒबÛद ु
पर ͧमलता है। मान इसकȧ लàबाई  

 
ͬचğ 8.11 

   2 1 2 12 1 0
1 1 1

x x z zy ya b c d
 
  
                  

 1 1 1,y ,zA x  2 2 2,y ,zB x

     2 1 2 1 2 1, ,
1 1 1

x x y y z z  
  
   

    


A
B

1 0a b cx y z
d d d

   

1 0Ax By Cz   

, ,l m n
, , ,p l m n

 O P
OP p
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एव ंǑदÈकोÏयाएँ  हɇ। माना, समतल पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक  

हɇ। हमɅ ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ अथा[त समतल का समीकरण £ात करना है। मलूǒबÛद ु  एव 

ǒबÛद ु  को ͧमलाने वालȣ रेखा खीचंी, साथ हȣ ǒबÛद ु  एव ं ǒबÛद ु  को ͧमलाया। चू ंͩक 
 समतल पर लàब है, अत: यह रेखा  पर भी लàब होगा। अत: रेखा  एव ंलàब 

 लàबवत ्हɇ। अब, रेखा  का रेखा  पर Ĥ¢ेप  
 

 

( =  एव ंĤ¢ेप कȧ पǐरभाषा से) 

परÛत,ु भाग (8.6.2) से 
रेखा  का रेखा  पर Ĥ¢ेप  

(1) एव ं(2) से, 
 

जो ͩक ǒबÛद ु  का अभीçट ǒबÛदपुथ एव ं समतल  का अͧभलàब Ǿप मɅ 

समीकरण है। यहाँ p लàबाई को Ĥदͧश[त करता हɇ अत: यह सदैव धना×मक होगा। 
(2) अÛत: खÖड Ǿप: यǑद ͩकसी समतल ɮवारा अ¢ɉ पर काटे गये अÛत: खÖडɉ कȧ लàबाई 

£ात हो, तो समतल का समीकरण £ात ͩकया जा सकता है। समतल ɮवारा अ¢ɉ पर 
काटे गये अÛत: खÖडɉ के Ǿप मɅ समतल का समीकरण, इसका अÛत: खÖड Ǿप 
कहलाता है। 

माना समतल, अ¢ɉ पर Đमश:  एव ं  अत: खÖड काटता है। यǑद समतल के अ¢ɉ के 
साथ ĤǓतÍछेद ǒबÛद ु  एव ं  हो, जहा ँ

,  एवं , 
तो ǒबÛद ुहै,  एव ं  के Ǔनदȶशांक  एव ं  हɉगी। 
माना समतल का समीकरण है 

 
चू ंͩक ǒबÛद ु  एव ं  समतल पर िèथत हɇ, अत: 

  

  

  

ये मान. समतल के समीकरण मɅ रखने पर 

 (सरल करने पर) 

यह समतल का अÛत: खÖड Ǿप मɅ समीकरण है। 

, ,l m n Q  , ,x y z
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8.8.3 समतल के åयापक समीकरण का मानक Ǿपɉ मɅ समानयन 
(Reduction of general equation of plane in standard forms) 
1. अͧभलàब Ǿप मɅ समानयन : समतल का åयापक समीकरण है 

........... (1) 
माना समतल (1) का अͧभलàब Ǿप मɅ समीकरण है 

........... (2) 
चू ंͩक समीकरण (1) एव ं(2) एक हȣ समतल को åयÈत करते हɇ, अत : गणुाकंɉ कȧ तुलना करने 
पर 

 

या  

यहाँ  ǑदÈकोÏयाएँ हɇ। अत: 

  

 या  

चू ंͩक , मूलǒबÛद ु से समतल कȧ दरूȣ है, अत : यह सदैव धना×मक होगा इसͧलये  के 
धना×मक होने पर  के उपरोÈत मान मɅ ऋण ͬचÛह एव ं  के ऋणा×मक होने पर धन ͬचÛह 
का Ĥयोग करते है। 

अत :  के धना×मक होने पर, 

 

 

एव ं  के ऋणा×मक होने पर 

 

 

ǑटÜपणी :  के उपरोÈत मानɉ से èपçट है ͩक  समतल के अͧभलàब के 

Ǒदक्अनपुात हɇ। अथा[त ्ͩकसी भी समतल के समीकरण मɅ  एव ं  के गणुाकं, उस समतल 
के अͧभलàब के Ǒदक्अनपुात को Ĥदͧश[त करते हɇ। 
(2) अÛत : खÖड Ǿप मɅ समानयन : समतल का åयापक समीकरण है 

.......... (1) 
यǑद , तो इस समीकरण मɅ  का भाग देने पर 

0ax by cz d   
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a b c d
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, 

या , 

या ........... (2) 

जहाँ , समतल (1) ɮवारा अ¢ɉ पर काटे गये अÛत : अÛतः खÖडɉ 

कȧ लàबाई हɇ। समीकरण (2), Ǒदये गये समतल (1) का अÛत : खÖड Ǿप मɅ समीकरण है। यǑद 
 हो. तो,  

 अथा[त समतल (1) अ¢ɉ पर कोई अÛत : खÖड नहȣं काटेगा, अथा[त 
समतल (1) मलू ǒबÛद ुसे गजुरेगा। 
8.8.4 Ǒदये हु ए ǒबÛदओंु से जाने वाले समतल का समीकरण (Equation of the plane 
passing through the given points) 
(1) एक ǒबÛद ुसे जाने वाले समतल का समीकरण: 

माना समतल 
........... (1) 

ǒबÛद ु  से गजुरता है। यह ǒबÛद ुसमतल के समीकरण को सतंुçट करेगा, अत : 
........... (2) 

समीकरण (1) मɅ से समीकरण (2) को घटाने पर, 
.......... (3) 

यह ǒबÛद ु  से जाने वाले समतल का समीकरण है। 

ͪवशेष िèथǓत : यǑद समतल मूलǒबÛद ु(0,0,0) से जाता है, तो समीकरण होगा 
 

अथा[त अचर पद (6) के शÛूय होने पर समतल मलू ǒबÛद ुसे गजुरेगा।  
(2) तीन असरेंखीय ǒबÛदओंु से गजुरने वाले समतल का समीकरण : 

माना Ǒदये हु ए तीन असरेंखीय (non-collinear) ǒबÛद ु
, ,  हɇ। 

माना समतल का समीकरण है 
........ (1) 

चू ंͩक Ǒदये हु ए ǒबÛद ुसमतल पर िèथत है, अत : ये समतल के समीकरण (1) को संतçुट करɅगे, 
अथा[त ्

........... (2) 
........... (3) 
........... (4) 

1 0a b cx y z
d d d

   

     
1x y z

d a d b d c
  

  

1x y z
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, ,d d dA B C
a b c
  

  

0d 
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0ax by cz d   
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1 1 1 0ax by cz d   
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ax by cz d  
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2 2 2 0ax by cz d   

3 3 3 0ax by cz d   
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समीकरण (1), (2), (3) एव ं(4) से  एव ं  को ͪवलोͪपत करने पर हमɅ Ǔनàन सàबधं 
ĤाÜत होता है। 

   ................ (5) 

यह अभीçट समतल का समीकरण है। 
(3) दो समतलɉ के ĤǓतÍछेदन से गजुरने वाले समतल का समीकरण: 

माना ͩक Ǒदये गये दो समतलɉ के समीकरण हɇ 
.......... (1) 
.......... (2) 

हमɅ उस समतल का समीकरण £ात करना है जो समतल (1) एव ंसमतल (2) के ĤǓतÍछेदन से 
गजुरता है। 
हम कह सकते हɇ ͩक अभीçट समतल उन ǒबÛदओंु से गजुरता है जो समतल (1) एव ंसमतल 
(2), दोनɉ पर िèथत हɇ। माना ǒबÛद ु  दोनो समतलɉ पर िèथत है। अत: 

.......... (1) 
........... (2) 

समीकरण (1) एव ं(2) से 
........... (3) 

अब Ǔनàन समीकरण पर ͪवचार करɅ 
...........(4) 

समीकरण (4) तीन चरɉ मɅ एक घातीय समीकरण है। अत: यह एक समतल को Ĥदͧश[त करता 
है। समीकरण (3) एव ंसमीकरण (4) से हम यह Ǔनçकष[ Ǔनकाल सकते हɇ ͩक ǒबÛद ु  

समतल (4) पर िèथत है। अथा[त समतल (4) पर वे सभी ǒबÛद ुिèथत हɇ जो समतल (1) एव ं
समतल (2), दोनɉ पर िèथत है। अत: हम कह सकते है ͩक समीकरण (4) एक ऐसे समतल को 
åयÈत करता है जो समतल (1) एव ंसमतल (2) के ĤǓतÍछेदन से गजुरता है। अत: समीकरण 
(4) अभीçट समतल को Ĥदͧश[त करता है। 
8.8.5 दो समतलɉ के मÚय कोण 

माना दो Ǒदये हु ए समतलɉ के समीकरण है 
........... (1) 

एव ं ...........(2) 
दो समतलɉ के मÚय कोण का मान, उनके अͧभलàबɉ के मÚय कोण के मान के बराबर होगा। 
समतल (1) एव ंसमतल (2) के अͧभलàबɉ के Ǒदक्अनपुात Đमश:  एवं  

, ,a b c d

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1

0
1
1

xyz
x y z
x y z
x y z



1 1 1 1 0a x b y c z d   

2 2 2 2 0a x b y c z d   

 , ,  

1 1 1 1 0a b c d     

2 2 2 2 0a b c d     

   1 1 1 1 2 2 2 2 0a b c d a b c d             

   1 1 1 1 2 2 2 2 0a x b y c z d a x b y c z d       

 , ,  

1 1 1 1 0a x b y c z d   

2 2 2 2 0x b y c z d   

1 1 1, ,a b c 2 2 2, ,a b c
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हɉगे। यǑद समतलɉ के मÚय कोण  हो, तो दो रेखाओं के मÚय कोण के सूğ से (भाग (8.7) 
के पǐरणाम (1) से) 

 

ͪवशेष िèथǓत : (1)यǑद समतल परèपर लàब हɉ, तो  या  अत: 
  

(2) यǑद समतल परèपर समाÛतर हɉ, तो उनके अͧभलàब भी समाÛतर हɉगे, अथा[त 

 

ǑटÜपणी : 1. चू ंͩक समांतर समतलɉ के Ǒदक्अनपुात समानपुाǓतक होते है, अत : 
 

समीकरण (2) मɅ मान रखने पर, 
 

या  

या  जहाँ  

अत: समाÛतर समतलɉ के समीकरणɉ मɅ केवल अचर पद ͧभÛन हɉगे। 
अत : ͩकसी Ǒदये हु ए समतल  के समाÛतर समतल का समीकरण होगा 

 
2. यǑद समतल का समीकरण अͧभलàब Ǿप मɅ 

 
है, तो इसके समाÛतर समतल का समीकरण होगा 

 
जहाँ , मूल ǒबÛद ुसे इस समतल पर डाले गये लàब कȧ लàबाई एव ं  इस 

अͧभलàब कȧ ǑदÈकोÏयाएँ है। अतः दो समाÛतर समतलɉ के बीच कȧ दरूȣ  होगी। 

8.8.6 समतल एव ंǒबÛद ु(Plane and point) 
इस भाग मɅ हम समतल के सापे¢ दो Ǒदये हु ए ǒबÛदओंु कȧ िèथǓत एव ंसमतल और ǒबÛद ुके 
बीच कȧ दरूȣ £ात करने कȧ ͪवͬध का अÚययन करɅगे। 
(1) समतल के सापे¢ दो ǒबÛदओंु कȧ िèथǓत: माना समतल का समीकरण है 

........... (1) 
हमɅ वह ĤǓतबÛध £ात करना है ͩक दो Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  एव ं  Ǒदये 

हु ए समतल (1) के एक हȣ पाæव[ (same side) या ͪवपǐरत पाæवɟ (opposite side) कȧ ओर 
िèथत हɇ। 



1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos a a b b c c
a b c a b c

  


   

90   cos 0 

1 2 1 2 1 2 0a a b b c c  

1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

 

2 1 2 1 2 1, ,a a b b c c    

1 1 1 2 0a x b y c z d     

 1 1 1 2 0a x b y c z d    

1 1 1 0,a x b y c z     2d





0ax by cz d   

0ax by cz    

lx my nz p  

1lx my nz p  

1p , ,l m n

1p p

0ax by cz d   

 1 1 1, ,P x y z  1 1 1, ,Q x y z
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माना समतल (1) ǒबÛद ु  और  को ͧमलाने वालȣ रेखा को  के अनपुात मɅ ͪवभािजत 
करता है । ǒबÛद ु  और ǒबÛद ु  को ͧमलाने वालȣ रेखा को  के अनपुात मɅ ͪवभािजत 
करने वाले ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं हɉगे 

 

यह ǒबÛद ुसमतल पर िèथत है, अतः 

 

या  

या ........... (2) 

यǑद  का मान धना×मक अथा[त ्  एव ं  ͪवपǐरत 

ͬचÛह के हɇ, तो समतल, रेखा  को अÛत : ͪवभािजत करेगा। अत :  एव ं , समतल के 
ͪवपरȣत पाæवɟ कȧ ओर िèथत हɇ। 
यǑद  का मान ऋणा×मक अथा[त ्  एव ं  समान 

ͬचÛह के हɇ, तो समतल, रेखा  को बाéय ͪवभािजत करेगा। अत:  एव ं , समतल के 
एक हȣ पाæव[ कȧ ओर हɉगे। 
(2) समतल ओर Ǒदये हु ए ǒबÛद ु के बीच कȧ दरूȣ (Distance between the plane 

and the given point) : 
ͩकसी समतल और एक ǒबÛद ुकȧ बीच कȧ दरूȣ, उस ǒबÛद ु से Ǒदये हु ए समतल पर डाले गये 
लàब कȧ लàबाई के बराबर होती है। माना Ǒदया हुआ ǒबÛद ु  एव ं समतल का 

अͧभलàब Ǿप मɅ समीकरण है 
........... (1) 

ǒबÛद ु से गजुरने वाले समतल (1) के समाÛतर समतल का समीकरण होगा (भाग (8.8.5) कȧ 
ǑटÜपणी (1) से) 

........... (2) 
समतल (2) ǒबÛद ु  से गजुरता है 

........... (3) 
समतल (1) एव ंǒबÛद ु  बीच कȧ दरूȣ 
समतल (1) एव ंसमतल (2) के बीच कȧ दरूȣ 

 (भाग (8.8.5) कȧ ǑटÜपणी 2 से) 

........... (4) 

ͪवशेष िèथǓत : यǑद समतल का समीकरण  के Ǿप मɅ हो, तो 
इसका अͧभलàब Ǿप होगा 

P Q :1
P Q :1

2 1 2 1 2 1, ,
1 1 1

x x y y z z  
  
   

    

2 1 2 1 2 1 0
1 1 1

x x y y z za b c d  
  
                      

   1 1 1 2 2 2 0a x b y c z d a x b y c z d       

 
 

1 1 1

1 1 1

ax by cz d
ax by cz d


  

 
  

  1 1 1ax by cz d    2 2 2ax by cz d  

PQ P Q

  1 1 1ax by cz d    2 2 2ax by cz d  

PQ P Q

 1 1 1, ,P x y z

lx my nz p  

P

1lx my nz p  
P

1 1 1 1lx my nz p  
P

1p p 

 1 1 1p lx my nz   

ax by cz d  
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अतः सूğ (4) मɅ मान रखने पर ǒबÛद ु  कȧ समतल  से दरूȣ 

होगी 

 

8.8.7 दो समतलɉ के मÚय कोण को समɮͪवभािजत करने वाले समतल का समीकरण 
(Equation of the plane bisecting angles between two planes) 
माना दो Ǒदये हु ए समतलɉ के समीकरण हɇ 

........... (1) 
........... (2) 

हमɅ उस समतल का समीकरण £ात करना है जो समतल (1) एव ंसमतल (2) के बीच के कोण 
को समɮͪवभािजत करता है । माना, उस समɮͪवभाजक समतल के ͩकसी ǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक 

हɇ। हमɅ इस ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ £ात करना है। ÏयाͧमǓत से हम जानते हɇ ͩक 

समɮͪवभाजक समतल पर िèथत Ĥ×येक ǒबÛद ुकȧ Ǒदये हु ए दोनɉ समतलɉ से लàबवत ्दरूȣ समान 
होगी। अत : (भाग (8.8.6) (2) के अनसुार), 

.............(3) 

जो ͩक ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ है। अत: यह Ǒदये हु ए समतलɉ (1) एव ं(2) के मÚय 

कोण को समɮͪवभािजत करने वाले समतलɉ के समीकरण हɇ। इनमɅ से एक समतल Ûयनू कोण 
को एव ंदसूरा समतल अͬधक कोण को समɮͪवभािजत करता है। 

 
ͬचğ 8.12 

ǑटÜपणी : एक Ǒदये हु ए समतल एव ंएक समɮͪवभाजक समतल के मÚय कोण यǑद  से कम 
है तो यह समɮͪवमाजक समतल Ǒदये हु ए समतलɉ के मÚय Ûयनू कोण का समɮͪवभाजक है। 
अत : दसूरा समɮͪवभाजक समतल अͬधक कोण का समɮͪवभाजक होगा।  होने पर 

 होता है। 

       2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1

ax ax cz d
a b c a b c a b ca b c

    
      

 1 1 1, ,P x y z ax by cz d  

 
1 1 1

2 2 2

ax by cz d

a b c

  


 

1 1 1 1 0a x b y c z d   

2 2 2 2 0a x b y c z d   

P

 , ,x y z P

   
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

ax by cz d ax by cz d

a b c a b c

     
 

   

 1 1 1, ,P x y z

45

tan 1 
45  
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उदाहरण 6. ǒबÛद ु (1,1,1), (1-1,1) एव ं (-7,- 3,- 5) से गजुरने वाले समतल का समीकरण 
£ात कȧिजये। 
हल : हम जानते हɇ ͩक तीन ǒबÛदओंु  ( 1,2,3) से जाने वाले समतल का 

समीकरण होता है 

 

अतः (1,1,1), (1-1,1) एव ं(-7,- 3,- 5) से गजुरने वाले समतल का समीकरण होगा 

 

या  

 

या  

 
या  
या  
यह अͧभçट समतल का समीकरण है। 
दसूरȣ ͪवͬध : माना समतल का समीकरण है 

................(1) 
यह समतल, ǒबÛद ु(1,1,1) से गजुरता है, अत: 

…….. (2) 
 

समीकरण (1) मɅ से (2) को घटाने पर, 
........... (3) 

यह, ǒबÛद ु(1,1,1) से गजुरने वाले समतल का समीकरण है। 
यह समतल ǒबÛद ु(1,-1,1) एव ं(-7,-3,-5) से गजुरता है. अत: 

 या  

 , ,i i ix y z i 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1

0
1
1

xyz
x y z
x y z
x y z



1
1111

0
1 111

7 3 51

xyz



  

111 111 111
111 111 1 11
3 51 7 51 7 31

x y z   
     

111
11 11 0

7 3 5
  

  

           1 1 5 1 1 3 1 5 3 1 1 5 1 1 7 1 5 7x y                  

           1 1 3 1 1 7 1 3 7 1 1 5 3 1 5 7 1 3 7 0z                      
12 16 4 0x z  
3 4 1 0x z  

0ax by cz d   

.1 .1 .1 0a b c d   

0a b c d   

     1 1 1 0a x b y c z     

     1 1 1 1 1 1 0a b c       2 0b 
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या  ........... (4) 
एव ं  
या .......... (5) 
समीकरण (5) मɅ  रखने पर 

 या ......,.... (6) 

 माना , तो  

अब समीकरण (3) मɅ , ,  रखने पर, 

 

या  (सरल करने पर) 
जो ͩक अभीçट समतल का समीकरण है। 

उदाहरण 7 ǒबÛद ु(2,-3,1) से गजुरने वाले उस समतल का समीकरण £ात कȧिजये जो ǒबÛदओंु 
(3,4,-1) एव ं(2,-1,5) को ͧमलाने वालȣ रेखा के अͧभलàब हो। 
हल: ǒबÛद ु(2,-3,1) से गजुरने वाले समतल का समीकरण होगा 

........... (1) 
ǒबÛद ु(3,4-1) एव ं(2-1,5) को ͧमलाने वालȣ रेखा के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
(3-2),(4+1), (-1-5) या 1,5-6 
समतल (1) के अͧभलàब के Ǒदक्अनपुात हɇ 

 
समतल (1) के अͧभलàब एव ं Ǒदये हु ए दो ǒबÛदओंु को ͧमलाने वालȣ रेखा, जो समतल (1) 
अͧभलàब है, समाÛतर हɉगी, अतः 

(माना) 

 
ये मान समीकरण (1) मɅ रखने पर 

 
या  
यह अभीçट समतल का समीकरण है। 

उदाहरण 8. उस समतल का समीकरण £ात कȧिजये जो ͩक ǒबÛद ु  से गजुरे एव ं 
 के लàबवत हो। 

हल: ǒबÛद ु  से गजुरने वाले ͩकसी समतल का समीकरण होगा 

........... (1) 
रेखा  के Ǒदक्अनपुात हɉगे 

0b 
     7 1 3 1 5 1 0a b c        

8 4 6 0a b c  
0b 

8 6 0a c 
3
4
ca  

c k
3
4
ka 



3
4
ka 

 0b  c k

       3 1 0 1 1 0
4

k x y k z        
 

3 4 1 0x z  

     2 3 1 0a x b y c z     

, ,a b c

1 5 6
a b c k  


, 5 , 6a k b k c k    

      2 5 3 6 1 0k x k y k z      

5 6 19 0x y z   

 , ,A   

OA
 , ,A   

      0a x b y c z       

OA
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या  
ये रेखा समतल (1) के लàबवत है, अत: 

 (माना) 

 
ये मान समीकरण (1) मɅ रखने पर 

 
, 

जो ͩक अभीçट समतल का समीकरण है। 
दसूरȣ ͪवͬध : समतल, रेखा  के लàबवत है अथा[त मूलǒबÛद ु  से समतल पर डाले गये 
अͧभलàब कȧ लàबाई, दरूȣ  के बराबर एव ंसमतल के अͧभलàब कȧ ǑदÈकोÏयाएँ वहȣ हɉगी 
जो रेखा  कȧ ǑदÈकोÏयाएँ हɇ Èयɉͩक यहाँ ǒबÛद ु  समतल पर िèथत है। 

अब, के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
 

या  
अत ǑदÈकोÏयाएँ हɉगी 

  

एव ंदरूȣ  
समतल का अͧभलàब Ǿप होता है 

 
जहाँ   कȧ ǑदÈकोÏयाएँ एव ं , दरूȣ  है। अत: समतल का समीकरण होगा 

 

या  
यह अभीçट समतल का समीकरण है। 

उदाहरण 9. समतल  का अÛतःखÖड एव ं अͧभलàबीय Ǿप £ात कȧिजए। 
इसके ɮवारा अ¢ɉ पर काटे गये अÛत: खÖड एव ं इसके अͧभलàब कȧ ǑदÈकोÏयाएँ भी £ात 
कȧिजये। 
हल : अÛत : खÖड Ǿप : माना Ǒदया गया समतल अ¢ɉ को Đमश: ǒबÛद ु ,एव ं  पर 
काटता है। माना  है, तो -अ¢ , - अ¢ एव ं -अ¢ पर समतल 
ɮवारा काटे गये अÛत: खÖड Đमश: एव ं  हɉगे। साथ हȣ ǒबÛद ु ,एव ं  के 

     0 , 0 , 0    

, ,  

a b c k
  
  

, ,a k b k c k     

          0ak x k y k z         
2 2 2x y z         

OA O
OA

OA A
OA

     0 , 0 , 0    

, ,  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,  

             
2 2 2OA     

lx my nz p  

, ,l m n OA p OA
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

x y z     
        

    
     

2 2 2x y z         

2 3 3 5x y z  

,A B C
, ,OA a OB b OC c   x y z

a,b, c ,A B C
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Ǔनदȶशांक Đमश:  एव ं  हɉगे। ǒबÛद ु ,एव  समतल 

 पर िèथत है,अत 
  

  

  

समतल के अÛत: खÖड Ǿप 

 

मɅ मान रखने पर 

 

यह समतल के समीकरण का अÛत: खÖड Ǿप है एव ंसमतल ɮवारा अ¢ɉ पर काटे गये अÛत: 
खÖड Đमश: है। 

अͧभलàब Ǿप : माना Ǒदये समतल का अͧभलàब Ǿप है 
…………… (1) 

यह समीकरण, समतल 
........... (2) को Ĥदͧश[त करेगा, यǑद 

 (माना) 

या  
चू ंͩक  ǑदÈकोÏयाएँ हɇ, अत: 

 
 

या  

या  

अतः  चू ंͩक , दरूȣ है अत : का मान धना×मक होगा। अत:  जो  

ͩक  से ĤाÜत होता है।  के मानɉ मɅ रखने पर 

 

ये समतल के अͧभलàब कȧ ǑदÈकोÏयाएँ हɉगी। अब  एव ं  के मान समीकरण (1) मɅ 
रखने पर समतल के समीकरण का अͧभलàब Ǿप होगा 

   , , , , ,a o o o b o  , ,o o c ,A B C

2 3 3 5x y z  

2. 3.0 3.0 5a    5
2a 

2.0 3. 3.0 5b   5
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1x y z
a b c
  

     
1

5 5 5
2 3 3

x y z
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2 2 2 1l m n  
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उदाहरण 10. ǒबÛद ु (4,2,4) से गजुरने वाले एव ं समतल  तथा 
 के लàबवत ्समतल का समीकरण £ात कȧिजए। 

हल: ǒबÛद ु(4,2,4) से गजुरने वाले ͩकसी समतल का समीकरण होगा 
........... (1) 

जहाँ  समतल के अͧभलàब के Ǒदक् अनपुात है। समतल (1), समतल 

 के लàबवत ्है, अत : इनके अͧभलàब भी लàबवत ्हɉगे अथा[त ्
.......... (2) 

इसी Ĥकार समतल (1), समतल  के लàबवत है, अत: 
........... (3) 

समीकरण (2) एव ं(3) से 

 

या  (माना) 

अतः  समीकरण (1) मɅ ये मान रखने पर 
 

 
या  
यह अभीçट समतल का समीकरण है। 

उदाहरण 11. समतल  एव ं  के मÚय कोण 
£ात कȧिजए। 
हल: यहाँ  एव ं  अत: यǑद समतलɉ के मÚय 
कोण  हो तो 

 

 

 

 

 

अतः , अथा[त दोनɉ समतल लàबवत ्हɇ। 

2 3 3 5
22 22 22 22

x y z            
     

2 5 4 1 0x y z   
4 7 6 2 0x y z   

     4 2 4 0a x b y c z     

, ,a b c
2 5 4 1 0x y z   

2 5 4 0a b z  

4 7 6 2 0x y z   

4 7 6 2 0a b c   

30 28 16 12 14 20
a b c

 
  

2 4 6
a b c k  


2 , 4 , 6 ,a k b k c k   

         2 4 4 2 6 4 0k x k y k z       

2 4 6 8 0x y z   
2 3 4 0x y z   

3 2 17 0x y z    4 3 6 25 0x y z   

1 1 13, 2, 1a b c    2 2 24, 3, 6a b c   


1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos a a b b c c
a b c a b c

  


   

        
   

3 4 2 3 1 6

9 4 1 16 9 36

   


   

12 6 6
14 61
 



90  
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उदाहरण 12. समतलɉ  एव ं के ĤǓतÍछेदन से गजुरने वाले 
एव ं - अ¢ के समाÛतर समतल का समीकरण £ात। 
हल: समतल  एव ं  के ĤǓतÍछेदन से. गजुरने वाले समतल 
का समीकरण होगा 

 
या ..........(1) 

यह समतल  - अ¢ के समाÛतर है, िजसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ 1,0,0 हɇ। समतल (1) का 

अͧभलàब, - अ¢ के लàबवत ्होगा, अत:  से 
 

या  

समीकरण (1) मɅ मान रखने पर, अभीçट समतल का समीकरण होगा 
 

èवमूãयांकन Ĥæन - 2 
1. यǑद ͩकसी समतल के अͧभलàब के Ǒदक्अनपुात 2,3 एव ं4 हɉ, तो उसका समीकरण 

होगा 
     

     

2. यǑद ͩकसी समतल का समीकरण है  तो इसके ɮवारा अ¢ɉ पर काटे 

गये अÛत: खÖडɉ कȧ लàबाईयाँ Đमश: हɉगी 
     
    

3. समतल  एव ं  परèपर हɉगे 
 समातंर   लàबवत ्
 संपाती   इनमɅ से कोई नहȣ 

4. समतल  एव ं  परèपर लàबवत ्
हɉगे यǑद 

     

     

5. दो समतलɉ  एव ं  मÚय कोण को 

समɮͪवभािजत करने वाले समतल का समीकरण Èया होगा ? 

1x y z   12 3 4 0x y z   
x

1x y z   12 3 4 0x y z   

   1 12 3 4 0x y z x y z       

       1 2 .1 1 3 1 1 4 0z           

x
x  1 2 1 2 1 2 0a a b b c c  

     1 2 .1 1 3 .0 1 .0 0       

11 2 0
2

     

3 6 0y z  

 i 2 3 4 0x y z d     ii 1
2 3 4
x y z
  

 iii 4 3 2 0x y z d     iv      2 3 4 0x y z d      

1
2 3 4
x y z
  

 i 2,3, 4  ii 2, 3,4 

 iii 2,3, 4  iv 0,0,0

2 3 6 11 0x y z    4 6 12 7 0x y z   

 i  ii

 iii  iv

1 1 1 1 0a x b y c z d    2 2 2 2 0a x b y c z d   

 i 1 2 1 2 1 2, ,a a b b c c    ii 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

 

 iii 1 2 1 2 1 2 1a a bb c c     iv 1 2 1 2 1 2 0a a b b c c  

1 1 1 1 0a x b y c z d    2 2 2 2 0a x b y c z d   
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6. दो ǒबÛद ु  एव ं  समतल  के एक हȣ पाæव[ 

मɅ िèथत हɉगे यǑद  एव ं  के मान हɉ 
 असमान  समान ͬचÛह के 
 ͪवपǐरत ͬचÛह के   शूÛय 

7. -तल के अͧभलàब कȧ ǑदÈकोÏयाएँ हɉगी 
 1,0,0  1,1,1 

 1,1,0  0,0,1 
 

8.9 सरल रेखा (Straight line) 
8.9.1 सरल रेखा का åयापक समीकरण (General equation of a straight line) 
दो समतलɉ 

........... (1) 
............ (2) 

पर ͪवचार करɅ। यǑद ये समतल असमाÛतर हɇ तो इनका ĤǓतÍछेदन सदैव एक सरल रेखा होगी। 
अत: समीकरण (1) एव ंसमीकरण (2) को एक साथ ͧलखने पर हमɅ सरल रेखा का åयापक Ǿप 
मɅ समीकरण ĤाÜत होता है। इसे असमͧमत Ǿप (unsymmetrical forms) भी कहते हɇ। अत : 
समीकरण (1) एव ंसमीकरण (2) अलग- अलग दो समतलɉ को एव ंसाथ ͧलखने पर एक सरल 
रेखा के åयापक समीकरण को Ĥदͧश[त करɅगे। 
ͪवशेष िèथǓत: -तल  एव ं -तल  का ĤǓतÍछेदन - अ¢ है, अत: 

- अ¢ का समीकरण होगा 
 

इसी Ĥकार - अ¢ एव ं - अ¢ के समीकरण Đमश: हɉगे 
 एव ं  

8.9.2 सरल रेखा का समͧमत Ǿप मɅ समीकरण 
(Equation of a straight line in symmetrical form) 
एक Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  से गजुरने वालȣ  ǑदÈकोÏयाओं वालȣ सरल रेखा का 

समीकरण £ात करना: 
माना एक सरल रेखा, ǒबÛद ु  से गजुरती है। इस रेखा पर माना कोई चर ǒबÛदु 

 है। ǒबÛद ु  का ǒबÛदपुथ हȣ सरल रेखा का समीकरण होगा। माना  है। 

 ǒबÛद ु  एव ं  से - अ¢ पर Đमश:  एव ं  लàब डाला। अत: 
 एव ं  एव ं ........... (1) 

 1 1 1, ,x y z  2 2 2, ,x y z ax by cz d  

2 2 2ax yb cz d    1 1 1 1ax by cz d  

 i  ii

 iii  iv

xy

 i  ii

 iii  iv

1 1 1 1 0a x b y c z d   

2 2 2 2 0a x b y c z d   

xy  0z  zx  0y  x x

0, 0y z 

y z
0, 0z x  0, 0x y 

 1 1 1, ,x y z , ,l m n

 1 1 1, ,A x y z

 , ,P x y z P AP r

A P y AB PQ

1OB y OQ y 1BQ y y 
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ͬचğ : 8.13 

साथ हȣ. 
 का -अ¢ पर Ĥ¢ेप 
........... (2) 

जहाँ , रेखा  का -अ¢ के साथ कोण कȧ ǑदÈकोÏया है। समीकरण (1) एव ं(2) से 
 

या , इसी Ĥकार, ..............(3) 

उपरोÈत सàबधंɉ से 

...........(4) 

सàबधं (4), के Ĥ×येक मान के ͧलये स×य है। अत: यह  के ǒबÛदपुथ अथा[त सरल रेखा के 
अभीçट समीकरण को Ĥदͧश[त करता है। 
दसूरȣ ͪवͬध ǒबÛद ु  एव  को ͧमलाने वालȣ रेखा के 
Ǒदक्अनपुात हɉगे 

 
ͩकÛतु  को ͧमलाने वालȣ रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  हɇ। अत: 

 

जो ͩक अभीçट समीकरण है। 
ǑटÜपणी: 1. यहा ँ  Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  से ͩकसी चर ǒबÛद ु  कȧ दरूȣ है। 

अत:  से  दरूȣ पर सरल रेखा पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ु  के ͧलये (सàबधं (3) से) 
 

अत: सरल रेखा पर ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं हɉगे 
 

BQ AP y
.AP m rm

m AP y

1y y rm 

1y yr
m


 1 1,x x z zr r
l m
 

 

1 1 1x x y y z z
l m m
  

 

P P

 1 1 1, ,A x y z  , ,P x y z

1 1 1, ,x x y y z z  
AP , ,l m n

1 1 1x x y y z z
l m m
  

 

r  1 1 1, ,A x y z  , ,P x y z

A r  , ,P x y z

1 1 1, ,x x lr y y mr z z nr     

 1 1 1, ,x lr y mr z nr  
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जहाँ , Ĥाचल है। 
2. यǑद सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाओं  के èथान पर Ǒदक्अनपुात  £ात हɉ तो 

  

अतः सरल रेखा का समीकरण होगा (समीकरण (4) मɅ मान रखकर सरल करने पर) 

……………… (5) 

Úयान दɅ:  दरूȣ के पद मɅ रेखा के ͩकसी ǒबÛद ु के Ǔनदȶशाकं åयÈत करने के ͧलये वाèतͪवक 
ǑदÈकोÏयाएँ  का हȣ Ĥयोग ͩकया जाना चाǑहये। सàबधं (5) से चर ǒबÛद ु के Ǔनदȶशांक 

 ͧलये जा सकते हɇ, ͩकÛतु यहा,ँ  दरूȣ को Ĥदͧश[त नहȣं करेगा। 
8.9.3 सरल रेखा के åयापक समीकरण का समͧमत Ǿप मɅ समानयन 
(Reduction of general equation of a straight line into symmetrical form) 
माना सरल रेखा का åयापक समीकरण (असमͧमत Ǿप मɅ) है 

............ (1) 
........... (2) 

सरल रेखा के समͧमत Ǿप के समीकरण हेतु सरल रेखा पर एक ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं और रेखा के 
Ǒदक्अनपुात या ǑदÈकोÏयाएँ £ात होने चाǑहये। 
(1) ǒबÛद ु£ात करना: इसे £ात करने के ͧलये हम समीकरण (1) और (2) मɅ या 

 या  लेते हɇ। माना  अत: इससे हमɅ वह ǒबÛद ुĤाÜत होगा जो - तल मɅ 
िèथत है। अब, 

 एव ं  
 के ͧलये हल करने पर 

 

 

या  

अतः सरल रेखा पर िèथत ͩकसी एक ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

(2) Ǒदक्अनपुात £ात करना: माना रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  हɇ। यह रेखा, समतल (1) 
एव ंसमतल दोनɉ पर िèथत है, अत: यह रेखा इन समतलɉ के अͧभलàबɉ के लàबवत ्
होगी। 

अतः 
 एव ं  

r
, ,l m n a,b,c

2 2 2 2 2 2 2 2 2
, ,a b cl m n

a b c a b c a b c
  

     

1 1 1x x y y z z
a b c
  

 

r
, ,l m n

 1 1 1, ,x ar y br z cr   r

1 1 1 1 0a x b y c z d   

2 2 2 2 0a x b y c z d   

0x 
0y  0z  0z  xy

1 1 1 0a x b y d   2 2 2 0a x b y d  
xy

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

1x y
b d b d a d a d a b a b

 
  

1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 2 1

,b d b d a d a dx y
a b a b a b a b

 
 

 

1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 2 1

, ,0b d b d a d a d
a b a b a b a b

  
   

, ,l m n

1 1 1 0a l b m c n   2 2 2 0a l b m c n  
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हल करने पर, 

 

अतः सरल रेखा के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
 

अतः सरल रेखा का समͧमत Ǿप मɅ समीकरण होगा। 

 

8.9.4 दो Ǒदये हु ए ǒबÛदओंु से गजुरने वालȣ रेखा का समीकरण 
(Equation of a starting line passing through two given points) 
दो ǒबÛदओंु  एव ं  से गजुरने वालȣ रेखा का समͧमत Ǿप मɅ 

समीकरण £ात करना है।New Line चू ंͩ क ǒबÛद ुP एव ंQ सरल रेखा पर िèथत है। अत: इस 

रेखा के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
 

रेखा, ǒबÛद ु  से जाती है, अत : रेखा का समीकरण होगा 

 

ǑटÜपणी : चू ंͩक रेखा ǒबÛद ु  से भी जाती है अत : रेखा का समीकरण Ǔनàन Ĥकार 

से भी ͧलखा जा सकता है 

 

8.9.5 एक ǒबÛद ुकȧ सरल रेखा से दरूȣ 
(Distance of a point from a straight line) 
एक Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  कȧ सरल रेखा 

 

जहाँ  सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ है, से दरूȣ £ात करना है। 
 

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

l m n
b c b c a c a c a b a b

 
  

     1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1, ,b c b c a c a c a b a b  

1 2 2 1 2 1 1 2

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

0
b d b d a d a dx y
a b a b a b a b z

b c b c a c a c a b a b

  
  

 
  

 1 1 1. ,P x y z  2 2 2. ,Q x y z

2 1 2 1 2 1, ,x x y y z z  

 1 1 1. ,P x y z

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
  

 
  

 2 2 2. ,Q x y z

2 2 2

2 1 2 1 2 1

x x y y z z
x x y y z z
  

 
  

 , ,  

1 1 1x x y y z z
l m n
  

 

, ,l m n
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ͬचğ : 8.14 

Ǒदये हु ए ǒबÛद ु  से सरल रेखा पर लàब डाला। माना इस लàब का पाद  है। Ǒदये 

हु ए सरल रेखा के समीकरण से £ात होता है ͩक यह ǒबÛद ु  से गजुरती है। 

 मɅ, दो ǒबÛदओंु के बीच दरूȣ के सğू से , 
= ......... (1) 

एव ं  का सरल रेखा पर Ĥ¢ेप 
......... (2) 

अब, समकोण ǒğभुज मे 

 
(1) एव ं(2) से मान रखने पर 

 

 

 
(लेगराÛज कȧ सव[सͧमका से) 

 

 

यह ǒबÛद ु  कȧ दȣ हु ई सरल रेखा से लàबवत ्दरूȣ को Ĥदͧश[त करता है। 
8.9.6 एक सरल रेखा के समीकरण मɅ èवेÍछ अचरɉ कȧ सÉंया 
(Number of arbitrary constants in the equation of a straight line) 
माना सरल रेखा का समीकरण है 

.........(1) 

 , ,A    P

 1 1 1. ,B x y z

ABC
2AB      2 2 2

1 1 1x y z      

BP AB

     1 1 1x l y m z m       

ABP
2 2 2AP AB PB 

            22 2 22
1 1 1 1 1 1AP x y z x l y m z n                    

              22 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1x y z l m n x l y m z m                      

           2 2 2
1 1 1 1 1 1x m y l x n z l y n z m                          

2 2 2
1 1 1 1 1 1

ln n
x y x z y z

lm m
          

  

2 2 2
1 1 1 1 1 1

ln n
x y x z y z

AP
lm m
               

  
A

1 1 1x x y y z z
l m n
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Ĥथम दो पदɉ से 

 

या  

या ..........(2) 

जहाँ   

इसी Ĥकार समीकरण (1) के अिÛतम दो पदɉ से, 

 

 

........... (3) 

जहाँ   

समीकरण (2) एव ं (3) से £ात होता है ͩक सरल रेखा के समीकरण मɅ चार èवेÍछ अचर 
 होत ेहɇ, अथा[त चार अचर £ात होने पर सरल रेखा का समͧमत Ǿप मɅ समीकरण 

£ात ͩकया जा सकता है। 

8.10 समतल एवं सरल रेखाएँ (Line and Plane) 
8.10.1 एक समतल और एक रेखा के बीच कोण 
(Angle between a plane and a line) 

 
ͬचğ 8.15 

माना Ǒदये हु ए समतल का समीकरण है 
 

एव ंसरल रेखा का समीकरण है 

 1 1
lx x y y
m

  

1 1
l lx y x y
m m

    
 

x py q 

,lp
m

 1 1
lq x y
m

   
 

 1 1
my y z z
n

  

1 1
m my z y z
n n

    
 
,y rz s 

,mr
n

 1 1
ms y z
n

   
 

 , , ,p q r s

0ax by cz d   
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............(2) 

जहाँ  रेखा के Ǒदक्अनपुात हɇ। 
माना सरल रेखा (2), समतल (1) को ǒबÛद ु  पर ĤǓतÍछेǑदत करती है। माना सरल रेखा पर 
एक ǒबÛद ु  है। ǒबÛद ु  से समतल पर  लàब डाला एव ं  और  को ͧमलाया। 

माना सरल रेखा (2), एव ंसमतल (1) के मÚय  कोण है, तो समकोण ǒğभुज  मɅ, 

 या ........... (3) 

यहाँ , रेखा एव ंसमतल के अͧभलàब  के मÚय कोण है। अत : रेखा एव ंसमतल 

के मÚय कोण, रेखा और समतल के अͧभलàब के बीच के कोण का परूक कोण 
(Complementary angle) होगा। 
चू ंͩक रेखा (2) के Ǒदक्अनपुात  एव ंसमतल (1) के अͧभलàब के Ǒदक्अनपुात   
है, अत: 

 

सàबÛध (3) से  , अत: 

........... (4) 

सğू (4) ɮवारा रेखा एव ंसमतल के मÚय कोण  को £ात ͩकया जा सकता है। 
ͪवशेष िèथǓत : 1. समतल एव रेखा के समाÛतर हो पर हे  होगा, अत: सूğ (4) से,  

 
2. समतल एव ंरखा के लàबवत ्होने पर, रेखा एव ंसमतल का अͧभलàब समाÛतर हɉगे, 

अत  

8.10.2 ͩकसी समतल मɅ दȣ हु ई रेखा के िèथत होने का ĤǓतबÛध 
(Condition for a line to lie in a plane) 

माना समतल का समीकरण है 
........... (1) 

एव ंसरल रेखा का समीकरण है  

 (माना) ........... (2) 

यǑद  सरल रेखा (2) कȧ ǑदÈकोÏयाएँ हɇ, तो इस पर िèथत ͩकसी चर ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाकं 
होगे 

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
  

 

1 1 1, ,a b c
P

Q Q QN N Q
 NQP

NQP 
2

NQP  

NQP NQ

1 1 1, ,a b c , ,a b c

   
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1

cos aa bb ccNQP
a b c a b c

 
 

   

cos cos sin
2

NQP        
 

   
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 1 1

sin aa bb cc

a b c a b c


 


   


0  

1 1 1 0aa bb cc  

1 1 1

a b c
a b c

 

0ax by cz d   

1 1 1x x y y z z r
l m n
  

  

, ,l m n



244 
 

 

यह ǒबÛद,ु समतल (1) मɅ ͪवɮयमान होगा यǑद 
 

या ........... (3) 
चू ंͩक के Ĥ×येक मान के ͧलये हमɅ सरल रेखा (1) पर एक ǒबÛद ुĤाÜत होता है और साथ हȣ 

के Ĥ×येक मान के ͧलये समीकरण (3) यǑद संतुçट हो, तो हम कह सकते हɇ ͩक रेखा (2) का 
Ĥ×येक ǒबÛद ुसमतल (1) पर िèथत है अथा[त परूȣ रेखा, समतल पर िèथत है। 
समीकरण (3), के Ĥ×येक मान के ͧलये संतçुट होगा, यǑद 

........... (4) 
एव ं ........... (5) 

समीकरण (4) एव ं (5), दȣ हु ई सरल रेखा (2) के, समतल (1) मɅ िèथत होने के अभीçट 
ĤǓतबÛध हɇ। 
ͪवशेष िèथǓत : यǑद रेखा का समीकरण 

 

है, जहाँ  Ǒदक्अनपुात हɇ, तो ĤǓतबÛध हɉगे 
  

एव ं  
ǑटÜपणी: ĤǓतबÛध (4) Ĥदͧश[त करता है ͩक रेखा का एक ǒबÛद ु  समतल पर 

ͪवɮयमान है । ĤǓतबÛध (5) Ĥदͧश[त करता है ͩक रेखा, समतल के अͧभलàब के लàबवत ्है। 
अथा[त, सरल रेखा के समतल के समाÛतर होने और रेखा के ͩकसी एक ǒबÛद ुके समतल पर होने 
पर परूȣ रेखा, समतल पर िèथत होगी। 
8.10.3 समतल का समीकरण जो एक दȣ हु ई रेखा से गजुरे 
(Equation of a plane passing through the given line) 
माना दȣ हु ई सरल रेखा का समीकरण है 

.................... (1) 

जहाँ  ǑदÈकोÏयाएँ हɇ। 
माना सरल रेखा (1) से गजुरने वाले समतल का समीकरण है 

............. (2) 
समतल (2) सरल रेखा (1) से गजुरता है, अत: सरल रेखा (1) समतल (2) मɅ परूȣ तरह िèथत है 
। अत: भाग  के अनसुार Ǔनàन ĤǓतबÛध सतुçट होने चाǑहये 

........(3) 
 

 1 1 1, ,x lr y mr z nr  

     1 1 1 0a x lr b y mr c z nr d      

   1 1 1 0ax by cz d r al bm cn      

r
r

1 1 1 0ax by cz d   
0al bm cn  

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
  

 

1 1 1, ,a b c

1 1 1 0ax by cz d   

1 1 1 0aa bb cc  

 1 1 1, ,x y z

1 1 1x x y y z z
l m n
  

 

, ,l m n

0ax by cz d   

 8.10.2

1 1 1 0ax by cz d   
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एव ं ............(4) 
समीकरण (2) मɅ से समीकरण (3) को घटाने पर 

..........(5) 

अत: समीकरण (5) अभीçट समतल का समीकरण है, जो ĤǓतबÛध (4) को संतçुट करता है। 
8.10.4 समतल का समीकरण, जो दȣ हु ई रेखा से गजुरे एव ंदसूरȣ दȣ हु ई रेखा के समाÛतर हो 
(Equation of a plane which passes through a given line and parallel to 
other given line) 
माना दȣ हु ई सरल रेखाएँ हɇ 

……..(1) 

एव ं ………(2) 

माना समतल, रेखा (1) से गजुरता है। भाग (8.11.3) से समतल का समीकरण होगा 
………..(3) 

जहा,ँ …………(4) 
चू ंͩक समतल (3) और सरल रेखा (2) परèपर समाÛतर हɇ, अत: 

.........(5) 
समीकरण (3) (4) एव ं(5) से  को ͪवलोͪपत करने पर 

   ………….(6) 

ͪवशेष िèथǓत : सरल रेखाओं के Ǒदकअनपुात Đमश :  एव ं  हɉ, तो 
समीकरण  
(6) Ǔनàन Ĥकार से ͧलखा जा सकता है 

 

उदाहरण 15 सरल रेखा  का समͧमत Ǿप मɅ 
समीकरण £ात कȧिजये। इस रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ भी £ात कȧिजये। 
हल समͧमत Ǿप के ͧलए हमɅ रेखा पर िèथत एक ǒबÛद ु एव ं इसके Ǒदक्अनपुात £ात होने 
चाǑहये। 
ǒबÛद ु£ात करना : Ǒदये हु ए समतलɉ के समीकरण मɅ  रखने पर. 

 एव ं , 
इÛहɅ हल करने पर 

 एव ं  

0al bm cn  

     1 1 1 0a x x b y y c z z     

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
l m n
  

 

1 1 1

2 2 2

x x y y z z
l m n
  

 

     1 1 1 0a x x b y y c z z     

1 1 1 0al bm cn  

1 2 2 0al bm cn  
, ,a b c

1 1 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z
l m n
l m n

  


1 1 1, ,a b c 2 2 2, ,a b c

1 1 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z
a b c
a b c

  


2 3 4 0x y z    2 3 4 5x y z   

0z 
2 4x y  2 2 5x y 

2x   3y  
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ĤाÜत होता है। अत : सरल रेख पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 
 

Ǒदक्अनपुात £ात करना : माना सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  हɇ। चू ंͩक सरल रेखा, दोनɉ 
समतलɉ मɅ िèथत है अत : यह, दोनɉ समतलɉ के अͧभलàबɉ के लàबवत ्होगी। अत : 

........... (1) 
एव ं ...........(2) 
समीकरण (1) एव ं(2) को हल करने पर, 

 

या  

अतः Ǒदक्अनपुात  हɉगे। अत : सरल रेखा का समͧमत Ǿप मɅ समीकरण होगा 

 

या  

ǑदÈकोÏयाएँ £ात करना: सरल रेखा के Ǒदकअनपुात 1,2.1 हɇ। अत: ǑदÈकोÏयाएँ होगी 

 

या  

उदाहरण 16. ǒबÛद ु  से गजुरने वालȣ उस रेखा समीकरण £ात कȧिजये जो समतलो 

 एव ं के समाÛतर है। 
हल: माना सरल रेखा कȧ ǑदÈकोÏयाएँ  है। यह रेखा Ǒदये हु ए समतलɉ के समाÛतर है, 
अत: यह समतलɉ के अͧभलàबɉ के लàबवत ्होगी। अत: 

...........(1) 
…………..(2) 

हल करने पर, 

। ¢ ' 

या  

या  

अतः सरल रेखा के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
 

 2, 3,0 
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अब, ǒबÛद,ु  से गजुरने वालȣ सरल रेखा का समीकरण िजसके Ǒदकअनपुात  

हɇ, होगा 

 

या  

उदाहरण 17. ǒबÛद ु  से सरल रेखा 

 

पर लàब  डाला गया है । लàब पाद  के Ǔनदȶशाकं, दरूȣ  एव रेखा  का 
समीकरण £ात कȧिजये। 
हल : सरल रेखा का समीकरण है 

 

इस रेखा पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशांक हɉगे 
 

यǑद ये ǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक हɇ, तो  के Ǒदक्अनपुात हɉगे 
 

या  
रेखा  दȣ हु ई रेखा (1) पर लàब है अत: 

 
या  

या,  

अतः ǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक हɉगे 

 

या  

दरूȣ  : दो ǒबÛदओंु के बीच कȧ दरूȣ के सूğ से, 
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अतः  

 
 का समीकरण. दो ǒबÛदओंु से गजुरने वालȣ रेखा के समीकरण के सूğ से,  का 

समीकरण होगा 

 

 

उदाहरण 18., ͧसƨ कȧिजये ͩक रेखा 

 

समतल  मɅ ͪवɮयमान है। 
हल : यहाँ Ǒदया हुआ है 

, 
 

एव ं  
भाग  के अनसुार दȣ हु ई सरल रेखा, समतल मɅ िèथत होगी यǑद 

 एव ं  
उपरोÈत मान रखने पर 

 
एव ं  

अथा[त दोनɉ ĤǓतबÛध संतçुट होते हɇ। अत : दȣ हु ई सरल रेखा, समतल मɅ ͪवɮयमान है। 

उदाहरण 19. रेखा  से गजुरने वाले तथा रेखा 

 के समाÛतर समतल का समीकरण £ात कȧिजये। 

हल : भाग  के अनसुार, अभीçट समतल का समीकरण होगा 

 

यहा ँ
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32 51 701 2 3
25 25 25

x y z  
 

            
     

1 2 3
7 1 5
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अतः अभीçट समीकरण होगा 

 

या  
या  

èवमूãयांकन Ĥæन -3 
1.  Ĥदͧश[त करता है 
(i)  तल को (ii) अ¢ को 
(iii) अ¢ को (iv) अ¢ को 
2. एक सरल रेखा िजसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ  हɇ तथा ǒबÛद ु  से गजुरे, का 

समीकरण होगा 

 

 

 

 

3. सरल रेखा  पर  से 5 इकाई दरूȣ पर िèथत 

ͩकसी ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाक Èया हɉगे? 

4. एक समतल  एव ंरेखा  के मÚय  

कोण  है. तो 

 

 

 
 इनमɅ से कोई नहȣ 

5. एक सरल रेखा िजसके Ǒदक्अनपुात  हɇ, समतल  के 
समाÛतर है तो Ǔनàन मɅ से स×य है 

   

1 1 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z
a b c
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   इनमɅ से कोई नहȣ 

6. सरल रेखा  के समाÛतर एवं  से 

गजुरने वाले समतल का समीकरण Èया होगा?  

8.11 सारांश 
इस इकाई मɅ हमने समिçट मɅ ͩकसी ǒबÛद ुको Ĥदͧश[त करने एव ंइसके Ǔनदȶशाकं £ात करने कȧ 
ͪवͬध का अÚययन ͩकया । समिçट मɅ ÏयाͧमǓत के अÚययन के ͧलये तीन मापɉ िजÛहɅ ͪवमाएं 
कहत ेहɇ, कȧ आवæयकता होती है। ǒğͪवम ÏयाͧमǓत का अÚययन करने के ͧलए एक मह×वपणू[ 
अवधारणा Ĥ¢ेप का अÚययन ͩकया। ǒबÛद ुएव ंरेखा का ͩकसी दȣ हु ई रेखा पर Ĥ¢ेप, दो ǒबÛदओंु 
को ͧमलाने वालȣ रेखा का अÛय रेखा पर Ĥ¢ेप इ×याǑद का अÚययन ͩकया। ǒğͪवम ÏयाͧमǓत मɅ 
ͩकसी रेखा कȧ Ǒदशा को Ĥदͧश[त करने हेत ुǑदÈकोÏयाओं एव Ǒदकअनपुात का £ान आवæयक है। 
हमने इसे £ात करने कȧ ͪवͬध एव ंइनके सàबधंो के बारे मɅ जाना। 
साथ हȣ हमने समिçट मɅ समतल एव ंइसके ͪवͧभÛन Ǿपɉ मɅ समीकरण का अÚययन ͩकया। सरल 
रेखा एव ंइसके असमͧमत एव समͧमत Ǿप मɅ समीकरण का अÚययन ͩकया। एक समतल एव ं
एक सरल रेखा के सàबधंɉ के बारे मɅ जाना 

8.12 शÞदावलȣ 
Ĥ¢ेप Projection 
अͧभलàब Normal 
लàबवत ्(लàब) Perpendicular 
Ǒदçट रेखा Directed line 
Ǔनदȶशांक पƨǓत Co-ordinate system 
ǑदÈकोÏयाएँ Direction cosines 
Ǒदक् अनपुात Direction ratios 
समतल Plane 
समͧमत Ǿप Symmetrical form 

8.13 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन Ĥæन - 1 

1. (iv) 2. (i) 3. (iii) 4. (ii) 

5. (iii) 6. (ii)   

èवमूãयाकन Ĥæन -2 
1. (i) 2. (iii) 3. (i) 4. (iv) 

  2, 3, 5iii a b c    iv

1 1 1

1 1 1

x x y y z z
a b c
  

  2 2 2

2 2 2

x x y y z z
a b c
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5.  

6. (ii) 7. (iv) 
èवमूãयांकन Ĥæन -3 
1. (iv) 2. (i) 
3.  4. (ii) 

 
5. (i) 6.  

8.14 अßयास Ĥæन 
1. ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ु ,  एव ं  से एक समɮͪवबाहु  

समकोण ǒğभजु बनता है, समान भुजाओं कȧ लंबाई £ात कȧिजए। 
(उ×तर: ) 

2. ǒबÛद ु  एव ं  के Ǔनदȶशाकं Đमश: ,  है। कोई ǒबÛद ु  

इस Ĥकार है ͩक ,  तो का ǒबÛद ुपथ £ात कȧिजए। 
(उ×तर: ) 

3. यǑद ǒबÛद ु  एव ं  के Ǔनदȶशांक Đमश:  एव ं  हɇ, तो £ात 

कȧिजये ͩक  को ͧमलाने वालȣ रेखा को गोला  ͩकस अनपुात 
मɅ ͪवभािजत करेगा। 
(उ×तर: ) 

4. यǑद , ,  एव ं  चारǒबÛद ु हɇ तो रेखा 

 का रेखा  पर Ĥ¢ेप £ात कȧिजये। 
(उ×तर: ) 

5. उन रेखाओं कȧ ǑदÈकोÏयाएँ £ात कȧिजये िजनमɅ Ǔनàन सàबधं है: 
 एव ं  

(उ×तर:  एव ं ) 

6. उन दो रेखाओं के मÚय कोण £ात कȧिजये िजनकȧ ǑदÈकोÏयाओं के ͧलये Ǔनàन सàबधं 
स×य है 

,  
(उ×तर: ) 

7. उस ǒबÛद ुके Ǔनदȶशाक £ात कȧिजये जहाँ  एव ं  को ͧमलाने वालȣ 

रेखा पर मलू ǒबÛद ुसे डाला गया लàब ͧमलता है। 

1 1 1 1 2 2 2 2
2 2
1 2

a x b y c z d a x b y c z d
a a

     
 

 

 1 1 15 , 5 , 5x l y m z n  

1 1 1

1 1 1

2 2 2

0
x x y y z z
a b c
a b c

  


 0,7,10  1,6,6  4,9,6

3 2
P Q  2, 2,3  13, 3,13 R

3 2PR QR R
2 2 2 28 12 10 247 0x y z x y z      

P Q  12, 4,8  27, 9,8

PQ 2 2 2 504x y z  

2 : 3
 6,3, 2A  5,1,4B  3, 4,7C   0, 2,5D

AB CD
13 7

0l m n   2 2 0mn nl lm  
1 1 2, .
6 6 6


1 2 1, ,
6 6 6



0l m n   2 2 2 0l m n  
120

 9, 4,5  11,0, 1



252 
 

[उ×तर: ] 

8. ǒबÛद ु   एव ं  से गजुरने वाले समतल का समीकरण £ात 

कȧिजये। 
(उ×तर: ) 

9. उस समतल का समीकरण £ात कȧिजये जो मूल ǒबÛद ुसे जाने वालȣ उन दो रेखाओं से 
गजुरता है िजनके Ǒदक्अनपुात  एव ं  हɇ। 
(उ×तर: ) 

10. ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ु ,   एंव  समतलȣय 

हɇ।  
11. समतल का समीकरण £ात कȧिजये जो ǒबÛद ु  तथा  से गजुरे 

एव ंसमतल  के लàबवत ्हो। 
(उ×तर: ) 

12. समतल का समीकरण £ात कȧिजये जो समतल  एव ं
 ĤǓतÍछेदन से गजुरे एव ंसमतल  के लàबवत ्

हो। 
(उ×तर: ) 

13. समतल  एव ं  के लàबवत ्तथा ǒबÛद ु  

से गजुरने वाले समतल का समीकरण £ात कȧिजये। 
(उ×तर: ) 

14. समतल  एव ं  के मÚय कोण को 
समɮͪवभािजत करने वाले समतलɉ का समीकरण £ात कȧिजये और यह भी £ात कȧिजये 
ͩक कौन सा समɮͪवभाजक समतल अͬधक कोण को समɮͪवभािजत करता है। 
(उ×तर: Ûयनू कोण का अध[क तल : , 
अͬधक कोण का अध[क तल :  

15. ǒबÛद ु  एव ं ǒबÛद ु  कȧ समतल से दǐूरयाँ Èया हɉगी? Èया दोनो 
ǒबÛद ुसमतल के ͪवपǐरत पाæवȾ मɅ है? 
(उ×तर: दǐूरया ँ4 एव ं3, हȣ) 

16. सरल रेखा  को समͧमत Ǿप मɅ Ĥदͧश[त कȧिजये 
और इसकȧ ǑदÈकोÏयाएँ भी £ात कȧिजये। 

(उ×तर: , ǑदÈकोÏयाएँ. ) 

17. ǒबÛद ु  से सरल रेखा  पर खीचें गये लàब का  

समीकरण एव ंलàबपाद के Ǔनदȶशाक £ात कȧिजये। 

 1, 2, 2

 1,1,0  1, 2,1  2, 2 1 

2 3 3 5x y z  

1, 2,2 2,3, 1
4 5 7 0x y z  

 0, 1, 1   4,5,1  3,9, 4  4, 4, 4

 2, 3,1  1,1, 7 

2 5 1 0x y z   
4 7 2 11 0x y z   

2 3 4 5 0x y z   
6 0x y z    4 5 3 8x y z  

7 13 96 0x y z   
2 3 0x y z   3 3 2 8x y z    1,3, 2

5 7 3 20 0x y z   
2 2 3x y z   3 4 12 1 0x y z   

11 19 31 18x y z  
2 7 5 21x y z  

 3, 4,7  2,3, 5

4 2 2 0x y z    1x y z   

   1 2 13 3
1 2 1

x y z  
 


1 2 1, ,
6 6 6



 5,9,3 1 2 3
2 3 4

x y z  
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(उ×तर: , लàब पाद के Ǔनदȶशाकं हɉगे ) 

18. ǒबÛद ु  कȧ  से गजुरने वालȣ और अ¢ɉ के साथ समान कोण 

बनाने वालȣ सरल रेखा से दरूȣ £ात कȧिजए। 

 (उ×तर: ) 

  

5 9 3
1 2 2

x y z  
 


 3,5, 7

 1, 2,3  2, 3,5

 14
3
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इकाई 9 : सǑदश बीजगͨणत (Vector Algebra) 
इकाई कȧ Ǿपरेखा 
9.1 उƧेæय 
9.2 Ĥèतावना 
9.3 सǑदश : पǐरभाषा, संकेतन, योग एव अंतर 
9.4 सǑदशɉ कȧ सरेखीयता एव ंसमतलȣयता 
9.5 सǑदशɉ का गणुन 

9.5.1 दो सǑदशɉ का अǑदश गणुन 
9.5.2 दो सǑदशɉ का सǑदश गणुन 
9.5.3 तीन सǑदशɉ का अǑदश गणुन 
9.5.4 तीन सǑदशɉ का सǑदश गणुन 

9.6 साराशं 
9.7 शÞदावलȣ 
9.8 èवमãूयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
9.9 अßयास Ĥæन 

9.1 : उƧेæय 
इस इकाई मɅ सǑदश कȧ संकãपना, सǑदशɉ पर बीजगͨणतीय संͩĐयाओं कȧ चचा[ कȧ गई है। इस 
अÚयाय के अÚययन के पæचात ्आप, 
1. सǑदश राͧश कȧ अवधारणा, उनके ǓनǾपण से पǐरͬचत हɉगे 
2. सǑदशɉ कȧ बीजगͨणतीय सͩĐयाओ-योग, अÛतर एव ंगणुन कȧ चचा[ कर सकɅ गे 
3. सǑदशɉ कȧ सरेखीयता एव ंसमतलȣयता को समझ सकेगɅ 

9.2 Ĥèतावना 
इस इकाई कȧ ͪवषय-वèतु सǑदश एक भौǓतक राͧश होती है। सǑदश कȧ अवधारणा आधुǓनक 
गͨणत कȧ Ĥशाखाओं यांǒğकȧ, सǑदश कलन इ×याǑद का मूलाधार है। ये वे शाखायɅ हɇ िजनका 
अनĤुयोग अͧभयांǒğकȧ मɅ åयापक Ǿप से होता है। वèतुत : भौǓतक राͧशयɉ जसेै ͩक लàबाई, 
ġåयमान, ¢ेğफल, वेग, बल इ×याǑद को दो वगȾ - अǑदश राͧशयɉ एव ंसǑदश राͧशयाँ मɅ ͪवभाजन 
ͩकया जाता है। 
भौǓतक राͧशयɉ का यह वगȸकरण पǐरमाण एव ंǑदशा के Ǻिçटगत होता है। 
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9.3 सǑदश : पǐरभाषा, ǓनǾपण, योग एवं अÛतर 
अǑदश व सǑदश - ऐसी भौǓतक राͧश िजसमɅ केवल पǐरमाण होता है अǑदश कहलाती है। जैसे 
गǓत, आयतन, ġåयमान अǑदश हɇ। इसी Ĥकार ऐसी भौǓतक राͧश िजसमɅ पǐरमाण व एक 
Ǔनिæचत Ǒदशा हो सǑदश राͧश कहलाती है। उदाहरणाथ[ बल, वेग, ×वरण आǑद सǑदश राͧशयाँ हɇ। 
सǑदश को पǐरͧमत लàबाई के Ǒदçट रेखाखÖड से ǓनǾͪपत करत ेहɇिजसमɅ रेखाखÖड कȧ लàबाई 
एव ंǓनǑद[çट Ǒदशा Đमश: सǑदश के पǐरमाण तथा सǑदश कȧ Ǒदशा बताती है। 
सǑदश राͧशयɉ को  ये इ×याǑद से दशा[ते हɇ । सǑदश  मɅ  तथा  

Đमश: आरͧभक एव ंअिÛतम ǒबÛद ुहɇतथा  कȧ Ǒदशा  से  कȧ ओर मानी जाती है। 

सǑदश  के पǐरमाण को  से åयÈत करते हɇ। यहाँ Úयान दȣिजये ͩक  Ǒदçट 

रेखाखÖड है अत: वह रेखा िजसका यह रेखाखÖड है, सǑदश  का आधार (या ͩĐया रेखा) 
कहलाती है। 

 
ͬचğ : 9.1 

सǑदशɉ के Ĥकार : 
(i) शूÛय सǑदश : ऐसा सǑदश िजसका पǐरमाण शूÛय तथा आरिàभक एव ंअि×तम ǒबÛद ु

संपाती हो (अथा[त ् Ǒदशा अǓनधा[य[ हो) शूÛय सǑदश कहलाता है िजसे  या  से 
दशा[या जाता है। 

(ii) समान सǑदश : दो सǑदश  समान माने जात ेहɇयǑद इनकȧ Ǒदशा समान हैतथा ये 
समाÛतर Ǒदçट रेखाखÖड़ɉ से åयÈत हɉ। 

(iii) असमान सǑदश :  एव ं  असमान सǑदश माने जाते हɇयǑद उनको åयÈत करने वाले 
Ǒदçट रेखाखÖड समाÛतर ͩकÛतु ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ हɉ। 

 
ͬचğ : 9.2 

(iv) तुãय सǑदश : दो सǑदश  तुãय कहलाते हɇ यǑद वे समाÛतर हɉ तथा उनके पǐरमाण 

समान हɇ । इसे  से दशा[ते हɇ। 
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AB


A B
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(v) ऋणा×मक सǑदश (ͪवलोम सǑदश) :  के ͪवलोम सǑदश को  से ǓनǾͪपत करते हɇ 

िजसका ता×पय[ है ͩक  तथा  के पǐरमाण समान परÛतु Ǒदशा ͪवपरȣत है। 

(vi) सआरंभी सǑदश : सǑदशɉ  को सआरभी कहते हɇ यǑद उनका आरिàभक ǒबÛद ु
एक हȣ हो  

 
ͬचğ : 9.3 

(vii) इकाई सǑदश : इकाई पǐरमाण के सǑदश को इकाई सǑदश कहते हɇ। सǑदश  कȧ Ǒदशा 

मɅ इकाई पǐरमाण के सǑदश को  से åयÈत करते हɇ।  को ( कैप) पढ़त ेहɇ। 
यǑद r

a शूÛय सǑदश नहȣं है तो 

 जहाँ =  का पǐरमाण है 

अतः सǑदश  कȧ Ǒदशा मɅ इकाई सǑदश  

सǑदशɉ का योग एव ंगणुधम[ : 
दो सǑदशɉ का योग : दो सǑदशो के योग के ͧलये ǒğभजु एव ं समाÛतर चतुभु [ज का Ǔनयम 
उपयोगी है जो Ǔनàन Ĥकार है। 

ǒğभुज Ǔनयम : - यǑद दो सǑदश  Đमागत Ǿप से ǒğभजु कȧ भुजाओं से åयÈत हɉ तो 

इनका योग  भी एक सǑदश लेता है जो ǒğभुज कȧ तीसरȣ भजुा से åयÈत होता है(यहाँ 

 कȧ Ǒदशा का Đम  कȧ Ǒदशा के चĐȧय कम के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ होता है) 
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ͬचğ : 9.4 

समाÛतर चतभुु [ज का Ǔनयम : यǑद दो सǑदश  समाÛतर चतभुु [ज कȧ आसÛन भुजाओं से 

ǓनǾͪपत हो तो  का योग  के आरिàभक ǒबÛद ुसे गजुरने वाले समाÛतर चतभुु [ज के 
ͪवकण[ से ǓनǾͪपत होता है। 

 
ͬचğ : 9.5 

èवेÍछ सǑदशɉ  केͧलए 
 

 

 

 

 

सǑदशɉ का अÛतर:- सǑदशɉ  व  का अÛतर सǑदश राͧश  ɮवारा ǓनǾͪपत होता है। 
वèतुत:  

अथा[त यǑद  के ऋणा×मक सǑदश व  का योग करɅ तो हमɅ  ĤाÜत होता है। 
यहा;ँ  
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(ǒğभुज के Ǔनयम से,)   
 
 
 
 
 

ͬचğ 9.6 
उदाहरण - 1 Ǔनàन ͬचğ कȧ सéययता से ͧसƨ कȧिजये ͩक  

 
हल -   

ǒğभुज Ǔनयम से,  
 

 
उदाहरण - 2  समाÛतर चतभुु [ज  कȧ आसन भुजाये इस Ĥकार हɇ 
ͩक  तथा  £ात कȧिजये। 
हल - समाÛतर चतभुु [ज मɅ  

 
ͬचğ 9.7 

ǒğभुज मे, 
 

ǒğभुज मɅ, 
 

0a b c  
   

AB a
 

, BC b
 

,CA c
 

AB BC AC 
  

0a b c a b c     
      

,AB BC
 

ABCD
AB a
 

, AC b
 

, AD


BC


AC BD AC BD b BD    
   

 ABD
AB BD AD AD a b    
     

ABC

AB BC AC 
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उदाहरण – 3 समषɪभजु  का केÛġ  है तो ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

 
ͬचğ 9.9 

हल - Ĥæनानसुार  समषटभजु  का केÛġ है अत:  इससे गजुरने वाले ͪवकणȾ 

का मÚय ǒबÛद ुहै। अत:  
इसी Ĥकार ;   
अब   
या  

उदाहरण - 4 माना   तथा  तब  £ात कȧिजए 
हल – उपरोÈत सǑदशो का ǓनǾपण Ǔनàन Ĥकार है  

 
ͬचğ 9.9 

ͬचğानसुार   
 

इसी Ĥकार,,  
फलत:  

 
 

िèथǓत सǑदश : माना  मूल ǒबÛद ुहै तथा  अͧभलाǒबक कातȸय Ǔनदȶशा¢ हɇ व 

समिçट मɅ िèथत ǒबÛद ु  के Ǔनदȶशांक  हɇ। तब सǑदश  को के सापे¢ का 

BC AC AB b a    
   

ABCDEF O
OA OB OC OD OE OF O     
      

O ABCDEF O
,OA OD OA OD 
 

OB OE 
 

OC OF 
 

OA OB OC OD OE OF    
     

OA OB OC OD OE OF O     
      

OA a
 

OB b
 

2OC a b 
  

,AC BC
 

OA AC OC 
  

AC OC OA  
  

2a b a a b    
    

OB BC OC 
  

BC OC OB 
  

 2 2a b b a b   
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िèथǓत सǑदश कहत ेहɇ। यǑद  Đमश: के अनǑुदश इकाई सǑदश हɇ तो =

= ...........(1) से Ǔनधाǐरत ͩकया जाता है। 
जहाँ  

 
ͬचğ 9.10 

समीकरण (1) सǑदश का घटक Ǿप कहलाता है। अत: यǑद ; है तो 

वाèतͪवक संÉयाये  Đमश: सǑदश  के  अ¢ के अनǑुदश घटक हɇ। 

यǑद ; - 
तब Ǔनàन पǐरणाम Úयान रखने योÊय हɇ 

 

 

  यǑद और केवल यǑद ; ;  
 यǑद दो सǑदश एक हȣ ǒबÛद ुसे आरàभ होते हɇ तो Ǔनàन सूğ अ×यÛत उपयोगी हɇ 

 
ͬचğ 9.11 

तब  
“  

अथा[त ्  का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश। 
यǑद  के सापे¢ व  के िèथǓत सǑदश Đमश:  व  हो तो  
उदाहरण - 5 माना ǒबÛदओंु  के िèथǓत सǑदश Đमश  तथा  हɇ। 

 एव ं  £ात कȧिजयɅ 

 , ,i j k , ,OX OY OZ r


OP
  xi y j zk 

 2 2 2r x y z  


 
1 2 3a a i a j a k  

 

1 2 3, ,a a a a


, ,X Y Z
 

1 2 3a a i a j a k  
   

1 2 3b b i b j b k  
 

         1 1 2 2 3 3i a b a b i a b j a b k      
       

         1 1 2 2 3 3ii a b a b i a b j a b k      
       

 iii a b
 

1a b 2 2a b 3 3a b

OB BA OA 
  

BA OA OB 
  

BA A


B
O A B a


b


a b BA 
  

, , ,A B C D , ,a b a b
  

2a b
 

BD


AC
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हल:- माना  मलू ǒबÛद ुहै िजसके सापे¢ उपरोÈत िèथǓत सǑदश हɇ। 
अब,  का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 

 

 का िèथǓत सǑदश का िèथǓत सǑदश 
 ğ   ğ  

उदाहरण 6 माना समाÛतर चतभुु [ज मɅ ǒबÛदओंु के िèथǓत सǑदश Đमश: 
ए  ए  है। ǒबÛद ु  का िèथǓत सǑदश £ात कȧिजये। 

हल : माना  का िèथǓत सǑदश  है। 
अब  

 का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 
 का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 

 

 
उदाहरण 7. माना  समाÛतर चतभुु [ज है जहाँ  आसÛन भुजायɅहɇ। यǑद 

 
तथा  तो ͪवकणȾ के अनǑुदश इकाई सǑदश £ात कȧिजये। 
हल : माना  
 
 
 
तब  
 

ͬचğ : 9.12 

 

 

अतः  के अनǑुदश इकाई सǑदश  

 

 

इसी Ĥकार  

O
BD D


B

   2 3a b b a b   
    

AC C


A

 a b
 

a


b


ABCD , ,A B C
a b
 

a b
 

2a b
 

D
D d



AB DC
 

 B A
C D

     2a b a b a b d      
      

4d b a  
  

ABCD ,AB AD
 AB i j k  

 
 2 3 5AD i j k  

 

,AB a AD b BC  
    

AC a b 
  

     2 3 5i j k i j k      

 3 4 4i j k  

AC
  

 
3 4 4
3 4 4

AC i j k
AC

 
 

  

 


 3 4 4
41

i j k 



 3 4 4
41 41 41

i j k  

 2 6BD i j k  
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एव ं  के अनǑुदश इकाई सǑदश  

èवमूãयांकन Ĥæन : 1 
1. माना  मूल ǒबदं ुतथा ǒबदं ु  समतल मɅ है। तब 

 
  

   

2. ǒबÛद ु  के िèथǓत सǑदश के  तथा  के अनǑुदश सǑदश घटक Đमश: है- 

  

  

3. यǑद;  है तब  कȧ Ǒदशा मɅ इकाई सǑदश है 

 
  

 
  

4. माना   तब  

  

  
5.  के समाÛतर सǑदश है - 

  

  

9.4 सǑदशो कȧ सरेखीयता एवं समतलȣयता 
(Collinearity and Coplanarity of vectors) 
सरेखीय सǑदश : सǑदश  सरेखीय कहलात ेहɇ यǑद उनके आधार समान या 
समाÛतर हɇ। अथा[त ्  सरेखीय है यǑद  
åयापकत:, अशÛूय सǑदश  सरेखीय हɉगे यǑद और केवल यǑद दो अशÛूय अचर  तथा 

 का अिèत×व इस Ĥकार है ͩक  
 

अथा[त ्  का एक घात सचंय शÛूय सǑदश है। 
èपçटत: अशÛूय सǑदशɉ  के ͧलये यǑद 

 ,  
तो  असरेखीय हɉगे। 

BD
  1 2 6

41 41 41
i j k 

O  3, 4P x y 

  4 3i OP i j  


 3 4ii i j

  3 4iii i j   3 4iv i j

 5, 4P x y

 5 , 4i j i  4 ,5ii i k

 5 , 4iii i j  5 , 4iv i k

3 2a i k 


a


  3 2
5

i ki    3 2
3

i kii 

  3 2
6

i kiii    3 2
13

i kiv 

3 4OA i j 
  3 2OB i j  

  BA


  6 2i i j   6 2ii i j

  2 6iii i j   3 6iv i j

2i j
  2i i j  3 6ii i j

 3 4iii i j  3iv k

,a b
 

,a b
 

,a b
 

,a b
 




0a b  
 

,a b
 

,a b
 

0a b  
 

0  0 
,a b
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सरेखीय ǒबÛद ु - तीन  िजनके िèथǓत सǑदश Đमश:  सरेखीय हɉगे यǑद और 
केवल यǑद तीन अचर  
(सभी एक साथ शूÛय नहȣं)  का अिèत×व इस Ĥकार हो ͩक 

 ; =0 
उपरोÈत का ता×पय[ यह है ͩक यǑद सरेखीय हो तब Ĥ×येक सǑदश यÊुम 

 य  एव ं  सरेखीय सǑदश यÊुम हेता है। 
अतएव, तीन ǒबÛदओंु कȧ सरेखीयता £ात करने के ͧलये इन तीनɉ ǒबÛदओंु से ĤाÜत सǑदशɉ कȧ 
सरेखीयता कȧ जाचँ करɅ। 
उदाहरण : 8  ;  एव ं  Đमश: ǒबÛदओंु  के 
िèथǓत सǑदश हɇ। Èया  सरेखीय है? 
हल:  सरेखीय ǒबÛद ुहै यǑद इन ǒबÛदओंु से ĤाÜत सǑदशɉ का यÊुम सरेखीय है। 

अब  का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 
 

 का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 
 

èपçटत:   
अतः  सरेखीय है - 
फलतः  सरेखीय ǒबÛद ुहɇ। 

उदाहरण :  के ͩकस मान के ͧलये ǒबÛद ुिजनके िèथǓत सǑदश ; एव ं
 है सरेखीय हɉगे? 

हल - माना  Ǒदये गये िèथǓत सǑदशɉ के संगत ǒबÛद ुहɇ।  सरेखीय हɇ यǑद 
 सरेखीय है  

अथा[त ् ...........(1) 

अब   

  

 

 

अतः (1) से, 

 

 

 

, ,A B C , ,a b c
  

, ,t 
, 0a a b tc   
    

, ,t 
, ,A B C

,AB BC
 

,AB AC
 

,BC AC
 

2 3a b c 
  

2 3a b c 
  

4 7 7a b c 
  

, ,A B C
, ,A B C

, ,A B C
AB B


B
3 5a b c   
  

BC C


B

 6 10 8 2 3 5 4a b c a b c      
     

2AB BC
 

,AB BC
 

, ,A B C
9 60i j 40 8i j
40 52i j 

, ,A B C , ,A B C
,AB BC

 

AB BC
 

   40 8 60AB i j i j  
  

  20 8i j  

   40 52 40 8BC i j i j   
  

 80 44i j  

    20 8 80 44i j i j       

      20 80 8 44 0 0 0i i j i j              

 20 80 0 8 44 0         
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अतः  के ͧलये Ǒदये गये ǒबÛद ुसरेखीय लɅगे 
समतलȣय सǑदश : 
सǑदश Ǔनकाय के सǑदश यǑद एक समतल मɅ िèथत हɇ अथवा उनके आधार एक हȣ समतल के 
समाÛतर हɇ तो ऐसे सǑदश समतलȣय कहलाते हɇ। 
कोई भी दो सǑदश सव[दा समतलȣय होते हɇ परÛतु तीन या अͬधक सǑदशɉ के ͧलये यह आवæयक 
Ǿप से स×य नहȣं है। 
अब कǓतपय Ǔनàनͧलͨखत पǐरणामɉ का अवलोकन करɅ 
पǐरणाम 1  तथा  अशÛूय, असरेखीय सǑदश हɇ तो अɮͪवतीय अचरɉ  के ͧलये 

सǑदश ,  व  समतलȣय हɉगे। 
पǐरणाम 2 सǑदश  समतलȣय है यǑद और केवल यǑद अचर  (सभी एक साथ 
शूÛय नहȣं) का अिèत×व इस Ĥकार है ͩक 

 ğ  
पǐरणाम 3 अशूÛय सǑदशɉ  के ͧलए यǑद  तब 

 असमतलȣय हɉगे। 
पǐरणाम 4 माना  चार ǒबÛदओंु के िèथǓत सǑदश हɇ । ये ǒबÛद ुसमतलȣय हɉगे यǑद 

अचर  (सभी एक साथ शूÛय नहȣं) इस Ĥकार हɇ ͩक 

 
उदाहरण : 10. Èया असमतलȣय  के ͧलये सǑदश  
एव ं  समतलȣय हɇ? 
हल - हमɅ £ात है ͩक  समतलȣय होत ेहɇयǑद इनमɅ से ͩकसी सǑदश को शेष दो सǑदशɉ 
के एक घात सचंय मɅ åयÈत ͩकया जा सके। 

माना अचर  के ͧलये 
 

 

 के गणुाको कȧ तलुना करने पर, 
..........(1) 
......... .(2) 
.........(3) 

समीकरण (1) व (2) से   
 के उरोÈत मान समीकरण (3) को सतंुçट करत ेहै अत: Ĥद×त सǑदश समतलȣय हɇ। 

उदाहरण : 11 ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ु  य  य  
एव ं  समतलȣय हɇ। 

1 ,
4

 
448 3
4

    

3 

a


b


, , 

r a b  
  

a


b


, ,a b c
  

, ,t 

a b tc  
  

0


, ,a b c
  

0 0a b tc t         
   

, ,a b c
  

, , ,a b c d
   

, , ,t   a b tc d    
   

0; 0t      


, ,a b c
  

2 3 4 ; 2 3a b c a b c    
     

3 5a b c 
  

, ,p q r
  

, 

     2 3 4 2 3 3 5a b c a b c a b c         
        

     2 3 3 5a b c          
  

, ,a b c
  

2   
2 3 3  
3 5 4   

1,  3  
, 

2 3a b c 
  

2 3a b c 
  

3 4 2a b c 
  

6 6a b c 
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हल- माना Ǒदये गये ǒबÛद ु Đमश:  हɇ। ये ǒबÛद ु समतलȣय है यǑद सǑदश 

 समतलȣय हɇ। इन सǑदशɉ कȧ समतलȣयता के ͧलये आवæयक एव ं पया[Üत 
ĤǓतबधं है : 

 अचर  हɇ।..... (1) 
अब  का िèथǓत सǑदश  िèथǓत सǑदश 

 

 
इसी Ĥकार ;  

अतः समीकरण (1) से 
 

 

 गणुांकɉ कȧ तुलना से 
....... (2) 
....... (3) 
....... (4) 

समीकरण (2), (3) से   

 के उपरोÈत ĤाÜत मान समीकरण (4) को संतुçट करते हɇ। अत: Ĥद×त चार ǒबÛद ु
समतलȣय है।  
èवमूãयांकन Ĥæन 2 
1. ͧसƨ कȧिजये ͩक Ǔनàन ǒबÛद ुसरेखीय हɇ 

एव ं  

2. ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ुिजनके िèथǓत सǑदश Ǔनàनͧलͨखत हɇ समतलȣय हɇ 
 

3. ͧसƨ कȧिजये ͩक सǑदश  एव ं  समतलȣय हɇ 
4. सǑदश  सरेखीय है यǑद - 

 
 

 
 

5.  Đमश :  के िèथǓत सǑदश है। ǒबÛद ु  सरेखीय हɇ यǑद 

  

  

, , ,A B C D
, ,AB AC AD

  

AB AC AC  
  

, 
AB B


A

   2 3 2 3a b c a b c     
     

5 4a b c   
  

5 4AC a b c  
   

9 7AD a b c   
   

   5 4 9 7a b c a b c a b c           
        

     9 7a b c           
  

, ,a b c
  

1   
9 5   

7 4   
1,

2
 


1
2

 

, 

   6, 7, 1 ; 2, 3,1A B    4, 5,0C 

     , 3 2 4 , 4 2i j k i j k i j k        

3 ; 2 3a b c a b c   
     

2a b c 
  

,a b
 

  0i a b 
 

  0ii a b 
 

 2 0iii a b 
 

 2 0iv a b 
  

, ,a b c
  

, ,A B C , ,A B C
 2 3 4 0i a b c  

   
 3 2 0ii a b c  

   

  2 4 0iii a b c  
   

  0iv a b c  
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9.5 सǑदश राͧशयɉ का गुणन 
सǑदश राͧशयɉ के दो Ĥकार के गणुन होते हɇ - अǑदश गणुन एव ंसǑदश गणुन । इस अनÍुछेद मɅ 
आप दो एव ंतीन सǑदशɉ के गणुन से पǐरͬचत हɉगे 
9.5.1 दो सǑदश राͧशयɉ का अǑदश गणुन : 
दो सǑदशɉ  के अǑदश गणुन को  से åयÈत करते हɇ जो ͩक एक वाèतͪवक संÉया होती 
है। 

वèतुत:   
जहाँ  एव ं  Đमश:  के पǐरमाण एव ंउनके मÚय कोण है। अǑदश गणुन  को 
ǒबÛद ुगणुन भी कहते हɇ। 

 कȧ Ïयाͧमतीय åयाÉया : 
 

 
अत: = (  का पǐरमाण) ( के पǐरमाण का  कȧ Ǒदशा मɅ घटक)  
या = ( का पǐरमाण) ( के पǐरमाण  का  कȧ Ǒदशा मɅ घटक) 

 
ͬचğ 9.13 

ǑटÜपणी:  
(1) यǑद  समाÛतर हɇ अथवा समरेखीय होतो   

 तब =  
(2) यǑद  लàबवत है तो  

 अतः  
(3)  
(4) यǑद ं  अͧभलांͧभक Ǔनदȶशा¢ɉ  के अनǑुदश इकाई सǑदश हɇ तो 

  
 तथा  

(5)  
(6)  

(7) यǑद  
 तब  

,a b
 

.a b
 

. cos ,a b ab 
 

0   

,a b  .a b
 

.a b
 

.a b
 

 . cos cosa b ab a b  
 

cos .ba b a 
 

.a b
 

a


b


b a


.a b
 

b


a


a b


.a b
 

0 

.a b
 

ab
.a b
 

90  

. 0a b 
 

2.a a aa a 
 

 , ,i j k , ,OX OY OZ
   . 1, . 1, . 1i i j j k k   
   . 0i j jk ki   

. .a b b a
   

  . .a b c a b a c  
      

   
1 2 3 1 2 3,a a i a j a k b b i b j b k     

  

1 1 2 2 3 3.a b a b a b a b  
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(8) सǑदशो  के मÚय कोण  है तो 

 
 

 पनु: यǑद  धटक Ǿप 

 मɅ हɇ तो 

 
 

उदाहरण 12 यǑद , इकाई सǑदशɉ  के मÚय कोण है तो Ǒदखाइये ͩक  

हल  [ ] 

अब  

 

 

 

 

 

 

उदाहरण 13 माना ǒबÛदओंु  के Ǔनदȶशाकं मलू ǒबदं ु  के सापे¢   
हɇ।  का  
अǑदश गणुन £ात कȧिजये। 
हल:- ;  

अब  

 
èवमूãयांकन Ĥæन - 3 
1. यǑद , ǒबÛद ु  का िèथǓत सǑदश है तो तुãय है: 

(i) x (ii) y (iii) z (iv) i

 

2.  परèपर संपाती है  यǑद का मान है। 
(i) a2 (ii) ab (iii) ab  (iv) .b a

 
 

 

2 2 2
1 2 3.a a a a a  

 

,a b
 



.cos .a b a b
ab

  

 


,a b
 

   
1 2 3 1 2 3,a a i a j a k b b i b j b k     

  

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

.cos a b a b a ba b
ab a a a b b b


 

 
   

 

 ,a b 1 sin
2

a b  

 . cos cosa b a b      1a b  

    2
.a b a b a b     

   2 2 2
2 .a b a b a b     

21 1 2cos 4sin
2
   

1sin
2 2

a b
   

,A B O  1, 4,3  2,3,3

,O A OB
 

 4 3OA i j k  
   2 3 3OB i j k   

 

     . 4 3 . 2 3 3OAOB i j k i j k     
   

2 12 9 19   

r


 , ,P x y z r j


,a b
 

.a b
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3.  का मान है। 

(i) 4 (ii) 3 (iii) 4i j
 

 (iv) 5 
9.5.2 दो सǑदशɉ का गणुन: 
सǑदशɉ  के सǑदश गणुन को  से åयÈत करते है। 

,  
यहाँ  सǑदशɉ  के मÚय कोण तथा  तथा  को सǓनǑहत ͩकये समतल के लंबवत ्

Ǒदशा मɅ इकाई सǑदश है। èपçट है ͩक  एक सǑदश राͧश है। Úयान दȣिजये ͩक सǑदश 

 एव ं  परèपर लंबवत ्सǑदशɉ के दͯ¢ण हèत Ǔनयम को ǓनǾͪपत करत ेहɇ। 

 
ͬचğ :9.14 

अब यǑद  अͧभलाǒबक इकाई सǑदश है। 

तो   

Èयोͩक  बाकȧ दोनɉ इकाई सǑदशɉ को सिÛनǑहत करने वाले समतल के लबवत ्Ǒदशा मɅ है। 
अत:  
इसी Ĥकार,   
एव ं  
उनके अǓतǐरÈत    

 कȧ Ïयाͧमतीय åयाÉया : 
सǑदश  आसÛन भजुाओं  से Ǔनͧम[त समाÛतर चतभुु [ज का सǑदश ¢ेğफल लेता है। 

 
ͬचğ : 9.15 

   2 2i j i j 
   

,a b
 

a b
 

sina b ab n 
 

0   

 ,a b
 

,n a
 

b


a b
 

,a b
 

a b
 

, ,i j k
  

sin 1.1sin 90i j k 
  1, 90i i

n k

    
 

  



 

k


i j k 
  

,j k i 
  

k i j 
  

0 0 0i i j j k k       
     

,j i k  
  

,k j i  
  

i k j  
  

a b
 

a b
 

,a b
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ǑटÜपणी : 
 

 

 

 यǑद  अचर राͧश है तो 

 

 यǑद  समाÛतर या लबवंत ् हɇ तो Đमश :  या  इसͧलये  

(समातरं) मे  जबͩक  एव ं  के समतल के लंबवत Ǒदशा मɅ इकाई सǑदश 
है। 
घटक Ǿप मɅ : 

यǑद  
तब  

 

 

उदाहरण 14 माना ,  तब  दोनɉ के लंबवत ् इकाई 
सǑदश £ात कȧिजये। 
हल हम जानत ेहɇ ͩक  सǑदशɉ  तथा  को सिÛनǑहत करने वाले समतल के 
अͧभलàबवत ्होता है। अत: वांǓछत इकाई सǑदश  के अनǑुदश होगा 

 के अनǑुदश इकाई सǑदश  

अब  

 

 
अतः वांǓछत इकाई सǑदश 

 

 i a b b a  
   

     ii a b c a b c    
     

   iii a b c a b a c     
      

 iv l

       l a b la b a lb a b l      
       

 v ,a b
 

0  2
 0a b 

 

a b abn 
  

,n a
 

b


a b
 

   
1 2 3 1 2 3,a a i a j a k b b i b j b k     

  

   1 2 3 1 2 3a b a i a j a k b i b j b k      
       

     2 3 3 2 1 3 3 1 1 2 2 1a b a b i a b a b j a b a b k     
  

1 2 3

1 2 3

i jk
a a a
b b b



 

2 3 4a i j k  
   

3 2 2b i j k  
   

,a b
 

b c
 

a


b


a b
 

a b
  a b

a b





 
 

234
3 2 2

i jk
a b 

 

 
 

     6 8 4 12 4 9i j k       
  

2 16 13i j k  
  

 22 2

2 16 13 2 16 13
4292 16 13

i j k i j k   
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उदाहरण 15 यǑद सǑदश  समाÛतर चतुभु [ज के ͪवकणȾ को ǓनǾͪपत 
करे तो समाÛतर चतभुु [ज का ¢ेğफल £ात करɅ। 
हल:- माना  

 
समाÛतर चतभुु [ज  के ͪवकण[ हɇ। 
अब वाǓछंत ¢ेğफल  जहाँ  

अब ...........(1) 
पनु:  [ ]........... (2) 

(1) (2) से  

 

तथा  

 
अब  

 

 

उदाहरण 16 सǑदश ͪवͬध से ǒğभुज  मɅ ͧसƨ कȧिजये। 

 

हल  मɅ सǑदश योग से 
 

 
ͬचğ : 9.16 

या  
अब  

 

3 2 , 3 4i j k i j k   
     

3 2AC i j k  
   

3 4BD i j k  
   

ABCD
AB AD
 

AD BC
 

AB BC AC 
  

AB BD AD BC  
   

AD BC 
 

     3 2 3 4

2 2

AC BD i j k i j k
AB

     
 

       


2i j k  
  

2
AC BDBC AD 

 

  

2i j k  
  

22 3 7 5
2 11

i jk
AB AD i j k      



 
    

5 3AB AD 
 

ABC

sin sin sin
a b c

A B C
 

ABC
a b c  
  

0a b c  
   

  0 0a a b c a    
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 [ ] 

या  (जहाँ   के तल के अͧभलंबवत ्

इकाई सǑदश है।) 
या .... ......... .(1) 

 अतः (1) से 

........(2) 

पनुः  से उपरोÈतानसुार 

 

(2) और (3) से 

 

उदाहरण 17 ͧसƨ करो ͩक 
 

हल : वाम प¢ :  
या  
[ ]इ×याǑद  

ǒğभुज का सǑदश ¢ेğफल : - 
यǑद ǒğभुज  के ͧसरे  हɉ तो  का सǑदश ¢ेğफल 

होगा 

उदाहरण 18 उस ǒğभुज का ¢ेğफल £ात करɅ िजसके शीष[  हɇ 
हल: - माना मूल ǒबदं ुहै। तथा  Đमश: Ǔनदȶशांक हɇ। 

अतः  
 
 

अतः वांǓछत ¢ेğफल ...........(1)  

अब  

0a a a b a c     
      

0a b a c   
    

0a a  
  

   sin sin 0ab C c B n    


n


ABC

   sin sin 0ab C c B an    


0, 0a n 




sin sin
sin sin

b cb C c B
B C

  

  0c a b c   
   

sin sin
a b

A B


sin sin sin
a b c

A B c
 

     a b c b c a c a b O        
         

a b a c b c b a c a c b          
           

0a b a c b c a b a c b c           
            

a b b a   
   



ABC , ,a b c
  

ABC
1
2

b c c a a b       
     

 1, 2,3  2,5,1  1,1, 2

O , ,A B C  1, 2,3  2,5,1  1,1, 2
 2 3OA i j k a   

 
 2 5OB i j k b   

 
 2OC i j k c    

 

 1
2

a b b c c a    
     

123 13 5
251

i jk
a b i j k     
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अब  
अतः वांǓछत ¢ेğफल = 

 

उदाहरण 19 माना   ͧसƨ करो ͩक  
 तथा  के समतल के लàबवत है। 

हल:-  

 
अत:,  

 
 परèपर लàबवत है। 

पनुः  

 परèपर लàबवत है। 
अतः ,  तथा  के समतल के लàबवत है। 

उदाहरण 20 ͧसƨ कȧिजये ͩक  

हल :-  अत:  

या  

 
 

9.5.3 तीन सǑदशɉ का अǑदश गणुन : 
माना  सǑदश है। सǑदशɉ  एव ं  के अǑदश गणुनफल  का अǑदश 

ǒğक गणुन कहते तथा इसे  या  से ǓनǾͪपत करते हɇ। 

251 9 5 7
512

i jk
b c i j k     




    

112 5 3
123

i jk
c a i j k      

 
    

5 5 5a b b c c a i j k        
        

2 2 25 51 1 1 3
2 2

  

2 3 6a i j k  
   

3 6 2b i j k  
   

a b
 

a


b


     236 6 36 4 18 12 9
3 62

i jk
a b i j k        



 
    

42 14 21i j k  
  

     2 3 6 . 42 14 21a a b i j k i j k     
        

84 42 126 0   
,a a b 
  

   . 3 6 2 . 42 14 21b a b i j k i j k     
        

,b a b 
  

a b
 

a


b


   2 2 2 .a b a b a b  
   

sina b ab n 
   2 2

sina b ab n 
  

 2 2 2 2 2 2 2sin 1 cosa b a b a b    
 

2 2 2 2 2cosa b a b  

 22 2 .a b a b 
 

, ,a b c
  

 a b
 

c


, ,a b c
  

.a b c
  

abc  
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Úयान दȣिजये ͩक  का ता×पय[  है नाͩक  Èयोͩक  एक 

अǑदश राͧश है िजसके ͧलये  Ǔनरथ[क है। 

Ïयाͧमतीय åयाÉया : 
यǑद सǑदश  समाÛतर षɪफलक कȧ आसÛन भजुाओं को ǓनǾͪपत करɅ तो 

 

 
ͬचğ : 9.17 

= (समाÛतर चतभुु [ज  का ¢ेğफल)  

= आसन भुजाओं  से Ǔनͧम[त समाÛतर षɪफलक का आयतन 
इसी Ĥकार  तथा  भी समांतर षɪफलक के आयतन को åयÈत करते हɇ। 

अतः  

अतः  

घटक Ǿप मɅ ǒğक अǑदश गणुन: 
माना ,  

 

तब  

ǑटÜपणी : 
1. अǑदश ǒğक गणुन मɅ . (dot) एव ं  (Cross) परèपर पǐरवत[नीय है यǑद  का 

चĐȧय कम Ǔनयत हɇ 

 
 

2.  का चĐȧय Đम बदलने से अǑदश ǒğक गणुन का ͬचÛह बदल जाता है। 
अथा[त ्  

.a b c
  

 .a b c
    .a b c

  
.b c
 

 .a b c
  

, ,a b c
  

  . . cosabc a b c a b c      
       

OAFB  cosc 


, ,a b c
  

 .b c a
    .c a b

 

     . . .a b c b c a c a b    
       

abc bca cab           
      

1 2 3a a i a j a k  
   

1 2 3b b i b j b k  
   

1 2 3c c i c j c k  
   

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

.
a a a

a b c b b b
c c c

 
  

 , ,a b c
  

   . .a b c a b c  
     

, ,a b c
  

abc bca cab           
  



274 
 

 

3. तीन सǑदश  समतलȣय होगɅ यǑद 
 

4. तीन सǑदशɉ मɅ यǑद दो सǑदश समान हɇ तो उनका अǑदश ǒğक गणुन शूÛय होगा Èयɉͩक 
– 

 
  

उदाहरण 21 उस समांतर षɪफलक का आयतन £ात करɅ िजसकȧ आसन भुजाऐं है 
 

हल वाǓछत आयतन =  

= = =22 इकाई 

चतçुफलक का आयतन : 
यǑद  चतçुफलक है जहाँ  मलू ǒबदं ु है तथा  के सापे¢  के िèथǓत 
सǑदश  है तो चतçुफलक का आयतन  

 
 

यǑद  मूल ǒबÛद ुनहȣ है तथा  के िèथǓत सǑदश  हɇ तो 

 

उदाहरण 22 ͧसƨ करो ͩक शीषȾ  से Ǔनͧम[त 

चतçुफलक का आयतन 6 इकाई है। 
हल माना मूल ǒबÛद ुहै तो 

 
 

अब  
 

वांǓछत आयतन  

  

आयतन  

abc bca cab               
  

, ,a b c
  

0abc   
 

  . 0aab a a b     
     

0a a   
 



2 2 3 , 3 2 4 , 2a i j k b i j k c i j k        
          

 .a b c
  

22 3
3 24
12 1





22

OABC O O , ,A B C
, ,a b c
  

V

O , , ,O A B C , , ,a b c d
   

   1
6

V b a c a d a     
     

       0,1, 2 3,0,1 4,3,6 2,3, 2A B C D

O
  3 , 3 4a OA j k b OB i k     

    
   4 3 6 , 2 3 2c OC i j k d OD i j k       

    
   3 , 4 2 4b a i j k c a i j k       

    
2 2d a i j  

  

   1
6

V b a c a d a     
     

    3 1 1 2 16 10
424

i jk
b a x c a i j k        

 
   

   1 2 16 10 . 2 2
6

i j k i j      

1
6

V abc   
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 (चूँͩक आयतन ऋणा×मक नहȣं होता) 

उदाहरण 23 ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबदं ु  एव ं  

समतलȣय हɇ। 
हल माना  मूल ǒबÛद ुहै। Ǒदये गये ǒबÛद ुसमतलȣय हɉगे यǑद  समतलȣय हɇ। 

 का िèथǓत सǑदश  का िèथǓत सǑदश 

 

इसी Ĥकार 

 

 
तथा 

 

 
अब  समतलȣय है यǑद  

अब  

अत: ǒबÛद ु  समतलȣय हɇ। 
उदाहरण 24 ͧसƨ कȧिजये ͩक – 

 

हल माना ;  
 

तब  Èयɉͩक  एक अǑदश राͧश है। 

अतः   

 

 1 4 32 6 6
6

     

     4,5,1 ; 0, 1, 1 , 3,9, 4A B C   4, 4, 4D 

O , ,AB AC AD
a AB B 


A

      4 5 4 6 2j k i j k i j k         
   

     3 9 4 4 5b AC i j k i j k      
   

 4 3i j k   

     4 5c AD i j k i j k      
   

 8 3i j k   

, ,AB AC AD 0abc   


4 6 3
143 0
8 13

abc
  

     
 



, , ,A B C D

2
. . .

. . .

. . .

a aa ba c

abc b ab bb c

c ac bc c

   

     

    

   

1 2 3a a i a j a k  
   

1 2 3b b i b j b k  
   

1 2 3c c i c j c k  
   

2
abc abc abc          
   

abc  
 

1 2 3
2

1 2 3

1 2 3

a a a
abc b b b

c c c

   
 1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1 2 3

a a a a b a b a b a c a c a c
abc b a b a b a b b b b c b c b c

c a c a c a c b c b c b c c c
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उदाहरण 25 ͧसƨ कȧिजये ͩक 
 

हल अब  
( ).{( ) ( )}a b b c c a a b b c c a          

           
 

 

  

=  

 

  

èवèमांकन Ĥæन : 4 
1. Ǔनàनͧलͨखत मɅ Ǔनरथ[क है 

    ऊपरोÈत सभी 

2.  का मान है 

(i) 3 (ii) 4 (iii) 2 (iv) 1 
3.  का मान है 

 
  

शूÛय गणनीयनहȣं 

4.   के ͧलए Ǒदखाइये ͩक 

 
 

5. ͧसƨ कȧिजये ͩक ǒबÛद ु  एव ं  समतलȣय है 
6. Ǔनàनͧलͨखत भजुाओं से Ǔनͧम[त Paralelopiped का आयतन £ात करो। 

  

  

9.5.4 तीन सǑदशɉ का सǑदश गणुन : - 
तीन सǑदशɉ का गणुन  सǑदश ǒğक गणुन कहलाता है। èपçटत : यह एक सǑदश 

राͧश है Èयɉͩक  तथा  सǑदश राͧशयाँ हɇ िजनका Đास गणुन  भी सǑदश होता है। 

2
. . .

. . .

. . .

a aa ba c

abc b ab bb c

c ac bc c

   

     

    

   

   , , 2a b b c c a abc   

     .a b b c c b c a        
       

 .a b b c c c b a c a          
           0c c 

 


           . . . . . .a b c a b c a c a b b c b b c b c a          
                 

0 0 0 0abc bca          
 

2 abc   
 

abc bca      
  



  . .i a b c
  

  .ii a b c
  

  iii a b c
  

 iv

 ijk

aaa  
  

 
3

i a


  3
ii a
  iii  iv

 a i j k  
   2b i j k  

   3 2 4c i j k  
 

   . .b c c a b c  
     

     2,3, 1 ; 3,0, 4 4,5,2    3,6,5

       2 3 4 , 2 , 3 2i a i j k b i j k c i j k        
    

       4 3 , 3 2 , 3 2ii a i j k b i j k c i j k        
    

 a b c 
  

a


b c
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वèतुत : Ïयाͧमतीय Ǻिçट से , सǑदशɉ  तथा  को समाǑहत करने वाले समतल 

मɅ िèथत होता है एव ं  के लàबवत ्होता है। 
 का Ǔनàनͧलͨखत Ǿप अ×यÛत उपयोगी है इसे आपको èमरण रखना चाǑहये 

...... (1) 

 

  

………………(2) 

(1) व (2) से èपçट है ͩक åयापकत: 
  

उदाहरण : 26. ͧसƨ कȧिजये 
  

हल : माना , तब 
 

 

अब  तथा  

अतः  =  

 

 ( ) 

उदाहरण : 27 ͧसƨ कȧिजये ͩक  

यǑद और केवल यǑद  या  एव ं  सरेखीय है 

हल : ĤǓतबधं आवæयक है 
माना  

तब  

या  

या ............(1) 

समीकरण (1) तभी स×य है जबͩक 
 या  

परÛतु  अत:  

 a b c 
  

b


c


a


 a b c 
  

     . . .a b c a c b a b c   
        

   a b c c b c     
     

   . .c b a c a b    
     

   . .c a b c b a 
     

   a b c a b c    
     

   b c b c abc c      
      

b c p 
  

     . .p c a p a c p c a   
        

     . . .b c a c b c c a   
       

   . .b c a b c a  
         . .b c c b c c  

     

 p c a 
        . . .b c a c b c c a   

       

0bca c   
 

abc c  
 

abc bca      
 



   a b c a b c    
     

  0a c b  
   

a


c


   a b c a b c    
     

       . . . . . . . .a c b a b c a c b b c a   
           

   . . . . 0a b c b c a 
      

  0a c b  
   

0a c 
  

0b 
 

0b 
 

0a c 
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 का ता×पय[ है ͩक  के समान या समाÛतर है अथा[त ्  तथा  सरेखीय है 
ĤǓतबधं पया[Üत है - माना  तथा  सरेखीय हɇ तब ͩकसी अचर  के ͧलये = 

 
अब  

=  

= …………(2) 

पनुः  

=  

 

समीकरण (2) तथा (3) से èपçट है ͩक 
 

उदाहरण : 28. ͧसƨ कȧिजये- 
 

हल :  

 

अब ...........(1) 

...................(2) 

(1) व (2) से èपçट है ͩक 
 

उदाहरण : 29 ͧसƨ कȧिजये ͩक 

 

0a c 
  

,c a
 

a


c


a


c


 c


a


   a b c a b a    
     

 a b a    
  

   . .a a b a b a   
     

   a b c a b a    
     

 a b c    
  

   . .a a b a b a    
     

   a b c a b c    
     

     3 2 ; 2 ; 2 2a i j k b i j k c i j k        
    

   a b c a b c    
     

21 1 5 5
1 22

i jk
b c i k    



 
  

 3 12 7 5
21 1

i jk
a b i j k      



 
  

   3 12 15 15 15
0 55

i jk
a b c i j k      



 
   

   175 24 7 5
1 22

i jk
a b c i j k      




   

   a b c a b c    
     

   a b c a b c    
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जहाँ  

हल :  

 

अब  

  

अब  

 

 

èपçट है ͩक  

èव मूãयांकन Ĥæन -5  
1.  के तुãय है 

 
 

 
 

2.  के तुãय है 

 
 

 
 

3. ͧसƨ कȧिजये  

9.6 सारांश 
इस इकाई मɅ आपने देखा ͩक ͩकस Ĥकार पǐरमाण एव ंǑदशा से यÈुत भौǓतक राͧश सǑदश कȧ 
अवधारणा एव ंउन पर ͪवͧभÛन संͩĐयाओं को पǐरभाͪषत ͩकया गया। चतçुफलक एव ंसमाÛतर 
षटफलक के आयतन £ात करने मɅ सǑदशɉ के अयोग से इनकȧ अनĤुयोगा×मक शिÈत को आपने 

     2 3 ; 2 ; 2a i j k b i j k c i j k        
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1 31
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अनभुव ͩकया होगा। वèततु : सǑदशɉ के ये आधारभतू ͧसƨाÛत उÍचतर गͨणत कȧ शाखाओं मɅ 
लाभकारȣ हɇ। 

9.7 शÞदावलȣ 
सǑदश  Vector 
अǑदश Scalar 
इकाई सǑदश Unit vector 
िèथǓत सǑदश Position vector 
अǑदश गणुन Scalar or dot vector 
सǑदश गणुन Vector of cross product 
अǑदश ǒğक गणुन Scalar triple product 
सǑदश ǒğक गणुन Vector triple product 

9. 8 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
èवमूãयांकन 1 

1 (iv) 2 (iii) 3 (ii) 4 (i) 5 (ii) 
èवमूãयांकन 2 

1 (iv) 2 (ii) 
èवमूãयांकन 3 

1 (ii) 2 (ii) 3 (iv) 
èवमूãयांकन 4 

1 (iv) 2 (iv) 3 (iv) 4 (iii) 5 (i) 6 (ii)30 
èवमूãयांकन 5 

1 (iv) 2 (i) 3 (i) 

9.9 अßयास Ĥæन 
1. ऐसा सǑदश £ात कȧिजये िजसका पǐरमाण 5 है तथा  के समाÛतर है  

उ×तर :  

2. यǑद  Đमश:  के िèथǓत सǑदश हɇ तो 

 £ात कȧिजये 
उ×तर  

3. यǑद  सरेखीय हɇ तो  का मान £ात कȧिजये। 
उ×तर  

4. के ͩक  सरेखीय हɇ जहाँ  असरेखीय सǑदश है 

उ×तर   

2i j

 5 2i j

, ,a b c
  

     3,4 ; 5, 6 ; 4, 1A B C 

2 3a b c 
  

5i j

     , 1 ; 2,1 ; 4,5A B C  

1 

m    2 ; 2 3 2m a b m a b   
   

,a b
 

1
4

m  
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5. ͧसƨ कȧिजये ͩक सǑदश  समतलȣय हɇ 
6. Ǒदखाइये ͩक  

7. यǑद  तो पिुçट कȧिजये 
  

8. उस समाÛतर षटफलक का आयतन £ात करो िजसकȧ भुजायɅ 
 है। 

उ×तर 14 
9. ͧसƨ कȧिजये ͩक चार ǒबÛद ु  समतलȣय है 

10. èवेÍछ सǑदशɉ  एव ं  के ͧलये ͧसƨ कȧिजये  
 

  
  

3 5 ;2 ;3 4 4i j k i j k i j k     

    2a b a b a b    
     

2 ; 2 ; 3 4 2a i j b i j k c i j k       
  

      0a b c b c a c a b        
         

2 3 ; 2 ;2i j k i j k i j k     

 2 ; ;i j k j i j k i j      

a


b


  0a a b  
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इकाई 10: गǓत के Ǔनयम (Laws of Motion) 
इकाई कȧ ǽपरेखा 
10.0 उƧेæय 
10.1 Ĥèतावना 
10.2 मूल संकãपनायɅ 
10.3 Ûयटून के गǓत के Ǔनयम 
10.4 शुƨ गǓतकȧ : 

104.1 सरल रेखीय गǓत 
10.4.2 समतलȣय गǓत या एक तलȣय गǓत 

10.5 बल गǓतकȧ 
10.6 माğक Ĥणाͧलया,ँ भौǓतक राͧशयɉ कȧ इकाईया 
1.07 साराशं 
10.8 शÞदावलȣ 
10.9 èवमूãयांकन Ĥæनɉ के उ×तर 
10.10 अßयास Ĥæन 

10.0 : उƧेæय 
इस इकाई के अÚययन के पæचात ्आप 
1. ͩकसी वèतु कȧ गǓत से ता×पय[ और त×सàबधंी ͪवषयɉ यथा, चाल, वेग, ×वरण, बल 

इ×याǑद कȧ चचा[ कर सकेगɅ। 
2. Ûयटून के गǓत के Ǔनयमɉ एव ंअनĤुयोगɉ से पǐरͬचत हɉगे। 

10.1 Ĥèतावना 
इस इकाई कȧ ͪवषय-वèतु गǓतकȧ या गǓत ͪव£ान के ͧसƨाÛत हɇ। गǓत ͪव£ान, गͨणत कȧ वह 
Ĥशाखा है िजसमɅ हम कण अथवा ͪपÖड (वèत)ु पर काय[रत ् बल के कारण उसकȧ गǓत का 
अÚययन करते हɇ। ͩकसी वèतु के गǓत करने का अथ[ है ͩक वह चलायमान है अथा[त ्समय के 
साथ उसकȧ िèथǓत मɅ पǐरवत[न होता है। èवाभाͪवकत: Ĥæन उठता है ͩक वèतु िèथरावèथा से 
गǓतमान कैसे होती है? यह पनु: ͪवरामावèथा मɅ आती है तो Èयɉ? गǓत अवèथा के Ĥमुख 
कारक Èया हɇ? इन िज£ासाओं का समाधान Ûयटून के गǓत Ǔनयमɉ से होता है िजÛहे जानने से 
पवू[ कǓतपय मलू संकãपनाओं से पǐरचय आवæयक है। 

10.2 मूल संकãपनायɅ 
दरूȣ, समय तथा ġåयमान मौͧलक भौǓतक मापन राͧशयाँ हɇ। दरूȣ और समय को आप सहज Ǿप 
से समझते हɇ। ͩकसी वèतु के ġåयमान से आशय उस वèतु मे ͪवɮयमान ġåय कȧ राͧश से है 
िजससे वèतु बनी है। अब हम इस इकाई मɅ उपयोगी भौǓतक राͧशयɉ का अवलोकन करेगɅ - 
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ͪवèथापन :- ͩकसी गǓतशील वèतु के ͪवèथापन का ता×पय[ ǓनǑद[çट Ǒदशा मɅ िèथǓत मɅ पǐरवत[न 
है। ͪवèथापन, ǓनǑद[çट Ǒदशा मɅ तय कȧ गई दरूȣ है। èपçटत: ͪवèथापन एक सǑदश राͧश है। 
चाल : - ͩकसी गǓतशील वèतु के अपने पथ पर चलने (गǓत करने) कȧ दर, उसकȧ चाल कहलाती 
है। 

अतः चाल = दरूȣ
समय

 
चाल एक अǑदश राͧश है।उदाहरणाथ[ यǑद आप 5 घÖटɅमɅ 20 ͩकलोमीटर चलतेहै तो आपकȧ चाल 

 ͩकलोमीटर ĤǓत घÖटा है। लेͩकन चाल से गǓत कȧ Ǒदशा का £ान नहȣं होता 

इसͧलये यह एक अǑदश राͧश है। कोई वèतु समान या अचर चाल (constant or uniforms 
speed) से गǓतमान हो सकती है। जब वèतु समान समय अÛतराल मɅ समान दǐूरयां तय करती 
हɇ तो उसे समान चाल कहत ेहɇ। इसके ͪवपरȣत यǑद कण कȧ चाल एक समान न हो, अथा[त ्
ͧभÛन-ͧभÛन समयाÛतरालɉ मɅ वèतु अलग-अलग दǐूरयाँ तय करती हैतो औसत चाल का आकलन 
करते है : 

औसत चाल = कुल तय ͩक गयी दरूȣ
कुल दरूȣ  तय करने मɅ लगा समय 

 

चाल कȧ इकाई दरूȣ ĤǓत समय होती है। 
वेग :- ͩकसी वèतु के समय के साथ ͪवèथापन कȧ दर को उसका वेग कहते हɇ। वेग सǑदश राͧश 
है। èपçट है ͩक वेग का पǐरमाण चाल होता है। 
वेग के दो Ĥकार: - अचर वेग एव ंपǐरवतȸ वेग होते हɇ। यǑद वèतु समान चाल से एक हȣ Ǒदशा 
मɅ चलɅ तो वèत ुका वेग अचर माना जाता है। इसके ͪवपरȣत वèत ुका वेग अचर न हो तो उसे 
चर या पǐरवतȸ वेग कहते हɇ। पǐरवतȸ वेग के ͧलये दो ¢णɉ पर वेग, के पǐरमाण (चाल) या Ǒदशा 
अथवा दोनɉ मɅ अÛतर होता है। 
संवेग: - ġåयमान (उ) तथा वेग (अ) के गणुनफल को संवेग कहते हɇ। 
×वरण :- गǓतशील वèतु के वेग मɅ समय के साथ पǐरवत[न कȧ दर को ×वरण कहते है। यǑद 
समान समयाÛतरालɉ मɅ वेग पǐरवत[न पǐरमाण एव ंǑदशा मɅ समान हो तो ऐसा ×वरण अचर या 
एक समान ×वरण कहलाता है। ×वरण को f से ǓनǾͪपत करते हɇ। ×वरण का ͪवपरȣत मंदन होता 
है। वेग मɅ इकाई समय मɅ कमी को मंदन कहते हɇ। ×वरण कȧ इकाई दरूȣ ĤǓत (समय)2 होती है। 
बल : - ͩकसी वèतु कȧ ͪवरामावèथा से गǓतशील करने के ͧलए अथवा गǓतशील वèतु को 
ͪवरामावèथा मɅ लाने के ͧलए िजसकȧ आवæयकता होती है उसे बल कहते है। अत: बल वह 
भौǓतक राͧश हैिजससे वèतु कȧ गǓतशील अथवा ͪवरामावèथा मɅ पǐरवत[न होता है। अत: बल वह 
है जो वèत ुकȧ गǓत मɅ ×वरण (या मंदन) उ×पÛन करने का Ĥयास करे अथवा करे। 
बल एक सǑदश राͧश है। वèत ुमɅ उ×पÛन ×वरण f, ĤयÈुत बल  के समानपुाती होता है। 

10.3 Ûयूटन के गǓत के Ǔनयम 
Ûयटून ɮवारा ĤǓतपाǑदत गǓत के तीन Ǔनयम आधुǓनक गǓत ͪव£ान का मलूाधार हɇ। 
Ĥथम Ǔनयम : कोई वèतु एक सरल रेखा मɅ गǓत अवèथा या ͪवरामावèथा मɅ रहती है जब तक 
ͩक उस पर कोई बाéय बल आरोͪपत न हो। इसे जड़×व का Ǔनयम कहते है। 

20 4
5

 

F
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ɮͪवतीय Ǔनयम : यह Ǔनयम बल के मापन से सàबिÛधत है। ɮͪवतीय Ǔनयम के अनसुार, 
आरोͪपत बल  संवेग मɅ पǐरवत[न कȧ दर के समानपुाती होता है। 

अथा[त  िèथराकं है 

या  (जहाँ  ×वरण हɇ)  ......... (1)  

समीकरण (1) मɅ इकाई बल को इस Ĥकार चुना जाये ͩक वह इकाई ġåयमान मɅ इकाई ×वरण 
उ×पÛन करɅ अथा[त ् जब ,  तब  

इस Ĥकार      ………(2) 
समीकरण (2) गǓत ͪव£ान का Ĥमुख काय[कारȣ सूğ है। इससे हम बल के माğक 'Ûयटून' को 
पǐरभाͪषत करत ेहɇ। एक Ûयटून बल वह है जो 1 ͩकलोĒाम ġåयमान वालȣ -वèतु मɅ 1 मीटर 
ĤǓत सेͩकÖड2 का ×वरण उ×पÛन करे। 
यहाँ Úयान दȣिजये ͩक ġåयमान एव ं ×वरण के गणुनफल को Ĥभावी बल (effevtive force) 
कहत ेहɇ। अत: ͩकसी Ǒदशा मɅ आरोͪपत बल उस Ǒदशा मɅ Ĥभावी बल के तुãय होता है। जैसे 
माना  ġåयमान के कण पर ×वरण  ¢ैǓतज रेखा  से  कोण बनाता है। तब 

 Ǒदशा मɅ कण पर 
Ĥभावी बल =  ( Ǒदशा मɅ ×वरण) 

 

 
यǑद ͩकसी वèतु पर एक से अͬधक बल काय[रत हɉ तो Ĥ×येक बल के कारण जǓनत ×वरण कȧ 
Ǒदशा एव ंपǐरमाण इस बल के अनसुार हेता है (जैसे ͩक शषे बल काय[रत हȣ ना हो, केवल यहȣ 
एक बल वèतु पर ͩĐयाशील है।) इस Ĥकार Ĥ×येक बल गǓत मɅ अपना योगदान देता है। इन 
सभी बलɉ के कारण वèतु कȧ गǓत पर Ĥभाव इन योगदानɉ का पǐरणामी (resultant) लेता है। 
जैसे यǑद  पर िèथत  ġåयमान वाले कण पर समतलȣय बल  ͬचğानसुार 
काय[रत ्हɇ। माना इन बलɉ का पǐरणामी है जो  से  कोण बनाता है 

F

  ,dF k mv k
dt



dvF km kmf
dt

 
dvf
dt



1F  1m  1f  1k 
F mf

m A f AB 
AB

m AB
cosm f  

 m 1 2 3, ,F F F
R  
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 Ǒदशा मɅ पर काय[रत बलɉ को से ǓनǾͪपत करɅ तो 

 
इसी Ĥकार Ǒदशा मɅ पर काय[रत ्बल को ͧलखɅ तो 

 

अतः पǐरणामी बल  

एव ं  

ततृीय Ǔनयम : इसके अनसुार, यǑद एक वèत ूदसूरȣ वèत ुपर बल आरोͪपत करती है तो दसूरȣ 
वèतु भी पहलȣ वèत ुपर समान (परÛत ुͪवपरȣत Ǒदशा मे बल आरोͪपत करती है। Ĥथम बल को 
ͩĐया एव ंɮͪवतीय को ĤǓतͩĐया कहते हɇ। ĤǓतͩĐया बल सव[दा दोनɉ वèतुओं के सàपक[  ǒबÛद ुके 
अͧभलंबवत ्काय[ करता है। जसेै Ǔनàन ͬचğ मɅ दȣवार के सहारे रखी छड़  दȣवार एव ंधरातल 
पर Đमश: ǒबÛदओंु  तथा  पर ͩĐया (संपक[ ) करती है। िजसके फलèवǾप दȣवार एवं 
धरातल ɮवारा  तथा पर ĤǓतͩĐयायɅ Đमश: तथा  है जो तथा के 
अͧभलंबवत ्है। 

 
गǾु×वीय ×वरण एव ंभार : Ûयटून के Ĥͧसƨ गǾु×वाकष[ण ͧसƨाÛत से हम जानते हɇ ͩक पØृवी के 
गǾु×व बल के कारण हाथ से कȧ वèतु पØृवी कȧ ओर ͬगरती है और उसमɅ ×वरण उ×पÛन होता 
है। इस ×वरण को गǾु×वीय ×वरण कहत ेहɇ। यǑद वèत ुका ġåयमान तथा गǾु×वीय ×वरण  
है तो वèत ुपर लगने वाला आकष[ण बल 

यहाँ  को ġåयमान कȧ वèतु का भार कहत ेहɇ। 

 m 

1 1 2 2 3 3cos cos cos cosR F F F         
Y m Y

1 1 2 2 3 3sin sin sin sinR Y F F F        

   2 2R Y    

1tan Y


     

AB
A B

A B R S A OB

m g

,W mg W m



286 
 

Úयान दȣिजये ͩक गǾु×वीय ×वरण कȧ Ǒदशा पØृवी (के केÛġ) कȧ ओर होती है। यǑद ͩकसी वèत ु
को पØृवी से दरू ऊÚवा[धर Ĥ¢ेͪपत ͩकया जाये तो गǾु×वीय ×वरण  होगा। 

10.4 शुƨ गǓतकȧ 
10.4.1 सरल रेखा मɅ गǓत : वेग एव ं×वरण 
¢ैǓतज सरल रेखीय गǓत : - 
वेग : - माना एक कण सरल रेखा कȧ Ǒदशा मɅ गǓतमान है। माना समय तथा पर 
कण  पर िèथत ǒबÛदओंु  तथा पर है, इस Ĥकार ͩक  तथा  

 
अतः अंतराल  मɅ कण कȧ औसत चाल =  परÛतु यǑद  (अथवा ) 

तब , कण के ͪवèथापन कȧ दर (वेग) को बताता है। 

अत: ǒबÛद ु पर =v= lim
x

t  समय मɅ वेग मɅ पǐरवत[न

t
= lim

x

x dx x
x dt




 

 

×वरण : - माना ¢ण  तथा पर कण Đमश: तथा पर है जहाँ वेग Đमश: तथा 
 हɇ। तब अÛतराल  मɅ वेग मɅ पǐरवत[न है। यǑद समय पर (ǒबÛद ु पर) ×वरण 

है,तो 

f= lim
x

t  समय मɅ वेग मɅ पǐरवत[न

t
 

 

 

पनुः  

अचर ×वरण के साथ सरल रेखा मɅ गǓत : 
यǑद एक कण आरंͧभक वेग एव ंअचर ×वरण से गǓत करता है तो तीन मह×वपणू[ सूğɉ कȧ 
åय×ुपि×त ĤाÜत होती है। माना सरल रेखा पर िèथत Ǔनयत ǒबÛदु से कण गǓत आरàभ करता 
है तथा  समय पर गǓतमान कण कȧ िèथǓत है इस Ĥकार ͩक  

 

तब  कȧ Ǒदशा मɅ ×वरण  

चू ंͩक कण Ǔनयत ×वरण से गǓतमान है अत: .........(1) 

(1)समीकरण (2) का समाकलन करने पर 

g
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 जहाँ अचर है..... (2) 

आरàभ मɅ  पर  अत: समीकरण (2) से  

  

फलत : ..... (3) 

पनुः समीकरण (3) का समाकलन करने पर 

............(4) 

आरàभ मɅ  पर  
अतः    

फलत : ....... (5) 

सूğɉ (3) तथा (5) मɅ के ͪवलोपन से हम एक नये सूğ कȧ ĤािÜत करेगɅ 
अब  

 

............(6) 
सूğɉ (3), (5) एव ं(6) को èमरण रखना Įेयèकर है। 

ऊÚवा[धर सरल रेखीय गǓत : यǑद कण समान गǾु×वीय ×वरण के अधीन ऊÚवा[धर गǓत करता है 
तो इसके समीकरण, समीकरण (3), (5), (6) के जैसे होते हɇ िजसमɅ ×वरण  के èथान पर 
गǾु×वीय ×वरण  ĤǓतèथाͪपत होता है। 
यǑद कण नीचे से ऊपर कȧ ओर ऊÚवा[धर गǓतमान है तो ×वरण  लेते है। 
उदाहरण- 1 यǑद सरल रेखा मɅ गǓतशील कण कȧ  सेकÖड मɅ तय कȧ गई दरूȣ 

है तो ͩकस समय उसका ×वरण शूÛय होगा? 
हल: Ǒदया है : दरूȣ  

अतः वेग  

एव ं×वरण  

×वरण  शूÛय होगा यǑद  

अथा[त  सेकÖड 

अतः  सेकÖड के पæचात ्कण का ×वरण शÛूय होगा 

1
ds ft k
dt

  1k

0t  ds u
dt



1u o k  1k u 
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dt
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O 0, 0t s 
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उदाहरण- 2 सरल रेखा मɅ गǓतमान कण का वेग , सàबÛध  से Ǒदया 
जाता है। ͧसƨ कȧिजए ͩक उसका ×वरण रेखा पर िèथत ͩकसी ǒबÛद ुसे दरूȣ के समानपुाती है। 
हल : - माना कण सरल रेखा  के अनǑुदश गǓतमान है।  समय पर कण ǒबÛद ु  पर है 
इस Ĥकार ͩक  तथा  पर कण का वेग  है 
Ǒदया है : ...... (1) 

(1) का  के सापे¢ अवकलन करने पर  

या ×वरण  

माना  जहाँ ' सरल रेखा पर िèथत Ǔनयत ǒबÛद ु है इस Ĥकार ͩक 

 

अतः ×वरण  
. अथा[त  कण कȧ Ǔनयत ǒबÛद ु ' से दरूȣ के समानपुाती है। 

उदाहरण - 3 यǑद सरल रेखा मɅ गǓतमान कण कȧ मूल ǒबÛद ुसे दरूȣ  पर वेग , 

 समानपुाती है तो ×वरण का Ǔनयम £ात कȧिजये? 

हल : Ǒदया है, वेग  अथवा ...... (1) 

अतः (1) को  के सापे¢ अवकलन करने पर 

 

अथवा ×वरण  

उदाहरण -4 दो साईͩकल चालक अचर ×वरण तथा  से ĤǓतèपधा[ मɅ सरल रेखा मɅ 
गǓतमान हɇ। यǑद उनके आरंͧभक वेग तथा  हɉ तथा दोनɉ एक साथ ͪवजेता हɉ तो उनके 
ɮवारा तय दरूȣ £ात कȧिजए 
हल : चू ंͩक दोनɉ साईͩकल चालक संयÈुत ͪवजेता हɇ अत: समान समय मɅ उÛहोने समान दरूȣ तय 
कȧ है। अत: समय मɅ तय कȧ गई दरूȣ  है, तो 

Ĥथम चालक के ͧलये : ....... (1)  

ɮͪवतीय चालक के ͧलये : ,........ (2) 

फलत :  

v 2 2 2 ,v ax bx c  
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dx
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 का यह मान समीकरण (1) मɅ रखने पर, 

वांǓछत दरूȣ  

 

उदाहरण - 5 सरल रेखा मɅ अचर ×वरण से गǓतमान कण, Đमागत समय  तथा  मɅ 

Đमश:  दǐूरयाँ तय करता है। ͧसƨ कȧिजए ͩक ×वरण  

हल - माना कण का आरͧभक  है तथा  समय पæचात ्इसका वेग  है तो 
........ (1) 

एव ं ....... (2) 

जहाँ अचर ×वरण है। 
Ĥæनानसुार कण अगले समयाÛतराल  मɅ  दरूȣ चलता है। इस िèथǓत मɅ कण का आरिàभक 
वेग 

है अतः  [ ] 

 

अतः  

या  

या  

उदाहरण - 6 एक कण को 100 मीटर ĤǓत सेकÖड कȧ दर से धरातल से ऊÚवा[धर ऊपर फɅ का 
जाता है। 10 सेकÖड मɅ कण ɮवारा तय कȧ गई दरूȣ Èया होगी? (यǑद  = 9.8 ते 
मीटर/सेकÖड) 
हल - इस िèथǓत मɅ कण पØृवी के गǽु×वाकष[ण के ͪवपरȣत Ǒदशा मɅ है अत: समय एव ंदरूȣ के 
सàबÛध मɅ ×वरण  होगा। 

अतः  

 

= 1000 - 490 = 510 मीटर 
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(Úयान रहɅ Ĥæन के उ×तर मɅ जहाँ सभंव हो इकाई अवæय दे) 
उदाहरण - 7 एक कण को ऊÚवा[धर ऊपर कȧ ओर  वेग से फɅ का गया।  समय पæचात ्एक 
दसूरा कण  वेग से उसी ǒबÛद ुसे ऊÚवा[धर ऊपर फɅ का गया  यǑद दोनɉ कण, दसूरे 

कण के Ĥ¢ेपण के  समय पæचात ्  ऊँचाई पर ͧमलते है तो £ात कȧिजए। 
हल - Ĥथम कण का आरंͧभक है इसके Ĥ¢ेपण के  समय पæचात ्दसूरा कण फɅ का जाता है 
और वह पहले कण से माना दरूȣ पर अपने Ĥ¢ेपण के समय पæचात ्टकराता है। अथा[त 
Ĥथम कण ने दरूȣ  समय मɅ तय कȧ 

अत:  से 

Ĥथम कण के ͧलये : ..... (1) 

ɮͪवतीय कण के ͧलये : ...... (2) 

अतः  

सरल करने पर  

या  

उदाहरण - 8 यǑद सरल रेखीय गǓत मɅ दरूȣ  तथा वेग  तथा समय  मɅ संबÛध  
हɇ तो ×वरण कȧ ĤकृǓत बताइये। 
हल – Ǒदया है: ........ (1) 

 ×वरण ....... (2) 

(1) का के सापे¢ अवकलन करने पर,  

 [ ] 

 ............ (3) 

या  अत:  

या ..........(4) 
यहाँ अचरांक है 

समीकरण (3) एव ं(4) से,  (अचर) 

अतः ×वरण अचरहै। 
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èवमूãयांकन Ĥæन-1 
1. Ǔनàनͧलͨखत मɅ ͧभÛन है- 

(i)ͪवèथापन (ii)बल (iii)लेग (iv)समय 
2. यǑद वेग  तथा दरूȣ  मɅ सàबधं  है तो ×वरण है - 

   
इनमɅ से कोई नहȣ ं

3. Ǔनàनͧलͨखत मɅ स×य कथन है - 
 चाल का पǐरमाण वेग होता है  संवेग = (ġåयमान)  ×वरण 
 संवेग = दåयमान  दरूȣ  संवेग= ġåयमान वेग 

 
4. यǑद समय  तथा  पर वेग  तथा  हɇ तथा  समय मɅ तय कȧ 

गयी दरूȣ  है गǓत के Ǔनयम तो रेखीय गǓत के ͧलये स×य है (जहाँ Ǔनयत ×वरण 
है) 

  

 

 

10.4.2 एक तलȣय गǓत (Uniplanar motion) 
एक कण (या ͪपÖड) जब समतल मɅ गǓतमान होता है तो उसका पथ एक वĐ होता है। वĐ के 
ͩकसी ǒबÛद ु पर वेग  पर èपश[ रेखा के अनǑुदश लेता है। वèतुत: वेग तथा ×वरण कȧ 
गणना करने के ͧलये वेग तथा ×वरण के दो परèपर लंबवत ्Ǒदशाओं मɅ घटक ĤाÜत करते हɇ। 
माना कण  समतल मɅ ͩकसी वĐ के अनǑुदश गǓतमान है। ͩकसी ¢ण  पर कण 
कȧ 
वĐ पर िèथǓतयाँ  तथा  हɇ तो  के अनǑुदश वेग 

Đमश:  

तथा  हɉगे तथा ǒबÛद ु  पर पǐरणामी वेग 

 

ǒबÛद ु  पर इस पǐरणामी वेग  कȧ Ǒदशा  अ¢ के साथ यǑद  कोण बनाती है तब, 
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इसी Ĥकार  के अनǑुदश ×वरण के घटक Đमश:  तथा  लेते हɇ तथा ǒबÛद ु

 पǐरणामी ×वरण  है तो  

×वरण  कȧ Ǒदशा  अ¢ के साथ यǑद  कोण बनाती है तो  

उदाहरण - 9 एक कण कȧ गǓत वĐ ,  से दȣ जाती है जहाँ  
समय है कण के वेग और ×वरण ĤाÜत कȧिजये। 
हल : - Ǒदया है ....... (1) 

.......(2) 

कण का वेग  

=  

=  

   

कण का ×वरण  

 

 

 
उदाहरण - 10 एक कण कȧ  समतल मɅ गǓत वĐ 

 ɮवारा दȣ जाती है। यहाँ  तथा  Đमश: मीटर 
तथा सेकÖड मɅ मापे जात ेहै। कण का  सेकेÖड पर वेग तथा ×वरण £ात कȧिजये। 

हल : - वेग  
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अब  सैͩकÛड पर 

वेग  मीटर ĤǓत सैͩकÛड 

इसीĤकार, ×वरण  

 

 
 मीटर ĤǓत (सकैÖड)2 

उदाहरण - 11 एक कण मलू ǒबÛद ुसे रवाना होकर समतल  मɅ इस Ĥकार गǓतमान है 
ͩक -अ¢ के समाÛतर वेग  के समानपुाती है तथा -अ¢ के समाÛतर वेग अचर है। 
कण का पथ £ात कȧिजए। 

हल :- Ĥæनानसुार,,  जहाँ  अचर है...........(1) 

एव ं  (अचर).............(2) 

कण के पथ से ता×पय[ समीकरण (1), (2) से  एव ं  मɅ सàबÛध है। 

अतः  

जहाँ  अचर है,  

अतः ...... (3) 

के समाकलन से, ...........(4) 

जहाँ  समाकलन Ǔनयताकं है 
चू ंͩक  पर  है, [  आरंभ मɅ ( पर) कण मूल ǒबÛद ु(0,0) पर हɇ।] तो 

 

अतः समीकरण (4) से,  

जो ͩक वांǓछत पथ है तथा परवलय के आकार का है। 

10.5 बल गǓतकȧ 
इस अनÍुछेद के अÚययन मɅ पवू[ वͨण[त Ûयटून के Ǔनयम उपयोगीहɇ। पवू[ अनÍुछेद मɅ आपने गǓत 
के अÚययन मɅ गǓत के अ×पादक कारणɉ (बलɉ)पर ͪवचार नहȣं ͩकया। बल गǓतकȧ मɅ हम इस 
प¢ पर Úयान देते हɇ। 
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उदाहरण – 1 70 ͩकलोĒाम भार का åयिÈत  मीटर/सेकÖड कȧ गǓत से गǓतमान है। यǑद इस 
åयिÈत को  ͩकलोभार के मंदन के ͪवǾƨ  ͩकलोĒाम भार के बल से खीचंा जाये तो ͧसƨ 
कȧिजये ͩक åयिÈत को 2  मीटर/सेकÖड से मीटर/सेकÖड कȧ गǓत Éयन करने मɅ तय कȧ 
गई दरूȣ : 

  

हल – åयिÈत पर काय[रत बल =  
 åयिÈत पर काय[रत बल =  
यǑद ×वरण है तो Ûयटून कȧ गǓत के ɮͪवतीय Ǔनयम से, 
Ĥभावी बल= .............(1) 

 

परÛतु ×वरण = जहाँ दरूȣ  पर वेग  है  

अत: समीकरण (1) से,   

या  

अतः 2  मीटर/सेकÖड से 5  मीटर/सेकÖड तक का वेग ĤाÜत करने मɅ तय कȧ गई दरूȣ 

 

उदाहरण - 2 एक कण को ĤǓतरोधी माÚयम मɅ नीचे से ऊपर कȧ ओर Ĥͯ¢Üत ͩकया गया है। 
यǑद ĤǓतरोधी माÚयम का ĤǓतरोध (मंदन) वेग के समानपुाती है तो गǓत का समीकरण ͧलͨखये - 
हल- माना कण का दåयमान  है तथा Ĥ¢ेप ǒबÛद ुसे दरूȣ  पर उसका वेग  है। चू ंͩक 
कण कȧ गǓत ऊपर कȧ ओर है अत: कण भार ऊÚवा[धर नीचे कȧ ओर काय[ करेगा तथा 

ĤǓतरोधी बल भी नीचे कȧ ओर होगा । यǑद ×वरण है तो गǓत के य Ǔनयम से, 
 

Úयान दȣिजये :- ĤǓतरोध  वेग, अत: ĤǓतरोध = , ĤǓतरोध बल =  

10.6 ͪवͧभÛन माğक Ĥणाͧलयाँ एवं भौǓतक राͧशयɉ कȧ इकाई 
 Ĥमुखत: तीन माğक Ĥणाͧलयɉ Ĥचलन मɅ हɇ। 
फुट पौÖड सेकÖड ( ) Ĥणालȣ : इसमɅ लàबाई कȧ इकाई फुट, दåयमान कȧ इकाई पौÖड 
तथा समय कȧ इकाई सेकÖड होती है। इस Ĥणालȣ मɅ èपçटत: को तथा ×वरण कȧ इकाईयाँ 
Đमश: फुट/सेकÖड एव ंफुट/सेकÖड  होती हɇ। 

Ĥणालȣ मɅ बल कȧ इकाई पाउÖडल होती है। एक पाऊÖडल बल वह है जो इकाई पाउÖडल 
ġåयमान कȧ वèतु मɅ इकाई फुट/सेकÖड2 का ×वरण उ×पÛन करɅ। 

v
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सेÛटȣमीटर Ēाम सेकÖड ( ) Ĥणालȣ : इस Ĥणालȣ मɅ लàबाई, दåयमान तथा समय कȧ 
इकाईयाँ Đमश: सेमीटर, Ēाम तथा सेकÖड है । èपçटत: इस Ĥणालȣ मɅ वेग तथा ×वरण कȧ 

इकाईयाँ Đमश: सɅटȣमीटर/सेकÖड एव ंसɅटȣमीटर/सेकÖङ  होती है । इस Ĥणालȣ मɅ बल कȧ इकाई 
डाइन होती है। एक डाइन बल वह है जो 1 Ēाम ġåयमान कȧ वèतु मɅ 1 सेमी ,/सेकÖङ  का 
×वरण उ×पÛन करɅ। 
मीटर ͩकलोĒाम सेकÖड ( .) Ĥणालȣ : - इस Ĥणालȣ मɅ लàबाई, दåयमान तथा समय कȧ 

इकाईयाँ Đमश: मीटर, ͩकलोĒाम तथा सेकÖड होती हɇ। अत: इस Ĥणालȣ मɅ वेग तथा ×वरण कȧ 

इकाई Đमश: मीटर/सेकÖड तथा मीटर/सेकÖड  होती है। इस Ĥणालȣ मɅ बल कȧ इकाई Ûयटून 
होती है। एक Ûयटून बल वह है जो एक ͩकलोĒाम दåयमान कȧ वèतु मɅ एक मीटर/सेकÖड  का 
×वरण उ×पÛन करे। 

10.7 सारांश  
इस इक़ाई मɅ आपने देखा ͩक ͩकस Ĥकार ͪवरामावèथा या गǓतशील वèतु पर काय[रत बलɉ के 
Ĥभाव का अÚययन ͩकया जाता है। गǓत के मह×वपणू[ प¢ɉ, वेग, चाल, ×वरण, बल एव ंइन 
राͧशयɉ के ͪवͧभन माğकɉ से आपका पǐरचय हुआ। इस अÚयाय मɅ आपने समय, ͪवèथापन, वेग 
एव ं×वरण के मÚय सàबÛध को ǓनǾͪपत करने वाले सूğɉ के ĤǓतपादन एव ंउनके अनĤुयोग को 
समझा। साथ हȣ अपने Ûयटून के गǓत Ǔनयमɉ को समझकर शुƨ गǓतकȧ तथा बल गǓतकȧ के 
अÛतर को जाना होगा। 

10.8 शÞदावलȣ 
ġåयमान Mass 
चाल Speed 
वेग Velocity 
×वरण Acceleration 
ͪवèथापन Displacement 
बल Force 
संवेग Momentum 
गǓत Motion 
सरल रेखीय गǓत Rectilinear 

motion 
एक तलȣय गǓत Uniplanar 

motion 
गǾु×वीय ×वरण Gravitational 

acceleration 
ͩĐया Action 

C.G.S.

2

2

M.K.S

2

2
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ĤǓतͩĐया Reaction 
मंदन Retardation 

10.9 èवमूãयांकन Ĥæन के उ×तर 
1. (iv) 2. (ii) 3. (iv) 4. (iv) 

10.10 अßयास Ĥæन 
1. समतल मɅ गǓतमान कण के तथा -अ¢ɉ के समाÛतर वेग Đमश:

तथा  हɇ । कण का पथ £ात कȧिजये । 
उ×तर : अचर = 0 
2. यǑद ͩकसी कण कȧ सरल रेखीय गǓत से åयÈत होती है जहाँ दरूȣ एवं 

गǓत के Ǔनयम 
समय Ĥणालȣ मɅ मापे जाते हɇ तो बताइये ͩक ×वरण ͩकतना है। 

उ×तर - 8 मीटर/सेकÖङ  
3. एक समतल मɅ गǓतमान कण के समय पर Ǔनदȶशांक  है। कण का 

पथ, को तथा ×वरण बताइये। 
उ×तर : -  
4. एक समतल मɅ गǓतमान कण के समय पर Ǔनदȶशांक है तो पथ, वेग तथा 

×वरण बताइये। 

उ×तर : - वेग  ×वरण  
 

XOY X Y u+ey
v+ex

2 2-(x -y )e+2(vx-uy)+
2x+4t +2t x

tM.K.S.
2

t x=a cos t,y=a sin t

2 2 2x +y =a ;a;a
t x=at,y=2at

i Fk 
2y 4ax; 2

2a 1+t 2a


